Segéo 1.1:
Modelos Matematicos Basicos;
Campos de Diregcbes




Formular a equacgdo diferencial que descreve o
movimento de um objeto de massa m em queda livre.

Variaveis: tempo, velocidade v
22 Lei de Newton: F = ma = m(dv/dt)

Forca gravitacional: F = mg ~

Forca de atrito: F = yv
Temos que

Com g = 9.8 m/sec?, m =10 kg, y = 2 kg/sec,
obtemos




Usando a equacdo diferencial construa uma tabela, desenhe as
tangentes (aproximadamente). O grafico resultante é chamado de
campo de direcées (Observe que os valores de v ndo dependem de

t.)
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Comandos de Maple para graficar o campo de direcées:




As setas sdao segmentos das retas tangentes as curvas solucdo, e o sinal
indica quando as solucdes crescem ou decrescem (e quanto).
As curvas solugao horizontais sio chamadas solu¢ées de equilibrio.

Usando o grafico abaixo e fazendo v' = o, obtemos a solucao de
equilibrio.




Solugoes de equilibrio
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Considere uma populacao de ratos que se reproduze
proporcionalmente ao tamanho da populacdao, com um
coeficiente de proporcionalidade de 0.5 ratos/més
(assumindo que ndo ha corujas).

Suponha que ha corujas comendo ratos, 15 por dia (em
meédia). Escreva a equacao diferencial que modela a
populacao de ratos em presenca de corujas.

Solucao:



nalise a curva solucao e ache a solucao de equilibrio
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Uma lagoa com contém 10,000 galoes de dgua e uma
quantidade de material poluente desconhecida. Uma
corrente de agua contendo 0.02 g/gal de material poluente
entra a lagoa com uma vazao de 50 gal/min. A mistura sai
com a mesma vazao, de tal forma que o volume da lagoa
permanece constante.

Escreva a equacao diferencial para o material poluente

Ache a solucao



* Analise as solucées e as solucoes de equilibrio.




Secao 1.2:
Solucoes de uma equacao diferencial

== Lembre se das equac0Oes correspondentes ao problemas de
queda livre e a ratos e corujas:

v'=9.8-0.2v, p'=0.5p-450

=~ Essas equacOes tém a forma geral y' =ay - b

= Podemos usar métodos de Calculo para resolver as equagdes *
desta forma. L




ey ]
%

&

e

%

[ J8 W |
-

£

1200

1100

1000

p200

800




ﬂ.u
|m.
e
ﬂ.ﬂ
1+

T,
.
L
e



%

g
{-_
&




Solucao da equacao geral

== Para resolver a equacéo geral

y'=ay-Db
usamos tecnicas de Calculo como segue

gy & G dy/dt :>_[ dy _jadt

— Gl = =d
diees i @ y—b/a

y_

at+C

= Inly-b/aj=at+C = |y-b/a=e
=" yhla=teTe" = y—blarke™, lc=+ek

= Entdo temos que a solugéo geral é

y:9+ ke®,
a

onde k e uma constante

.:. .-nﬁ‘--— Y




Problema com valor inicial (PVI)

== Posteriormente resolvemos o problema com valor incial
y'=ay-b, y(0)=y,
= Do slide anterior temos que a solucdo da EDO é
y =b/a +ke*
== Usamos a condicdo inicial para determinar Kk,
b

YO = Yo = rke’ = k=y,—
d d

e entdo a solucéo do PVI e




Solugéo de equilibrio
= Para achar a solucao de equilibrio fazemos y' = 0
set
y'=ay-b=0 = y(t)=§ !
*= Do slide anterior , a solucéo do PVI e:
b |: b} at .
Y= =Kl =€
a d i ».

== Observemos o comportamento da solucéo:
Se y, = b/a, y € uma constante, sendo y(t) = b/a
Sey,>Dbl/aea>0,ycresce exponencialmente ilimitadamente
Sey,>Dbl/aea<0,ydecresce exponencialmente para b/a
Sey,<b/aea=>0,y decresce exponencialemente ilimitadamente
Sey,<b/aea<0,entdoy cresce assintoticamente para b/q__
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Exemplo 2: Aequacao de queda live  (10f3)

- Para um objeto de 10 kg, e considerando um coeficiente de atrito do ar »
= 2 kg/sec:

dv/dt =9.8—-0.2v

- Supondo que o objeto cai de uma altura de 300 m.
(a) Achar a velocidade em funcéo do tempo.

(b) Determinar quanto demora para atingir o chéo e qual é a
velocidade nesse instante?

- No item (a), resolvemos o seguinte PVI
v'=9.8-0.2v, v(0)=0

- Usando os resultados anteriores temos
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O principal objetivo desta disciplina é discutir as
propriedades das solu¢des das equagoes diferenciais e
apresentar meétodos para obter solucées analitica e
numericamente.

Para fornecer um marco para essa discussao comecamos
introduzindo as diferentes formas de classificacao das
equacoes diferenciais.



A variavel incégnita depende de uma tinica variavel,
apenas a derivada ordindria aparece na equacao.

Neste caso a equacao diferencia é ordinaria (EDO).

As equacoes diferenciais dos exemplos anteriores sao
ordindrias. Po exemplo



Equagdes diferenciais parciais

, 0°U(X,t)  d%u(x
O bt

= o°u(x,t) _ d%u(xt)

OX* ot’

t) (equacéo de calor)

a

(equacao da onda)




Outra possivel classificacao pode ser feita considerando o
numero de funcées incognitas envolvidas.

Se tivermos apenas uma unica funcdo incégnita, entao
uma unica sera suficiente. Se aparecerem duas ou mais
funcées incognitas, sera necessario considerar um
sistema.

Por exemplo, as equacoes pressa-predador sao

onde u(t) e v(t) sdo as respectivas populacées das espécies
pressa e predador. As sonstantes a, ¢, @, ¥ dependem da
natureza das espécies.



Ordem de uma equacao diferencial

y'+3y=0
y'+3y'=2t=0

4 2

: zl—d 3/+1=e2t
dt® dt
U, +U, =sint

Ly D)= ity i e



Equagées diferenciais lineares e nao-lineares

F(t’ Y, Y Yo y(”)): 0

y’ yr’ y”’ ym, & y(n)

a,()y"™ +a,t)y" " +---+a,(t)y =9g(t)

D) y'+3y=0 (2) y"+3e’y'—2t=0 (3) y"+3y' -2t°=0

(4) i +1=t> (5) U, +uu,, =sint  (6) u, +sin(u)u,, =cost




Solucdes de uma equagao diferencial

00 = Bty oy

FO0) = ft.g g 0" s

y'+y=0; y,(t) =sint, y,(t)=—cost, y,(t)=2sint
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