Capitulo 2




Secao 2.1: Equacoes lineares;
Fator integrante

e Uma EDO de primeira ordem é da forma

dy
il
it (t,y)

onde f é linear na variavel y. Alguns exemplos tipicos deste
tipo de equacdes (com coeficientes constantes) sao,

y'=—-ay+b

ou equacoes com coeficientes variaveis:

dy .
" pt)y=g(t)



Equacdes com coeficientes constantes

e Para uma equacao de 12 Ordem,

y'=—ay+Db,
precisamos de técnicas de integracao elementares:
dy/dt
y—b/a
[~ [adt
y—b/a

Inly—b/aj=-at+C

y=b/a+ke*, k==e"



Equacoes com coeficientes variaveis:
Fatores Integrantes

Consideremos a seguintes equacao:

dy

—+p(t)y=9g(t

~ p(t)y =9(t)
Esta técnica consiste em multiplicar a ambos lados da
equacao por uma fungao u(t), escolhida adequadamente,
de tal forma que o processo de integracao seja simples.



Exemplo 1: Fator integrante (1 de2)

Considere a equacao:

y! i 2y - et/2
Multiplicando ambos lados da equagao por w(t), obtemos

y(t)%zu(t)y:e“zu(t)

Devemos escolher 1(t) de forma que o lado esquerdo da
equacao seja a derivada de uma expressao conhecida.
Lembramos a regra da derivada de um produto:

d dy , du(t)

a[ﬂ(t)Y]: u) o+

Devemos selecionar w(t) tal que
pt)=2ut) = ult)=e"

y
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Fator integrante:
Lado direito sendo uma funcao de t

 Consideremos o seguinte procedimento de solucao:

y'+ay =g(t)
u(t)‘;—{+ au(t)y = u®)g(t)

eat 3_%[/ 4+ aeaty i eatg (t)

Sleyl=eq

e®y = jea‘g(t)dt
y= e‘a‘jea‘g (t)dt+Ce™



Exemplo 2: Solucao geral (1de?2)

Consideremos a resolucao de
Y+%y=5—t
usando a formula:
y= e_atjeatg(t)dt +Ce ™ = e_tlsjet/5(5—t)dt +Ce /s
Integrando por partes,
[e"*(5-t)dt = [5e'"°dt - [te"*dt
= 25e"° — [Ste“5 —jSe“Sdt]

=50e"> —5te'’®
Assim
y =& %(506"® - 5te"’® )+ Ce™/* =505t + Ce ™
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Exemplo 3: Solucao geral (1de?2)

Podemos resolver
Y—%y=5—t
usando a formula:
y= e_at_[eatg (t)dt + Ce™ = e“5je—“5(5 _t)dt +Ce'”®
Integrando por partes,
Je (5 -ty = [ ot [t "t
=—25e7""° —|-5te™"° + j 5e‘“5dt]

= 5te™"/°

Entao
y = NE [5te—t/5]_|_ Ce'/5 — 5t 4 Cal/®



Exemplo 4: Graficos (2de?2)

e Curvas dadas pelo campo de direcoes.

e O grafico a direita mostra varias curvas integrais, uma
solucao particular (em vermelho) cujo ponto inicial sobre o
eixo y separa solucdes que crescem positivamente e
negativamente quando t — o,

y' —y/5=5-t = y=5t+Ce"®
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Método do fator integrante para uma
equacao linear de 12 ordem.

* Seja

y'+ p(t)y =9g(t)
e Multiplicamos ambos os lados por r(t),

u(t)fj—{+ PO = 9O u()

e u(t) deve ser tal que /'(t) = p(t)u(t). Se segue que

d

uty]- mo% p)u(t)y



Método do fator integrante para uma
equacao linear de 12 ordem.

Escolhemos u(t) tal que 1'(t) = p(t) u(t).
Assumindo que w(t) > 0, temos que

'[d;l—(it)):jp(t)dt = Inu@) = [ p)dt+k

Com k=0, temos
u(t) = pl P(D)dt

assim y(t) > 0 como desejado.



e Resumindo:
y'+p(t)y=g(t)

u® L+ pOUOY = 1O9®), onde

* Logo

S u®y)= 1030

u®)y = [ pgO)dt +




Exemplo 4: Solucao geral (1 de 3)

Resolver
ty' =2y =5t%, y(1)=2,
levamos para a forma padrao:
y’—%y=5t, parat =0

Logo
u(t)=e

2 1
fowar _ Jra_ oy _ &) 1
LR

e entao

Jutg@aiec [ SutsC
ZON

t2

y:

:tZD%d’HC}:S’[Z In|t|+ Ct”



Exemplo 4: Solucao partici

e Usando acondicdo inicial y(1)=2eas
y =5t%In|t|+Ct?,
obtemos
y)=2=C = y=>5t*In[t|+2t*

y =5t2(Inft| + 2/5)




Exemplo 4: Graficc

e Os graficos abaixo mostram curvas
particular que passa pelo ponto i

IVP: ty'—2y =5t y(1)=2
Solucdo geral: y=5t*In|t|+

Solucdo particular: y =5t

\




Secao 2.2: Equacoes Separavels

Consideraremos uma sub-classe de equacoes lineares e nao-
lineares de primeira ordem

dy
— = f (X,
i (X, y)
Que podemos rescrever
M (X, y)+ N(X, y)ﬂzO
dx
Por exemplo, seja M(x,y) = - f(x,y) w N(x,y) = 1.

M (X, y)dx+ N(x,y)dy=0

Se M for apenas funcao de x e N apenas funcao de y
M (x)dx+ N(y)dy =0

Estas equacdes se chamam separaveis.



Exemplo 1:

e Resolver:
dy x*+1
dx  y*-1
e Separando variaveis

(y2 —1)dy = (x2 +1)dx

I(yz—l)dy= j (X% +1)dx R @
1, 1 TR N
gy -y =§X )] |

3

S+ x+C



Exemplo 2:
Solucdes Implicitas e Explicitas (1 de 4)

e Resolver:
dy 3x*+4x+2
dx  2(y-1)

e Separando variaveis
2(y —1)dy = (3x? + 4x + 2)dx
2_[(y—1)dy:_.'(3x2 +4x -+ 2)dx
Yo =2y =X +2x°+2x+C
A equacao define a solucao implicitamente. Podemos, neste
caso explicitar a solucao:

2+ /4+4(x% +2x* +2x+C)
2

y2—2y—(x3+2x2+2x+C):O = =

y=1+x3 +2x% +2x+C



Exemplo 2: PVI (2 de 4)

Se a solucao deve satisfazer y(0) = -1 podemos usar a forma
implicita para determinar C

Yo =2y =X +2x°+2x+C
(-1)°-2(-1)=C = C=3
Subsituindo C temos
Yo =2y =X +2X° +2X+3
Usando a e forma explicita
y=1+/x% +2x% +2x+C
~1=1+/C = C=4
Substituindo
y=1-vx*+2x2 4+ 2x + 4




Exemplo 2 : condicao Inicis

e Com a condicdo inicial y(0) = 3, deve
positiva:

y=1+/x° +2x2 +2x+4




Exemplo 2: Dominio (4 de 4)

As solucoes de
dy 3x*+4x+2

dx  2(y-1
Esta dada(gor )

, ¥(0)=-1

y° =2y =Xx>+2x*+2x+3 (implicitamente)

y=1-+x*+2x> +2x+4  (explicitamente)

Para uma representacao dada em forma explicita
y :1—\/x2(x+ 2)+2(x+2) :1—\/(x+2)(x2 +2)

e aqui o dominio (-2, ). Notequex=-2levaay=1, o que
faz que o produz uma tangente vertical.

Reciprocamente, o dominio da solucao pode ser determinada
pelas tangentes verticais do grafico.



Exemplo 3:
a solucao implicita para um PVI (1 de 2)

e Considere o seguinte PVI:

., YCOSX
B i’+3y3 YOS

e Separando variaveis obtemos
1+3y°

y

j(i] + 3y2]dy = jcos xdx

Iny|+y® =sinx+C

dy = cos xdx

e Usando a condicao inicial

Iny+y° =sinx+1



Modelagem

A modelagem de sistemas fisicos sao realizados com
frequéncia usando equacoes diferenciais.

Construcao do modelo: Transformar o problema real em
termos matematicos. Isto é feito considerando as leis
fisicas que regem o processo. Uma equacao diferencial e
um modelo matematico aproximado do problema original.

Analise do modelo: Resolvendo as equacdes ou obtendo
uma compreensao qualitativa da solucao. Podemos
simplificar o problema real, porém conservando as
caracteristicas do problema original.

Comparagao experimental: Verificar a solucao ou sugerir
reformulacao matematica do problema.



Exemplo 1: Problemas de misturas (1 de7)

* Inicialmente (t = 0), um tanque contém Q, |b de sal em 100 gal de agua.
Supondo que uma solucao salina entra no tanque com uma concentracao
de % Ib de sal/gal com uma vazdo de r gal/min, e deixa o tanque com

igual valor.
(a) Escreva o PVI que descreve o processo.

(b) Determine a quantidade de sal Q(t) gue permanece no tanque para
qualquer valor de t.

(c) Determine a quantidade de sal no tanque depois de um tempo
grande.

(d) Ser=3eQ,=2Q,, determine o tempo T apos
do tanque éigual a 2% de Q, .

jal/min, 7 Ib/gal




Exemplo 1: (a) O PVI (2 de 7)

Em t =0, o tanque contém Q, |b de sal dissolvidas em 100
gal de agua. Uma solucao salina ingressa ao tanque com
concentracdo % Ib de sal/gal , com vazao r gal/min, (V=cte).

A mistura € homogénea

dQ /dt = massa sal entrando - massa sal saindo

Entrada: (1/4 |b salt/gal)(r gal/min) = (r/4) Ib/min

Saida: Se ha Q(t) Ibs de sal no tanque no instante t, entao a
concentracdo de sal é Q(t) Ib/100 gal, e o fluxo massico de
saida é [Q(t)r/100] Ib/min.

Assim daQ r rQ By
a4 1000 JO=%



Exemplo 1: (b) Achando a solucao Q(t) (3 de 7)

e Para achar Q(t) resolvemos o PVI

dQ rQ

ML
dt 100 4

, Q(O) = Qo

 Usamos a técnica de fator integrante:
lLl(t) _ eat il ert/lOO

Q('[) _ @ Tt/200 D‘

Q(t) =25+[Q, —25] e

t/100
re'

dt} _ oTt/100 [25€rt/100 A C] _ 25 | Ce /100

ou
Q(t) i 25(1_e—l’t/100)+ QO e—l’t/lOO



Exemplo 1:
(c) Achando a solugao assintotica Q, (4 of7)

e Paraachar Q, de sal Q(t) :

R R DRRRRNRNNN =
VoSS aa NN | BRRRRREEN
%) 2277700 T I NN
()] 2777800 T TIIE A es
o LA EERRRRNN =
(@) POSEr N NNEE (IR NN
— LA AR DR RRRRRNN
© CILLTTT ] AV
S ST ESTET RSN
277 T A AN
wn 27700 0 T SN
l®) o 2227270 2T RN
— e o287 7 I R s
o VOSSN WAV
¢ ' A RN
> s R DA
I Q oy LR
— el RRRR
14 il UL Wb b
Q ™ w9 R 2 P
= 1 5
b
(b}
| p— |
LO
@\
_
o
O
+
LO
([@\
N—
m 8
=1

ImQ(t) =

t—o

QL

Este resultado faz sentido ?

Q(t) = 25(1_ e—rt/100)+ Q, o~ 1t/100

e O grafico mostra a curva integral para r
de Q,.



Exemplo 1: (d) Achar T (5de?7)

 Suporr=3eQ,=2Q,. Paraachar otempo T depois que
Q(t) é 2% de Q,, observamos que Q, = 2Q, =50 Ib, entao
Q(t) = 25+|Q, —25]e ""*® = 254+ 25¢ %
e Depois, 2% de 25 |b sao 0.5 Ib,

—0.03T Qi = 25 + 25exp- 03t
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Exemplo 2: (e) Achando a vazao (6de?7)

e Para achar avazao r requerida se T nao ultrapassa 45
minutes, temos di item (d) que Q, = 2Q, = 50 Ib, com

Q(t) = 25+ 25¢ "

e a curva solucao decresce de from 50 para 25.5.

e Assim
45

255 = 25+ 25 100'

0.02=e"*"
In(0.02) = —.45r
- In(0.02)

~ 8.69 gal/min
—0.45
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Exemplo 2: Polucao de uma represa (1de?7)

e Considere uma represa contendo inicialmente 10 milhoes
de litros de agua limpa. Um corrego despeja agua
contaminada com uma vazao de 5 milhoes |/ano, sendo que
o nivel da represa permanece constante. A concentracao
c(t) de agua contaminada varia com o tempo
periodicamente segundo:

c(t) =2 +sen 2t g/l

(a) Construa um modelo matematico para esse processo
para determinar a quantidade de material poluente Q(t).

(b) Grafique a solucao e descreva o efeito de mudar a
concentracao de entrada.



Exemplo 3: (a) PVI (2de7)

Um balanco de massa de material poluente leva a

dQ/dt = fluxo massico entrada - fluxo massico saida

Entrada: (2 + sen 2t g/I)(5 x 10° |/ano)

Saida: Se ha Q(t) g de material poluente no instante t, a
concentracdao é Q(t) g/10’ |, e sai com uma de:

[Q(t) g/107 [][5 x 10° |/ano]



Exemplo 3: (a) PVI (3de7)

— entrada: (2 + sin 2t g/1)(5 x 10° |/ano)
— saida: [Q(t) g/107 ][5 x 10°® I/ano] = Q(t)/2 g/ano

e Temos

dQ 6\ Q(t)
e (2 + sen 2t)(5x10 )_T’ Q(0)=0

e Mudando de variaveis (re-escalamento) : Seja g(t) = Q(t)/10°.

99, 90 _ 10 1 5sen 2t, q(0)=0
dt | 2



Exemplo 3:
(a) Resolucao (4de7?)

e Pararesolver o PVI
q'+q/2=10+5sin2t, q(0)=0
usamos o método do fator integrante:
ult)y=e® ="
q(t) = e‘“zje”z(10+53in 2t )dt

 |ntegrando,

q(t) =e"?| 20e"'? _ 0z oo 4 P guzginor 1
17 17

q(t) = 2020 cos2t + Wsin 2t — 200 g2
17 17 17



Exemplo 3: (a) Integracao por partes (5 de 7)

fe”z sin 2tdt = {—;e”z cos 2t +%(je”2 coS 2tdt)}

= —Eet/ZCOSZt-I—E 1e“zsinZt—EJ‘e“zsintht
2 4\ 2 4

- —Ee”2 cosZt+1e”zsin 2t—ije”zsin 2tdt
2 8 16

Eje”zsin 2Hdt = —>eY2 cos 2t + =62 5in 2t + C
16 2 8

_[e“z sin 2tdt = —Ee”2 cos 2t +£e“2 sin2t+C
17 17

5_[e”2 sin 2tdt = —@e”2 cos 2t +£et/2 sin2t +C
17 17
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dq
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e O grafico e o campo de direcoes
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Secao 2.4:
Equacoes lineares e nao lineares

e Uma EDO de 12 ordem da forma y'=f (t,y), € linear se a f for
linear em y, e nao linear se a f for nao linear em y.

e Exemplos: y'=ty-et, y'=ty
 Veremos que equacoes lineares e nao lineares diferenciam-

se de varias formas:

— Os teoremas sobre existéncia e unicidade das solucdes sao
diferentes.

— As solucoes das equacoes lineares podem ser expressas na forma de
uma solucao geral, o que usualmente nao acontece com as nao
lineares.

— As equacoes lineares possuem solucdes dadas em forma explicita;
em geral nao temos solugcdes dadas implicitamente para as nao
lineares.

e Para ambos tipos de equacdoes os métodos numeéricos e
graficos sao importantes.



Teorema 2.4.1

e Considere o PVl de 12 ordem linear :

%p(t)y:g(t), y(0) =Y,

Se as fungdes p e g sao continuas no intervalo aberto (&, f)
que contém o ponto t = t,,

entao existe uma unica solugao y = ¢(t) que satisfaz as
condi¢des iniciais para cadatem («, f).

* Sem prova: Use:

J-t p(s)ds

to

[ u®g®dt+y,
y == , Where u(t)=e
(t)




Teorema 2.4.2

e Considere o PVl de 12 ordem nao linear:

dy

=L = f(t,y), y(0)=

it (t,y), y(0) =Yy,

e Supor que f e 0f/0y sao continuas no retangulo aberto (t, y)
€ (o, B) x (5 o) contendi o ponto (t,, ¥,). Entao no intervalo
(t,- h, ty+ h) < («, ) existe uma unica solugao y = ¢(t) que
satisfaz o PVI.

* As condicOes do teorema sao suficiente porém nao
necessarias. A continuidade de f garante existéncia porém
nao unicidade de ¢.



Exemplo 1: Linear PVI

Consideremos o PVI:

ty'-2y=5t?, y(l)=2 = y=>5t°Injt|+2t’
A solucao esta definida para t > 0, o intervalo para o qual
p(t) = -2/t é continua.

Se a condicao inicial for y(-1) = 2, a solucao esta dada pela
mesma expressao, porém definida para t < 0.

Esta garantido que a solugdo e sy
unica no correspondente intervalo. \ o




Exemplo 2: PVI nao linear (1e2)

Consideremos o PVI nao linear:
dy 3x®+4x+2

dx  2(y-1) yO) /

As funcoes f e 0f/0y estao dadas por i
f (x y):3x2+4x+2 8f(x y):_3x2+4x+2 N
D T

e sao continuas a excecao dos pontos sobre a reta y = 1.

Entao podemos construir um retangulo aberto em torno de
(0, -1) no qual f e df/0y sao continuas, tdo grande como
possivel sem cobriry = 1.

Qual a largura do retangulo? Para t > -2,

y=1—+x%+2x2 +2x+4



Exemplo 2: Mudando a condicao inicial (2 de 2)

* O nosso problema

dv  3x?+4x+2
S y(0)=-1
dx  2(y-1)

sendo

3X* +4x+2 of
f X, =5 ) X, =
(X, Y) 2y 1) ay( y)

y 3X2 +4AX +2
2(y-1)

que sao ontinuas exceto na reta y = 1.

e Se mudamos a condicao incial para y(0) =1, o Teorema 2.4.2
nao é satisfeito. Resolvendo temos

y=1i\/X3+2X2+2X, x>0

e Entao a solucao nao é unica.



Exemplo 3: PVI Nao linear

Considere o seguinte PVI nao linear
y'=y", y(0)=0  (t=0)

As funcoes f e 0f/0y sao

of 1
f t, - 1/3’ > t, L —2/3
t,y)=y ay( y) =

Assim f é continua, porém 0f/dy ndo é em y =0, e o Teorema
2.4.2 nao é satisfeito. Existem solucdes nao Unicas. Separando
variaveis e resolvendo, temos

3 213 2.\
y Cdy=dt = Ey ={+Cc = y==4 §t , t>0

If initial condition is not on t-axis, then Theorem 2.4.2 does
guarantee existence and uniqueness.



Exemplo 4: PVI Nao-linear

e Consideremos o PVI nao-linear

y'=y* y(0)=1
e Asfuncodes f e df/0y estao dadas por

of
f(ty)=y" a_y(t y)=2y
e f e 0f/Oysao continuas em t =0, assim te
existe e é unica.

e Separando variaveis obtemos

yidy=dt => -y =t+c = y=—" 2k = y:i
t+c 1-t
e A solucao esta definida em (-0, 1). Notamos que a

singularidade em t = 1 nao esta presente na apresentacao do
problema.



Intervalo de definicao: Equacao Linear

Temos que a solucao de

y'+pt)y=9g(t), y(0)=y,

existe em uma vizinhanga de t = t, onde p e g sao continuas.

Assintotas verticais ou outras descontinuidades na solucao
podem aparecer apenas nas descontinudades de p ou g.

Porém as solucdes podem ser diferenciaveis em pontos de
descontinuidade de p ou g.



Intervalos de definicao: Equacoes nao-lineares

e Os intervalos de definicao onde a solucao existe podem ser
dificeis de determinar.

e Asolugao y = ¢(t) existe sempre que (t,¢(t)) permanega
dentro da regiao retangular indicada anteriormente. Isto é o

que determina o valor de h. Desde que ¢(t) nao € conhecida,
pode ser impossivel determinar esta regiao.

 Neste caso, o intervalo no qual a solucao existe pode nao ter
uma relacao simples com a funcao f na equacao diferencial

y'=f(t, y), em contraste com equacoes lineares.

e Além disso, quaisquer singularidades na solucao dependerao
da condicao inicial e da propria equacao.

e Comparemos esses comentdrios nos seguintes exemplos.



Solucdes gerais

Para uma equacao linear de primeira ordem, é possivel obter uma
solucao contendo uma constante arbitraria, a partira da qual todas as
solucoes podem ser obtidas especificando essa constante.

Para equacoes nao-lineares a solucao geral pode nao existir. Isto €,
ainda com uma solucao contendo uma constante arbitraria pode haver
outras solucdes que nao podem ser obtidas especificando valores para
esta constante.

Consideremos o Exemplo 4: A funcao y = 0 € uma solucao da equagao
diferencial, porém nao pode ser obtida especificando um valor para ¢ na
solucao achada usando separacao de variaveis:

dy 5 —1
7 — — —_
dt 4 y t+cC



Solucdes explicitas: Equacoes lineares

 OPVI

y'+pt)y=9(t), y(0)=y,
existe em uma vizinhancga de t, na qual p e g sao continuas
e e unica.
A solucao possui uma representacao explicita,
t
J, v®g®dt+y, I oy

y = , onde u(t)=e"" :
p(t)




Aproximacao da solucao explicita

 Arepresentacao explicita da solucao pode ser obtida
sempre que as integrais envolvidas possam ser resolvidas.

e Se as integrais nao podem ser resovlidas devemos usar
meétodos numéricos.

t
J, #Ogdt+C JLpcoes
y =2 ,  Where u(t)=¢e
p(t)

[ kot =Y. ut)at )AL




Solucdes implicitas para equacoes nao lineares

Para equacoes nao-lineares as representacoes explicitas
podem nao existir.

 Asvezes € possivel obter uma solucao que defina a solucao

explicitamente.

e Asvezes, sao necessarios fazer uma tabela yvst. Como em

um exemplo anterior

e e
S s N Nl
i N . L s

COS X : = ~
Y'=i/+—3yB, y(0)=1 = Iny+y®=sinx+1 AN ,/%
A = =0 ﬁ:f:‘u@?i(@g



Secao 2.5: Dinamica Populacional

Consideraremos equacoes do tipo y' = f (y), chamadas
equacoes autonomas, onde a variavel independente t nao
aparece explicitamente.

O objetivo imediato é utilizar métodos geomeétricos que
nos permitem obter informacao qualitativa da solucao sem
precisar resolver a equacao.

Exemplo ( Crescimento exponencial):

y'=ry, r>0

Solucao:

y=Yee"




Crescimento logistico

O modelo exponencial y' = ry, cuja solucao é y = e, predice
um crescimento ilimitado com taxa r > 0 (que independe da
populacao).

Supondo agora que a taxa de crescimento depende to
tamanho da populacao, podemos substituir r por uma
funcao h(y) para obter y' = h(y)y.

A funcao h(y) selecionada deve ser tal que
— h(y) = r> 0 guando y for pequeno,
— h(y) decresca quando y crescer, e
— h(y) < 0 quando y for suficientemente grande.

Obtemos assim h(y) =r—ay, sendo a > 0.

Esta equacao é chamada a equagﬁb:lcégistiyéy, r,a>0



A equacao Logistica

rra>0

y'=(r—ay)y,

e Que pode ser escrita como

hamada taxa de crescimento

éc

r/a. A constante r
intrinseca, e K representa a capacidade critica da

populacao.

onde K
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A equacao Logistica: Solucoes de equilibrio

A equacao logistica
ﬂ = r(l—yjy, rK>0
K

e Temos dois estado de equilibrio:

y=¢()=0, y=¢,(t)=K

e No campo de direcoes, (r=1, K= 10), observamos o

comportamento das solucdes proximas
das solucdes de equilibrio:
y =0 é instavel

y = 10 é assintéticamente estavel
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Solucdes de equilibrio

As solucoes de equilibrio para y' = f (y) podem ser obtidas
determinando as raizes de f (y) = 0.

As raizes de f (y)= 0 sao chamados pontos criticos.
Os pontos critico de

dy y
e i
dt ( ij

sasoy=0ey=K.
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A equacao logisitica: Ana
grafica (1de

e Comecamos graficando f(y) vs. y.

 No caso de crescimento logistico, isto
estudo da curva z=f(y).

(K/2, rK/4)

y A
f === f(y)
(Y) ( ij Y




Pontos criticos (2 de 7)

e Asinterseccdes de f com o eixo y acontecem em (0,0) e

(K,0), correspondem aos pontos criticos.

e O vértice da pardbola é (K/2, rK/4).

f(y)=r

F'(y)=r

Ly
(&)
—%[ZY—K] S0y
(ael2)-%

(K/2, rK/4)
@

K/? K



Crescendo e decrescendo (3 de 7)

e dy/dt>0para0<y<K,eentdoyé uma funcao crescente de
t (indicado com uma seta para a direita ao longo do eixo y
para 0 <y < K).

 Andlogamente, y é decrescente para y > K (indicado com uma
seta para a esquerda para y > K).

e Oeixoy e chamado linha de fase.

f(}‘) A
(K/2, rK14)
rK/4 s

ﬂ:r( —ljy, r>0
dt K

K/? K y




Comportamento assi

e Observamos que dy/dt =0 quando y
sofre um achatamento proximo desse
degrau quando y se desloca desde O

ﬂ - r(l_l
dt

(K/2, rK/4)




Concavidade (5 de 7)

Para estudar a concavidade y(t), calculamos y""
dy _

dy d’y ., O}
dt—f(Y) = —f(y)dt—f(y)f(y)

O grafico possui concavidade para cima quando fe f'tém o
mesmo sinal, o que acontece quando 0<y< K/2 e y > K.

y tem concavidade para abaixo quando f e f' tém sinal
oposto, o que acontece quando K/2 <y < K.

Os pontos de inflexao aparecem na interseccao da curva
solucdoyearetay=K/2.

F1
(K2, rK/4)
rK/4 = *




Analise das curvas soluc

* Temos:
— ycresce quando 0 <y < K.
— y decresce quando y > K.
— Declividade de y aproximadamente nu
— Concavidade para cima quando 0O <y <
— Concavidade para abaixo quando K/
Ponto de inflexdo quando y = K/.




Resumo (7 de 7)

A constante K é chamada capacidade critica o nivel de
saturacao para a espécie.

e Observamos que o comportamento da solucao € bem
diferente da solucao exponencial que é determinado pelo
efeito do termo nao linear na equacao logistica.




Resolvendo a equacao log sitica (1 de 3)

Assumindo que y#0 ey # K, podemos escrever:

O rdt
L-y/K)y
Expandindo em fracdes parciais,

1 A _|_E — 1:Ay—|—B(1—y/K):> le,A:y/K

(-y/K)y 1-y/K y

Assim temos

1, UK gyt
y 1-y/K
Integrando
y
Inly|—Inl——=—|=rt+C
yi-ina- 2




Resolvendo ...

* Temos:
y
Inly|—Inl——=rt+C
-4
* Se0<y,<K,logo0<y<Keentac
Iny—In(l—ljerC
K

¢ Ou




Resolvendo .

e Temos:

y = YoK
Yo (K —Yo )e_rt

para 0 <y, <K.

e Podemos mostrar que esta
para y, > K.

inalmente a nos




Comportamento assintotico

Temos que

y = YoK
Yo +(K—y, )™

Usamos limite para ver o comportamento assintotico:

limy = lim — Yo _lim ¥R _k

t—>0 too Yo+ (K - Y, )e‘rt toe y

Concluimos que a solucao de equilibrio y(t) =K é
assintdticamente estdavel, entanto que s solucao y(t) =0 é
instavel.

A Unica forma de garantir que a solucao permaneca proxima
de zero e fazer y, = 0.



oK

: - Vo +(K—y, g™
Exemplo: Peixes (1de2) *° :

e Sejay abiomassa (em kg) de populacao de peixes em t,
comr=0.71/anoe K=80.5x 10°kg. Se y,=0.25K, ache

(a) biomassa 2 anos depois
(b) o tempo rde tal forma que y(7) = 0.75K.
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Exemplo: Peixes (

(b) Ache o tempo t para o qual y(t) = 0.

y _ Yo/K
K yo/K+ L=y, /K™
0.75= Yo/K
YO/K"'(]-_ yo/K)e

0.75| Lo 4[1- o | | = Lo
K " K K
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Suporte critico

e Considere a equacao logisitica modifi

dy = —r(l—ljy, r>0
dt &

e O grafico do lado direito f(y) é

(T/2, -rT/4)



Capacidade critica: analise qualitativo e
solucao (2de?2)

e Fazendo uma analise semelhante ao do caso logistico obtemos
o grafico da curva solucao.

e Téum valor critico para y, no qual a populagao desaparece o
cresce ilimitadamente, dependendo do lado em que fica y,
em relacaoa .

e Pode se mostrado que a solucao para a equacao critica




Crescimento logistico com capacidade
critica (1 de?2)

e Para evitar crescimento ilimitado para y > T como antes,
consideremos a equacao logistica modificada :

ﬂ:_r@_lj( —ljy, r>0 e0<T <K
dt T K

e O grafico do lado direito f (y) é
fyq

|
¥

\ Yo/ T Y K\




Crescimento logistico com capacidade
critica (2 de2)

T é a capacidade critica para y, em que a populagao some
ou cresce para o valor K, dependendo onde esta y, em
relacaoa T.

K é o nivel da capacidade critica.
Note que : y =0 e y = Ksao solucoes de equilibrio estavel,
e y =T é uma solucao de equilibrio instavel.

o

Y
J




Secao 2.6:
Equacoes exatas & Fatores Integrantes

Consideremos uma EDO de primeira ordem da forma
M, y)+N(x y)y =0
Supor que existe uma fungao i tal que
v, (X, y)=M(X,y), ¥, (X, y) =N(XY)
e tal que y(x,y) = c define y = ¢(x) implicitamente. Logo

dx wx, ¢(x)]

, Oy Oy dy
M (X, V)+ N(X, = + —
(% Y)+N(xy)y PR

assim a equacao original se converte em

d
&w[x,gé(x)]: 0

Entao y(x,y) = ¢ define uma solugao implicitamente.
Neste caso, a EDO é exata.



Teorema

e Suporgue uma EDO pode ser escrita na forma

M y)+N(Xxy)y'=0 (1)
onde as funcoes M, N, M, and N, sao todas continuas em

uma regiao retangular R: (x, y) € (&, £) X (, 0). Entao a Eq.
(1) é uma equacao diferencial exata sse

M, (X, y) =N, (X, y), V(x,y)eR (2)
e |sto €, existe uma fungao y que satisfazendo as condi¢des
v, (X% y)=M(Xy), v, (X, y)=N(Xy) (3
sse M e N satisfazem a Eq. (2).



Exemplo 1: A equacao exata (1de4)

Consideremos a EDO

ﬂ:_x+4y < (X+4y)+(4Ax—-y)y'=0
dx 4Xx —y

sendo
M(X,y)=x+4y, N(X,y)=4x—-Y

temos

M,(x,y)=4=N,(x,y) = EDO e exata
Usando o teorema anterior

v, (X, y)=X+4y, v (X,y)=4X-Y

Entao

(Y) = [ (%, V)K= [ (x+ 4yl = X7+ 4xy +C()



Exemplo 1: Solucao (2 de 4)

Temos que

. v (X, y)=X+4y, w, (X, y)=4x-y

1
(%, y) = [w,(x y)dx = [ (x+4y)dx == x* +4xy+C(y)
Se segue que

! ! 1
v, (x,y)=4x-y=4x+C'(y) = C'(y)=-y = C(y)=—§y2+k

entao

w (X, y):%x2+4xy—%y2+k

A solucéao esta implicitamente por

X +8Xy—y° =C



Exemplc
Campos de direcao e cu

#= AEDO e as soluctes estdo dadas por

gx__x+4y

< (X+4y)+(4x—
dx 4x—y ( V)




Exemplo 1: solucdes expli
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Exemplo 2: Solucao exata (1 de3)

% Considere a EDO

(ycosx+2xe’)+(sinx+x’e’ 1)y’ =0
# Temos

i
e,

M (X, y) = ycosx+2xe’, N(x,y)=sinXx+x%e’ -1

e entao
M, (X,y)=cosx+2xe’ =N, (X, y) = € exata

logo
. 2
v, (X, Y)=M =ycosx+2xe’, w, (X, y) =N =sinx+x%’ -1

w(X,y)= ij(x, y)dx = j(y COS X + 2xey)dx = ysin x+ x°e’ + C(y)



Exemplo 2: Solucao (2 de3)

= Temos

v, (X, y) =M =ycosx+2xe’, v, (x,y)=N =sinx+x%e’ -1
Se segue que

w(X,y)= ij(x, y)dx = j(ycosx+ 2xey)dx = ysin x+ x%e’ + C(y)
= logo

v, (X y) =sinx+x’e’ —1=sinx+ x’e’ + C'(y)
= C(y)=-1 = C(y)=-y+k

w(X,y)=ysinx+x%e’ —y+k

# E asolucao é

ysinXx+x°e’ —y=c



Campos de direcao e cur

# Aequacao diferencial e a solucéo esta dac

(ycosx+2xe”)+(sin X+ x°e’ —
ysin X+ x%e’ —y=c




Exemplo 3: A equacao nao exata (1de3)

# Consideremos a EDO

(Bxy+ y?)+(2xy +x*)y' =0

= Temos que

M (X, y) =3xy+y?, N(X,y)=2xy+x°
e entao
M, (x,y) =3x+2y #2y+3x* =N, (x,y) = ndo é exata

Para mostrar que o método n&o funciona escolhamos uma funcao y tal
que

v, (% y) =M =3xy+y*, v (X, y)=N=2xy+x’
Logo

w(x,Y) = [, (x y)dx = [ (Bxy+ y? Jdx = 3x*y / 2+ xy? + C(y)



Exemplo 3: A equacao nao exata (2de 3)

= Vemos que

e W, (X, ¥)=M =3xy+y*, w, (X y)=N=2xy+x

w(X,Y)= jyfx(x, y)dx = j(Bnyr yz)dx =3x°y/2+xy* +C(y)

« Entao
v, (X, y)=2xy+Xx> =3x*/2+2xy+C'(y)

— C'(y)=x3-3x%12 = C(y)=x3y—-3x2y/2+k

 Assim, ndo existe uma tal funcéo . Entretanto, se procedemos
(incorretamente) CQMO antgs obtemos
X'y +Xy® =cC
gue néo é a solucao da EDO.



Exemplo 3: Grafi

%= AEDO e a solucao dada implicitamente s
(3xy +y°) +(2xy +x°)y' =0,
XY+ Xy> =cC

# e solucéo ?




Fatores integrantes

e Asvezes é possivel converte que nao é nao exata em uma
exata multiplicando-a por uma fungao, um fator integrante
adequado u(x,y):

M(x,y)+N(x, y)y =0
p(O% YIM (X, y) +p(X Y)N(X, y)y' =0
e Para que esta equacao seja exata devem ser satisfeitas
(uM), =(uN), = Mu, —Nu, +(M, =N, Ju=0

e Esta EDO pode ser dificil de resolver. Se u for apenas fungao
de x, entao x4, = 0 e assim podemos resolver

dﬂ_My—NX
dx N

deixando o lado direito como uma funcao de x.
Similarmente se 1 for uma fungao de apenas de y.

H,



Exemplo 4: A equacao nhao exata

= Consideremos a seguinte EDO.

(Bxy+ Yy )+ (X*+xy)y' =0
# com um fator integrante adequado resolvemos
du M, —N, du wu
dx N » dx X Hx)

« Multiplicando a equacao diferencial por x, obtemos uma equacao exata

(3X°y + xy?) + (X° + x°y)y’ =0,
cuja solucéo esta dada por

x3y+%x2y2 =C



Secao 2.7: Aproximacao numerica, 0 metodo de
Euler

e Sejao PVI

d
d—{= f(t,y), yt,) =Y,

e Sabemos que se f e 0f /0y sao continuas, entao o PVI possui
uma unica solugao y = ¢(t) em alguma vizinhanga de t,.

e Quando a equacao diferencial for linear, separavel ou exata
podemos achar uma solucao analitica.

e Entretanto, as solucdes para a grande maioria de equacoes
diferenciais nao podem ser obtidas com estes métodos.

 Assim devemos encontrar formas alternativas para resolver
este problemas.



Campos de direcao

Para o problema de valor inicial

y'=1(tYy) y(t) =Y
podemos esbocar o campo de direcoes e visualizamos o
comportamento das solucdes. Este procedimento é
relativamente simples e funciona ainda para equacoes

complexas. Porém, nao conduzem a solucoes quantitativas
as quais possam ser avaliadas ou comparadas.
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Métodos numeéricos

e ParaoPVI
y' =1t y), yt,)= Yo

uma possibilidade consiste em calcular valores aproximadas
da solugao y = ¢(t) em um conjunto de pontos t.

e |dealmente, a solucao aproximada contém erros, que
deveriam estar limitados para garantir um nivel de exatidao.

e Paraisso introduzimos o métodos das tangentes ou o
método de Euler.



O Método de Euler

Comecamos por encontrar uma primeira aproximacao de
y'=f(ty), y(t)="Yo,

paray = ¢(t) em t,,.

A solugao passa por (t,, y,) com coeficiente angular

f(to,¥o)- A reta tangente no ponto inicial e
Y=Y+ f(to’ YO)(t_to)

A reta tangente é uma boa aproximacao para a curva solucao
em um pequeno intervalo ‘

Tangent line
g yau y = Yo + [ty yo) (£ =1p)
Se t]_ eStlver prOXI mo de tO’ Solution

y=0()

podemos aproximar ¢(t;) por

Y1 = Yo+ | (to’ Yo )(tl _to) i |




A formula de Euler

Para um ponto t, perto de t,, aproximamos ¢(t,) usando uma
reta que passa por (t;, y,) com coeficiente angular f(t,,y,):

Yo=Y+ f(ty Y1)(t2 _tl)

Assim criamos uma sequéncia y, de aproximacdes para ¢(t ):
Yi=Yot fo '(tl _to)
Y, =Y, + f, '(tz _tl)

yn+1 yn + f ( n+1 n)

onde f, = f(t,,,)
Para um passoh =t -t ,, obtemos a férmula de Euler

Yo = Yo+ f,h, n=0,1,2,...



Aproximacao d

e Para graficar a solucao aproximad
pontos

(tOI yO)I (tll yl)l"'l (tnl yn)l e entéo
segmento s de reta.

yn+1 N yn + 1:n '(tn+1 _tn)



Exemplo 1: Método d

* Seja o PVI
y'=9.8-0.2y, y(0)=0

usamos o método de Euler com h =

aproximadaem t=0.1, 0.2, 0.3, 0.4

Y, =Y.+ f,-h=0+9.8(0.1) =.98

y, =Yy, + f,-h=.98+(9.8—(0.

y,+ f,-h=1.94+(9.8

Euler Approx (red) and Solution (blue) Euler Approx (red) and Solution (blue)
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Exemplo 1: Solucao E

e Podemos achar a solucao exata :
y'=9.8-0.2y, y(0)=0

L

Inly —49|=-0.2t+C



Exemplo 1: Analise do erro (3 de3)

 Analisando a tabela embaixo, observamos que os erros
sao pequenos. Os erros de arredondamento sao
pequenos e a solucao exata € aproximadamente € linear
em [0, 0.4].

Euler Approx (red) and Solution (blug)

Erro relativo Porcentual = Yerato ~ Yapro x100 )
yexato y3
t Exacty | Approxy | Error |% Rel Error MR M VA
0.00 0 0.00 0.00 0.00
0.10 0.97 0.98 -0.01 -1.03 g e S e
0.20 1.92 1.94 -0.02 -1.04
0.30 2.85 2.88 -0.03 -1.05
0.40 3.77 3.8 -0.03 -0.80

28037 0k ok | 0% 03 04



Exemplo 2: Método de Euler (1 de3)

Para o PVI
V' =4-t+2y, y(0) =1

podemos usar o Método de Euler com h = 0.1 para
aproximar a solucagoemt=1, 2, 3, e 4.

Y, =Y, + f,-h=1+(4-0+(2)(1))0.1) =1.6

Y, =Y, + f,-h=1.6+(4-0.1+(2)(1.6))0.1) = 2.31

Y, =Y, +f,-h=231+(4-0.2+(2)(2.31))(0.1) ~ 3.15

Y, =Y, + f,-h=3.15+(4-0.3+(2)(3.15))(0.1) ~ 4.15

Solucao exata:



Exemplo 2: Analise do erro (2 de3)

e As primeiras dez aproximacoes de Euler sao mostradas na
tabela embaixo.

e Os erro sao peguenos no inicio, depois sao catrastroficos, o
gue sugere uma solucao nao linear.

t Exatoy | Aproxy Erro |%Rel Error t Exatoy | Aproxy Erro % Erro Rel
0,00 1,00 1,00 0,00 0,00 0,00 1,00 1,00 0,00 0,00
0,10 1,66 1,60 0,06 3,55 1,00 19,07 15,78 3,29 17,27
0,20 2,45 2,31 0,14 5,81 2,00 149,39 104,68 44,72 29,93
0,30 3,41 3,15 0,26 7,99 3,00 1109,18 | 652,53 | 456,64 41,17
0,40 4,57 4,15 0,42 9,14 4,00 8197,88 | 4042,12 |4155,76 50,69
0,50 5,98 5,34 0,63 10,58
0,60 7,68 6,76 0,92 11,96 N
070] 9,75 | 845 | 130 | 1331 Solucao exata:

0,80 | 12,27 10,47 1,80 14,64 7 1 11
0,90 | 15,34 12,89 2,45 15,96 y —— +t +—62t
1,00 | 19,07 15,78 3,29 17,27 4 4




Exemplo 2: Analise do erro

e Os graficos mostram a solucao exat
aproximada de Euler (azul).

t Exatay | Aproxy Erro % Erro rel
0,00 1,00 1,00 0,00 0,00
1,00 19,07 15,78 3,29 17,27
2,00 149,39 104,68 44,72 29,93
3,00 1109,18 | 652,53 | 456,64

4,00

8197,88

4042,12

4155,76




Analise do erro (1 de 4)

e Se fe 0f/0y sao continuas, entdao o PVI

y'=1(tYy), y(t) =Y,
possui uma solugao y = ¢(t) em uma vizinhanga de t,.

e @¢éomembrode uma familia uni-paramétrica de solugoes
que satisfaz ¢(t,) = y,.




Analise do erro (2 de 4)

A primeira etapa de Euler usa a reta tangente de ¢ no
ponto (t,, y,) para aproximar ¢(t,) que chamamos y;.

O ponto (t;, y,) nao pertence ao grafico de ¢, desde que y,
é uma aproximagao de ¢(t,).

Na iteracao seguinte o método de Euler nao usa a reta
tangente de ¢, sendo uma curva préxima ¢, que passa pelo

ponto (t;, y,).
Assim o método de Euler usa

uma sequéncia de retas tangent

de uma sequéncia de solugoes
¢; ¢1; ¢2,--. da equagéo

diferencial



Exemplo do analise do erro:
Familia convergente (3 de4)

e Desde que o Método de Euler usa as retas tangentes de uma
sequéncia de diferentes solucoes, a exatidao depende apos
varios passos do comportamento da solugao em (¢, y,), n =1,

2, 3, .... Consideremos o seguinte PVI
y'=3+e"'-y/2, y(0)=1 = y=¢(t)=6-2e"-3e"*
 Observemos o grafico embaixo; nao interessa quais solucoes

estamos aproximando com retas tangentes desde que todas

as solucoes ficam proximas quando t aumenta.
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Exemplo do analise do erro:
Familia divergente (4 de 4)

e Consideremos agora:
V' =4-t+2y, y0)=1 = y=-7/4+t/2+11e*/4
e A familia de curvas solucao sao divergentes. A cada passo do
método de Euler as retas tangentes seguem uma solucao

diferente ao passo anterior, de tal forma que as aproximacoes
se afastam cada vez mais na medida que t cresce.

y(t) =6 - 2exp

—

) + 7
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