Capitulo 3.1: EquacoOes Lineares homogéneas
de Segunda Ordem com Coeficientes

Constantes
[

A forma geral de uma EDO de segunda ordem é

y'=1(ty,y)
sendo f uma funcdo dada.

E linear se f for linear em y e y', isto é pode ser escrita na
forma:

y"=9(t)-pt)y’ —a(t)y
Que com freqiéncia aparece como

POY"+Q()y +R(t)y =G(t)

se G(t) = 0 para todo t, entdo a equagdo é chamada
homogénea.



Equacoes homogéneas com valores iniciais

Na secoes 3.6 e 3.7, veremos que uma vez que temos a
solucdo para a equacdo homogéneaq, entdo é possivel
resolver a ndo homogénea, o pelo menos expressar a solugdo
em termos de uma integral.

O assunto deste capitulo é a equagdo homogénea e em
particular com coeficientes constantes:

ay"+by’ +cy=0

As condi¢des inicias tém a forma

y(to): Yo y'(to): ya

Assim a solugdo passa por (f,, y,), € declividade da solugdo
em (f,, y,) onde a declividade é y,"



Exemplo 1: Infinitas solucdes (1 de 3)

Considere a equagdo
4
y'-y=0
Temos duas solugdes para esta equagdo

yit)=¢', y,(t)=e”

também

Y, () =3, vy, (t)=5e", vy, (t)=3e"+5e"

Concluimos que temos infinitas solugées da forma

y(t)=ce' +c,e”
Mostraremos que todas as solugcdes desta equacdes
diferencial pode ser escritas desta forma.



Exemplo 1: condicoes iniciais (2 de 3)

Consideremos agora as seguintes condicdes iniciais:

y'=y=0, y(0)=3 y(0)=1
Usando a solugdo geral
y(t)=ce' +c,e”

E usando as condigdes iniciais,

0)=c,+c, =3
y(0) =c, +¢, —c =2 ¢, =1
y’(O) =C, —C, =1
Temos

y(t) =2¢e" +e”



Exemplo 1: Grdaficos (3 de 3)

O nosso problema com valores iniciais é

y'—y=0, y(0)=3 y(0)=1 = y()=2e"+e"

yi(t] = Zexpit)+expl-t) yi(t] = Zexpit)+expl-t)
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A equacgdo caracteristica

Para resolver a EDO com coeficientes constantes,
ay”+by'+cy =0,
assumimos que tem uma solucdo da forma y = e™.

Substituindo na equagdo diferencial obtemos

ar’e™ +bre™ +ce" =0

Simplificando,
e"(ar®+br+c)=0
e assim )
ar°+br+c=0
Esta Ultima equagdo é chamada de equacgdio caracteristica.

Resolvendo para r.



Solucdo geral

e
A equagdo
ar’ +br+c=0,
tem duas solugdes, r, e r,.

E temos diferentes resultados:
2
O As raizesr,, r, sdo reais e r; # r. = —bi\/b —4ac

O Asraizesr,, r, sdo reais e r, = r,. 2a

O As raizes ry, r, sdo complexas.
Assumimos que r,, r, sdo redis e ry # r,.
Neste caso a solucdo geral tem a forma
A aht ryt
y(t) =ce* +c,e



Condi¢des iniciais
e
Para o problema com valores iniciais
ay"+by'+cy =0, y(t,)=Yo Y'(k)= Yo

Temos a solugdo geral
nt rt
y(t)=ce* +c,e*

e considerando os dados iniciais achamos ¢, e c.. Isto &,

C erlto +C ethO — y 4 . r r_ . [}
1 2 0 C1 _ yo yo 2 e—rlto’ C2 — yo 1 yo e—rzt0
c,re

=y -, -,

i I Lo

+C,I,e

Desde que assumimos que r; # r,, concluimos que sempre

rt

existird uma solugdo da forma y = e" para qualquer conjunto

de condicoes iniciais.



Exemplo 2

Considere o problema com valores iniciais

y'+y' =12y =0, y(0)=0, y'(0) =1
Obtemos a equagdo caracteristica:

yt)=e" = r’+r-12=0 < (r+4)r-3)=0
Cujas raizes sdo, ry = -4 er,= 3

A solugdo geral é

y(t)=ce™ +c,e’
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E usando os dados iniciais temos 0T e 17 g
c,+¢,=0 -1 1 |
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Exemplo 3

Considere o problema com valores iniciais

2y"+3y'=0, y(0)=1, y'(0)=3

Assim temos

yt)=e" = 2r’+3r=0 < r(2r+3)=0
comr, =0er,=-3/2

A solugdio geral é

—-3t/2 —-3t/2

0t
y(t)=ce +cC,e” " =cC,+C,e

E usando as condigdes iniciais =32 spia)

357

C1+C2:1\ 2.5:
_3&_3>:>01:3,c2=—2 ’
? ]

E finalmente e

y(t):3_2e—3t/2 0 ] 33 7 z

e
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Exemplo 4: Problema com valor inicial (1 de 2)

Considere o problema com valor inicial

y"+5y'+6y=0, y(0)=2, y'(0)=3

Temos
yt)=e" = r’+5r+6=0 < (r+2)r+3)=0
comr, =-2er,=-3

A solucdo geral

y(t)=ce ™ +c,e™

E usando as condigbes iniciais 28]
Cl + C2 — 2 1.5

— C1 = 9, C2 =—7 y
—-2¢,—-3c, =3 3
logo ool
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Exemplo 4: Achar o mdximo (2 de 2)

Achar o mdximo de:

y(t) =9 -7

set

y'(t)=-18e" +21e' =0

et =7
- yit) = 9 exp(-2t) - Texp(-3Y)
e'=7/6 29
t=In(7/6) !
t ~0.1542 ,
y ~ 2.204 )
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Secao 3.2: Solucoes fundamentais da
equacao homogénea
e

Sejam p, q fungdes continuas no intervalo | = (&, f). Para
qualquer fungdo y duas vezes diferencidvel em [, definimos o
operador diferencial L como

Lly|=y"+py'+ay
Note que L[y] é uma fun¢do definida em I, que toma valores

LIy]t) = y"(t) + p(t) y'(t) + q(t) y(t)

Por exemplo,
p(tF; =t%, q(t) =e*, y(t) =sin(t), 1 =(0,27)
L[y](t) = —sin(t) + t* cos(t) + 2e* sin(t)



Notacdo usando o operador diferencial

Estudaremos a equagdo homogénea de segunda ordem

Llyl(t) = O, sujeita as condi¢des iniciais:

" /
Llyl=y"+p®)y' +at)y=0
/

Y(to) = Yo, ¥ (to) =Y
Gostariamos saber se existem solucdes para este problema
com valores iniciais e, em caso afirmativo, se essas solucdes
sdo Unicas.
Além disso, estaremos interessados em descobrir alguma
propriedade sobre a forma e estrutura das solugdes que

poderia ajudarmos para resolver diferentes tipos se
problemas.



Teorema 3.2.1

Considere o problema com valores iniciais

y"+p)y'+a(t) y =9(t)
y(to) = Yo y’(to) = y(’)

Onde p, q, e g sdo continuas em um intervalo aberto | que
contem o t,. Entdo existe uma Unica solugdo y = ¢(t) em |I.

Note: Entanto esse teorema diz que uma solugdo para o
problema do valor inicial existe, com freqiéncia ndo é
possivel escrever uma expressdo adequada para a solucdo.
Essa é a maio diferenca entre equagdes de primeira e
segunda ordem.



y'+p(t) y'+q(t) y =g(t)
Exemplo 1 Y(to) = Yo, Y (t) =V,

T
Considere o problema linear com valores iniciais de segunda
ordem y"—y=0, y(0)=3, y(0)=1

Cuja solucdo é:

y(t)=2e"+e™

Note que p(t) = 0, g(t) = -1, g(t) = O sdo continuas em (-0,
o), e que a solugdo y estd definida e é duas vezes

diferencidvel em (-00, o).



Exemplo 2
I

Considere o problema linear de segunda ordem com valores
iniciais

y'+p(t)y'+q(t)y =0, y(0)=0, y'(0)=0

onde p, g sdo continuas no intervalo aberto | contendo t,.

Levando em consideragdo as condigdes iniciais y = 0 é uma
solucdo do problema.

Desde que as hipdteses do teorema sdo satisfeitas concluimos
que y = 0 é a Unica solucdo do problema.



Exemplo 3
e

Determine o maior intervalo no qual o problema com valores
iniciais possui uma Unica solugdo duas vezes diferencidvel.
Sem achar a solugdo.

(t+1)y" —(cost)y’+3y =1, y(0)=1, y'(0)=0
Re-escrevemos a solugdo na forma padrdo:
" t / 3 1 !

Y=yt —y = y(0)=1 y(0)=0

t+1 t+1 t+1

O maior intervalo que contem o ponto t+ = 0 no qual os
coeficientes da equagdo sdo continuos é (-1, ).

Assim o maior intervalo é (-1, ).



Teorema 3.2.2 Principio de Superposicdo

Se y,e y, sdo solugdes da equagdo

L[y]=y"+ p(t) y'+q(t)y=0

entdo a combinagdo linear ¢y, + y,c, também é solugdo, para qualquer
par de constantes c; e c,.

Para provar o teorema simplesmente substituimos ¢,y, + y,c, no lugar de
y na equagdo acima, e usarmos o fato de que y, e y, sdo solugdes.

Assim para quaisquer duas solugdes y, e y,, podemos construir uma
familia infinita de solu¢gdes da forma

y=¢cy; t ey,
Todas as solugoes podem ser escritas desta forma ¢ Ou ainda podemos

ter uma outra solucdo de uma outra forma ¢ Para resolver esta questdo
usaremos o Wronskiano.



O Wronskiano (1 de 3)

Suponhamos que y, e y, sdo solugdes de

Llyl=y"+pM®)y +at)y=0
Sabemos que y = ¢y, + ¢, y, € uma solugdo.

Agora achamos determinamos os coeficientes de y = ¢y, +
¢, y, que satisfazem as condig¢des iniciais

y(to) = Yo y’(to) — yc’)

Para fazer isto precisamos resolver as seguintes equagdes:

Clyl(tO) +GC Y, (to) =Y
Clyl,(to) +C2y; (to) — y(’)



Clyl(tO) "‘Czyz(to) = Yo
O Wronskiano (2 de 3) C,Y:(t) +¢,y5(t) =Yg

Resolvendo temo
_ YoYa(t) = ¥oY, (%)

Yy () Y5 (t) = Y1 (t) Y, (L)
_ — Yo Y1 (t) + Yo Yu (L)

Yy (t) Y5 (to) — Y1 (t6) Y, (L)

Em termos de determinantes:

1

2

yl(to) yO
yi(t) Yo
AERA.
yi(te) Y5 (t,)

yO y2 (to)
Yo Ya(ty)
Y, (L) Y, (1)
yi(te) Y5 (t,)

) 5 =




O Wronskiano (3 de 3)
[

Para que estas expressdes tenham validade, o denominador
que chamaremos de W ndo pode ser zero:

yO y2 (tO ) yl (tO ) yO
Yo Ya(t) ERAYERT
“ = W R W

Y1(t) Y2 (o)
Yi(t) Y2 (to)

— Y1(to)y; (to) — yi(to)yz (to)

W é chamado o Wronskiano das solugdes de y, ey, que
denotaremos com

W (y,, ¥, Mt )



Teorema 3.2.3

Suponhamos que y, e y, sdo solugdes de

LIy]=y"+pt)y' +aq(t)y=0 (1)

e que o Wronskiano

W =YY, = 1Y,
ndo € nulo em t, onde as condig¢des iniciais sdo
Y(to) = Yor y’(to) = yé (2)

entdo existem constantes c,, ¢, para as quais a fungdio

y = cy; t c,y, € uma solugdio da equagdio (1) satisfazendo
as condigdes iniciais (2).



Exemplo 4
T

Considere novamente o Exemplo 1 anterior e sua solugdo:
y'—y=0,y(0)=3, y(0)=1 = y(t)=2¢e"+e"

Note que as duas fungdes a seguir sdo solu¢gdes da equacdo
diferencial:

Y1 =€, Y, =e"
o Wronskiano de y, ey, é
i Yo
i Y
Desde que W # 0 para todo t, uma solugdo pode ser obtida
como combinagdo linear de y, e y, para qualquer f,.

y=0G6Y,+GY,

W = = V1Y, ~ Yy, =—e'e” —e'e” =-2¢" =2




Teorema (Solugdo Fundamental)

e
Supor que y, e y, sdo solugdes de
LIyl=y"+p®)y +q(t)y=0.
se hd um ponto t, tal que W(y,,y,)(t,) # O, entdio a familia de

solugdes y = c,y, + ¢, y, com coeficientes arbitrdrios c,, c,
incluem todas as solucdes da equagdo diferencial.

A expressdo y = c,y; + ¢, y, € chamada a solugdo geral da
equagdo diferencial e neste caso dizemos que y, e y,
formam o conjunto fundamental de solu¢des para a

equacgdo diferencial.



Exemplo 5
.00

Consideremos a equacdo abaixo e a suas solucdes :
" t —t
y_y:O1 y1:e’y2:e

o Wronskiano de y, ey, é

i Y

- Yl=—e'e"—e'e" =-26"=-2%0 paratodot.
Yi Yo

W =

Entdo y, e y, formam o conjunto fundamental de solugdes e
pode ser usado para obter todas as solugdes da equacgdo
diferencial.

A solugdio geral é
t —t
y=ce' +c,e



Exemplo 6
e

Considere a equagdo junto com as suas solugdes:

y'+p(t)y'+q(t)y=0

Suponha que as fungdes abaixo sejam as solugdes :
It

nt
y,=e",y,=¢e%, L #I,

o Wronskiano det y,e Y2 é
W — yl y2 B erl erz

. _ (R+n)t
. ; L =(n—r)e #0 para todo t.

Assim y,e y, formam um conjunto fundamental de solugdes.

A solugdio geral é

y=ce™ +c,e”



Exemplo 7: Solucbes (1 de 2)
T

Considere a equagdo seguinte:
2t°y"+3ty' —y=0, t>0

Mostre que as seguintes fungdes sdo as solugdes

fundamentais: _ 2

Y1 Y, = t™

Primeiro substituimos y, na equagdo:

4312 ~1/2
2t2[ t4 ]+3t[t2 J—t1’2=(—;+‘;’—1)t1’2=0

y, satisfaz a equagdo diferencial. Analogamente para y, :

2t2(2t %)+ 3t (-t % )—t* = (4—3-1)t* =0



Exemplo 7: Solugcdo Fundamental (2 de 2)

Temos que

Y1 Y, = t

Para mostrar que y, e y, formam um conjunto fundamental,

1/2
=1"",

cdlculamos o Wronskiano de y, e y..:
t1/2 t—l

Vi Ys
Y1 Y;

W =

Jd que W # 0 para t > 0, y,, y, formam um conjunto
fundamental para

2t°y"+3ty' —y=0, t>0



Teorema: Existéncia do conjunto fundamental de
solucoes
e

Considere a equagdo diferencial a seguir, onde p e g sdo
continuas em um intervalo aberto |

L[y]=y"+ p(t) y'+q(t) y=0

seja t,um ponto em |, e y, e y, solugdes da equagdio com y,
satisfazendo as condig¢des iniciais

yi(ty) =1 yi(t,) =0

e y, satisfazendo as condig¢des iniciais

Y,(t,) =0, y,(t,) =1

entdo y,, y, formam um conjunto fundamental de solugdes
para a equagdo diferencial dada.



Exemplo 7: Teorema 3.2.5 (1 de 3)
e

Ache o conjunto fundamental de acordo ao teorema anterior
para a equacdo seguinte e a condicdo inicial dada

y'—y=0, t,=0
Mostramos que

t —t
Yy, =€,Y,=¢€

formam um conjunto fundamental de solucdes, desde que
Wiy, yallto) = -2 # 0.

Porém estas condi¢ées ndo satisfazem as condicdes iniciais
requeridas pelo teorema e entdo ndo formam um conjunto
fundamental. Sejam y, e y, solugdes fundamentais tais que:

y;(0) =1, y;(0)=0; vy,(0)=0, y,(0)=1



Exemplo 7: Solugcdo General (2 de 3)
T

Jd que y, e y, formam um conjunto fundamental,

Vs =Ce +Ce”, y;(0)=1y;(0)=0
y4 = d]_et —I—dze_t’ y4(0) — O, y:l(O) :1

Resolvendf coo{a equacgdo ob’remos1 .
t)y==e'+=e " =cosh(t), y,(t)==e'—=e™" =sinh(t
Ys() =2 €+ ), Ya) =2 & = (t)

o Wronskiano de y, ey, é
Yi Y2
i oY

Assim y,, y, formam o conjunto fundamental cuja solugdio

cosht sinht
sinht cosht

W = —=cosh®t—sinh’t=1%0

geral é

y(t) = k, cosh(t) + Kk, sinh(t)



Exemplo 7:
Conjuntos fundamentais (3 de 3)

entdo

s, =1{e',e"}, S,={cosht,sinht]

ambos conjuntos formam um conjunto fundamental para a
equagdo diferencial e ponto inicial

y'—y=0, t,=0

Em geral, uma equacdo diferencial terd infinitas diferentes
conjuntos fundamentais de solu¢des. Usualmente serd
escolhida a forma mais conveniente.



Resumo

Para achar a solugdo geral da equacgdo diferencial

y'+p®)y'+qt)y=0, a<t<p
primeiramente determinamos duas solugdes y, e y.,.

Entdo garantimos que hd um ponto f, que estd no intervalo
tal que Wly,, y,)(ts) # 0.

Concluimos que y, e y, formam um conjunto fundamental da
equagdo cuja solugdo geral é y = c,y, + ¢, y,.

Se as condigdes iniciais estdo dadas no ponto t, aonde W #
0, entdo ¢, e ¢, podem ser determinadas para satisfazer as
condicoes.



Secao 3.3:
Independéncia linear e o Wronskiano
e

Duas fungdes f e g formam um conjunto linearmente
dependente (LD) se existem constantes ¢, e c,, ndo nulas,

tais que ¢ f(t)+c,g(t)=0

para todo t em I. Note que isto é equivalente a dizer que

f e g sdo multiplas uma de outra.

Se a Unica solugdio para esta equagdio fosse ¢; = ¢, = 0,

entdo f e g sdo linearmente independentes (LI).

Por exemplo, seja f(x) = sen 2x e g(x) = sin x cos x, a

equagdo definida pela combinagdo linear
Cc,SIn2x+c,sinxcosx =0

pode ser resolvida escolhendo ¢, = 1, c, = -2, e entdo f e
g sdo LD.



Solucdes de sistemas de equagdes 2 x 2

Quando resolvemos
X, +C,X, =a
C.Y; +C,¥, =b
para ¢, e c,, pode ser mostrado que
ay, — sz ay, — bX2

C, = = :
XY, = ¥iX, D

¢, = —ay, +bx, _ —ay1+bx1’ onde D X, %
X1y2 o y1X2 y1 yz

Note que se a = b = 0, entdo a Unica solugcdo do sistema de
equagodes é ¢; = ¢, = 0, satisfazendo D # 0.



Exemplo 1: Independéncia Linear (1 de 2)

Mostrar que as fungdes a seguir sdo linearmente
independentes em qualquer intervalo:

f(t)=e", gt)=e"
Sejam ¢, e ¢, escalares, e considere a combinagdo linear nula
¢, f(t)+c,g(t)=0
para todo t em qualquer intervalo (¢, f).

Queremos provar que ¢; = ¢, = 0. Desde que a equagédo se
satisfaz para todo t em (¢, ), escolha t, e t, em (¢, B), com

fo * f-l. EnTaO CletO _|_C2e_t0 — O

ce'+c,e =0



Exemplo 1: Independéncia Linear (2 de 2)

T
A solugdio do sistema
ce®+c,e =0
ce*+ce =0

serd ¢, = ¢, = 0, garantindo que o determinante D é ndo
nulo:

D =

€ o to At —1p At to—t t—t
e

1 2
to-t; _ Ah—t to-t, to—t _
16450 < e =e"" & e 1—et0_tl = (e° 1) =1

o evt=lo t, =t

J& que t, #t,, concluimos que D # 0, e entdo f e g sdo LI.



Teorema

Se f e g sdo diferencidveis em um intervalo aberto | e se
WiIf, g)(ty) # O para um ponto t, em |, entdio f e g sdo LI
em |. Além disso se f e g sdo LD em [, entdo W(f, g)(t) = O
para todo t em |.

Prova: sejam ¢, e ¢, escalares, e supor que
c,f(t)+c,g(t)=0

Para todo t em I. Em particular, quando t = t, temos
¢, T (t)+c,9(t)=0

C, T '(to) T ng’(to) =0
J& que W, g)(ty) # O, se segue que ¢; = ¢, = 0, e entdo f
e g sdo linearmente independentes.



Teorema 3.3.2 (Abel)
e

Suponha que y, e y, sdo solugdes de

Lyl=y"+pM®)y +a(t)y=0
onde p e g sdo continuas em um intervalo aberto I. Entdo
Wi(y,,y,)(t) estd dado por

WYy, ¥, )(t) =ce

onde ¢ é uma constante que depende de y, e y, porém ndo
de t.

—jp(t)dt

Note que W(y,,y,)(t) ou é zero para todo t em | (se ¢ = O) ou
entdo nunca é zero em | (se ¢ Z Q).



Exemplo 2: Wronskiano e o Teorema de Abel

T
Consideremos a seguinte equacgdo e suas duas solugoes:
" t —t
y _y:O! y1:e ' Y =€
o Wronskiano de y,e y, é

Vi Y,
Vi Ys

entdo y, e y, sdo linearmente independentes em qualquer

W = = —ee'—e'e'=-2e"=-2%0 paratodot.

intervalo [, pelo Teorema 3.3.1. Agora comparemos W com
o Teorema de Abel:

Wy y,)(0) =ce "0 =ce 1 = ¢

Com ¢ = -2, obtemos o mesmo W como antes.



Teorema

Supor que y, e y, sdo solugdes da equagdo abaixo, cujos
coeficientes p e q sdo continuos em um intervalo aberto I

LIyl=y"+p(t)y'+q(t) y=0
Entdo y, e y, sdo linearmente dependentes em | se e somente
se W(y,, y,)(t) = O para todo t em [. Também, y, e y, sdo

linearmente independentes em | se e somente se W(y,, y,)(t) #
O para todo t em |.



Resumo

Sejam y, e y, solugdes de
y'+pM)y+q(t)y=0
onde p e g sdo continuas em um intervalo aberto I.

Entdo as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

O As fungdes y, e y, formam um conjunto fundamental de solugdes em I.
O As fungdes y, e y, sdo linearmente independentes em |.

0 Wl(y,,y,)t,) # 0 para algum t, em |.

0 Wly,,y,)(t) # O para todo t em |.



Uma observagdo sobre a Algebra Linear

Seja V o conjunto

V=1{y:y"+pt)y+a(t)y=0,te(a B))

entdo V é um espacgo vetorial de dimensdo dois, cujas bases
estdo dadas por qualquer conjunto fundamental de solucdes

Y1 €Yo

Por exemplo, o espago solugdo para a equagdo diferencial
yrr . y _ O

tem como bases O

S,={e'e"}, S,={cht,sht]

com V =Span$, =Spans,



Secdo 3.4:
Raizes complexas da equacdo caracteristica
T

Continuamos estudando as solugdes de

ay’"+by'+cy=0
onde a, b e ¢ sdo constantes.
Assumindo que a equagdo é do tipo exponencial:

y(t)=e" = ar’+br+c=0
As raizes sdo, r; & ry:
 —b++/b?—4ac
2a

se b? — 4ac < 0, temos raizes complexas:

= A+ I,U:(ﬁ %/H, oy, (t) = e(ﬂ_iﬂ)t

assim



Formula de Euler

Substituindo it ina série de Taylor para ef, temos a Férmula de
Euler:

0 1+\N 0 2n —l 2n-1
e‘tzz('t) =Z( 1)t Z( D —cost +isint
n=1

Generalizando, obtemos
e =cos ut +isin
logo
e+l — el — eM[cos st +isin t]=e™ cos ut +ie™ sin
Iy (1) = e et cos 4t + et sin s
y,(t) =e* ) = e cos ut —ie* sin ut



Solucdes reais

Ambas fungdes sdo complexas :
y, (t) =e*' cos ut +ie*' sin st
Y, (t) = e’ cos ut —ie*' sin s
Deveriamos conseguir solugcdes reais desde que os coeficientes

da equacgdo diferencial sdo reais. J& que combinagdo linear
de solu¢des também é solugdo:

Y, (D) + Y, (1) = 2e™ Cos ut
v, (t) =y, (t) = 2ie* sin ut
Desconsiderando as constantes, podemos resgatar duas

solucoes reais
Y5 (t) = e’ cos ut, y,(t)=e" sin ut



As solugoes reais e o Wronskiano

Entdo temos as seguintes solugdes reais:
y,(t) =e* cosut, y,(t)=e sin ut

cujo Wronskiano
W e™ cos ut e’ sin ut
e (A cos ut — psin gt) e™(Asin ut + pcos pt)
= e’ £0

Assim y; e y, forma um conjunto fundamental de solugdes com
solucdo geral
y(t) =c.e* cos ut +c,e*' sin ut



Exemplo 1

Considere a equagdo

y'+y'+y=0

logo
14+ ./1-— 1+ i
y(t)=e" = r’+r+1=0 < r= 1xVi-4 1431 =—£i£i
2 2 2 2

e

A=-112, u=~312
CUiCI solugao geral é 1) = expl(t/2) cos{sart (12) + sari(3) expl412) sin(eari(H/2)

1.44

y(t) =ce " coslv/at/2)+ c,e Zsin(V3t/2)

0.5
0.6
0.44
0.2

o ! \\4'_)/6/ 8 10
0.2

-0.44




Exemplo 2

Considere a equagdo
y'+4y =0
logo
y)=e" = r’+4=0 & r==22i

entdo

A=0, u=2

cuja solugdio geral é _ _
y(t) =c, cos(2t)+c, sin(2t) \ /\ /\ /

—_




Exemplo 4

Considere a equagdo
3y"-2y'+y=0
com

2+4-12 V2

ty=e" = 3r°-2r+1=0 & r= =+
y(t) c 273

Cuja solucdo geral é

y(t)=ce"’ cos(«/it / 3)+ c,e'’’ sin(«/it/ 3)

yit) = -expt/3) cos(sqrt2)t73) + sqrtiZ)Z explti3) sin(sqrt(2)ti3) yit) = -exp(td3) cos(saqrt(2t3) + st exp(t3) sin(sgrt(2)t/3)
10 100
804
51 501
2 4 g 8 10 -

[N S—

204

A1 0 ; T T T T T ]

2 4 53 B i 12 14 B 1B
10 -204
¥it) hE
2151 601
-804
-2 -0




Exemplo 4: Parte (a) (1 de 2)
.00

Para o seguinte PVI, ache (a) a solugdo u(t) e (b) o tempo
minimoT para que |u(t)| < 0.1

y'+y'+y=0, y(0)=1 y(0)=1
Do Exemplo 1
u(t)=ce™? cos(\/§t / 2)+ c,e "’ sin(«/§t / 2)

Usando as condicdes iniciais obtemos

N
C, =1
yit) = expl-t2) cos(sqr(I2) + sgrtid) expl-t/2) sinsqri(3ts)

3
1B [Patle=pg=V

—Ecl +7CZ Zl

14

0.84
0.6
0.44
0.24

Ioﬁ&)=e‘“%os(«/§t/2)+ 3e‘”zsin(«/§t/2) af N T

0.49

¥




Exemplo 4: Parte (b) (2 de 2)

Ache o tempo minimo T para que |u(t)| < 0.1

A nossa solugdo é

u(t) =e™? cos(ﬁt/2)+ sm(\/_tlz)

Veja o grdfico abaixo.

wit) = expl-t/2) cos(sqr3itd) + sqrt(3) expl-t2) sinfsqri3n

1.4
1.2

1
0.5
0.6
0.4
0.24

¥

0 5 SN 4 il

0.2 - R
-0.44




Secao 3.5:

Raizes repetidas; Reducao de ordem
e

Consideremos a EDO de 2 ordem homogénea
ay’"+by'+cy=0
onde a, b e ¢ sdo constantes.

A equacgdo caracteristica é:
y(t)=e" = ar’+br+c=0

Com raizes, r; & ry:
- ~b++/b? - 4ac
2a

quando b%2 — 4ac =0, r, = r, = -b/2a, o método fornece
dpenas uma solugdo:

Ya (t) = C€

-bt/2a



Obtendo uma segunda solugdo: Multiplicando

por um fator v(f)
.00

Sabemos que se

y,(t) € uma solugdo = vy, (t) =cy,(t) é solucgéo
J&d que y, e y, sdo LD, podemos pensar em substituir a
constante ¢ por uma funcdo v, e entdo determinar condigdes
para que y, seja uma solugdo:

y,(t) =e"** = propomos VY, (t) =v(t)e

-bt/2a

entdo

Y, (t) = v(t)e™"'**

y;_ (t) _ Vr(t)e—thZa _Ev(t)e—bt/Za
2a

b b b*
" t ZV” t e—bt/2a __Vr t e—bt/2a __Vr t e—bt/2a + V t e—bt/2a
y,(t) =Vv"(t) oa (t) oa (t) yre (t)



Achando o fator v(t) ay"+by'+cy=0
-

Substituindo as derivas na equagdo obtemos v:

g ht/2a {a{v”(t) - gv’(t) + Al:;v(t)} + b[v’(t) - %v(t)} + cv(t)} =0

2 2

av”(t) —bv'(t) + b—v(t) +bv'(t) - b—v(t) +cv(t)=0
4a 2a

b Db?
av'(t)+| ———+c (v(t) =0
(1) da 2a J()

2 2 2
av'(t)+| 220 +4aC]v(t)=O o av”(t)+( b +4acjv(t):0
da 4a 4a 4da

4a
2 —
av'(t)—| 2 4:“]\/«):0

Vi) =0 = v(t)=kt+k,



Solucao geral
e

Para achar a solugdo geral temos:
y(t) _ kle—bt/2a 4 kzv(t)e—bt/Za

_ kle—thZa 4 (k3t i k4 )e—bt/2a

—bt/2a

=ce™* +c,te™*

E finalmente

y(t) = C,€

—bt/2a —bt/2a

+C,te



E o Wronskiano ?
e

A solugdio geral é

y(t) = C,€

Assim toda solucdo pode ser obtida como uma combinacdo

—bt/2a —bt/2a

+C,le

linear de
yl (t) — e—bt/2a’ y2 (t) — te—bt/2a
e—bt/2a te—bt/2a
W (y1! yz)(t) = —Le_btlza /1_Ej e—bt/2a
2a a

=e™2 0 paratodo t



Exemplo 1

Considere o PVI

y"+2y'+y=0, y(0)=1 y'(0)

yt)=e" = r*’+2r+1=0 < (r+1)°=0 <r=-1

Que leva a escrever a solugdo geral como

y(t)=ce™ +c,te™

Usando as condicdes iniciais
C, =

1
}:C1=1,02=2
-¢, + ¢, =1

logo
y(t)=e" +2te™

1.4
1.29

0.87
061
0.41
0.21

0.2
0.4

¥it) = expl-t] + 2t explt]




Exemplo 2

Considere o PVI
y'—y'+0.25y =0, y(0)=2, y'(0)=1/2

yt)=e" = r°*'-r+025=0 < (r-1/2)°=0 <r=1/2

Com solugdo geral

t/2 t/2

y(t)=ce"“ +c,te
Para satisfazer as condicdes iniciais: EGAGI
Cl = 2 1 21
~¢, + C, = > 5
logo 4
y(t) = 2e"* —=te'




Exemplo 3

Considere o PVI
y"—y'+0.25y =0, y(0)=2, y'(0)=3/2

yt)=e" = r*-r+0.25=0 < (r-1/2)°=0 <r=1/2

Solugdo geral

Usando as condigdes iniciais py VTR mRen
C, - 2 . )
1 3 = Cl - 2, C2 = —
Ecl + C2 = E 2 Ya-
logo 1 2]

y(t) =2e"? +Ete“2




Reducdo de ordem
T

O método usado pode ser usado para equacdes com
coeficientes ndo constantes:

y'+pt)y' +q(t)y=0

se y, é solugdo propomos como segunda solugdio y, = v(t)y;:

Y, (t) — V(t) Y1 (t)
Y, (8) =V (©) Y, (1) + V() y; (1)
Y, (t) =V (1) y, (t) + 2v'(t) y; () + V(1) Y/ (t)

Substituindo na EDO e remanejando,

YV +(2y; + py, V' + (y7 + py; +ay, V=0

se y, é solugdio, temos uma equagdo de primeira ordem em v’

y V" +(2yl + py, V' =0



Exemplo 4: (1 de 3)
.00

Dada a equagdo e uma solugdo y,,
t°y"+3ty’+y=0, t>0; vy, (t)=t",
usamos redugdo de ordem para achar a segunda solugdo:
Y, (1) =v()t"
Y3 (0) =v' Ot -v()t™
y () =vI(E)t =2V ()t + 2v(t) t°
Substituindo e remanejando,
(Vi =20+ 2vt )+ 3 (VT vt ) vt =0
SVE-2V +2ut™ +3v' =3t +vt T =0
< tv'+v' =0
< tu'+u=0, onde u(t) =Vv'(t)



Exemplo 4: achando v(#) (2 de 3)
e

Para resolver
tu"+u=0, u(t)=Vv'(t)

para u, usamos separagdo de varidveis:

td—u+u:0 = jd—uz—ﬁdt < Inju[=—In[t|+C
dt u t

= \u\z\t\_lec < u=ct?, sincet>0.

logo C

e entdo
v(t)=clInt+Kk



Exemplo 4: solugdo geral (3 de 3)

Temos
v(t)=clInt+Kk
entdo

Y, (t) = (C Int + k)t_1 —cttInt+kt™

Lembrando que

Y1 (t) =t

podemos desprezar o segundo termo de y, para obter
y,(t) =t Int.

E obtemos a expressdo geral da solugcdo

y(t)=ct™ +ct™Int



Secao 3.6: Equacao nao homogénea;
Método dos coeficientes indeterminados
I

Seja a equagdo ndo homogénea
y'+p)y' +a(t)y=g(t)
onde p, g, g sdo continuas em um intervalo aberto I.
A equagdo homogénea associada é
y'+p)y' +a(t)y=0
Desenvolveremos o método dos coeficientes indeterminados

que no seu primeiro estdgio precisa resolver a equacdo
homogénea.



Teorema
e

se Y,, Y, sdo solugdes da ndio homogénea
y"+p)y +at)y=g()

entdo Y, - Y, é solugdo da homogénea
y'+p)y +q(t)y =0

se y,, Y, forma um conjunto fundamental de solu¢des da
homogénea existem constantes c,, ¢, tais que

Y (1) =Y, (1) =cyy(t) +C, Y, (1)



Teorema (solucdo geral)
.00

A solucdo geral da ndo homogénea

y'+p)y +q(t)y=9(t)

pode ser escrita como
y(t) =cy.(t) +c,y, (t) +Y(t)

onde y,, y, formam um conjunto fundamental de solugdes, c,,
c, sdo constantes arbitrdrias e Y € uma solugdo particular da
ndo homogénea.



Método dos coeficientes indeterminados
e

Seja
y'+p@)y +a)y=g()
cuja solugdo geral é
y(t) =c,y () +C,y, (1) +Y(t)
Desenvolveremos o método dos coeficientes

indeterminados para achar a solugdo particular Y da ndo
homogénea.

O método é limitado aos casos em que p e g sdo constantes,
e g(t) € um polindmio, uma exponencial, seno ou coseno.



Exemplo 1: Exponencial g(f)

Considere a equagdo ndo homogénea
y” _3yr _4y _ SeZt

Desde que as derivadas da exponencial se repetem
propomos Y como:

Y () = Ae? = Y'(t) = 2Ae%, Y"(t) = 4 Ae”

Substituindo,
AAe” —6Ae” —4Ae” =3e”

o —6Ae? =3 o A=-1/2

Assim temos uma solugdio particular como

1
Y (t) = ——e?
(t) >



y'—=3y'—4y =2sint

Exemplo 2: Seno (2 de 2)
e

Tentamos para Y uma fungcdo do tipo

Y (t) = Asint + B cost
= Y'(t)= Acost—Bsint, Y"(t) =—Asint — B cost

Substituindo obtemos
(- Asint—Bcost)—3(Acost —Bsint)—4(Asint + Bcost)= 2sint
< (~5A+3B)sint +(-~3A—5B)cost = 2sint
< —-5A+3B=2, -3A-5B=0
< A=-5/17, B=3/17

Assim a solucdo particular é

Y(t) = _—53int+icost
17 17



Exemplo 3: Polindbmio g(f)

Consideremos
y'—3y' -4y =4t* -1
propomos Y da forma
Y(t)=At*+Bt+C =Y'(t) =2At+B, Y"(t) =2A

Substituindo,

2A-3(2At +B)—4(At> + Bt +C)=4t* -1

& —4At* —(6A+4B)t+(2A-3B-4C)=4t* -1

& —4A=4, 6A+4B=0, 2A—3B—-4C =1

& A=-1,B=3/2,C=-11/8

Assim a solucdo par’ricuczuLIr e
Y(t)=—t"+=t-"=
(t) 173



Exemplo 4: Produto g(#)
e

Considere
y" -3y’ -4y =-8e'cos2t
propomos:
Y (t) = Ae' cos 2t + Be'sin 2t
Y'(t) = Ae' cos 2t — 2 Ae' sin 2t + Be'sin 2t + 2 Be' cos 2t
=(A+2B)e' cos2t+(—2A+B)e'sin 2t
Y"(t) = (A+2B)e' cos2t —2(A+2B)e' sin 2t + (—2A+ B)e' sin 2t
+2(—2A+B)e' cos2t
=(-3A+4B)e' cos2t+(-4A—-3B)e'sin 2t

Subs’rl’rudndo e resolvendo fqra AeB

o B_E Y(t)_—e cosZt+£e sin 2t
13’ 13 13 13



Soma g(f)
e

Considere mais uma vez
y'+p@)y +q(t)y =9(t)

Suponhamos que g(t) e a soma de duas funcbes
g(t) = gl(t) + gz(t)

se Y,, Y, sdo solugoes de
y'+p()y' +q(t)y = 9,(t)
y'+p)y' +a(t)y =g, (t)

respectivamente entdo Y, + Y, é solugdo da equagdo acima.



Exemplo 5: Soma g(t)

Seja

y" -3y —4y =3e* +2sint—8e' cos 2t

Resolvemos individualmente para cada parcela

y” _3yr _4y — 3eZt
y'—3y'—4y =2sint
y" -3y’ —4y =-8e' cos 2t

A solugdio particular é

Yt)
2 -

b—e2 04 05 'D08 1 12 14

o o £ [ o
1 1 L 1

-10-

Y (t) :—Ee2t +icost —isintJrEet cos 2t +£et sin 2t
2 17 17 13 13
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