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Modelo: uy(x,t) +a(x)ui(x,t) = Pux(x,t) ,0<x<1, t>0.

u(x,0) = f(x), u(x,0)=g(x), 0<x <1, (cond. inic.)
u(0,t) =0, u(1,t)=0, t>0, (cond. front.)




Modelo: ug(x,t) +a(x)u(x,t) = Puw(x,t) ,0<x <1,

u(x,0) = f(x), u(x,0)=g(x), 0<x <1, (cond. inic.)
u(0,t) =0, u(1,t)=0, t>0, (cond. front.)

Estado da arte:

L1 Aspectos teoricos bem desenvolvidos
o Para a(x) > 0, espectro do operador bem conhecido

@ Solugdo u(x,t) — 0 exponencialmente quando t — o, etc, etc ( P. Freitas,
L, Roder Tch, E. Zuazua, ... )
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[J Nenhuma abordagem numérica usando autovalores.

Apresentamos:

@ Método numérico baseado em autovalores (Método de Arnoldi)
@ Mostramos que as solugoes numéricas tém convergéncia assintotica
o Exemplos numéricos
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Método das Linhas:

Eq. evolugdo: U;= LU, U(x,0)=f(x),t >0, x e R"
L : Op. dif. indep. de

Discretizagao Espacial
(dif. finitas, elem. finitos, met. espectrais, etc)

4

Sistema de EDO’s: vy = Lyv, v(0) = fj (1)

Mét. para EDO’s (Runge-Kutta, etc) = v(x;,t) = U(x,t) “ao longo das
linhas (x;,t)”



Método das linhas para a Eg. da Onda:

Discretizag@o Espacial (dif. Finitas): vi(t) ~ u(x;,t)

o 1
O=x<Xx1 < <Xp<Xpy1=1, x;=1h, i=0,1,...,n, h:n—|—1'
Sistema de EDO’s:
. . vi_1(t) —2vi(t) + virq(t .
vi(t) +a(x)vi(t) = = (1) /;g) '+1(), i=1:n,
W(t) = Vst () =0, t>0, (2)

V,'(O) = f(X,'), V,(O) = g(X,‘), i = 1,...,n



Modelo Semi-discreto e solugao

{ A v(t) 4+ Aqv(t)+ Agv(t) =0, @)
V(O) = [f(X1)v - '7f(Xn)]T7 ‘./(0) = [g(X1)v x 7g(xn)]Tv
A> = I, Ay =Diag(ay,...,an),a = a(x;), A= Tridiag(—1,2,—1)
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0

{ ii;))L[hyg(gé’g ]’ L= [ _?40 _/;\1 ] y(t) = [ 58 ] 4)

Solugao:  y(t) =exp(Lnt)y(0), depende dos autov. e autovet. (A;,X;)
do polinémio matricial quadratico

P(A) = AsA® + AjL+ Ag



Modelo Semi-discreto e solugao. Caso: Lj diagonalizavel

X=[X1,...,X2n], N=diag(A1,...,A2n), (Ai,X;): Auto-pares de P(L)

y(t) = [ XX,\ ]CXP(N) [ xx/\ ]1 [ 5285 ]

o
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= oy x1exp(Mt) + -+ OonXonexp(hant) ()
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X=[X1,...,X2n], N=diag(A1,...,A2n), (Ai,X;): Auto-pares de P(L)
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3. Calcule v(t) usando (*).

@ Porqué usar autovalores se eles custam O((2n)3) operagdes ?



Algumas razdes que justificam o método:

@ Métodos Runge-Kutta precisam de “tamanho de passo” muito pequeno
para funcionarem bem (perdem estabilidade quando f cresce).

Modelo:  uy+€au; = Uy, ea=4n, At=0.04, n=50

u(x,0) =sin(2nx), wu(x,0) = —2msin(2nx), u(0,t) = u(1,t) =0
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[J A equacao [ )z(/\ ] o= [ ZES; ] sugere que poucos autovalores podem

v(0)

o)
pertence a um subespaco invariante S de dimensao pequena (a maior
parte dos a’'s sdo nulos !) Se wy € S de dimensao p, o método de Arnoldi
inicializado com wy converge em p iteragdes!!

Neste caso basta resolver:

o a0 ]

ser necessitados quando o vetor de condigdes iniciais wy = [



Resultados do Método proposto: Exemplo 1. Amortecimento constante

Modelo: uy+e€au; = Uy, €a=4m,

u(x,0) =sin(2nx), wu(x,0) = —2msin(2nx), u(0,t) = u(1,t) =0

n=>50 |, lteragdes Arnoldi = 2
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Resultados do Método proposto: Exemplo 2. Amortecimento variavel
Modelo:  uy+€au; = Uy, a(x)

ﬁ, sol. ex.: u(x,t) = e !x(x —1)
u(x,0) = —x(x—1), wu(x,0)=x(x—1),u(0,t)=u(1,t)=0

n=50 ,e=1, lteragdes Arnoldi = 1
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Exemplo 2. Porqué Arnoldi converge em apenas 1 iteragcao?

Modelo:  uy+€au = Uy, a(x) =1— ﬁ, sol. ex.: u(x,t) = e 'x(x—1)

u(x,0) = —x(x—1), ui(x,0)=x(x—1),u(0,t) =u(1,t)=0
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@ Convergéncia é atingida em 1 iteragao porque para este exemplo o vetor
de condigoes iniciais depende linearmente do primeiro autovetor. Isto é,

o4 #0,0,=0,2<j<2n



Exemplo 2: Condigoes iniciais wy “rapidamente resolvidas” em termos de

autovetores v; do operador

Wy e Vy (prim. autov.) Wy € 0y V1
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Exemplo 2: Condigoes iniciais wy “rapidamente resolvidas” em termos de

autovetores v; do operador

Wy e Vy (prim. autov.) Wy € 0y V1

Cond. Inic.

Primeiro autovet de L
0.2

1 oap

@ Conclusao: O método de Arnoldi pode ser muito eficiente quando o vetor
wp € aproximado bem como comb. linear de poucos autovet. do operador.
FIM



