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Prefacio

Um processador numérico de um computador faz aritmética com
um subconjunto finito de nimeros racionais. Essa aritmética é dita
de ponto flutuante. Contudo, algumas propriedades dos nimeros
racionais nao sao validas nesse subconjunto. Por exemplo, a pro-
priedade associativa da soma nao é, em geral, valida na aritmética
de ponto flutuante. Chamamos de aritmética exata a aritmética abs-
trata dos nimeros reais. Por exemplo, em aritmética exata /2 é
um ndmero irracional com infinitas casas decimais, enquanto que,
em aritmética de ponto flutuante, v/2 é um niimero racional com
representacao bindria (na maior parte dos processadores) finita. A
matematica numérica trata de problemas que surgem quando se re-
solvem problemas matematicos em um computador. Desde muito
cedo na histéria da humanidade, muitos algoritmos tém sido criados
para resolver razoavelmente problemas matemaéaticos. Um algoritmo
pode levar a uma solugao em aritmética exata em um nimero finito de
passos, mas pode nunca chegar a uma solugao, nem suficientemente
proxima, em aritmética de ponto flutuante. Um exemplo de um al-
goritmo desse tipo é o do Gradiente Conjugado, que é usado para
se resolver um sistema de equagoes algébricas lineares cuja matriz é
real, simétrica e definida positiva. Um outro caso é o de um algo-
ritmo que, em aritmética exata, tende a solugao exata do problema
conforme o nimero de passos aumenta. Mas, quando se implementa
o algoritmo no computador, a sequéncia oscila ou praticamente esta-
ciona. Essa é uma situacao que acontece frequentemente na resolucao
de sistemas de equagoes algébricas lineares por métodos iterativos,
como o método de Gauss-Seidel. Quando a matriz de coeficientes é
real, simétrica e definida positiva, a teoria indica convergéncia desse



método, mas na pratica as coisas podem nao funcionar tao bem assim.
O matematico, que gosta de desafios, tenta classificar subconjuntos
dessas matrizes para as quais o algoritmo nao funciona tao bem e
busca ampliar a teoria de matrizes com resultados expressivos, no
sentido de explicar o porque da convergéncia lenta ou de advertir o
usudrio sobre a ma performance do algoritmo naquela classe de ma-
trizes. Numérica e computacional sao dois adjetivos que se confun-
dem, embora haja uma sutil diferenca. Por exemplo, a matematica
numérica depende da matemdtica computacional para validar seus
resultados.

Neste trabalho vamos apresentar alguns resultados de teoria de
matrizes e sua utilizagao em matematica numérica. Grande parte
desses resultados tem a ver com fatoracao de matrizes: fatoragao
PA = LU, fatoracio QR, forma de Schur (ou forma triangular),
decomposigao espectral (ou forma diagonal), forma racional, forma
de Jordan, decomposicao em valores singulares, fatoragao de Van-
dermonde de uma matriz de Hankel inversivel etc. Na passagem do
denso para o discreto, funcoes se transformam em vetores de espagos
de dimensao finita, transformagoes entre espacos de dimensao infinita
se tornam matrizes finitas, o exato se transfigura em um aproximado
razodvel (dentro de uma tolerancia fixada a priori).

No texto deste livro, os assuntos sao desenvolvidos mais ou menos
de modo linear. Estamos pressupondo que o leitor ja tenha cursado
disciplinas de Algebra Linear. Dividimos o livro em dois capitulos,
tentando criar uma separacao entre teoria e pratica. Mas isso nem
sempre se realiza, por exemplo, o problema pratico de compressao
de imagens aparece no capitulo 1. De modo geral, as aplicagoes
numéricas apresentadas aqui sao simples no que diz respeito a sua
formulagao: compressao de imagens, estimativa de parametros senoi-
dais, computagao de curvas de Bézier, multiplicacao rdpida de matriz
por vetor via FFT (Fast Fourier Transform). Os pontos altos deste
livro sao, na minha opiniao:

e a descricdo da SSVD (Shuffled Singular Value Decomposition),
que eu traduzi aqui para Decomposigdo em valores Singulares
com Embaralhamento (DVSE), que é uma forma de compresséo
de imagem baseada na Decomposi¢ao em Valores Singulares
(DVS) da matriz associada & imagem;



e a prova do teorema de Cayley-Hamilton via forma de Schur de
uma matriz;

e a prova do teorema da decomposi¢ao primaria, também via
forma de Schur;

a linda prova da inversibilidade de uma matriz de Vandermonde
formada com polos distintos;

a obtencao da inversa exata de uma matriz de Hilbert a partir
da descricao geral da inversa de uma matriz de Cauchy;

e a transformagdo por similaridade (por matrizes diagonais!) de
uma matriz de Pascal triangular inferior em uma matriz de
Toeplitz.

Mas ha pontos médios interessantes, como a prova algébrica sim-
ples da unicidade da pseudo-inversa, que é a inversa generalizada
(de uma matriz) que satisfaz as quatro condigdes de Moore-Penrose;
a obtengdo da forma de Jordan, a partir da forma Racional (isso
também aparece no 6timo livro de Algebra Linear do K. Hoffmann
e R. Kunze); a decomposigao espectral de matrizes circulantes etc.
Ha& teoremas cujas demonstragoes nao aparecem no texto, como o da
decomposicao de Vandermonde de uma matriz de Hankel inversivel.
Tampouco pudemos desenvolver métodos adaptativos de alta resolu-
¢ao no dominio do tempo para estimativa de parametros em modelos
senoidais. Isto seria a continuagao natural da subsegao em que se
aplica um método de autovalores para calcular parametros de um
sinal musical monofénico simples, composto apenas de uma nota que
vibra com seus harmoénicos naturais. Introduzimos, neste trabalho,
um protétipo de método adaptativo: dividimos um sinal em ma-
trizes de Hankel de ordens diferentes, calculamos independentemente
os parametros desses trechos de sinal e justapomos os resultados no
tempo. H& ainda varios exercicios e grande parte deles é para ser
resolvido em um sistema interativo como o MATLAB: Scilab, GNU
Octave, FreeMat etc. Os comandos desses sistemas sao praticamente
idénticos. Esperamos que este livro estimule o leitor a estudar teoria
de matrizes nao sé pelas ferramentas que podem ser utilizadas na
matematica aplicada, mas também pela matematica em si mesma.
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Capitulo 1

Conceiltos basicos de
Teoria de Matrizes

1.1 Matrizes

Seja F um corpo de caracteristica zero. Vamos denotar por F™*"
o conjunto das matrizes m X n cujas entradas estao em F. Por e-
xemplo, R™*™ denota o conjunto das matrizes reais m x n. Como
¢ usual, denotaremos por a;; o elemento de uma matriz A que estd
na linha i e na coluna j. Vamos utilizar a notacio do MATLAB!
para denotar o vetor-linha ¢ da matriz A: A(%,:). Analogamente,
denotaremos o vetor-coluna j da matriz A por A(:, j). A submatriz
de A formada pelos elementos que estdao ao mesmo tempo nas linhas
i1 < ig < ... < i, € nas colunas j; < jo < ... < js serda denotada por
A([i1, -y i), [J15 -5 Js])- Se as linhas e as colunas forem consecutivas,
vamos denotar essa submatriz por A(iy : i,71 : js). Chamamos de
superdiagonal de uma matriz a qualquer diagonal paralela a diago-
nal principal que esteja na parte triangular superior da matriz. Por

INa realidade, MATLAB neste texto é uma varidvel. H4 sistemas interativos,
como FreeMat [19], GNU Octave [33] e Scilab [40], que s&o sistemas iterativos
livres, cujos comandos sao similares ou idénticos aos do MATLAB, citados aqui.
Atualmente, ha dezenas de livros em que se explora o uso eficiente de MATLAB
em matemadtica numérica. Por exemplo, veja [24], [32].

7
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exemplo, a primeira superdiagonal de uma matriz A contém todas as
entradas A;; tais que j —¢ = 1. Chamamos de subdiagonal de uma
matriz a qualquer diagonal paralela a diagonal principal que esteja
na parte triangular inferior da matriz.

Dados dj, ..., dy, € F, vamos denotar a matriz diagonal D tal que,
(Vi) dyi = d;, por diag(dy, ...,dy). Se A é uma matriz, AT e A" sdo,
respectivamente, a transposta e a hermitiana (ou transposta conju-
gada) de A. Se A é uma matriz real, A¥ = AT; no caso complexo,
A = AT,

Podemos pensar, pelo menos, em quatro algoritmos para multi-
plicar uma matriz A € F™*P por outra matriz B € FP*" C = A.B:

1. ¢ :Ezzlaikbkj, 1<i<mel<j<m
2. C(i,:) = A(4,:)B;

3. C(:,j) = AB(:,5);

4. C=%"_, A(:,k)B(k,:).

Por esta ultima forma de se descrever a multiplicacao de duas ma-
trizes, dadas duas matrizes U € F™*P ¢ V € F"*P_ cujos vetores-
coluna sao representados por u, ..., U, € U, ..., Vp, € Uma matriz di-
agonal D € FP*? tal que D = diag(ds, ..., d,), temos que

p
UDV" =" drugy.
k=1

Definigao 1.1.1. Dizemos que uma matriz A € F™*™ € uma matriz
de posto completo se o posto da matriz € igual ao nimero de colunas
da matriz. Ou seja, uma matriz de posto completo é uma matriz
cujas colunas sao linearmente independentes.

Um exemplo de matriz de posto completo é uma matriz cujas colu-
nas sao ortonormais. Como um conjunto de vetores nao nulos ortogo-
nais sao linearmente independentes, essa matriz é de posto completo.

Dada A € F"™*"  definimos I'm(A) como sendo o subespago do
F™ gerado pelos vetores-coluna de A. Im(A) é também chamado de
espago-coluna de A. O espago-linha de A é, por definicao, o espago-
coluna de AT. O ntcleo de A, que é denotado por N(A), é o subes-
pago de F™ formado por todos os vetores x tais que Az = 0. Note
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que, se b € F™ nao é o vetor nulo, entdo Ax = b é possivel se e s6 se
be Im(A).

Seja b € Im(A). Se A é uma matriz de posto completo, entao a
equagao Ax = b possui uma unica solugao. Matrizes quadradas de
posto completo sdo matrizes inversiveis. Alids, temos um teorema
que caracteriza bem as matrizes inversiveis e que é geralmente visto
nas disciplinas de Algebra Linear.

Teorema 1.1.2. Seja A € F"*". Entdo A € inversivel

<~ ImA=TF"

<= as colunas de A sao l.i.

<= x =0 € a unica solu¢do de Az =0

< N(A4) ={0}

< Im AT =Fn»

< N(AT) = {0}

< as linhas de A sdo l.i.

<= existe b € F" tal que Ax = b tem uma Unica solugdo
<= para todo b € F* Ax = b tem uma unica solugdo
<= existe ¢ € F" tal que ATx = c tem uma tinica solucdo
<= para todo c € F* ATx = ¢ tem uma tnica solucdio
<= AT ¢ inversivel

< det A#0

<= zero nao é autovalor de A

1.1.1 Exemplos de Matrizes

Eis alguns exemplos simples de matrizes:

e a matriz identidade I, n X n, que em MATLAB ¢ definida pelo
comando eye(n), é a matriz cujas linhas e colunas séo os vetores
da base canodnica de F™;

e a matriz nula, m X n, que é toda formada por zeros, é definida
pelo comando zeros(m,n);

e a matriz m x n formada toda por uns é definida pelo comando
ones(m,n);
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e matrizes quadradas triangulares inferiores, que sao definidas da
seguinte forma: para todos i e j, tais que 1 < i < j < n,
a;; = 0;

e matrizes quadradas triangulares superiores, que sao definidas
da seguinte forma: para todos i e j, tais que 1 < i > j < n,
Q5 = 0;

e matrizes diagonais, que sao ao mesmo tempo triangulares infe-
riores e triangulares superiores;

e matrizes de banda, ou seja, matrizes que tem p superdiagonais
e ¢ subdiagonais, p,q > 1; por exemplo, matrizes tridiagonais
(p = ¢ = 1), matrizes hessemberg superiores (p =n—1e g =1)
etc;

e matrizes simétricas, que sdo matrizes quadradas A que satis-
fazem A = AT,

e matrizes antissimétricas, que sao matrizes quadradas que satis-
fazem A = —AT;

e matrizes hermitianas, que sdo matrizes quadradas A que satis-
fazem A = A7,

H4 vérias matrizes especiais que podem ser definidas a partir de
comandos do MATLAB. Abaixo, alguns exemplos:

compan companheira
hankel Hankel

hilb Hilbert

invhilb inversa de Hilbert
magic quadrado mégico
pascal triangulo de Pascal
toeplitz Toeplitz

vander Vandermonde

Vamos comentar um pouco sobre essas matrizes:

e A definicao de matriz companheira fica melhor compreendida a
partir do conceito de autovalor. Seja p(z) = apz"+...4a12+ao,
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a, # 0, um polindmio em F. A matriz companheira associada
a p é a matriz C = compan([an, ..., ag]), que é a matriz cuja

primeira linha é —a,_1/ay ... —ai/a, —ag/an,, a segunda linha
é e1, o primeiro vetor candnico de F™, ..., a enésima linha é
en—1. Exemplo: se p(x) = 2* — 5% + 322 + 2 — 1, entdo
5 =3 -1 1
1 0 0 0
C= 0 1 0 0
0 0 1 0

Observe que o polinéomio dado é o polinémio caracteristico de
C, isto é, p(z) = det (xI — C). Isso é um fato geral: dado

um vetor v = (ay,...,a0) € F™, em que a, # 0, o polinémio

apn—1 ai apg oA s
n_ o gn-l . — =2 — = é o polindémio caracteristico
a G, an

de C = gompan(v).

T

e Matrizes de Hankel sao matrizes retangulares m x n tais que
para todo k, 0 < k < m+n — 2, hyj = hg, em que 1 <
it <mel<j<nsaotaisquei—14+j5—1=%k Ou
seja, sao matrizes cujos elementos de cada diagonal paralela
a diagonal secundéria sao todos iguais. Para gerar tais ma-
trizes, basta sabermos sua primeira coluna e sua ultima linha.
Em MATLAB, define-se uma matriz de Hankel pelo comando
hcmk:el([ho, hi, ..., hmfl], [hmfl, ohm+n— 2])

e Um exemplo de matriz de Hankel é a matriz de Hilbert, que é
uma matriz n X n, H = hilb(n), cujas entradas sdo definidas
por H; j =1/(i+j—1).

e O comando invhilb(n) computa a inversa da matriz de Hilbert
de ordem n usando uma férmula algébrica, cuja aplicacao d&
resultados exatos em um computador de processamento de 32
bits para valores de n menor que 15. A inversa de Hilbert é
uma matriz simétrica, cujas entradas sao inteiras e de grandezas
muito diversas.

e Um quadrado mégico?> de ordem n é gerado pelo comando
magic(n).

2Um quadrado mégico simples de ordem n é uma matriz cujas entradas véo
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e O comando p = pascal(n) gera uma matriz simétrica que satis-
faz a propriedade similar a que define um triangulo de Pascal:
p(i,1) = p(1,j) = Lep(i+1,j+1) = p(i+1,j)+p(i, j+1) para
i,7 > 1. P,, a matriz de Pascal triangular inferior de ordem n,
é a matriz cujo elemento da linha 7 e coluna j é definida por

i—1 S
(P,),. = (=1) > seizj;
K 0 , sed < j.

Por exemplo,

10 0 0
1 1 0 0
Pa=11 91 ¢
1 3 3 1

Essa matriz é gerada pelo comando abs(pascal(n,1)).

e Matrizes de Toeplitz também sao matrizes retangulares m x n
tais que para todo k, 1 —n < k < m —1, hy; = hy, em que
1<i<mel<j<n satisfazem ¢ — j = k. Ou seja, sao
matrizes cujas entradas de cada diagonal paralela a diagonal
principal sao todas iguais. Uma matriz de Toeplitz é determi-
nada se soubermos sua primeira coluna e sua primeira linha.
Em MATLAB, uma matriz de Toeplitz é construida a partir do
comando toeplitz([ho, hi, ..., hm—1], [R=1, ..., h1 — n]).

e Dado um vetor = (1, ..., x, ), diferentemente do que é gerado

em MATLAB, V = vander(z) denotara aqui a matriz de Van-
dermonde nxn cujos elementos sdo definidos por V' (4, j) = x;fl:

1 1 1
T T2 Tn
V = ./L‘% .'L'% .T/'2
n—1 n—1 n—1
Tq To Ty

de 1 a n? e estdo dispostas de tal modo que a soma dos elementos de cada linha,
de cada coluna e de cada diagonal (principal e secundédria) é sempre igual a um
mesmo valor.
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Outros tipos de matrizes aparecem citados no texto. Por exem-
plo, as matrizes hermitianas definidas positivas (hdp) e as matrizes
diagonal-dominantes. H& vérias formas de se definir uma matriz
hermitiana definida positiva A. Se A é real, podemos chamé-la de
simétrica definida positiva e é definida a seguir.

Definicao 1.1.3. Uma matriz A € R™*" ¢ simétrica definida posi-
tiva (sdp) se A= AT e se, para todo x € R", x # 0, 27 Az > 0.

Se a matriz for complexa, basta exigir que, para todo =z € C",
x # 0, 2 Az > 0, para que a matriz seja hermitiana definida posi-
tiva. Existem vérias caracterizagbes para essas matrizes, conforme o
teorema a seguir, cuja demonstracao é deixada como exercicio.

Teorema 1.1.4. Seja A € C"*™. Entdo A € hermitiana definida
positiva

< A= A" ¢, para todoi, 1 <i<mn,det A(1:4,1:4) >0
<= existe P inversivel tal que A = P7P
<= A= A" ¢ 0s autovalores de A sdo positivos.

Note que, se A é hermitiana definida positiva (hdp), entao P AP
é hermitiana definida positiva para toda matriz retangular de posto
completo P. Em particular, os elementos da diagonal de A e todas
as suas submatrizes principais A(1: 4,1 : ¢) sdo também hermitianas
definidas positivas (ver lista de exercicios). O conceito de uma matriz
A hermitiana definida ndo negativa (hdnn) corresponde & condigio
de 2 Az > 0, para todo x € C", x # 0. O enunciado do teorema
correspondente ao Teorema 1.1.4 para matrizes hdnn é deixado como
exercicio.

Defini¢ao 1.1.5. Uma matriz A € C**" ¢ dita diagonal-dominante
(ou estritamente diagonal-dominante) se, para todo i, 1 <i < n,

[AG, D) > D JAG )] e |AGD] > D 1A
i i

A primeira condicao diz que a matriz A é diagonal-dominante por
linhas; a segunda, que A é diagonal-dominante por colunas. H& au-
tores que fazem a distincao entre diagonal-dominante e estritamente
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diagonal-dominante, permitindo-se a matriz diagonal-dominante que
algum elemento da diagonal seja igual em valor absoluto a soma dos
valores absolutos dos outros elementos da linha ou coluna. Um fato
interessante, que merece ser demonstrado pelos leitores, é que se A é
uma matriz simétrica real diagonal-dominante, cuja diagonal s6 tem
nimeros positivos, entdo A é uma matriz simétrica definida positiva
(ver lista de exercicios).

1.1.2 Matrizes Especiais com Inversas Explicitas

Na descri¢ao do comando invhilb(n), comentamos sobre uma férmula
algébrica exata para as matrizes de Hilbert. KEssas matrizes per-
tencem a uma classe maior de matrizes, ditas matrizes de Cauchy.

Definicao 1.1.6. Sejam {ay,...,am} € {b1,...,b,} dois conjuntos de
nimeros complexos tais que a; # bj se 1 < i <mel < j < n.
Uma matriz de Cauchy m X n € uma matriz C € C™*" tal que cada
elemento da linha i e coluna j € definido por ¢;; = 1/(a; — b;).

O determinante de uma matriz de Cauchy C de ordem n é

T, T (2 — ) (y; — w)
[T H;‘L:1($i — ;) '

A dedugao da férmula do determinante de uma matriz de Cauchy
pode ser vista em [38]. Assim, a matriz de Cauchy de ordem n
é inversivel. Um fato interessante é que a inversa da matriz de
Cauchy tem uma caracterizacao simples, conforme o lema a seguir,
cuja demonstracdo pode ser vista em [45] ou em [38].

detC =

Lema 1.1.7. Seja C uma matriz de Cauchy de ordem n. Entao
ct=ucty,

em que U eV sdo matrizes diagonais, cujas diagonais sGo as solugoes
dos sistemas Cz = e e CTy = e, respectivamente, e o vetor e é o vetor
cujos elementos sao todos iguais a 1. Esses vetores u e v sao tais que

Uj :H(ai—bj)/ H(bi_bj>7 j: 1,...,77,

i=1
gz
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e
n n
v; = H(a] bi)/ H(aj a;), j=1..,n
i=1 i=1
i
Quando C' é uma matriz de Hilbert, temos que a1 = 1, ..., a, = n,
by =0, ..., b, = 1 —n. Nesse caso, o vetor u, que ¢é igual a v,

é dado por u; = (—=1)" " In, uy = (=1)"2(n + Dn(n — 1), ug =
(=) 3(n+2)(n+ Dn(n — 1)(n —2)/(2!)? etc. Ou seja,

k—1

up = (=" T (n+1d)/((k— 1))

i=1-k

Se vocé digita o comando type invhilb em MATLAB, esse sistema
lista a funcao usada para calcular a inversa da matriz de Hilbert de
ordem n.

A matriz de Pascal triangular inferior P,, também tem uma inversa
explicita:

(Pn)71 = Gn(—1)PGn(-1),
em que G, (—1) ¢ a matriz diagonal tal que (G,(-1));, = (=1)"!
para todo ¢ = 1 : n. Essa matriz estudaremos mais aprofundada-
mente no Capitulo 2.

Na préxima secao, discutiremos uma decomposi¢ao de uma ma-
triz inversivel em fatores triangulares. Essa fatoracdo, as vezes, nao
é possivel sem fazer antes uma permutagao de linhas. A corres-
pondéncia entre a fatoragdo e o processo de eliminagao gaussiana,
ou método de eliminagao de varidveis, nao é gratuita, como veremos
a seguir.

1.2 Decomposicao PA = LU

Nessa secao, discutiremos a resolucao de sistemas algébricos lineares
do ponto de vista de teoria de matrizes. Esses sistemas podem ser
descritos por Az = b, em que A é uma matriz quadrada de ordem n
e inversivel, z é um vetor-coluna (uma matriz n x 1) de incégnitas e b
¢ um vetor-coluna dado. Vamos analisar a seguir a dlgebra matricial
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envolvida no processo de eliminagao gaussiana. Para isso, vamos
utilizar o seguinte exemplo:

zr + y + =z = 4
3r + 2y + 2z = 10 . (1.1)
2 — y + 3z = =2

O primeiro passo é eliminar a varidvel x das duas dltimas equagoes.
O pivo dessa operagao é o coeficiente de = na primeira equacao.
Algebricamente, isso é equivalente a

(a) subtrair 3 vezes a primeira equagdo da segunda;
b) subtrair 2 vezes a primeira equacao da terceira.
p quag

Essas operacoes elementares resultam no seguinte sistema

x + y + z = 4
-y - z = =2 | (1.2)
- 3y + z = -10

que é equivalente ao anterior no sentido de ambos terem o mesmo con-
junto de solugoes. No préximo passo, ignoremos a primeira equagao
e consideremos apenas as duas ultimas equagoes. O objetivo agora é
eliminar a varidvel y da ultima equacao. Com esse intuito, devemos
subtrair dessa equacgao trés vezes a segunda. Agora, o pivd é o coefi-
ciente de y na segunda equacdo, (—1). Chegamos entdo ao seguinte
sistema triangular (superior)

r + y + 2z = 4
-y - z = =2
4z = —4

Esse sistema se resolve facilmente por retrossubstituigao: calcula-se
o valor de z na terceira equagao: z = —1; substitui-se esse valor na
segunda equagao e entao calcula-se o valor de y: y = 3; finalmente,
substituindo-se esses valores na primeira equagao, obtemos = = 2.
Essa sistematica se generaliza para sistemas de n equagoes lineares
com n varidveis: elimina-se uma varidvel apds outra até que reste
somente uma varidvel, x,. Resolve-se entao esta varidvel que, em
seguida, é substituida na equagao anterior. Esse procedimento se
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repete assim por diante até que finalmente se resolve z;. Esse método
de resolucao de sistemas lineares, que é conhecido como eliminagao
gaussiana, é limitado aos casos em que os pivos sao nao nulos. Um
exemplo no qual o método falha é o seguinte:

r + 2y + =z = 4
20 + 4y — z = 11 . (1.3)
5¢ + 2y + 3z = 6

Para eliminar a varidvel z nas duas ultimas equagoes, subtrai-se da
segunda equacao duas vezes a primeira, e da terceira, cinco vezes a
primeira. O resultado dessas operacoes é o seguinte sistema equiva-
lente:

r + 2y + z = 4
- 3z = 3 . (1.4)
- 8 - 2z = -—14

Vemos que nao é possivel eliminar a varidvel y da terceira equagao
subtraindo-se dela um multiplo da segunda, pois o pivd é zero. Con-
tudo, esse problema pode se resolver simplesmente permutando-se as
duas ultimas equacoes:

x + 2y + 2z = 4
- 8 — 2z = -—-14 . (1.5)
- 3z = 3

1.2.1 Matrizes Elementares

Sejam C' e A duas matrizes tais que seja possivel calcular o seu pro-
duto CA. Entao as linhas de CA serdo combinacoes lineares das
linhas de A, como se pode ver a seguir:

aip a2 @13
(x ) Z) a1 G2z Q23 =
azr a2 ass
ZHU( a1y a2 a3 )+y( 21 G2z A23 )+Z( a3y azz as3 )

Por exemplo, o seguinte produto transforma a matriz de coeficientes
do sistema 1.4 na matriz de coeficientes do sistema 1.5:

1 00 1 2 1 4 1 2 1 4
0 01 0 0 -3 3 |=10 -8 -2 -14
010 0 -8 -2 -14 0 0 -3 3
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A matriz que multiplicou a matriz de coeficientes do sistema 1.4 &
esquerda é uma matriz de permutagao. Por definicdo, uma matriz
de permutacao é qualquer matriz cujas linhas (ou colunas) séo ex-
atamente os vetores da base canonica em alguma ordem. Elas serao
vistas novamente na proxima segao. Outro exemplo de produto de
matrizes é o que transforma o sistema 1.1 no sistema 1.2:

1 0 0 1 1 1 4 1 1 1 4
-3 1 0 3 22 10 )=10 -1 -1 =2
-2 0 1 2 -1 3 =2 0 -3 1 -10

A transformagao operada no sistema 1.1 e que resultou no sistema
1.2 é composta de duas operagoes elementares. Isso é traduzido em
matrizes do seguinte modo: a matriz que multiplica a matriz das
constantes numéricas do sistema 1.1 (ver acima) é o produto de duas
matrizes elementares. Ou seja,

1 00 1 00 1 00
0 1 0 -3 1 0 |={( -3 120
-2 0 1 0 0 1 -2 0 1

Matrizes elementares sao matrizes quadradas que, multiplicadas a
esquerda de uma matriz A, resultam em operagoes elementares nas
linhas da matriz. Elas sao de trés tipos:

e diagonal, que equivale a multiplicar uma linha por um ntdmero;

e de permutagao, que equivale a permutar duas linhas;

e do tipo F;; = I+k¢jeiejT, com i # j, em que e; é a matriz n x 1
correspondente ao i-ésimo vetor da base candénica do R™, que

equivale a somar a linha ¢ um multiplo da linha j.

Consideremos o sistema, linear
Ax = b,

em que A é uma matriz n X n e b é uma matriz n x 1. Seja [A|b]
a matriz aumentada correspondente ao sistema. A eliminacao gaus-
siana do ponto de vista matricial corresponde a seguinte multiplicagao
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sucessiva de matrizes elementares do terceiro tipo, triangulares infe-
riores:

Enno1+ B+ Eipri En1 - Eag [A]0] = [U ] 8],

em que U é uma matriz triangular superior. O pivo do i-ésimo passo
de eliminagao é o elemento u;;, da diagonal de U. Estamos supondo
aqui que lidamos com uma matriz para o qual nao foi necessario
permutar linhas durante o processo.

Esse produto de matrizes que triangulariza A é uma matriz trian-
gular inferior, com todas as entradas na diagonal iguais a 1 (é bom
verificar essa informagao). Vamos denoté-la por L=1. Temos entao
que L7'A = U e, assim,

A=LU.

Observemos que
L=1IL1Ls - Lp 1,

em que L; = Ejj_llj e E;jl. Se Bjj =1+ kijeie?, temos que

n
Li=1- E kijeie; .
i=j+1

Logo,
L=1- Z kijeiejT.

i>j
A cada passo da eliminagio gaussiana, para eliminar uma variavel de
uma equacao, subtraimos dela um multiplo da equacao pivo. L é a
matriz triangular inferior formada por esses nimeros e com todos os
elementos da diagonal iguais a 1.

Se a matriz A é fatorada em L U, o sistema Az = b é agora equiva-
lente a dois sistemas triangulares: Lz =be Uz = z. Observemos que
L contém a informacdo de como A se transforma numa matriz tri-
angular superior por operacgoes elementares e U é o resultado dessas
operacoes em A. Ao se resolver o sistema triangular Lz = b, trans-
formamos o vetor b no vetor z = 137 que é a ltima coluna da matriz
aumentada [U|b] apés a eliminacio gaussiana em [A | D).
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1.2.2 Pivos e Determinantes

A decomposicao LU de uma matriz é possivel se os pivos na elim-
inagao gaussiana forem nao nulos. Se A = LU,

det(A) = det(L).det(U) = det(U).

Mais ainda, se denotarmos por A(1: 4,1 :¢) a matriz ¢ X ¢ formada
pelas entradas de A que estdao ao mesmo tempo nas linhas e colunas
de 1 a i (submatriz principal de A de ordem %), temos

detA(lz,lz) :detU(lz,lz) = U1 * " Uig
Assim, w17 = aq1 e, para i > 1,

B detA(1:4,1:14)
CdetA(1:i—1,1:4i—1)

Ui

Temos entao o seguinte teorema:

Teorema 1.2.1. Uma matriz inversivel tem decomposi¢cao LU, em
que L é uma matriz triangular inferior com 1 na diagonal e U é uma
matriz triangular superior, se para todo i, 1 <1 <mn,

det A(1:4,1:4)#0

Observagao: chamamos esses determinantes de menores princi-
pais.

1.2.3 Fatoracao PA=LU

Vimos anteriormente que uma matriz A inversivel admite fatoracao
LU se, para todo i, a submatriz A(1 : i,1 : i) é inversivel. Esse é
o caso das matrizes hermitianas positivas definidas, como também
o das matrizes diagonal-dominantes. Fato é que se uma matriz A
é inversivel existe uma permutacdo de linhas que transforma A em
uma matriz cujas submatrizes principais sao todas inversiveis. A
demonstracao desse fato é basicamente a descricao do algoritmo de
eliminacao gaussiana com permutagao :

e Se ay; é zero permuta-se a primeira linha com uma linha cujo
primeiro elemento seja nao nulo. Isso é possivel, pois A é nao
singular e, logo, nao possui coluna formada por zeros.
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e Suponha que ja foram eliminadas as ¢ primeiras variaveis, per-
mutando-se eventualmente as linhas para se obter um pivo nao
nulo. A matriz de coeficientes do sistema agora é mais ou menos

a seguinte :
U1 X X X
0
U6 — wy; X X
0 0 x X
0 i 0 x o x

Essa matriz é inversivel. Logo, pelo menos algum elemento da
primeira coluna do bloco U® (i 41 : n,i+1 : n), formado pelas
n—i dltimas linhas e colunas, é ndo nulo. Se U® (i+1,i+1) # 0,
este é o novo pivo; caso contrario, permuta-se esta linha com a
linhai4+k, 1<k<n—i+1,emque UD(i+k,i+1)#0.

Demonstramos acima, por indugao, o seguinte teorema:

Teorema 1.2.2 (Decomposicio PA=LU). Se A € uma matriz in-
versivel entdo existe uma matriz de permutacdo P, uma matriz tri-
angular inferior L com entradas diagonais iguais a 1 e uma matriz
triangular superior U tais que PA = LU.

Se a cada passo escolhemos o maior pivo possivel em valor abso-
luto, apenas permutando linhas, esse procedimento é o que se chama
de pivotamento parcial. Na resolugao do sistema triangular Uz = z
(z = L7'b), hd n operagoes de divisao, que ocorrem quando dividi-
mos expressoes algébricas pelos pivos. O algoritmo de pivotamento
parcial procura pivos grandes para melhorar o resultado numérico de
todo o processo, pois quanto maior for a razao entre o divisor e o
dividendo menor é o erro resultante do arredondamento da divisao.

Em geral, o comando [L,U] = lu(A) no MATLAB nao gera a
"verdadeira” fatoracdo LU de A, e sim uma decomposicao LU, em
que
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Como padrao, o MATLAB faz a aliminagdo gaussiana usando o al-
goritmo de pivotamento parcial, ou seja, calcula uma decomposigao
PA = LU. Mas, se for dado o comando [L, U, P] = lu(a), MATLAB
exibe a matriz de permutagao P, junto com a verdadeira L.

Podemos estender nosso estudo a resolucao de equacoes do tipo
Ax = b, em que A € C"™*™ uma matriz ndo necessariamente qua-
dra-da, e b é um vetor que pertence ao espago coluna de A. O sistema
serd determinado se e s6 se os vetores-coluna de A sao linearmente
independentes. A fatoragdo triangular ainda é valida para matrizes
retangulares:

Teorema 1.2.3. Se A € C™*" | existe uma matriz de permutacdo P,
uma matriz quadrada triangular inferior L e uwma matriz retangular
triangular superior U (ou seja, tal que u;; =0 sem > i > j >1)
tais que PA = LU.

1.2.4 Decomposicao LDU

Uma variagao da fatoracao LU é a decomposicao LDU, em que D
é a matriz diagonal formada pelos pivos e U é agora uma matriz
triangular superior com 1 na diagonal. As matrizes hermitianas que
tém menores principais ndo nulos se decompdem entdo em LDL™.
Observe que essas matrizes serdo definidas positivas se e somente se
D > 0 (ver exercicios) e, nesse caso, A= LDL" = L/DvVDL" =
PPH . Essa decomposicao de uma matriz hermitiana definida positiva
na forma A = PPH em que P é triangular inferior, é chamada de
fatoracao de Cholesky.

Um fato interessante é que a decomposicao LDU de matrizes de
banda (quando existem) preserva bandas. Por exemplo, os fatores
triangulares L e U de uma matriz tridiagonal sao bidiagonais; de
uma pentadiagonal, tridiagonais; e assim por diante.

1.2.5 Matrizes Mal Condicionadas

H&a uma classe de matrizes nao singulares que, como matrizes de coe-
ficientes de sistemas lineares, resultam em solugoes imprecisas. Essas
matrizes sao muito sensiveis a pequenas perturbagoes de seus valores,
no sentido que uma variagao pequena de uma de suas entradas pode



[SEC. 1.2: DECOMPOSICAO PA = LU 23

resultar numa solugao computada muito diferente da do sistema orig-
inal. Essas matrizes sao chamadas de matrizes mal condicionadas.
Um exemplo interessante é o seguinte (ver [43]):

u  + v o= 2 o u + v o= 2
v 4+ 1.000lv = 2 v + 1.0001v 2.0001

A solucao do primeiro sistema é u = 2, v = 0; a solugao do segundo,

u = v = 1. A variagdo relativa do vetor independente do primeiro

para o segundo sistema foi Ab/b = 107%1/2/4 e a variagdo relativa da

solucdo, Ax/x = 1/2/2. Ou seja, a variacio do vetor independente foi

amplificada 20000 vezes! A seguir, veremos uma caracterizagdo mais

precisa do que é uma matriz mal condicionada em relagao a inversao.
Dado p > 1, a p-norma de um vetor de C" é definida por

1
[#llp = (lza]? + - 4 |zal?)7.
Dois exemplos de p-normas sao
el = (a1l + -+ + |za]?)? = (2"2)% e
I#oe = max o]

As p-normas podem ser estendidas as matrizes do seguinte modo:

A
Al = max 14210,
Tl

As p-normas satisfazem a seguinte propriedade (além obviamente das
que definem uma norma num espago vetorial):

IAB, < [|Allp | Bllp,

quaisquer que sejam as matrizes A € C™*" B e C"*",
Neste texto, diremos que uma norma é uma norma de matriz
se satisfaz essa ultima condi¢do. A 2-norma satisfaz ainda mais uma:

IPAQl2 < [|A]l2 (1.6)

quaisquer que sejam as matrizes unitdarias P € C™*"™ ¢ Q € C"*™,
Dizemos que essa norma ¢é invariante por matriz unitéria.
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Consideremos, agora, os sistemas
Ar=b e A(x+ Az)=0>b+ Ab.
Logo, AAz = Ab. Ou seja, Az = A~'Ab. Entdo, obtemos
ol < 1Azl e [lAz] < AT [|Ab].

Logo,
|Az]]

]|

_1 1A
< AN A~ {3 = o(4)

N
2%

(1.7)

Dizemos que

r(A) = Al |A7Y|

é o numero de condi¢gao da matriz A. Observe que esse numero é
sempre maior ou igual a 1. Quanto maior k(A), maior pode ser o
erro relativo na solucao do sistema, e mais mal condicionada é a
matriz A. Se perturbarmos a matriz A no lugar de b,

(A+ AA)(z+ Ax) =0,
obtemos, supondo Ax = b, que
Az = —A"VAA(z + Ax).
Tomando alguma norma de matriz, vemos que
Azl < [ATH AA] 2 + Ax]],

ou seja,
[Az]]

_llazj] [[aA]
|z + Az]|

< [l[ATH A4l = #(4) Al (1.8)

Essas desigualdades revelam que os erros de arredondamento tém
pelo menos duas fontes: a sensibilidade da matriz, que tem como
uma medida o seu nimero de condi¢@o; e os erros Ab e AA. Esses
erros podem ser cometidos, por exemplo, durante a fatoragdo LU
feita em aritmética de ponto flutuante, em que computamos, na re-
alidade, A+ AA = LU (e ndo A = LU). Ou podem ser resultantes
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da resolucao computacional dos sistemas triangulares, em que com-
putamos £ = = + Ax e, entdo, Az = b+ Ab. Em MATLAB, o
2-numero de condi¢do de uma matriz A pode ser obtido a partir
do comando cond(A). Uma classe de matrizes mal condicionadas
(ntimero de condicdo grande) é a das matrizes de Hilbert (sugiro ao
leitor que faca testes em MATLAB com matrizes de Hilbert de ordem
variadas para verificar essa afirmagcao).

Seja A € R™™ ™ uma matriz inversivel. Sejam u e v dois vetores
reais tais que v7 A~y # —1. Entdo

Aty A1

1+vTA
Essa é a férmula de Sherman-Morrison para inversao de perturbagoes
de posto 1 de uma matriz A. A aplicacao dessa férmula é interessante,
por exemplo, no caso de uma matriz que, a menos de uma entrada
nao nula, é triangular superior (ver lista de exercicios).

Essa férmula se generaliza a perturbagoes de posto maior que 1:
se U € R"*P ¢ V € RP*™ entao

(A+uvhHt=a"' AU +vTa~tu)~'vTal.

(A+uwt)y "t =471

1.2.6 Exercicios

1. Mostre que o produto de matrizes triangulares inferiores (resp.
superiores) é uma matriz triangular inferior (resp. superior).
Verifique que os elementos da diagonal do produto é igual ao
produto dos elementos respectivos da diagonal de cada fator.

2. Mostre que a inversa de uma matriz triangular inferior (resp.
superior) é uma matriz triangular inferior (resp. superior). Ver-
ifique que os elementos da diagonal da inversa sdo os inversos
dos elementos respectivos da matriz original.

3. Mostre que, se A é hermitiana definida positiva, entao PH AP
é hermitiana definida positiva para toda matriz retangular de
posto completo P.

4. Mostre que todas as submatrizes principais A(1 : i,1 : ) de
uma matriz hdp A sao também hdp.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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Mostre que os elementos da diagonal de uma matriz hdp A sao
todos positivos.

Mostre que uma matriz A é hdnn se e s6 se existe uma matriz
P tal que A= PHP.

Mostre que a inversa de uma matriz hdp é hdp.

Mostre que a soma de matrizes hdp é hdp, e que a soma de
matrizes hdnn é hdnn. Mostre, também, que a soma de uma
matriz hdp com uma hdnn é hdp.

Mostre que se uma matriz é diagonal-dominante, entao todas as
suas submatrizes principais sao também diagonal-dominantes.

Mostre que se uma matriz A € C"*" é diagonal-dominante (no
sentido estrito), entdo A é inversivel (sugestao: mostre que,
para todo vetor nio nulo z, |ef Az| > 0, para i = 1: n).

Mostre que toda matriz diagonal-dominante (no sentido estrito)
tem decomposicao LU.

Calcule a inversa de uma matriz elementar e verifique que ela
também é uma matriz elementar.

Mostre que, fixada uma coluna j, quaisquer que sejam as linhas
Q1,02 > J, By jEi,j = Ei,jE; ;.

Mostre que se E;
inferiores entao

1j11 Pisj, 580 matrizes elementares triangulares

Eij\ Eivjy = Eigjo Eiyjy, sein <ig e ji < Jo.
Mostre que a eliminacao gaussiana chega ao mesmo resultado se
ela for computada de modo que, a cada linha i, sao eliminadas

as i — 1 primeiras varidveis, isto é,
Epi- Byt Eig-BEjj_1- Ey =

Ennfl"'Eni"'EiJrli"'Enl"'E21-
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Mostre que a decomposicao LU de uma matriz inversivel é
Unica, quando existe. Ou seja, se A = L Uy = LyUs, Ly, Lo séo
triangulares inferiores com 1 na diagonal e Uy, Us sdo triangu-
lares superiores entao Ly = Ly e Uy = Us.

Mostre que, se existe decomposicao LU de uma matriz in-
versivel A, podemos escrever de modo tnico A = LDU, em
que L e U sdo matrizes triangulares respectivamente inferior e
superior, com todos as entradas diagonais iguais a 1, e D é uma
matriz diagonal inversivel.

Seja A uma matriz simétrica real inversivel. Suponha que A
tem decomposicdo LU. Mostre que a fatoracdo LDU de A
é da forma LDLT. Conclua ainda que a fatoracdo LDU de
uma matriz hermitiana inversivel A, quando existe, é da forma
LDLH.

Mostre que uma matriz real simétrica A é definida positiva se
e sése A= LDL", com D positiva. Analogamente, mostre
que uma matriz hermitiana A é definida positiva se e sé se
A=LDL" com D positiva.

Mostre que uma matriz real e simétrica (complexa e hermitiana)
A é definida positiva se e s6 se A = LLT (A = LLT), em que L
é uma matriz triangular inferior (decomposigao de Cholesky).

Seja A € C™*". Mostre que, se (Vo € C") (z # 0) 27 Az > 0,
entao A = A

Seja V um espago vetorial complexo de dimensao n. Um pro-
duto interno complexo é uma funcao <,>: V x V — C tal
que

e para todos v,w € V, <v,w >= < w,v >;

e para todos w,v,w € V, < u +v,w >=< u,w > + <
v, W >,

e para todos v,w € V, para todo k € C, < kv,w >=k <
v, W >,

e paratodov #0€V, <wv,v>>0.



28

[CAP. 1: CONCEITOS BASICOS DE TEORIA DE MATRIZES

Suponha que esteja definido em V um produto interno <, >.
Seja oo = {vy, ..., v, } uma base de V.

(a)

Seja A € C™*" tal que A;; =< vj,v; >, 1 < 4,5 < n.
Mostre, por inducao na dimensao de V' que, para todos
v,w eV, <v,w >= (wa)H Av,. A é dita a matriz do
produto interno em relacdo a base a. Mostre que A é
hermitiana definida positiva.

Seja A a matriz definida no item anterior. Se existe uma
matriz B € C™**" tal para, todos v,w € V, < v,w >=
(wa)™ Bug, mostre que A = B.

Seja 8 uma base de V. Seja B a matriz do produto interno
em relacao a base 3. Mostre que B = (Ig)H AIB.

Mostre que « é ortonormal em relacao ao produto interno
se e somente se A = 1.

Mostre que existe uma base ortonormal de V' em relagao
ao produto interno, ou seja, que existe uma base « tal que
a matriz do produto interno em relagao a essa base seja a
identidade.

23. Seja V um espaco vetorial complexo de dimensao n com produto
interno <, >. Mostre que uma matriz B € C™"*" é hdp se e s6
se B é a matriz do produto interno em relagao a alguma base
de V, isto é, se e sé se existe uma base o de V tal que, para
todos v,w € V, < v,w >= w Bu,,.

24.

Seja V um espaco vetorial complexo de dimensao n com produto
interno <,>. Seja a uma base ortonormal de V. Mostre que
£ é uma base ortonormal de V se e s6 se a matriz de mudanga
de base [ g é unitdria (lembrar que, dados um operador linear
T em V e duas bases de V, a = {v1, ..., v, } e 8 = {w1,...,w,},
entdo T é a matriz n x n tal que sua j-ésima coluna é formada
pelas coordenadas do vetor T'(w;) em relagao a base «, isto é,

(T(w)),)-

25. Verifique a férmula de Sherman-Morrison.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Mostre que se uma matriz A é hermitiana, diagonal estrita-
mente dominante ( Vi|a;| > >, [ai| ) e, para todo i, a;; > 0,
entao A é definida positiva .

Dé um exemplo de uma matriz simétrica real com a diago-
nal positiva, que nao seja diagonal-dominante no sentido es-
trito (isto ¢, uma matriz A que satisfaz a condigao de Vi |a;;| >
> j2ilaijl) e que ndo seja definida positiva.

Mostre que se uma matriz A é hermitiana com diagonal posi-
tiva, mas que nao é diagonal-dominante no sentido estrito, entao
A ¢ definida nao negativa.

(a) Gere uma matriz A, 3 x 3, randémica, e compute passo a
passo as operagoes elementares para triangulariza-la (U =
A U2,:)=U(2,:)=U((2,1)/U(1,1) xU(1,:) etc).

(b) Construa as matrizes elementares F, F e G correspon-
dentes as operacoes acima.

(c) Faga o produto G * F x E'x A e compare com U acima.

(d) Para i > 1, calcule det(A(1 : 4,1 :4))/det(A(1 : i —1,1:
i —1)) e compare com Uy;.

Gere uma matriz real 4 x 4, diagonal-dominante, e ache sua
decomposicao LDU.

Gere uma matriz tridiagonal simétrica definida positiva e en-
contre sua fatoracao de Cholesky (comando L = chol(A)).

Compute os fatores P, L e U de uma matriz de Toeplitz (o
comando A = Toeplitz(c,r) gera uma matriz tal que a;; =
Ci—ji1,8€1 > j, € a;; =1j_i41,5ei<j).

Se b é um vetor, o comando x = A\b calcula a solu¢ao = do
sistema Ax = b por eliminagdo gaussiana com pivotamento par-
cial. Faca alguns testes com a matriz do exercicio anterior.

De modo geral, se B é uma matriz n X p, o comando

X = A\B
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35.

36.

37.

38.

39.
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calcula a solugdo X do sistema AX = B por eliminagdo gaus-
siana com pivotamento parcial. Inverta matrizes de Hilbert
por esse comando. Compare com as inversas das matrizes de
Hilbert computadas pelo comando invhilb.

O comando inv(A) inverte uma matriz quadrada A, por elim-
inacao gaussiana com pivotamento parcial, computando primei-
ro inv(L) e inv(U): inv(A) = inv(U)*inv(L). Inverta matrizes
de Hilbert com esse comando e compare os resultados com os
obtidos no exercicio anterior, com o comando A\eye(n).

Seja n = 5 e defina uma matriz segundo o script abaixo.

Ache sua decomposicdo PA = LU, sua inversa e seu determi-
nante.

O comando cond(A) computa o nimero de condi¢do da ma-
triz A, segundo a 2-norma. Teste-o com matrizes de Hilbert,
matrizes de Pascal etc.

Seja A a parte triangular superior de uma matriz de Hilbert,
por exemplo, 7 x 7 (comando A=triu(hilb(7))). Compute
A~ly, em que v é o vetor cujas coordenadas sdo todas iguais
a 1 (lembre-se que, para calcular A~v, nao se calcula A~! e,
sim, resolve-se Ax = v).

Seja B igual a A, a matriz do exercicio anterior, a menos da
entrada (7,1): B(7,1) = 1/3. Resolva Bx = v, em que v
é 0 mesmo vetor do exercicio acima, por eliminagao gaussiana.
Depois resolva a mesma equagao usando a férmula de Sherman-
Morrison.
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1.3 Decomposicao QR

O problema de resolver sistemas algébricos lineares pode ser encarado
como um problema de minimizacdo de uma forma quadrédtica. A
solugao desse problema se obtém facilmente se conhecemos uma outra
fatoragao da matriz de coeficientes - a fatoragao QR.

1.3.1 O Problema de Quadrados Minimos

Podemos observar que a resolugao de um sistema de equagoes lineares
do tipo

em que A é uma matriz real m X n, é equivalente & minimizacao da
forma quadratica
20\ _ 2
EZ(x) = || Az — b]3.

Se o sistema acima é impossivel, ainda assim podemos encontrar uma
solugao = de um sistema aproximado ao sistema original, mas que é
possivel. Essa solugao tem a seguinte propriedade: a sua imagem p
por A, isto é p = Ax, é o vetor mais préximo possivel de b no sentido
euclidiano. Geometricamente, isso significa que o vetor p corresponde
a projecao ortogonal do vetor b sobre o espaco-coluna da matriz A.
Vamos denotar por x4, o vetor cuja imagem é p e tem a minima
norma euclidiana entre todos os vetores da imagem inversa de p (que
¢ um conjunto compacto de R™). x4, é dita a solucdo de quadrados
minimos. Se o posto da matriz A for n, verifica-se que

o z,m = (ATA)"1ATY;
o p=A(ATA)~1ATh.

Calcular p torna-se uma tarefa simples se conhecemos uma base
ortonormal do espago-coluna de A. Nesse caso, p é a soma das proje-
¢oOes ortogonais de b sobre cada vetor da base. Em termos matriciais,
se () é a matriz cujas colunas sao os vetores daquela base ortonormal,

p=QQ"b.

Se as colunas da matriz A s@o linearmente independentes, x4, é a
unica solucdo de Az = p. Entao, calcular x4, se torna um problema
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simples: basta fatorar A como um produto QR, em que @ é uma
matriz com os vetores-coluna ortonormais e R, triangular inferior
inversivel. Assim, o sistema Ax = p é equivalente ao sistema QRz =
QQTY, ou seja,

Rz = Q"b,
que é um sistema triangular e ficil de resolver por retrossubstituigao.
O problema de se aproximar uma fungao por um polinémio tem sen-

tido como um problema de quadrados minimos. Por exemplo, para
ajustar os seguintes dados,

y=2emt=1 y=lemt=2 e y=3emt =23,

por uma funcao do tipo y = ¢ + dt, resolve-se por quadrados minimos
0 seguinte sistema

c+dl = 2
c+d2 =1
c+d3 = 3

Se as colunas de uma matriz A sdo linearmente independentes, um
método para se obter uma base ortonormal a partir de suas colunas
é o método de Gram-Schmidt.

Exemplo: Consideremos a matriz

1 1
A= 1 2 = ( v U2 )
1 3
Por Gram-Schmidt,
U1
T
[[o1]]

V2 — 1 (U§Q1)

Q=7
lv2 — a1 (v3 @) |

ou seja,

U1 = \/§Q1
vy = 2V3q1 +V2¢o.
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Em notagao matricial,

1 1
1 2 | =
1 3

S

shshal
sk o8

De modo geral, se A é uma matriz m x n, de posto 1 < r <
n, pode-se ortonormalizar r colunas de A por Gram-Schmidt de tal
modo que AP = QR, em que P é uma matriz de permutacdo n x n,
@ é uma matriz m X r com colunas ortonormais e R é uma matriz
retangular r xn tal que R;; = 0, se¢ > j. Ser < n, ha vérias solucoes
para o problema de quadrados minimos e a determinagao da solugao
Tmg ¢ mais complicada (ver lista de exercicios).

A implementacao computacional do método de ortogonalizagao
de Gram-Schmidt pode ser feita de dois modos equivalentes em a-
ritmética exata, mas com resultados diferentes computacionalmente,
em aritmética de ponto flutuante. O primeiro, chamado de Gram-
Schmidt Cléssico, é o procedimento utilizado para ortonormalizar
bases nos cursos usuais de Algebra Linear. O segundo, o Gram-
Schmidt Modificado, é uma reorganizacao dos célculos do primeiro,
que tem se mostrado mais eficiente que o Gram-Schmidt Classico no
que diz respeito a ortogonalidade dos vetores computados. A seguir
sdo descritos os dois algoritmos, que decompoem uma matriz A, cujos
vetores-coluna sao denotados por v;, ¢« = 1,...,n, no produto QR. O
segundo algoritmo sobrepoe a matriz ) a matriz A.

1. Gram-Schmidt Cldssico

Para k=1
11 = [[v1]

vy

a1 = 77
Para k=2,...,n
sk = ql o (i=1,....,k—1)
W, = VU — Zi:ll Sikqi
Tk ‘— wfwk
Qe = Wi [Tk
Tik = Sik/Tkk (i=1,....,k—1)
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2. Gram-Schmidt Modificado

Parak=1,...,n
Tk -— ’Ulfl’l)k
VE = Uk/rkk
Paraj=k+1,...,n
Tkj = ’U]]CLIUJ'
’Uj = Uj — rkjvk

Vimos acima como decompor uma matriz A, m X n, de posto
n, em um produto QR, em que () tem colunas ortonormais e R é
triangular superior. Na literatura, essa decomposicao é chamada de
decomposigdo QR econdmica (por razoes ébvias). Em MATLAB,
isso é obtido dando-se o comando [@Q, R] = ¢qr(A,0). Porém, o que
usualmente chamamos de decomposicao @R de uma matriz é a sua
decomposi¢gdo em uma matriz ortogonal (unitdria) ) e uma matriz
triangular superior R, que em MATLAB é gerada pelo comando
Q. ] = gr(A).

Vimos anteriormente que uma matriz ortogonal (unitdria) é uma
matriz real (complexa) quadrada tal que todas as suas colunas sdo
ortonormais. Poderiamos completar os vetores ortonormais dados
por Gram-Schmidt até formar uma base do R™, mas tem um modo
de decompor uma matriz A muito mais preciso no que diz respeito
a ortogonalidade: Householder. Esse método aplica transformagoes
unitdrias seguidamente na matriz A até que todos os elementos abaixo
da diagonal principal (linha = coluna) se anulem (ver [9], [21]).

O sucesso desse método se sustenta no fato de que essas trans-
formagoOes unitarias, chamadas de reflexdes de Householder, sdo muito
simples. O método constréi passo a passo uma sequéncia de matrizes
unitarias

Qla"'aQn—l
tais que
X X e x
0 x X

QA=
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X

0

Q1A= 0

0

Qo1 Q1A=

X

o

0

X

X

0

S X X X

0

X

X

X

X
X
X
X
X
0
0

35

As tnicas condicoes impostas sobre a natureza de (01 sao que ela seja
unitdria e que leve o primeiro vetor-coluna de A, vy, em um multiplo
do primeiro vetor da base canonica, e;. A simetria em relagdo a um
hiperplano bissetor desses dois vetores satisfaz essas condigoes e, mais
ainda, é muito simples: é uma perturbagao de posto um da matriz
identidade, como veremos a seguir.

Existem dois hiperplanos bissetores aos vetores v; e e; e para
determinar as duas transformagoes correspondentes, H1 e Hs, basta
calcular a normal de cada hiperplano, n; e ny. Como sao unitérias

(logo, [[Hv|| = [|v]]),

Hy(v1) = [|viller,

Hy(v1) = —|lvi]ler-

Logo, as duas normais sao
ny = vy — Hy(vr)
Um célculo simples resulta em

nlnfl

n{lnl

H =1-2

e

e

Ng = Vg — HQ(’Ul).

Hy=1-2

ngnf

H

Ny N2

Essas transformagoes sao ditas de Householder. Agora, um crité-
rio pratico para a escolha de qual das duas transformacgoes serd @Q1:
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aquela que tiver o maior denominador na fragio acima (o que oca-
sionara menor erro de arredondamento). Ou seja, escolhe-se a trans-
formacao definida pela normal

n = vy + sinal(ef v1)||vi] e1.

Continuando a sequéncia, Qs deve preservar a primeira coluna de
Q1 A, além de satisfazer as condigoes impostas sobre Q1. Para isso,
basta que

e (Y2 seja uma reflexao de Householder. Observemos que dessa forma
a dimensao do problema diminui a cada passo de obtengao das ma-
trizes da sequéncia. Assim, obtemos a seguinte proposicao:

Teorema 1.3.1 (Decomposicao QR). Seja A € C™*™, uma matriz
de posto n. Entao existem uma tnica matriz unitdaria (Q e uma unica
matriz triangular superior R, (Vi <mn) R;; > 0, tais que A = QR.
1.3.2 QR com Pivotamento de Coluna

Se a matriz A, m x n, é de posto r < n, o algoritmo acima com
uma estratégia de pivotamento nos fornece uma decomposi¢ao do
tipo AP = QR, em que P é uma matriz de permutagao e

Ri1 Rio
R =
( 0 0 ’
com Ry, rxr, triangular inferior. A estratégia é a seguinte: suponha
que no passo k, k < r, temos

Q- QAP --- Py = Ry,

k k
. ( R RY )
g o r®
22

em que



[SEC. 1.4: DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES E PSEUDO-INVERSA 37

R™ kxk, e
Y= ().
Seja k+1 < s <n tal que

(k)| = (k)

v = ma v |

o) = _max o]

Seja Pr11 a matriz de permutacao que troca as colunas s e k + 1.
Agora, é s6 obter pelo algoritmo acima a matriz Q1. Ao final,
temos que para todo 1 < ¢ < r, paratodoi+ 1< j <n,

J
2 2
T < E Tl
k=i

1.4 Decomposicao em Valores Singulares
e Pseudo-Inversa

Um teorema fundamental na Algebra Linear é o Teorema da Decom-
posicdo em Valores Singulares (Singular Value Decomposition). Por
esse teorema, para toda transformacao linear T : R® — R™ de posto
p existem p vetores ortonormais do dominio, {v1,...,v,} e p vetores
ortonormais do contradominio, {u1,...,u,} tais que T'(v1) = o1us,
oy, T(vp) = optip, € 01 > ... > 0p > 0. 01,...,0, s@0 ditos os valo-
res singulares de T. Como uma transformacao linear é uma funcgao
continua, a imagem da bola unitaria, segundo a norma euclidiana,
é ainda um compacto. Se a dimensao da imagem é maior que 1, a
fronteira dessa imagem é o elipséide wi/(01)* + ... + w2 /(0p)* = 1,
em que w; = uly, .., wy = ugy ey € R™. Observe que os val-
ores singulares sdo os tamanhos dos eixos do elipséide (ver [11]). O
enunciado do teorema é o seguinte.

Teorema 1.4.1 (Decomposicdo em Valores Singulares). Se A €
C™*™ ¢ uma matriz de posto p > 0 entdo existem matrizes unitdrias
Ve Cmm e U € C™™ tais que A = UXVH, em que ¥ € uma
matriz m X n tal que X1 > Xog > --- > Xy, > 0, e todos os outros
elementos da matriz sao nulos.
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Demonstracao:Seja o1 = max{||Av||;||v|]| = 1}. Sejam v1 e u; tais
) ; A

que Avy, = oiu;. Sejam V; e U; duas matrizes unitdrias tais que suas

primeiras colunas sao respectivamente v; e u;. E facil verificar que

UH AV, = ( " jl )

Repetindo o procedimento com a matriz A e assim por diante, chega-
se a matriz X.

O

Observacao 1.4.2. Os wvalores o; = X;; sao ditos os valores sin-
gulares de A; os vetores colunas de U e de V' sdo chamados respec-
tivamente de vetores singulares a direita e de vetores singulares a
esquerda. Observe que os valores singulares de uma matriz A sdo as
raizes quadradas dos autovalores positivos da matriz A7 A.

Observacao 1.4.3. Se Az =b e A=UXVH entio
Tmg =V ETUT D,
em que X1 € a matriz diagonal tal que (Vi < r) EL = 0;.
Definicao 1.4.4. A matriz
At =vyiu#
€ dita a pseudoinversa de A.

O problema de encontrar a DVS de uma matriz A é nao linear,
pois os valores singulares sao as raizes quadradas dos autovalores
nao nulos de A”A. Note que V e U sdo matrizes de autovetores
ortonormais de AT A e AAH | respectivamente.

Se A =UXVH ¢ uma DVS da matriz A, temos que

[All2 = o1.

Se A é inversivel, o nimero de condicao de A em relagdo a 2-norma
é entao o
1

ra(A) = —

On
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Uma interpretacao geométrica para os valores singulares de uma ma-
triz de posto r é a seguinte: o elipséide dado pela equacio ||Az||2 =1
tem os eixos principais na diregao dos vetores coluna de V' e os com-
primentos desses eixos sdo 1/07,...,1/0,. Para vermos isso, notemos
que

T
e AP Az = Zof|yi|2,

i=1
em que Vy = x. Matrizes inversiveis mal condicionadas estao rela-
cionadas a elipséides muito achatados. As matrizes unitarias sao
as que tém melhor condicionamento, porque para essas matrizes o
elipsdide é uma esfera.

Vimos anteriormente que a sensibilidade de um sistema linear

Ax = b, A inversivel, era medida pela desigualdade

|Az| | A
< r(A) 1200
] [[b]]

Se b estd na dire¢do do primeiro vetor coluna de U, b = auy, e Ab,
na direcao do ultimo vetor coluna de U, Ab = eu,,, temos pela DVS
que

r=A"1b=av /oy e Az = A7TAb = ev, /op,.

Logo,
[Az]| o1 €

| Ab|
= = ko (A) 11,
Izl on a2 |

Isso é o pior que pode acontecer.

1.4.1 Inversas Generalizadas e Pseudo-Inversa

Vimos que, se A = UXV# é a DVS de uma matriz A € C™*", entdo
AT =VEIUH | em que
1

1
v =di = .., —=.0,...,0
Za’g([o_17 70_pa 9 ) ])7

em que p é o posto de A. Um fato interessante é o seguinte:

Lema 1.4.5. Seja A € C™*". Entdo At € a inica matriz X € C**™
que satisfaz as quatro condi¢coes de Moore-Penrose:
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(i) AXA=A  (iii) (AX)H = AX
(i) XAX =X (iv) ( XA)T =XA

Demonstragao:

Vamos provar que, se existem X e Y que satisfazem as condigoes
de Moore-Penrose, entdo X = Y. Primeiro, note que, se AXA =
AY A=A, entao XA =XAYAe AY = AXAY. Por outro lado,

XAY A= (XAHYAT = AHXHARYH — (AXA)HYH =

= AYH = (vA)H =vA

AXAY = (AX)T(AY)H = XHAHYH AH — XH(AYy A)H =
=XHA"” — (AX)H = AX.

Assim, XA =YA e AY = AX. Logo, XAX = YAX e YAY =
Y AX. Ou seja,
X=XAX=YAY =Y.

O trabalho de verificar que a pseudo-inversa satisfaz as condigoes de
Moore-Penrose é deixado para o leitor.

O

Seja A € C™*™, Se X € C™*™ é uma matriz que satisfaz pelo
menos uma das condigoes de Moore-Penrose, entao X é dita uma
inversa generalizada de A. Por exemplo, seja A € C™*™ tal que

R S
=(00)

em que R é uma matriz de ordem r inversivel e S é uma matriz
(n—r)xr. Seja X € C"™™ tal que

Rt 0
x=(%0)

X é uma inversa generalizada de A, pois satisfaz as condigbes (i)
e (#i7). Costuma-se dizer, nesse caso, que X é uma (1,3) pseudo-
inversa de A ([21],[42]). Algumas propriedades da pseudo-inversa sao
listadas abaixo. A sua verificagao é deixada para o leitor.
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Lema 1.4.6. Seja A € C"™*™. Entdo:

1. (Ah = 4.

2. (A)" =(an).

3. (A7) = (ah)”.

4. posto(A) = posto(Al) = posto( AAT) = posto(ATA).

5. Se posto(A) = n, entio AT = (ATA)"TAT ¢ ATA=1,.
6. Se posto(A) =m, entdo AT = AH(AAH)™1 ¢ AAT =1,,.

7. Se A= FG", em que posto(F) = posto(G) = posto(A), entio
At = G(FEAG)'FH.

1.4.2 Compressao de Imagens via DVS

O problema de compressao de imagens digitalizadas pode ser abor-
dado via decomposicao em valores singulares da matriz da imagem
A. FEssa matriz pode ser gerada a partir de comandos de leitura
de arquivos de imagem. Por exemplo, em MATLAB, o comando
A = imread("impab4g.jpg’)) gera essa matriz a partir do arquivo
impabdg.jpg. A compressao via DVS consiste em armazenar apenas
os maiores valores singulares e respectivos vetores singulares associa-
dos a A (& esquerda e & direita). Um script simples para a compressao
via DVS é o seguinte:

Algoritmo 1.4.1 Compressao de imagens via DVS

A = imread('impabdg.jpg’);
[m,n] = size(A);

% escolha k < min(m,n)
[U, S, V] = svd(A, econ’);
colormap('gray’);

U, =U(:,1:k);
Sk=51:k1:k);
Vie=V(,1:k);
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Podemos ver o resultado desse script aplicado ao arquivo citado,
para alguns valores de k, na Figura 1.1. A matriz associada & imagem

€ 600 x 800.

Figura Original
IMPA, Rio d 29 de julho

26°

comemorando 50 anos de coléquio

IMPA, Rio de J

: o Coléquio
— Brasileiro de
Matematica

comemorando 50 anos de coloquio

O Coloquio|
— Brasileiro de
Matematica

comemorando 50 anos de coldéquio

Figura 1.1: Cartaz de Coloquio no IMPA com foto de 1954

Vamos denotar por Sy a matriz diagonal formada pelos & maiores
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valores singulares, por Uy a matriz cujas colunas sao os vetores singu-
lares a esquerda associados respectivamente a esses valores singulares,
e por Vi, a matriz cujas colunas sao os vetores singulares a direita as-
sociados respectivamente aqueles valores singulares. Essas matrizes
representarao uma compressao da imagem original se k for menor
que um determinado valor (qual??). Uma vez que a imagem é repre-
sentada por essas trés matrizes, para gerar a imagem basta executar
em MATLAB o comando: image(Ay), em que Ay = Uy * Sy * V).
A distribuicao dos valores singulares da matriz A que representa a
imagem original aparece na Figura 1.2.

10 T T T T T

M——

I I L I I
0 100 200 300 400 500 600

Figura 1.2: Valores singulares da matriz A em escala logaritmica

Se a imagem é colorida, a matriz associada a imagem é sempre
uma matriz tridimensional, da forma m x n X 3, em que A(:,:,1)
representa as intensidades da cor vermelha; A(:,:, 2), as intensidades
da cor verde; A(:,:,3), as intensidades da cor azul. Cada uma dessas
matrizes m X n pode ser comprimida escolhendo-se um parametro
k apropriado, obtendo-se no final uma matriz A,s, m X n X 3, em
que A,s(:,:,1) é uma aproximacao de posto r de A(:,:, 1), Arse(y:
,2) é uma aproximagdo de posto s de A(:,:,2) e Ay5(:,:,3) é uma
aproximagao de posto t de A(:,:3). Imagens em preto e branco
digitalizadas as vezes sao armazendadas em matrizes tridimensionais.
Por exemplo, a Figura 1.3 ilustra a imagem associada a matriz A(:
,:, 1) e algumas de suas compressoes, em que A é uma matriz 400 x
308 x 3 na qual a foto digitalizada original, em preto e branco, estéd
armazenada.
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DVS: k =25 DVS: k=50

Figura Original

DVS: k=75 DVS: k =100

Figura 1.3: Jardim Botanico, por Georges Leuzinger, 1865

1.4.3 Uma Variacao do Algoritmo de Compressao
de Imagens via DVS: a DVSE

Vamos apresentar agora um algoritmo construido a partir da DVS
para compressao de imagens, chamado de DVSE, abreviatura de De-
composicao em Valores Singulares com Embaralhamento. Considere
uma matriz A, mxn, associada a uma imagem. Suponha que m = a.r
en = b.s, em que 7 e s sao inteiros maiores que 1. O algoritmo con-
siste dos seguintes passos:

1. Particione a matriz A em ab blocos r X s e enumeremo-los da
esquerda para a direita, comecando de cima;

2. Construa uma nova matriz X, ab x rs, tal que para cada k,
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DVSE: k =2

DVSE: k=4

DVS: k=8 DVSE: k=8 DVS: k=16 DVSE: k =16
. - - I B

DVSE: k = 32

Figura 1.4: Compressoes do arquivo Camaraman.tif

1 <k < ab, X(k,:) é a linha formada por todos os elementos
do k-ésimo bloco dispostos em linha. Isto é, se k =tb+t', em
que 0 <t<a-1lel <t <b entdo X(k,(1 —1).s+j) =
A((tr 41, (t' = 1).s +J);

3. Compute a DVS de X e considere os p valores singulares do-
minantes e seus respectivos vetores singulares a esquerda e a
direita, para se obter uma aproximacao de posto p de X: X,,.

Para visualizar o arquivo compactado em p vetores abx 1, p vetores
rsx 1 e p valores singulares, é preciso fazer a reformatacao inversa, ou
seja, computar e entdo transformar X, em uma matriz A,, formada
por ab bloco r X s.
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Observe que duas colunas consecutivas de X sao quase iguais, pois
os elementos de cada coluna de X pertencem a blocos distintos de
A. Portanto, podemos especular que a matriz X deve ter um posto
menor que o de A. Assim, esse processo pode gerar uma imagem com
qualidade a partir de um arquivo mais comprimido.

Ilustramos uma aplicacao desse algoritmo no arquivo camara-
man.eps, que vem com a instalacdo do MATLAB. A matriz dessa
imagem tem 256 linhas e 256 colunas. Vamos decompo-la em 256
blocos 16 x 16. Podemos observar nas imagens da Figura 1.4 que a
DVSE obteve um resultado melhor que usando apenas a DVS.

1.4.4 Exercicios

1. Mostre que E%(z) = |[Az — b||? tem um minimo absoluto e
verifique que E(z) é um minimo absoluto se e s6 se AT Ax =
AT,

2. Seja M = {||z|]2 | E(x) é minimo}. Mostre que M tem um
tnico minimo.

3. Mostre que as colunas de uma matriz A € R™*™ gao linear-

mente independentes se e s6 se AT A é inversivel.

4. Mostre que um operador linear P em R"™ é uma projegao ortogo-
nal de R™ sobre um subespago vetorial W se e sése Im P =W,
P é simétrica e P2 = P. Verifique que P = A(ATA)"1AT ¢
uma projecao ortogonal.

5. Qual é a reta que melhor ajusta os seguintes dados:
y=2emt =-1, y=0emt =0,
y=-3emt =1, y=-bemt=27

6. Qual é a pardbola que melhor ajusta os seguintes dados:
y:26mt:—1, y:OethO,
y=2emt =2, y=6emt=37

7. A tabela abaixo fornece dados experimentais obtidos com ma-

chos albinos de tildpia do Nilo pelo Centro de Pesquisas Ic-
tioldgicas de Pentecostes (CE):
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10.

11.

tempo t | comprimento médio
(més) (cm)
11.0
15.0
17.4
20.5
22.7
25.3
27.4
28.0
29.3

WO Utk W H=O

Encontre a funcdo linear que melhor ajusta esses dados. 3

Qual a funcao da forma y = az? + bx + ¢, a # 0, mais préxima
de y = cosx, em [-5, 5] 7

(I f=gll=\/J3% (- 9@z )

Faca o seguinte teste com os dois algoritmos G.S acima: seja
D uma matriz diagonal 20 x 20 formada pelos nimeros de 1 a
20, nessa ordem. Vamos construir uma matriz A, 20 x 20, do
seguinte modo recursivo: A(:,1) = (1...1)7; parai =2, ...,20,
A(:,i) = DA(:,i — 1)/||DA(:,i — 1)||. Compute os fatores Q e
R da matriz A, por cada método e verifique o quanto cada @
calculado ¢ ortogonal, calculando norm(Q”Q — eye(20)).

Calcule a expressao da reflexao de Householder e verifique que
ela é ortogonal e simétrica (unitdria e hermitiana, no caso com-
plexo).

Mostre que a matriz de Fourier F' definida por

Fyy = —— =061,

1
N
27

em que w = e » ¢é unitaria.

3Exercicio retirado de [3]
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12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Seja A uma matriz m x n de posto r e
T
A=UsV" =3 o/,
i=1

a sua decomposicao em valores singulares. Verifique que

T m

Az — b3 = (i — ul'b)* + > (ufb)?,

i=1 i=r+1

em que y = VHz. Mostre que x é uma solucdo para o problema
de quadrados minimos se e sé se

yi = ullb/o;, parai=1,...,r.

Conclua que x4y, = Vy é a solucao de quadrados minimos se
Yi :uflb/ai, parat=1,...,rey; =0,parat=r+1,...,n.

Dada uma matriz A € C™*™ mostre que existem matrizes
unitarias U e V tais que

A=Uev,

em que O é bidiagonal (sugestdo: multiplique os dois lados de
A por matrizes de Householder apropriadas).

(Decomposicao Polar) Seja A € C"*". Mostre que existe
matriz unitdria () e matriz hermitiana nao negativa P (ou seja,
P = P ¢ espectro formado por autovalores ndo negativos) tais
que A = QP.

O comando [Q, R, P] = qr(A) computa a fatoragdo QR com
pivotamento de colunas de A. Teste-o com a matriz A, 4 x 3,
tal que A;; =i+ 7.

Compute a decomposicao QR da matriz de Hilbert de ordem 5.

O comando [U, S, V] = svd(A) computa a DVS de A. Teste-o

com as matrizes acima.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

O comando @ = orth(A) computa uma base ortonormal para
o espago coluna de A e o comando ) = null(A), uma base
ortonormal para o nicleo. Teste-os, pelo menos com as matrizes
acima.

Seja A € C™*™. Mostre que A' satisfaz as condicoes de Moore-
Penrose.

Ache exemplos de matrizes A € C™*"™ ¢ B € C™*" tais que
(AB)T +# BT AT,

Ache exemplo de uma matriz A de ordem n tal que (Ak)Jf #
(an".

O comando B = pinv(A) computa a pseudoinversa de A. Teste-
0 em matrizes retangulares.

Ache o plano z = ax + by + ¢ que melhor ajuste os seguintes
dados: z=0em x =y = 0, z = 1 no mesmo ponto, e z = 1 em
x=y=1.

Computar uma transformacao de Householder H tal que Hzx é
zero abaixo da sua primeira coordenada, em que x é uma matriz
nx 1, é feito em MATLAB a partir do comando [H, R] = gr(x).

Tome uma matriz A real. Compute sua fatoragdo QR. Em
seguida, bidiagonalize R” por transformacdes de Householder.
Uma dica: para gerar uma matriz em blocos do tipo

I 0
A =
( 0 H ) ’
em que I é a matriz identidade r x r e H, uma matriz de ordem
n — r anteriormente definida, dé o comando

a = leye(r)zeros(l,n — r); zeros(n — r, 1) H].

Seja P o produto dessas matrizes de Householder. Verifique
que QT APT ¢ bidiagonal superior.
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1.5 Autovalores

Calcular autovalores de uma matriz A € C"*" é equivalente a re-
solver o problema nao linear de achar as raizes do seu polinémio
caracteristico,

det(A—AI)=0.

Para cada raiz A dessa equagdo, temos entao que A— Al é uma matriz
singular e o espago solugao do sistema homogéneo a ela associado, o
nicleo de A — AI, tem dimensao maior que zero. Chamamos esse
espago de autoespaco associado ao autovalor A. Cada vetor nao nulo
pertencente a esse autoespago € dito um autovetor de A associado ao
autovalor .

O polinémio caracteristico é um polindémio de grau n (com co-
eficiente £1). Logo, pelo Teorema Fundamental da Algebra, esse
polindmio tem n raizes complexas, ou seja, n autovalores. Seja A
um autovalor. Suponha que A\ seja uma raiz do polinémio carac-
teristico de multiplicidade r. Dizemos, entao, que a multiplicidade
algébrica de )\ é r. Se a dimensao do autoespaco associado a A é
s, dizemos que a multiplicidade geométrica de A é s. Um resul-
tado classico diz que a multiplicidade geométrica de um autovalor é
sempre menor ou igual a sua multiplicidade algébrica (ver lista de
exercicios).

Definicao 1.5.1. Uma matriz € diagonalizdavel se existe uma matriz
inversivel P tal que
AP = PD,

em que D € diagonal.

E facil concluir que uma matriz é diagonalizavel se e s6 se cada
coluna j de P é autovetor de A associado ao autovalor d;. Ou seja,
que A é diagonalizavel se e s6 se existe uma base de C™ formada
por autovetores de A. Um resultado interessante, deixado para o
leitor demonstrar, é que uma matriz A é diagonalizavel se e sé se a
multiplicidade algébrica de cada autovalor é igual a sua multiplici-
dade geométrica. Vamos ver, a seguir, um exemplo de uma matriz
diagonalizavel e algumas implicacoes desse fato. Considere a famosa
sequéncia de Fibonacci

r0=0, x1 =1 e parak>1, xp=xp_1+ Tp_o.
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Em termos matriciais, para k > 1,
k
T (01 g—1 y\ (0 1 xo
Th+1 o 1 1 Tk o 1 1 1 ’
ou seja, up = AFuy. Os autovalores de A sdo A\ = 1+T\/g e Ay =

1%/5. Note que (1, A1) e (1, A2) sdo dois autovetores de A associados
respectivamente a A1 e a Ao. Assim,

A=SDS™1,

(11 (a0
S‘(A1 >\2> e D‘(o A2>‘

Logo, u, = SD*S~ g e, como
1 1
1 1 0 v
(2 2)()-(5)
AL Ag 1 e

" 1 DL
T LA et )

VP 1+\/5k 1—\£k
EL S S VY 2 T

k
Agora, para todo k, ":;% < 0.5. Concluimos entao que xy, € o inteiro

em que

Assim,

e

mais proxi d A
préximo de Z&.
Vemos no exemplo acima que, se uma matriz é diagonalizavel,
as poténcias da matriz sao facilmente computadas, uma vez que
conhecamos sua decomposicao espectral A = PDP~!. Mas como
calcular os autovalores de uma matriz? Mesmo se conhecemos os co-
eficientes do polinémio caracteristico da matriz, por exemplo se a ma-
triz for companheira, calcular suas raizes deve ser feito por métodos
iterativos se a ordem da matriz for maior que 4, pois nao ha férmulas
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algébricas de resolucao de polindomios de grau > 5, conforme teoria de
Galois. Os métodos para a computacao de autovalores sao baseados
em &lgebra matricial e duas abordagens se destacam na literatura:
uma, os métodos de poténcia direta ou inversa, com ou sem shift,
que calculam um nuimero pequeno de autovalores da matriz; outra,
o método QR, que computa a forma de Schur da matriz a partir de
uma forma Hessenberg (ver [21]) da matriz original. Vamos mostrar
entao o seguinte teorema, que garante que toda matriz é unitaria-
mente similar a uma matriz triangular superior, chamada de forma
triangular ou forma de Schur da matriz:

Teorema 1.5.2 (Teorema de Schur). Se A € C™*" entdo eziste uma
matriz unitaria U e existe uma matriz triangular superior T tais que
A=UTUH,

Demonstragao:

Esse teorema é obviamente valido para n = 1. Vamos supor, por
inducao, que o teorema é valido para todo k, 1 < k < n. Seja A
uma matriz complexa de ordem n. Entao A tem um autovetor v,
[lv]|]2 = 1, associado a um autovalor A. Seja Uy uma matriz unitéria
tal que a primeira coluna seja o vetor v. Entao Ty = U AUy é uma
matriz tal que Tp(2 : n,1) = 0. Pela hipdtese de indugdo aplicada
a matriz Ay = Tp(2 : n,2 : n), existe matriz unitaria V' de ordem
n — 1 e existe uma matriz triangular T} tais que T} = VH A V. Seja

U, = < 10 > Note que U; é unitaria. Seja U = UpU;. Entao

0V
H _ )\wT
UAU_<0 7o)

para algum vetor w € C*~ 1.
O

Uma consequéncia interessante do Teorema de Schur € a seguinte:
os autovalores dependem continuamente das entradas da
matriz. Para provar esse fato, considere uma sequéncia {Ax} de ma-
trizes que convergem para A quando k — oco. Seja Ay = Q,TQF,
em que @ é unitdria e Ty, triangular superior (forma de Schur de
Ap). O conjunto das matrizes unitdrias é um conjunto compacto de
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C™*™. Portanto, existe uma subsequéncia {Qy, } de {Q} tal que Qy,
converge a uma matriz unitaria Q). Por conseguinte,

lim QAxQr = lim Qi Ar,Qr, = Q" AQ
k—so00 k;—o00 N

Como Vk Q A,Qy, é triangular superior, Q7 AQ s6 pode ser trian-
gular superior. Conclusdo: os autovalores de Ay, que sdo as entradas
diagonais de T}, convergem para os autovalores de A, que estao todos
na diagonal de Q7 AQ.

Outra consequéncia do teorema de Schur é o famoso teorema de
Cayley-Hamilton, que afirma que o polinémio caracteristico de uma
matriz A, pa(z), se anula em A.

Teorema 1.5.3. Seja A € C**™ e seja pa(x) o seu polindmio ca-
racteristico. Entao pa(A) = 0.

Demonstracgao:Seja UTU uma forma de Schur de A. Logo, temos
que pa(A) = 0 se e 86 se pa(T) = 0. Suponha que pa(z) = (v —
A1) (z — Ap)™. Entdo T é uma matriz triangular superior em
blocos, cujos blocos diagonais T;; sao matrizes triangulares superiores
n; X n; com todos os elementos da diagonal iguais a \;, para cada
1 <4 < k. Note que, para cada i, (T —\;I)™ é uma matriz triangular
em blocos cujo i-ésimo bloco diagonal é zero (ver lista de exercicios).
Nao é dificil ver que, entdo, (T—A1 1) ...(T— D)™ = 0 (ver também
na lista de exercicios). Ou seja, pa(T) = 0.

0

O conjunto dos polindémios que se anulam em A contém um po-
linémio moénico (coeficiente do termo de maior grau igual a 1) cujo
grau é o minimo entre os graus dos polindomios desse conjunto. Esse
polinémio, que é dnico (ver lista de exercicios), é chamado de poli-

némio minimo de A: pfé‘m) (x). Esse polinémio divide o polinémio
caracteristico e, se A é autovalor de A, (z — \) divide pi‘m) ().

1.5.1 Forma de Jordan

Seja A € C™ " e considere uma forma de Schur de A: T = UH AU,
em que U é unitdria e T é triangular superior. Seja pa(z) = (x —
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A1)™...(z — Ag)™ o polindémio caracteristico de A, em que A; # Aj,
se i # j. Como o polindomio caracteristico de T é igual ao de A,
T pode ser vista como uma matriz triangular superior em blocos,
em que cada bloco diagonal é um bloco triangular superior n; X n;,
com \; na diagonal. Note que (T — A\1)™z = 0 se e 86 se © €
[e1, ..., €n,]. Além disso, para cadai > 1, (T—\;)™z = 0 é um sistema
triangular cujo espaco solugao é gerado por n; vetores linearmente
independentes, v;1, ..., Uin, , cujas coordenadas, de (nq+...4+n;)+1 até
n, sdo todas nulas; e, para cadar =1:ny, vip(ny+...4n;_1+7) =1
e vip(ny + ... +ni—1+8) =0, se s # r. A unido dessas bases,
Uk {vi1, ..., Vin, } forma uma base a para C". Assim,

Cr=ker(T—MD)"®..¢®ker (T — )" .

Como z € ker (T — X\;I)™ se e somente se Uz € ker (A — \; )™,
temos também que:

Ct=ker(A— D™ & ..Dker(A— A I)" .
Note que, se P é a matriz cujas colunas sao os vetores da base a,
AUP =UPDy, em que Dy é uma matriz diagonal em blocos.
Vamos denotar Pv;,. por wi., r=1:n;,1=1:k.

Lema 1.5.4. Seja A € C"*". Seja pa(x) = (x — A)™...(x — )™
o polinomio caracteristico de A, em que \; # A\j, sei # j. Considere
uma base de C", UX_ {w;1,...,win,}, relacionada com a matriz A
como acima. Entio, dado i € {1,...,k}, para todo j € {1,...,k},
Jj# 1, temos que (A — X ;)™ v;, ..., (A— X 1) vy, formam uma
base para ker (A — X\; I)™.

Demonstragao:

E f4cil ver que, para cada r = 1 : n;, (A — X\ I)™v,;, per-
tence a ker (A — X\; I)™ (multiplique-os). Vamos mostrar, entao,
que o conjunto desses vetores é 1.i.. Suponha, por absurdo, que nao.
Ent&o, sem perda de generalidade, vamos supor que (A—X\; )™ v;; =
Sori (A= N\ I)"iv,,.. Mas isso significa que

(A=X )™ (Uil - Zvir> =0.
r=2
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. n; N
Ou seja, que v;; — Y " ovy € ker (A — A1) 7. Mas como esses

PN ; B )
espacos s6 tém o vetor zero em comum, v;1 — » L, U = 0, 0 que é
um absurdo, pois esses vetores sao linearmente independentes.

O

Vamos usar esse lema para mostrar que, se m; é o expoente de

(x — A;) no polinémio minimo, entao ker (A — \; )™ = ker (A —
A I)™e

Lema 1.5.5. Seja A € C"*™. Seja pa(x) = (x — A)™ .. (z — Ag)™*
o polinomio caracteristico de A, em que \; # Xj, se i # j. Seja
pilm) () = (= A1) ...(x — Ag)™* o0 polinémio minimo de A. Entdo,
para todo i =1:k, ker (A— X\, I)" = ker (A— X\, T)™.

Demonstragao:

Sem perda de generalidade, vamos supor ¢ = 1. Para mostrar que
ker (A— X I)™ C ker (A — X\ I)™, notemos que um conjunto li de
vetores de ker (A— X I)' é levado em outro conjunto li de vetores de
ker (A — Ay I)™ pela multiplicagdo por (A — A; )™, se i # 1. Como
(A= D)™ (A=A D)™ =0, temos também que (A — X\ 1) (A—
Aol)™2 (A — A\I)™ = 0. Qualquer que seja o conjunto li de vetores
de ker (A — X\ )™, a multiplicagdo por (A — Aol)"™2...(A — A\ D)™+
o transformard em outro conjunto li de vetores de ker (A — Ay I)™,
que é levado em zero pela mutliplicagdo por (A — A;1)™.

O

Um resultado que resume o que foi feito acima é o seguinte:

Teorema 1.5.6 (Teorema de decomposicdo priméria). Seja A €

C*™. Seja pi‘m) () = (& = A)™...(x — X\g)™* o polinémio minimo

de A, em que \; # \j, se i # j. Entao
Chr=ker(T—-MD™a..dker (T — N\ I)™".

Um corolério do teorema (ou do lema), cuja demonstragao é dei-
xada como exercicio, é o seguinte:

Corolario 1.5.7. Seja A € C"*". Seja pilm) () =(x—A)™...(z—
Ae)™ o polindmio minimo de A. Entdo A € diagonalizdvel se e
somente se, para todo i € {1,...,k}, m; = 1.
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Seja v € C™. Seja B € C™*™. Vamos definir Z (v, B), o subespago
ciclico gerado por v e B.

Definicao 1.5.8. Seja v € C". Seja B € C"*™. Entdio Z(v,B) =
{q(B)v| q € polinémio complexo }. Se existe um vetor w # 0 tal que
Z(w,B) =C"™, w é dito um vetor ciclico de B.

Observe que os vetores v, Bv, B%v, ..., B" 1v geram Z(v, B) pois,
pelo polinémio caracteristico, B"v é uma combinagao linear desses
vetores e, logo, para todo m > n, B™wv é gerado por aqueles vetores.
Assim, v, Bv, B%v, ..., B"v é uma base de Z(v, B) para algum r.

Vamos supor agora que A é uma matriz tal que (x — A\)™ é o seu
polinémio caracteristico e (z — A)™, o seu polindémio minimo. Nesse
caso, vemos que, para qualquer v # 0, uma base de Z(v, A — \I) tem
no maximo m elementos.

Lema 1.5.9. Seja A uma matriz tal que (x — X\)™ € o seu polindmio
caracteristico e (x —\)™, o seu polindmio minimo. Entdo existe, pelo
menos, um vetor v # 0 tal que a dimensdo de Z(v, A — \I) seja m.

Demonstragao:

Primeiro, vemos que (A — AI)™~1 £ 0 (por que?). Assim, existe
v # 0 tal que (A— )™ 1y # 0. Também, temos que, para todo 0 <
i <m—2,v1m—; = (A—X)"w # 0. Além disso, eles sao linearmente
independentes, pois se agv + ay (AxDv + ... 4+ am_1(A =)o =0
entdo, multiplicando os dois lados por (4 — AI)™~!, obtenho que
ap = 0; multiplicando os dois lados por (A — A\I)™~2 obtenho que
a1 = 0; e, assim por diante, obtenho que a,,—1 = 0.

O

Seja v # 0. Seja {v, (A — A)v, ..., (A — AI)"~tv} uma base para
Z(v, A—XI). Entao (A—AI)"v é uma combinagao desses vetores. Ou
seja, existem a,_1, ..., a1, ag tais que (A—N)"v+a,_1 (A=) Lo+
o+ a1 (A = M)v + agv = 0. O polindmio q(z) = 2" + a,_12" 1 +
... F a1z + ag é chamado de polinémio anulador de v por (4 — A1)

Teorema 1.5.10 (Teorema da Decomposicao Racional). Seja A €
C™ ™, Entdao existem r vetores nao nulos v, ...,v,., COM Seus respec-
tivos anuladores q,...q, por A, tais que
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(a) C" = Z(v1,A) D ... ® Z(vy, A);

(b) q1 € o polindmio minimo de A e, se 1 <i <r—1, entao g;41
divide q;.

Além disso, o inteiro r e os anuladores sao determinados de modo
dnico, isto €, se C" = Z (w1, A)®...dZ(ws, A) com anuladores fi,..fs
que satisfazem (b), entdo r = s e, para todo i, ¢; = f;.

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada, por exemplo,
em [25]. Por outro lado, observe que, se v é um vetor ciclico de A4,
entdao a matriz do operador linear definido por A, em relacdo & base
ciclica, é uma matriz tipo companheira:

0 0 --- 0 =—ao
10 -+ 0 —a
01 -+ 0 —a
00 --- 1 ap

em que " + ap_12"" ' + ... + a1x + ag é o polindmio caracteristico
(e minimo) de A.

Agora, vamos a uma demonstracdo da forma de Jordan para A,
pelo teorema da decomposicao racional. Para isso, vamos considerar,
sem perda de generalidade (pelo teorema da decomposi¢ao priméria),
que nossa matriz s6 tem um autovalor \.

Teorema 1.5.11 (Forma de Jordan). Seja A uma matriz tal que
(x = A)™ € o seu polinémio caracteristico e (x —X)™, o seu polindmio
minimo. Seja p a multiplicidade geométrica de . Entao existe uma
base de C™, em relagdo a qual a matriz (A—\I) é uma matriz diagonal
em blocos, com p blocos na diagonal do tipo

o1 o0 --- 0
oo 1 --- 0
1
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Eziste pelo menos um bloco de ordem m, todos os outros tém ordem
menor ou igual a m.

Demonstragao:

Se (x—A)™ é o polindémio minimo de A, entdo o polinémio minimo
de A — M é a2™. Seja Z(v1,A— X))@ ...®d Z(v., A — A]) uma de-
composicao racional de C”, com seus respectivos anuladores g1, ..., g;.
Como q; = p; = 2™, para cada 2 < i < 7, ¢; é da forma 2% para
algum k; < m. Considere a seguinte base ordenada de C™:

a=U_{(A=XDFLy, .., (A= \)v;, v;}.

Para cada i, (A—\I)* = 0. Logo, o operador, que é representado na
base canonica por (A — AI'), em relagdo a base a é descrito por uma
matriz bidiagonal N, como no enunciado do teorema. O primeiro
bloco, que é o de maior ordem, é de ordem m. Vamos mostrar que
r = p. Como, paracadal <i <7, (A=X)*"1u; #0e (A-X)kiv; =
0, temos que 7 < p, pois (A — A)*~Llv;, i = 1,...,7 é um autovetor
de A. Por outro lado, p é a dimenséo do nicleo de (A — AI), que
coincide com o numero de colunas nulas de N, que é r.

O

Assim, existe uma matriz P inversivel (cujas colunas sao os vetores
de «) tal que (A — AI)P = PN, ou seja, que

A=PAI+N)P~"

Al + N é dita a forma de Jordan de A.
Na préxima subsegao, discutimos uma classe de matrizes diago-
nalizdveis, as matrizes normais.

1.5.2 Matrizes Normais

Um resultado classico de Algebra Linear é que, dado um operador
linear em um espago vetorial complexo de dimensao finita V' com
produto interno <, >, existe um tunico operador linear T* em V tal
que, para todos v,w € V, < Tv,w >=< v, T*w >. T* é chamado de
operador adjunto de T' (ver lista de exercicios). Um fato interes-
sante é que, se o é uma base ortonormal de V' em relagao ao produto
interno <, >, entdo T = T (ver lista de exercicios).
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Definigao 1.5.12. Seja V um espago vetorial complexo de dimensao
finita com produto interno. Um operador linear T em V € dito normal
seToT*=T*"oT.

Essa definigdo tem uma contrapartida em matrizes, conforme o
lema a seguir, cuja demonstracgao é deixada para o leitor.

Lema 1.5.13. Seja V' um espaco vetorial complexo de dimensao
finita com produto interno. Um operador linear T em V € normal
se e sd se, para toda base o ortonormal em V' (em relagdo ao produto
interno definido em V), T,TH = THT,,.

Esse lema motiva a definicdo de matrizes normais:

Definicao 1.5.14. Matrizes normais sao matrizes quadradas que co-

s

mutam com sua hermitiana, isto €, sao matrizes A € C"*™ tais que
AAH = AH A,

As matrizes simétricas reais, as matrizes hermitianas e as matrizes
unitarias sao exemplos de matrizes normais. Um teorema central em
Algebra Linear é o famoso Teorema Espectral para operadores em
espacos de dimensao finita com produto interno, que estabelece que
um operador é normal se e somente se existe uma base ortonormal
(em relagdo ao produto interno) formada por autovetores do opera-
dor. Vamos mostrar aqui esse teorema a partir de teoria de matrizes.
Primeiro, vamos mostrar o teorema espectral para matrizes normais.
Para isso, precisamos do lema a seguir.

Lema 1.5.15. Uma matriz triangular € normal se e so se é diagonal.

A prova desse lema é deixada para o leitor como exercicio (ver
lista de exercicios).

Teorema 1.5.16 (Teorema Espectral para Matrizes Normais). Uma
matriz A € normal se e somente se existe uma matriz unitdria U e
existe uma matriz diagonal D tais que A = UDUH .

Demonstragao:

A reciproca é obviamente verdadeira. Vamos supor entao que A
é normal. Seja A = USU! uma decomposicio de Schur de A. Logo,
AP = USHUH, Como A é normal, concluimos que S.SH = SH.S.
Pelo lema acima, S é diagonal.
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O

Finalmente, podemos demonstrar a versao do Teorema Espectral
para operadores:

Teorema 1.5.17 (Teorema Espectral para Operadores Lineares Nor-
mais). Seja V um espago vetorial complexo de dimensdo finita com
produto interno. Seja T : V — V um operador linear. T é normal se
e sO se existe uma base ortonormal de V' formada por autovetores de
T.

Demonstragao:

Se T é normal entao, pelo Lema 1.5.13, se o é uma base ortonor-
mal de V', T, é normal. Logo, existem uma matriz unitaria U e uma
matriz diagonal D tais que T, = UDU¥ . Seja 3 a base de V tal que
I8 = U. Logo,

Ts = I§T, 15 = UMUDUMU = D.
Para ver que 8 é ortonormal em relacao ao produto interno de V,
basta ver que a matriz do produto interno em relacdo a base [ é
Ig[[g = UHU = I. Como Tp é diagonal, os vetores da base 3 sdo
autovetores de 7.

Para mostrar que a reciproca é verdadeira, basta ver que, como
Tp ¢ diagonal, Tjg ¢ normal.

O

1.5.3 Exercicios

1. Ache os autovalores, e respectivos autoespacos, da matriz

A_<_21 _21)

ag 0O 1 0
2. Sejaa= [ a1 |. Seja A = [el;elal] = 0 0 1
a2 apg a1 Qg

Mostre que det (A — AT) = (—=1)* (A* — azA? — a1 A — ag).
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3. Seja a’ = (apay...an_1). Mostre, por inducdo na ordem da
matriz, que, para todo n > 2, o polinomio caracteristico da
matriz companheira A = [el;el’; .. el aT] é

(=" ()\" SRR Lot SN ao) .

4. Mostre que se A é uma matriz quadrada entdo existe matriz P
tal que AP = PD, D diagonal, se e s6 se as colunas de P s&o
autovetores de A. Conclua entdo que A é diagonalizdvel se e s
se existe uma matriz P cujos vetores coluna sao uma base de
autovetores de A.

5. Mostre que a multiplicidade geométrica de um autovalor é sem-
pre menor ou igual a sua multiplicidade algébrica (sugestao:
seja s a multiplicidade geométrica de um autovalor A. Seja «
uma base de C™ tal que os s primeiros vetores formam uma
base para o autoespaco associado a A. Verifique que a matriz
B = [I1%,,,A[I]¢*" é uma matriz triangular superior em blocos

can [e3

e, assim, det(A — zI) = det(B — zI) = (A — x)%q(x)).

6. Mostre que uma matriz é diagonalizavel se e s6 se a multiplici-
dade algébrica de cada autovalor de A é igual a sua multiplici-
dade geométrica.

7. Seja T uma matriz triangular n x n tal que, para todo i €
{1,...,n}, T;; = A, para algum escalar A\. Mostre que (T —

A™ = 0.
8. Seja T uma matriz n X n triangular superior em blocos, isto €,
Ty T2 -+ Tk
0 T -+ Ty
T=| . . . -
0 0 - T

em que T;; é uma matriz n; x n; para todo i € {1,...,k}, e
ny+...+ng=n.

(a) Mostre por indugdo que, para todo inteiro m > 0, T™ é
uma matriz diagonal em blocos de tamanhos idénticos tal
que, para todo i € {1,....k}, (T™),, = (T;:)™.
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10.

11.

12.

13.

14.
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(b) Suponha que, para algum ¢ € {1, ..., k}, o bloco T};, n; X n,
seja uma matriz triangular superior com todos os elemen-
tos da sua diagonal iguais a um escalar A. Conclua, usando
0 exercicio anterior e o item anterior deste exercicio, que
(T — AI)™ é uma matriz com o i-ésimo bloco da diagonal
igual a zero para m > n;.

Sejam T, ..., T matrizes triangulares em blocos, como no ex-
ercicio anterior, tais que (73),;, = 0 para todo i € {1,...,k}.
Mostre que T1.15.--- T = 0.

Mostre que, se A é diagonalizdvel, entdao pa(A) = 0.

(Uma outra demonstracdo do teorema de Cayley-Hamilton)
Suponha que A nado é diagonalizdvel. Como as matrizes di-
agonalizaveis formam um subconjunto denso do conjunto das
matrizes complexas, entao existe uma sequéncia de matrizes
diagonalizdveis que converge para A, isto é, A = lim,, o An-
Como o determinante é uma funcio continua de C"*™ em C
(na verdade, analitica), verifique que as fungbes polinomiais
fn(x) = det (zI — A,,) convergem uniformemente para a fungao
f(x) =det (xI — A). Considere, agora, F),, a extensao de cada
funcao f,, de C a C™*". Obviamente, a convergéncia de F;, a F’
(a extensao de f) é uniforme. Logo, a sequéncia F,(4,), que é
constante ¢ igual a zero, converge a F(A).

Mostre que, se p e ¢ sao dois polinomios complexos de grau m
que se anulam em uma matriz A de ordem n e m é o menor grau
em que isso acontece, entdo p = aq, em que a € C (sugestao:
use o algoritmo de Euclides de divisdo de polindémios). Conclua
que o polindmio minimo é nico.

Seja A € C*"*". Seja pi‘m)(x) = (z—M)™M.(x—A)™ o
polinémio minimo de A. Mostre que A é diagonalizavel se e
somente se, para todo i € {1,...,k}, m; = 1.

Seja A € C**"™. Seja m a ordem do polinémio minimo de A.
Mostre que se A é inversivel entdo A~! é um polindémio em A
de grau m — 1.
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15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

Seja A € C™*™ tal que (z — A)™ é o seu polindémio caracteristico
e (z—M\)™, o seu polindémio minimo. Mostre que, para qualquer
v # 0, uma base de Z(v, A — A\I) tem no méximo m elementos.

Seja (x — A)™ o polindmio minimo de uma matriz A € C"*".
Suponha que existam dois vetores v, w € C™, ambos nao nulos,
tais que (A—AI)™ v e (A—A)™ w sejam linearmente inde-
pendentes. Mostre que, entdo, {v, (A —A)v,...,(A—XI)"" 1o}
U {w, (A = MX)vw, ..., (A — XI)™ tw} é linearmente indepen-
dente.

Mostre que existe um vetor ciclico de A se e sé se o polindémio
caracteristico de A é também o seu polindémio minimo (sugestao:
use o teorema da decomposigéo racional).

Seja V um espago vetorial complexo de dimensao n com pro-
duto interno. Seja o uma base ortonormal de V' em relacao ao
produto interno. Seja T : V — V um operador linear.

(a) Mostre que existe um tnico operador linear T : V. — V
tal que, para todos v,w € V, < Tv,w >=< v, T*w >
(sugestdo: seja T* o operador tal que T* = (T,)". Mostre
que T* definido assim satisfaz a propriedade).

(b) Mostre que T' é normal se e s6 se, para toda base ortonor-
mal o em relagao ao produto interno, 7, é uma matriz
normal.

Mostre que uma matriz triangular é normal se e sé se é diagonal.

Mostre que se A é uma matriz real e simétrica entao existe uma
matriz ortogonal @ tal que Q7 AQ é diagonal. Conclua entdo
que os autovalores de uma matriz simétrica sao reais e associ-
ados a eles existe uma base ortonormal do R™ de autovetores
(sugestéo: use o teorema espectral para matrizes normais).

Mostre que, se P é inversivel, entdo A e P~!AP tém o mesmo
polindémio caracteristico.

Mostre que se T' é uma matriz triangular (superior ou inferior)
e p(z) é o seu polindmio caracteristico, p(T') = 0.
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23. O polindémio minimo de uma matriz A é o polinémio moénico de
menor grau que se anula em A (logo, divide p4). Mostre que se
P é inversivel, as matrizes A e P~ AP tém o mesmo polinémio
minimo.



Capitulo 2

Matrizes Especiais

2.1 Matrizes tipo Pascal: Bernstein, Pas-
cal Generalizada etc

No primeiro capitulo, definimos P,,, a matriz de Pascal triangular
inferior de ordem n:

. =4 (o) o oseizd
i 0 , caso contrario.

O primeiro teorema nos dd uma outra caracterizagao da matriz de
Pascal.

Teorema 2.1.1. P, = eff, em que

n—1 0
Demonstragao:

65
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Sabemos que, para cada 1 < i < n, a solugao da equagao diferen-
cial

St = Hoy(0), y(0) = e

emt = 1 é eflre;, a i-ésima coluna de ef». Por outro lado, este
sistema tem a seguinte solucao, calculada diretamente:

H

Y1 (t) = 0
yia(t) = it
Yira(t) = wﬁ

ylt) = (o)t

que, avaliada em ¢ = 1, resulta no vetor

(o030 0)- ()

que é a i-ésima coluna de P,.
O

Para apresentar outras propriedades dessa matriz, vamos inserir
essa matriz em uma classe de matrizes, que chamamos de matrizes
de Pascal generalizadas.

Definicao 2.1.2. Seja t € R. A matriz P,[t] é a matriz n X n

triangular inferior definida para cada i,j € {1,2,...,n} por
i (it , setZ=j;
(Pl ={ U iz
0 . caso contrario.

No lema abaixo, vemos alguns resultados sobre essa classe de ma-
trizes. A demonstragao de alguns desses resultados estao em [1], [10],
[16].

Lema 2.1.3. Seja P,[t] wma matriz de Pascal triangular inferior
generalizada. Entdo
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(a) P,[0] =1I, e P,[1] = Py;
(b) Pn[t]Pn[S] = Pn[t + 5];
(c) (Pult]) ™" = Pa[~t]:

(d) Suponha t # 0 e seja G,(t) a matriz diagonal n x n tal que,
para todo i € {1,..n}, (Gn(t)), = t'"'. Entio P,[t] =
Gn(t)PoGn(t™Y). Em particular, P;' = G,,(=1)P,Gp(-1).

) pi =3
>3

(f) Sewv = (1tt2 ...t"‘l)T, entao, para todo inteiro k, temos que
Pro=(1(t+k)(t+k)> ... (t+ k)17,

Note que no item (d) do lema, vemos uma férmula explicita da
inversa de P,; no item (e), vemos uma expressao da poténcia ¢ de
P, para qualquer ¢ real:

P! = P,[t].

As matrizes de Pascal estao intimamente ligadas as matrizes de Bern-
stein, denotadas por B¢ (s), que sdo as matrizes triangulares inferiores
tais que, para cadan >4 > j > 1,

(BS),; (5) = (J B 11>sj1(1 gy,

Por exemplo,

1 0 0 0
e _ (1 — S) S 0 0
Bi(s) = (1-35)? 2(1-s9)s 52 0

w

(1-3s)® 3(1—s)?%s 3(1—3s)s? s

E f4cil ver que

Lema 2.1.4.

Bi(s) = Gn(1 —8)PyGr(s)Gr(1/(1—3s)) =
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=Gn(1—8)P,Gp(s)Gp(1—s)"t =
= Gn(1—8)P,G,(s/(1—5)),

em que Gy, (s) € a matriz diagonal tal que (G, (s)),; = s
t=1:n.

=1 para todo

Um teorema importante, que conecta as matrizes de Pascal e as
matrizes de Bernstein, é o seguinte:

Teorema 2.1.5. Seja B&(s) uma matriz de Bernstein de ordem n.
Entao
Bi(s) = PyGn(s)P; 1,

em que P, é a matriz de Pascal triangular inferior e G, (s) é a matriz
diagonal tal que (Gy(s));; = s" 1, para todo i € {1,...,n}.

A demonstragao desse teorema fica a cargo do leitor, mas pode
ser encontrada em [1].

2.1.1 Curvas de Bézier

Uma curva muito utilizada em CAGD (Computer-Aided Geometric
Design) é a curva de Bézier. Esta curva foi descoberta independen-
temente por Bézier e Casteljau, dois engenheiros que trabalhavam
em duas industrias automobilisticas francesas nas décadas de 50 e
60. Bézier levou o crédito do nome da curva, enquanto que Castel-
jau ficou com o crédito de um algoritmo que computa essas cur-
vas de modo muito eficiente. Dados n pontos Qo = (x0,%0), .-
Qn-1 = (Tn-1,Yn-1), & curva de Bézier de grau n — 1 definida por
esses pontos é o conjunto de pontos B(s) = (z(s), y(s)), satisfazendo
para todo s € [0, 1] a seguinte equagao:

— (”_1> i _8>n717iQi.
i=0

Outra forma de representar essa curva é via matriz de Bernstein:

(2(s) y(s)) = en By (5)Q

em que @ é a matriz n x 2 tal que Q(i,:) = (x;y;), para todo i €
{1,...,n}, e BS(s) é uma matriz de Bernstein de ordem n.

M
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Algoritmo 2.1.1 Algoritmo de Casteljau

n = length(z);

z=xz(:);

ss=1-—-s;

for k=2:ndo
fort=n:-1:kdo

x(t) = ssxa(t—1)+ s*xx(t);

end for

end for

b(s) = z(n)

O famoso algoritmo de Casteljau é, na realidade, um algoritmo de
multiplicagao de uma matriz de Bernstein por um vetor. Para cada
s € [0, 1], o algoritmo calcula recursivamente cada entrada. Assim, a
enésima entrada, que é o valor da curva de Bézier em s, depende de
todos os valores obtidos para as suas entradas anteriores.

Observe que, pelo lema 2.1.4, a curva de Bézier pode também ser
representada por

B(s) = (1= 8)" e PaGn(s/(1 - 5))Q.

Note que, por essa formulagao, se eu quero calcular o ponto da curva
em s, preciso avaliar o seguinte polindmio vetorial em s/(1 — s):

ity (n — 1) 5 .
E . T, —1.
. ) 1—s
=0

A avaliacdo desse polindémio pode ser feita pelo singelo esquema de
Horner, descrito no algoritmo 2.1.2.

Algoritmo 2.1.2 Esquema de Horner

n = length(a);

b= a(n);

fork=n—-1:-1:1do
b=a(k)+ s x*b;

end for
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Algoritmo 2.1.3 Algoritmo VS

n = size(Q,1);

P = abs(pascal(n,1));
v = P(end,:);

B = Q(]-v :);

fork=1:n—1do
B = Bl + 1)+ QUk + 1,2
end for
sl =s(s <1/2);
t=sl./(1—sl);
auzl = B(n,1);
auz2 = B(n,2);
fork=1:n—1do
auxl =t. x auxl + B(n —i,1);
aux2 = t. x aux2 + B(n — i,2);
end for
f1=(1—s51).ln —1). % auzl;
f2=(1-s1).ln—1). * auz2;
52 =s(s >=1/2);

t=(1—52)./s2;
auzrl = B(1,1);
auz2 = B(1,2);

for k=2:ndo
auxl =t.* auzl + B(i, 1);
aux2 = t. * auz2 + B(i, 2);
end for
f1=1[f1;52.tn — 1). x auzl);
2 =1[f2;52.0n — 1). x aua2);;
f =172

A avaliagao de polinémios por Horner fica instavel, em geral, para
s > 1. Para evitar a instabilidade decorrente disso, podemos dividir o
processo de avaliagdo em dois subintervalos: [0,1/2) e [1/2,1]. Note
que s/(1 —s) < 1 se e somente se s < 1/2. Entdo, no intervalo
[0,1/2), avaliamos o polinémio (1 — s)" el P, G, (s/(1 — s))Q.

Note que a curva B(s) corresponde a curva B,(1 — s), que é a
curva definida a partir dos pontos na ordem inversa. Isso é traduzido
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matricialmente por
Bi(s)Q =B (1—8)Q, emque Q. =Q(n:—-1:1,n:—-1:1).
Portanto, no intervalo [1/2, 1], avaliaremos o polinémio
s" el PGL((1—5)/5)Q,

Temos, entao, outro algoritmo de computagao da curva de Bézier,
mais eficiente que o de Casteljau em tempo de computagao, que
aparece na literatura como algoritmo VS [39].

Na Figura 2.1, podemos ver uma curva de Bézier computada pelo
método de Casteljau. Essa curva fica bem definida a partir dos seus
chamados pontos de controle, que aparecem conectados por uma linha
pontilhada. Observe que a curva passa obrigatoriamente pelos pontos
inicial e final.

0.9

0.8

071

0.6

051

0.4

0.3

021

0.1r

Figura 2.1: Curva de Bézier - curva sélida: curva de Bézier de grau
11; curva pontilhada: curva poligonal definida pelos 12 pontos

2.2 Matrizes de Vandermonde

Vimos que um problema de quadrados minimos recai em encontrar
uma solucdo para um sistema impossivel do tipo V72 = b, em que V
é uma matriz de Vandermonde n X p formada a partir das p amostras
do dominio. Procura-se uma solugao x, cujas coordenadas sao os
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coeficientes do polindmio de grau n — 1 mais préximo aos pontos da
imagem, representada por b, no sentido da soma dos quadrados das
diferencas entre as ordenadas dos pontos da imagem e as ordenadas
respectivas obtidas pela avaliacao do polinémio ser minima.

Na segao sobre matrizes de Hankel veremos que uma matriz de
Hankel H, construida com amostras tomadas em tempos igualmente
espagados de fungoes do tipo h(t) = Z?:l ;e i)t tem uma de-
composicio H = VDVT em que V é de Vandermonde e D é diagonal.
A pergunta natural que surge é a seguinte: toda matriz de Hankel
H tem fatoracdo VDV, como essa? A resposta é, em geral, nio.
Mas, se as matrizes de Hankel forem inversiveis, a resposta é sim. A
demonstracao desse teorema foi feita no primeiro meado do século
XX, usando técnicas de Algebra de Polinémios. Uma demonstragao
via Teoria de Matrizes desse teorema e aplicagoes dessa fatoracao em
CAGD (Computer-Aided Geometric Design) podem ser vistas em [5].

Um fato interessante é que matrizes de Vandermonde quadradas
de ordem n, V' = vander[by, ..., b,], sdo sempre inversiveis, se b; # b;
para todos 1 < 7,5 < n. Isso é demonstrado a seguir.

Teorema 2.2.1. Seja V = vander(by, ..., b,| uma matriz de Vander-
monde de ordem n > 2. Se, para todos 1 <i < j <mn, b; # bj, entdo
o determinante de V ¢ igual a

det Vi=" ] (b —bi).

1<i<j<n

Demonstragao: A prova é por inducao em n. Para n = 2,

1 1
det(bl b2 >—b2—b1.

Suponha que o teorema é verdadeiro para todo n > 2. Seja V a
matriz de Vandermonde de ordem (n + 1) definida por

1 1 1
by --- b, =
V= b2 b2 2P
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O determinante dessa matriz é um polindomio p de grau n em x. Mais:
o coeficiente de z™, pela expansao de Laplace, é det (vander[by, ..., by]
que, por hipétese de inducdo, é [[, -, ;<,(b; — b;). Note que p(x) se
anula em by, ..., by, pois se x assume esses valores a matriz V fica com
duas colunas iguais, anulando assim o determinante de V. Ou seja,

plx) = I (@ —a)| @=b)..(x—bn).

1<i<j<n

2.2.1 Interpolacao Polinomial

As matrizes de Vandermonde surgem naturalmente na interpolagao
polinomial. Por exemplo, considere o problema de encontrar uma
fungao ciibica que passa pelos pontos (1,2), (2,3), (3,5) e (4,7).
Temos que achar entao a,b,c,d € R tais que a funcao polinomial
Yy = a3x3 + a2x2 + a1 + ag passe por esses pontos. Ou seja,

1 1 1 1 ao 2
2 4 8 16 a | | 3
3 9 27 81 a | 7| 5
4 16 64 128 as 7

Esse sistema estd na forma VT2 = f, em que V = vander[1,2,3,4] e
f=2357".

Um algoritmo de resolucdo de um sistema da forma V7z = f é
descrito em [21]. Nesse algoritmo, o primeiro passo para calcular os
coeficientes ay, ...a, de um polinémio p(z) = apa™ + ... + a1z + ag tal
que p(x;) = f; é calcular os coeficientes da representacao de Newton
desse polinémio:

k-1
plx) = Zkz =0"cy <H(m — xz)> .

=0

Esses coeficientes podem ser calculadas pelo seguinte algoritmo:
O préximo passo é computar a a partir de ¢. Nao vamos explicar
aqui como isso é feito. Contudo, em [21], podemos ver como isso é



74 [CAP. 2:  MATRIZES ESPECIAIS

Algoritmo 2.2.1 Esquema de Newton
c=f;
for k=0:n—1do
fori=n:-1:k+1do
ci=(ci—cim1)/(®i — Ti—p—1);
end for
end for

Algoritmo 2.2.2 Resolucdo de VTa = f
for k=0:n—1do
fori=n:-1:k+1do
fG) = (f@) = fi = 1))/ (x(i) —x(i — k = 1));
end for
end for
fork=n—-1:—-1:0do
fori=k:n—1do
f(@) = f(i) = f(i+ Da(k);
end for
end for

construido. O resultado final é o algoritmo 2.2.2, em que fica gravado
sobre f a solugao a do sistema.

Outro sistema importante é o Vx = b, sistema esse que aparecera
na secao sobre matrizes de Hankel. Um algoritmo de resolugao desses
sistemas é o algoritmo 2.2.3.

2.3 Matrizes de Hankel

Vérios sistemas mecanicos lineares complexos podem ser modelados
como um sistema equivalente massa-mola amortecedor com um grau
de liberdade. Usualmente, considera-se modelos em que o amorte-
cimento € viscoso, proporcional a velocidade da mola. A equacao de
movimento oscilatério livre amortecido é

d’z dzx

mﬁ+05+kx207
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Algoritmo 2.2.3 Sistema Vw = x
n = length(a);
w = x(:);
fork=1:n—1do
fori=n:—-1:k+1do
w(i) = w(t) —alk) *w(i — 1);
end for
end for
fork=n—-1:—-1:1do
fori=k+1:ndo
w(i) = wi)/(a(i) — ali — k));
end for
fori=k:n—1do
w(i) = w(i) —w(i+1);
end for
end for

em que m é a massa, ¢ > 0 é o coeficiente de amortecimento e £ > 0
é o coeficiente de rigidez. Dizemos que o movimento é livre para
significar que o sistema vibra nas suas frequéncias naturais, sem forca

de excitacao externa. A soluc@o geral dessa equacao é
/ > k
( 2171 2fn2 ) +b6< ﬁi ﬁZiﬁ)t —

ae(a"rﬁ)t + be(a_ﬁ)t7

emque @ =—5-eff= \/— — Tn Suponha que queremos resolver

o problema inverso de determinar a massa, o coeficiente de amorte-
cimento e a constante de rigidez a partir de amostras da resposta
x (ver [23]). Como a equagdo acima é homogénea, o melhor que
podemos esperar é determinar as razoes ¢/m e k/m. Observe que, se
calculamos « e 3, obteremos essas razoes.
Vamos supor que sabemos os deslocamentos em t = 0, t = At,
t = 2At et = 3At: xg, 1, T2 e x3, respectivamente. Considere a

matriz
X X1
H= ( 0 ) .
L))
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H é uma matriz de Hankel. Note que zg = a + b, z1 = ael*tFAL 4
bel@=P)At ¢ g, = qe2(@tPAL L pe(a=F)AL hara alguns escalares a, b.
Sejam A; = el@tAAL ¢ N, = el@=AAL Nzo é muito trabalhoso

verificar que
_ 1 1 a 0 1 N
=) (08) (0 3)
1 1
=4 )

é uma matriz de Vandermonde, que corresponde a vander(A1, A2) em
MATLAB. Um resultado interessante é o seguinte:

Note que

Lema 2.3.1. Seja H uma matriz de Hankel n X n nao singular,
H = (hi);_g.9n_o- Seja VDV uma fatoriza¢do de Vandermonde
de H, em que V = vander(Ai,...,\n), com \; # \j se i # j, e D
é uma matriz diagonal. Entdo {\1,...,A\n} € o espectro da matriz

s

companheira C = [ea;...;en;x], em que x € a solugdo do sistema
linear

Hx = (hn+1 h2n72 hgnfl)T
(& hgn_l = 21;1 dii)\?n_l.
Demonstragao: A demonstragao desse lema decorre do fato que
VDVTC =VDAVT,

em que A = diag(\1,...,\,). Logo, como V ¢é inversivel, VIC =
AVT. Ou seja, A; é autovalor de C para todo i.
O

Aplicando esse lema no problema inverso acima, se a gente com-
putar os autovalores da matriz [ea; ], em que x é a solugdo do sistema

Trog I1 U _ T2

T T v ]\ x3 ]’
obteremos A; e As. A partir desses valores, obtemos entdo ¢/m e
k/m.



[SEC. 2.3: MATRIZES DE HANKEL 77

2.3.1 Estimacao de Sinais Senoidais

No caso de sistemas com muiltiplos graus de liberdade, digamos m, a
equagao que descreve um sistema com um vetor de forga de excitagao
F' se generaliza para

d’x dx

M—+4+C—+ Kz =F

dt dt ’
em que M é a matriz de massa (inversivel), C' é a matriz de amor-
tecimento e K, a de rigidez. Se conhecemos essas matrizes, uma
técnica de resolucdo do sistema, supondo z(0) = 2£(0) = 0, é por
Transformada de Laplace (ver, e se for possivel compre em algum
sebo, o excelente livro [30]):

(Ms* + Cs+ K)L(x)(s) = L(F)(s).
A matriz de receptancia do sistema é
H(s)=(Ms*+Cs+ K)*.

Uma vez obtido H(s), a solugdo z(t) é a inversa da transformada de
Laplace aplicada a H(s)F(s). A andlise modal experimental procura
estimar a matriz H(s) a partir do conhecimento de sinais de resposta
a excitacao F'. Resumindo ao que nos interessa no momento, o pro-
blema acaba se transformando em estimar os parametros de fungoes
do tipo:

2m
h(t) = Z ae’ !,
k=1

isto é, as amplitudes a; e as frequéncias by, que sao complexas, mas
aparecem aos pares com suas conjugadas.

Considere o problema matematico de determinar esses parametros
a partir de varias amostras consecutivas tomadas em miiltiplos de um
intervalo de tempo At. Ou seja, digamos que se conhecem hg = h(0),
hi = h(At), hy = h(2.At), ..., ham—1, hony etc. Pode ser que ndo
conhegamos o valor de m. Nesse caso, podemos construir uma matriz
de Hankel superdimensionada, ou seja, uma matriz de ordem n, com
n >> 2m (na nossa quase santa ignorancia). Como as amostras sao
de uma fung@o que é uma combinagao de exponenciais, entao é facil
concluir o seguinte lema, a partir do Lema 2.3.1.
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Lema 2.3.2. Considere, para todo inteiro nao negativo r, h, =
S lare™ A + @em A, em que ai, # 0 e by, distintos para k =
1:m. Seja H = hankel([hs, ..., hstn—1], [Pstn—1, - Pston—2] para
algum inteiro nao negativo s, em que n > 2m. FEntao o posto de H ¢é
2m.

Costuma-se usar a DVS para estimar o posto de uma matriz.
Uma vez computado o posto M = 2m, construimos a matriz H =
hankel([ho, ..., har—1], [Aar—1, -, haar—1]). Calculamos, entao, os au-
tovalores da matriz companheira formada a partir da solucao do sis-
tema Hx = (hy ... hQM)T. Esses serao as exponenciais procuradas.
Para calcular as amplitudes, resolvemos o sistema Vax = Hey, por e-
xemplo, pelo algoritmo 2.2.3. Um problema surge quando a detecgao
numérica do posto de H nao é confidavel. O lema a seguir vai nos
ajudar.

Lema 2.3.3. Sejam Hy = hankel([ho, ..., An—1], [Pn—1, .-, han—2] €
Hy = hankel([hy, ..., hn], [An, -, hon—1] duas matrizes de Hankel de
ordem n > 2m construidas a partir de um sinal composto de 2m
exponenciais, como na hipotese do lema anterior. FEntdo, para toda

solucao X do sistema Hi = HoX, para toda solucao Y do sistema
Hy = H\Y, temos:

{eblAt,651At7 m’ebmAt7ef)mAt} - )\(X)

e
{67171At7 efblAt’ - efbmAt’ efbmAt} C /\(Y)
Demonstragao:
Sejam
1 1 cee 1 1
b1t RV obm AL N
Vn = )
e(n—l)blAt e(n—l)BlAt L. e(n—l)bmAt e(n—l)EmAt

Dy, = diag([a1, a1, ..., @m, Gm]) €

FEop, = diag([e At e8¢ ebmAt (bmAl]),
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Entao Hy = VanmVnT e H = VnEQngmVnT. Se X é uma solucgao
de H; = HyX, entao VnEngngg = VanmVEX. Logo,

By, VI =VIX, ou seja,

{eblAt,eT’lAt, ...,ebmAt,egmAt} - )\(XT) = \X).

Analogamente, podemos obter que os inversos desses autovalores sao
autovalores de qualquer solugao Y de Hy = H1Y.

O

Observagao 2.3.4. Observe que, além dos 2m autovalores listados
no lema acima, A(X), assim como \(Y'), contém mais outros (n—2m)
autovalores estranhos. Vamos supor que, para todo k =1 : m, a parte
real de by, (e de by,) € negativa, isto €, para todo k, |2t < 1. Por um
teorema demonstrado tanto em [4] (de wm modo), como em [6] (de
outro modo), se X = [ea,...,en,v] €Y = [w,eq,...,en_1] sdo solugdes,
respectivamente, dos sistemas Hi = HyX e Hy = H1Y, em que
v = Hngen ew = HIHoel, entdo os outros (n — 2m) autovalores,
tanto de X como de Y, estao no interior da bola unitdria compleza.

Pela observagao acima, podemos concluir que podemos separar
melhor os autovalores estranhos dos autovalores naturais do sinal se
calcularmos os autovalores de

Y =[w,eq,...,en_1], em que w = HIHoel.

Uma vez calculados os autovalores naturais do sinal (que chamamos
de frequéncias), podemos calcular os parametros ay e ag, k =1 :m
(que chamamos de amplitudes do sinal): d = Dae = VJ Hgeq, em
que e = ones(2m, 1). Outro modo é construir

V = vander([e" 2, 1D bmdt bndi))

e resolver o sistema Vd = [ho;...; ham—1].

Note que supormos que a parte real de b, (e de by,) é negativa para
todo k significa que estamos lidando com um sinal que tende a se es-
vanecer com o tempo, afinal o amortecimento é usualmente observado
na natureza. Esse esquema funciona para um sinal com poucas ex-
ponenciais e sugiro ao leitor testar em alguma simulacéo (ver lista de
exercicios). Para sinais mais complexos, vejamos a préxima subsegao.
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2.3.2 Exemplo: sinais musicais

Seja z(t) uma fungao real que representa um som monofénico, por
exemplo, uma melodia reproduzida por um tnico instrumento. Quan-
do digitalizados, trechos bem pequenos desse som, os quais chamamos
de janelas, podem ser analisados matematicamente a partir do mod-
elo que chamamos de senoidal com amortecimento exponencial (Ex-
ponentially Damped Sinusoids). Nesse modelo, o sinal é descrito na
seguinte forma:

m
.T(t) — Z[akefdkt*‘r’bgﬂ'fkt + akefdktflgﬂ'fkt]’
k=1

em que dj > 0 para todo k = 1 : m. Denotando e~%+?27fx por 2,
temos que

m
x(t) = Z gzl +anz

k=1
Um pouco de historia do uso de modelagem senoidal na misica pode
ser vista em [31]. Suponha, agora, que temos amostras desse som
digitalizado: hy = z(k.At), k =0,1,...,n — 1, com At fixo. H4, pelo
menos, dois modos de se trabalhar com janelas: uma é deslizando
ponto a ponto do sinal, tentando aproveitar o maximo da matematica
da janela imediatamente anterior para nao ter que refazer todas as
contas; outra é analisar independentemente janelas com alguma in-
tersecao e tentar algum modo de interpolacao de dados ao sobrepor
essas janelas. Esta técnica é a que se usa frequentemente em métodos
no dominio da frequéncia; a outra, em métodos no dominio do tempo.
Vamos ser bem humildes aqui. Vamos usar um método no dominio
do tempo para analisar um sinal sonoro simples, que reproduz uma
nota tocada em um instrumento, como um piano, uma flauta, um
violino, um violao.

Considere que n seja um numero impar de amostras. Seja L =
”7“. Vamos supor que L > 2m, o nimero de exponenciais complexas
que compoem o sinal. Vamos considerar a matriz de Hankel H, cuja
primeira coluna é [hg...h;—1] e cuja ultima linha é [hp_1...hap_2].
Em aritmética exata, isso significaria que H = WDW7T, em que W é
uma matriz de Vandermonde de posto 2m. Nesse caso, o espago
gerado pelas colunas de W correspondem ao espaco gerado pelas
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colunas do fator U da DVS economica de H (H = UXVT). Isto
é, ImU = ImW. Logo, existe uma matriz C inversivel tal que
U=wC 1.

Outro modo de imaginar esse espago é o seguinte: é o subespago
associado aos 2m autovalores nao nulos de H. Na pratica da vida real,
em que trabalhamos em aritmética de ponto flutuante, procuramos
um subespaco associado aos 2m autovalores de maior valor absoluto,
em que 2m é um numero estimado, seja numericamente a partir da
DVS, seja ditado pela experiéncia.

Agora, vamos definir as matrizes W, Wy € CL=1X2m: W, ¢ a
matriz W sem a ultima linha e W; é a matriz W sem a primeira
linha. Podemos descrevé-las da seguinte forma:

et €3
Wy=1": U N

el er

I, Iy

em que eg, k = 1 : 2m, sdo os 2m primeiros vetores canonicos de
RZ. Queremos rastrear as 2m exponenciais 21, z1, 22, 22, ..., Zm, Zm.
conjugadas duas a duas, que representam as m sendides presentes no
sinal. Assumimos, por enquanto, que conhecemos m e que 2m < L =
%. Observe também que, como dj, > 0, entdo e~ % < 1. Também,
como z;, = e~ W ek temos que |z;| = |ed*| < 1.

Seja agora Z a matriz diagonal tal que Z1; = 21, Zas = Z1, ...,
Zom—12m—1 = Zm; Lomom = Zm. Entao, W, e W; se relacionam
pela equagao seguinte:

Wy =W, Z.

Essa propriedade é chamada de invariancia rotacional. Observe
que W, é de posto completo, pois 2m < L — 1. Entao,

_ st
Z =W W;
Note também que a pseudo-inversa de W é dada por

wi=wlwy)twi
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Assim, obtemos:
nLv=1wc't = v =wc
LU =LWC™ = Up=WC™! (2.1)

Como posto(W|) = posto(C) = posto(U;) = 2m, temos que UI =
CWJ. Entao:

z=wlw = c'vfu,c
=UjU; = Cczoh (2.2)
Note que os autovalores da matriz UjUT sao os pélos z1, Z1, ..., Zm,

Zm.-

Considere CZC~! uma outra decomposicao espectral de UJUT.
Como os elementos diagonais de Z sao distintos dois a dois, as ma-
trizes C' e C se relacionam por uma matriz diagonal D: C' = CD, ou
seja, C = CD™ L.

Vamos agora encontrar ag, a1, etc. Temos que:

x(0) 1
z(1) 1
He]_ = = WA =
(L — 2) 1
x(L—1) 1
(e%} aq
aq aq
=W =UC
Om Om
&'n’l &'n’l

Como U tem colunas ortonormais,

(e} aq
a1 a1

UTHey=C| : =CD'D| : =CDa
(0779 (6779

[6799) O_Mn
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Logo, R
a=D'C'UTHe,

Note que, para encontrarmos «, basta conhecermos a matriz D.
Agora, temos que W = UC e C = CD. Multiplicando & direita
os dois lados da equagao, separadamente, por cada um dos vetores
canoénicos e, para k =1,...,2m:

R 1
1=elUCerdy; = dyp= —u—
1 1011 11 TUCe
1=¢elUCesnd = d 1
1 2mU2m 2m 2m,2m C{UC\VGQm
Portanto, « é dado por:
a = D'CT'UTHe,
o elTUC’el
— " C'UTHey(2.3)
Om €{Ué€2m

Obtivemos, assim, os parametros ay e z; do nosso modelo. A partir
desses parametros, podemos obter as amplitudes, fases, frequéncias e
fatores de amortecimento associados a cada parcial:

ar = 2|ak|
9k = Aak
sz
fk - ﬁ
dp = log |zl (2.4)

Basicamente, o que fizemos acima foi aplicar o algoritmo ESPRIT
(Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Tech-
niques), um algoritmo bastante utilizado na literatura [37].

Vamos supor que temos m sendides presentes em um sinal, mas
que trabalhamos com um modelo de ordem superestimada m > m.
Suponha que computamos a SVD de H, da forma H = UsvT. A
matriz U é L x L, U = [Uy|Us], em que U; € REX2™ ¢ a matriz
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Algoritmo 2.3.1 ESPRIT
[U,%,VT] = svd(H,0)
¢ =U[U;
[C, Z] = eig(®)

obtida na decomposicao economica. Por outro lado, a matriz U
também é composta de duas submatrizes, Uy = [U | X], sendo U €
REX2m 5 matriz que realmente procuramos, com a verdadeira ordem
do problema, e X uma outra matriz que é estranha ao nosso modelo.

Vamos mostrar agora que, mesmo que tenhamos superestimado a
ordem do modelo, ainda assim encontraremos zi, 21, ..., Zm, Zm, que
sao os autovalores de UJUT.

Teorema 2.3.5. {z1,21, ..., Zm, Zm} C )‘(ULUlT)

Demonstragao:
Vamos supor que v é autovetor de UI U; associado a A, em que A

pertence a {z1, 21, ..., Zm, Zm }. Ou seja, UIUW = \v. Seja ® = UEUT'
Como posto(U}) = posto(Uy) = 2m, pela invariancia rotacional, ® é
a Unica solugao de Uy = U ®. Logo, multiplicando por v, obtemos:

Urv = U,®v = U,U[Upv = AU, .

Seja agora o vetor v; = ( v ) Entao

0

Uyoy = (U | XH(S):UTv:AUw:

=(U, | X¢)(g)-

Como ( u | X ) é de posto completo, temos que:

(U | X)) (0 | XT)<8>:>‘(8)'

Assim, A é também autovalor de (ULUIT)- O
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Vamos testar esse algoritmo em um dos sinais sonoros usados co-
mumente em testes desse tipo: http://perso.telecom-paristech.
fr/~rbadeau/zoom/gui_orig.wav. Esse sinal digital é definido por
um vetor z, formado por N = 37888 amostras. A leitura do ar-
quivo, depois de salvo no diretério corrente (aquele de onde vocé estd
rodando o MATLAB), pode ser feita pelos comandos:

file = ["gui_orig’, ’.wav’];
[h, Fs] = wavread(file);

At é dado por 1/Fs (isso é importante na hora de executar o
arquivo sintetizado). O nosso problema é encontrar os parametros,
2m, ap e zi, com k = 1:2m, e depois sintetiza-los em um sinal zg,
ou seja,

2m

xs(r) = Z arzy, + agzy.

k=1
Como 37881 = 69 x 549, distribuimos as 37881 primeiras amostras
em 57 matrizes de Hankel 275 x 275 e 4 matrizes de Hankel 824 x 824
(37881 = 449 x 57+ 1647 x 4). Vamos chamar também essas matrizes
de janelas do sinal. O sinal em questao corresponde ao som de uma
corda de um violao sendo tangida. Foram construidas janelas maiores
para mapear a parte do som ligado ao ataque da nota, quando o
som tem mais harmoénicos audiveis. Atribuimos 2m = 86 para essas
matrizes e 2m = 10, para as outras. A diferenca entre o som original
e o som sintetizado aparece na Figura 2.2.

Essa forma de anélise de sinais é uma forma didatica de apre-
sentagdo. A andlise do som em janelas sem interse¢do nao é usual
assim como também é raro na literatura paralelizar o trabalho de
sintese, ou seja, aplicar o mesmo algoritmo em cada janela, como
fizemos aqui. Em geral, aplica-se um algoritmo adaptativo para ana-
lisar o sinal, que considera os parametros a serem calculados em cada
janela ¢ como sendo parametros que dependem de t. Nesses algo-
ritmos, a decomposicao em valores singulares de cada janela é com-
putada aproximadamente e é utilizada para aproximar a da janela
seguinte. Esses algoritmos, chamados na literatura de algoritmos de
alta resolugao, funcionam bem em sinais musicais monofénicos ou em
sinais fisicos equivalentes de outra natureza (ver [2], [12], [44]).
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Figura 2.2: Erro absoluto entre o sinal original e o sinal sintetizado

2.4 Matrizes de Fourier

Seja f : R — C uma funcao mensurédvel tal que ffooo |fldp < oo
(integral de Lebesgue). O conjunto dessas fungoes, com as operagoes
de soma e produto por escalar usuais, é um espaco vetorial complexo,
denotado por £'. A transformada de Fourier de uma funcio em
f € L' é definida por

\/% f(f) = /_‘” f(z) e~ 278z, para todo € € R.

Essa transformada tem inversa em alguns casos:

flx) = /jo £(€) e*™€ d¢, para todo z € R.

Por exemplo, essa transformacao, restrita ao chamado espaco de
Schwartz S, é um automorfismo. O espago de Schwartz é o espago das
fungoes chamadas de decrescimento rapido, as quais sao as fungoes
infinitamente diferenciaveis tais que lim;|_,o, 2 D" f(x) = 0 para to-
dos inteiros m,n > 0. Existe uma versao da transformada de Fourier
em integral de Riemann, que pode ser vista em [18].

A transformada de Fourier discreta de uma funcao f é uma apro-
ximagao de sua transformada. Se fy,..., fy_1 é uma sequéncia de
N numeros reais, entao a transformada de Fourier discreta dessa
sequéncia é uma outra sequéncia de nimeros complexos, Fy, ..., FN_1,
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tal que para cada k € {0, ..., N — 1},

1N—1
—nk
fem oy 2 e =y

Essa operacao pode ser traduzida matricialmente do seguinte modo:
sejam f e F os vetores formados, respectivamente, pelas sequéncias

acima. Entao )

F Fnf,
em que
1 1 1 1 e 1 T
1 wn W12v W13v S w%il
- 1 |1 w?v W;Lv w?v e w]zvi]]:_i;
N = ﬁ | w§ w3 Wy
1 wlj\\;fl WZQV(N—l) w%N—l) o w](VN—l)(N—l)_

Definicao 2.4.1. Sejam f = (fo...fn-1)T eg=(g0...9gn-1)T. A
convolucao circular de f e g € definida por:

k N—1
S = fun Goom+ D fon Geomin, k=0:N—1.
m=0 m=k+1

Por uma questao de notacao, vamos definir a seguir o produto de
Hadamard de duas matrizes M x N.

Definigao 2.4.2. Sejam A, B € CM*N . O produto de Hadamard de
A e B, que é denotado por Ao B, é a matriz C, M x N, tal que
Cij = AijBij para todos 1 <i <M el <j<N.

Em MATLAB, o produto de Hadamard de A e B é representado
pelo comando A.x B. Alids, vamos utilizar adiante também a divisao
elemento a elemento: A./B.

Um resultado interessante cuja demonstracao o leitor pode encon-
trar, por exemplo, em [8] é o seguinte:
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Teorema 2.4.3 (Teorema da convolugao circular). Sejam f e g dois
vetores de CN, f = (fo... fv-1)T eg=(go...gn_1)T. Entdo

Fn(f*g)=Fn(f)oFn(9),

em que o representa o produto de Hadamard.

Em [8], podemos ver um facsimile de uma pégina do trabalho
Recherches sur la nature et la propagation du son, publicado por La-
grange em 1759, na qual aparece uma representacao dos deslocamen-
tos de N particulas de uma corda vibrante na forma de uma soma
discreta de senos de véarias frequéncias, ou seja, uma transformada
discreta de Fourier (série de senos, ver [8]).

A transformada de Fourier é extensivamente usada em Proces-
samento de Sinais. Quando z representa tempo (em segundos), &
representa frequéncia (em Hertz). Quando estudamos um fenémeno
a partir da sua transformada de Fourier, dizemos que estamos tra-
balhando no dominio das frequéncias. Por exemplo, se queremos
estimar pardmetros de um sinal senoidal do tipo h(t) = > _, axe’!
usando matrizes de Hankel formada por amostras do sinal, estamos
trabalhando no dominio do tempo. Se fizermos a transformada
de Fourier discreta das amostras do sinal e plotarmos o resultado,
obteremos um gréfico formado por vérios picos. Alguns tém a ver
com o sinal original, mas grande parte é resultado de ruido, tanto
numeérico como da aproximagao da transformada de Fourier. Se apli-
camos algum método que procura identificar picos coerentes com o
sinal original, esse método é no dominio das frequéncias. Existem
vérios livros nos quais sao apresentadas aplica¢oes de TFD (Trans-
formada de Fourier Discreta) em problemas praticos de engenharia,
fisica, medicina, musica etc (ver, por exemplo, [8], [26], [41]).

2.4.1 Multiplicagao Rapida Matriz-Vetor

Nesta segao estamos interessado em apresentar outra area de atuagao
do matemédtico numérico: complexidade computacional. A tecnolo-
gia digital de comunicagdao, em particular a telefonia celular, deve
seu desenvolvimento a uma descoberta simples, mas de alcance estu-
pendo: a Transformada Répida de Fourier (FFT). Na crua verdade,
a FFT é apenas um modo de fazer mais rdpido a multiplicagao F\ f
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(e também f\flf). Em MATLAB, o comando fft(x) faz a multi-
plicagao réapida do vetor x pela matriz de Fourier de ordem igual ao
do vetor x; o comando i f ft(y) faz a multiplicagdo réapida pela inversa
da matriz de Fourier (que é a sua transposta conjugada).

Em geral, a multiplicagao de uma matriz nao esparsa, n X n, por
um vetor demanda n? multiplicagdes e n(n — 1) somas. Resumi-
mos isso, dizendo que a multiplicagdo matriz-vetor demanda O(n?)
operagoes, ou que a complexidade de um algoritmo usual de multi-
plicagio matriz-vetor ¢ O(n?). Em 1965, dois pesquisadores da IBM,
John Tukey and James Cooley, revelaram ao mundo um modo de se
fazer a multiplicagdo matriz de Fourier-vetor em apenas O(nlogn)
operacgoes. Fsse modo € o algoritmo FFT, descrito em apenas quatro
paginas [13]. Historiadores garantem que Gauss conhecia esse algo-
ritmo em 1805, mas que s6 foi publicado postumamente em 1866 ([8]).
Um fato incrivel é que hé varios tipos de matrizes cujas multiplicagoes
por vetor podem ser feitas via matriz de Fourier. Vamos apresentar os
seguintes casos: matrizes de Toeplitz, matrizes de Hankel e matrizes
de Pascal. Para isso, precisamos falar antes das matrizes circulantes,
que sao matrizes para as quais as colunas da matriz de Fourier for-
mam uma base de autovetores.

2.4.2 Matrizes Circulantes

Uma matriz circulante n x n C' é uma matriz de Toeplitz do tipo:

Co Cp—1 .. C2 C1
C1 Co Cn—1 C2
C = C1 Co
Cn—2 t v Cp—1
Ch—1 Cp—2 N C1 Co

A seguir, enunciamos um lema que apresenta uma decomposicao es-
pectral de uma matriz circulante C'. A prova do lema ¢é deixada para
o leitor.

Lema 2.4.4. Seja C uma matriz circulante de ordem n. Entao:

CF, = Ful,



90 [CAP. 2: MATRIZES ESPECIAIS

em que F,, € a matriz de Fourier de ordem n € A € a matriz diagonal
tal que

(M) =co+ cn_l(wn)k + cn_Q(wn)% +...+ clwfvl"*l)k,

para todo k =0...n — 1. Isto €,

C = Fpdiag ([Fnc]) Fi b,

em que ¢ = (cocp_1...c1)T.

Suponha que temos um sistema linear, cuja matriz de coeficientes
seja uma matriz circulante n x n C: Cz = b. Note que podemos
escrever, entao, esse sistema como uma convolugao circular do tipo:

cxx=b,

em que ¢ é a primeira coluna de C (ver lista de exercicios). Pelo
teorema da convolucao circular,

Fub=Fp(cxx) = Frco Fpa.

Assim,
x=F, (Fub.)Fne),

em que , / representa a divisdo elemento a elemento. Observe que C'
é inversivel se e sé se F,,c é um vetor sem coordenada nula, pois esse
vetor é formado pelos autovalores de C'. Assim, um sistema linear,
cuja matriz de coeficientes é uma matriz circulante, pode ser resolvido
em O(nlog n) operagoes!!

2.4.3 Multiplicagao Rapida - Matriz de Toeplitz

A operagao de convolugao pode ser usada para uma multiplicagao
réapida matriz de Toeplitz-vetor, ou matriz de Hankel-vetor (pois T
é de Toeplitz se e s6 se PT é de Hankel, em que P é a matriz de
permutacdo cuja diagonal secundéria é toda formada por 1). Mas,
para isso, primeiro temos que converter o problema Tz, em que T é
uma matriz de Toeplitz, em um problema C'y, em que C' é uma matriz
circulante. Vamos supor, sem perda de generalidade (ver lista de
exercicios), que T' é uma matriz de Toeplitz n X n triangular superior:
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T = toeplitz([t1, ..., tn], [t1,0,...,0]). Seja x € C™. Quero calcular Tx.
Para isso, seja Cp a matriz circulante (2n — 1) x (2n — 1) definida a
seguir:

ot 0 ... 0 0 t, tnq ... t27

to ti . : 0 tn ... t3

7 S P 0 0 tn

C =

T tn  tn1 ... tys t; 0O 0 0
0 T N 7 0 0

0 0 t, th1 ... to t 0
L 0 0 0 ... tn te1 ... to ti]

Note que Cr {g] = Ef] . Por outro lado, Cr B] = crx {g] . Assim,

T
Fon—1 [ yx} = Fon—1¢7 © Fon—1 [ﬂ ,

ou seja,
T _
{ yx] = (Fan—1) ! <-72n—1CT o Fon—1 {ﬂ) .

2.4.4 Multiplicagao Rapida - Matriz de Pascal

Seja P, a matriz de Pascal triangular inferior de ordem n. Seja ¢ um
real positivo. Considere a matriz diagonal D, (t) tal que, para todo
ke€A{0,...,n},
tk
(Dn(t))kk = E
Fazendo as contas, vemos que D, (t)P, (D,(t))”" é uma matriz de
Toeplitz triangular inferior T, (t) tal que, para todon >i > j > 1,

o tk
k=i—-j = (Tn(t))ijzﬁ'
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Algoritmo 2.4.1 Multiplicacao rapida Tz, em que T é Toeplitz

% y é o produto de T' = toeplitz(t1,t2) por v

% t1 é a primeira coluna de T; t2 é a primeira linha de T
n = length(tl);

v = [v; zeros(n — 1, 1)];

d=1t1(:);

dl =t2(:);

d=1[d;dl(n:—1:2)];

2 = if fH(FFH). * FFH));

y=2z(1:n);

Esse parametro ajuda a estabilizar o produto altamente instavel de
P,, por um vetor. Pois, com essa mudanca de escala,

Pz = (Dp(t)) " T (t) Dy (8.

Em [7], é calculado, para quase todo n, o pardmetro ¢t que faz com

que a razao max (Ty,(t)),; / min (T5,(?)),; seja a menor possivel:

[(n=1)!
to = {0 e que k= |G 11

Note que, se essa razao é minima, as entradas de T, (¢) estdo as mais
préximas possiveis em grandeza. Agora, vamos fazer uma multi-
plicagao rapida de P, por z. Testes com vérios valores de n aparecem
na Tabela 2.1. Nessa tabela, z é o vetor definido por z, = (—1)¥~1

’ n ‘ ||Pnszl||2 ‘ ||Pnsz2||2 ‘ ||Pnsz3||2 ‘
4 4.9262e-16 4.4790e-16 9.6908e-17
8 2.4685e-13 9.5720e-15 6.2521e-15

16 1.9051e-05 9.5411e-13 8.4432e-13

32 1.0318e+16 2.7147e-07 9.5906e-08

64 2.0661e+71 1.7187e+04 7.2813e+03

Tabela 2.1: Erros no produto: matriz de Pascal
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k =1,..,n; e os vetores wy, ws € w3 sao os vetores obtidos pela
operagao D, (t).T,,(t).D,(t) 2, parat = 1, t = (n — 1)/e, t = ty,
respectivamente. Para a computacao desses vetores, foi usada a mul-
tiplicagao rapida de um vetor por matriz de Toeplitz, que demanda
somente O(nlogn) operacoes ao invés das O(n?) usuais. Note que,
em aritmética exata, P,z = e;.

2.5 Exercicios
1. Seja H = hankel([hg, ..., An—1], [An—1, ..., hon—1] em que, para

todo0<r<2n-1, h, = Zizl akerb’fm, com m < n. Mostre
que H = Vn,mDmVn:’:m, em que D,, = diag([ay, ..., agm]) €

eblAt ebzAt . eme,At
Vo p2-b1A e2:b2 At o o2-bam At
nm —
6(2n71).b1At 6(2n71).b2At e e(2n71).b27nAt

2. Seja h(t) = 2e~tcos t —3e~ 2% cos 3t + 15¢ =2 cos Tt. Construa
duas matrizes de Hankel de ordem 8, Ho e Hj, conforme o
Lema 2.3.3. Ache, entao, os parametros by, e by, para k =1 : 3.

3. Mostre que a matriz de Fourier F,, é uma matriz unitaria n x n.

4. Mostre que uma matriz circulante n X n C' é inversivel se e s6
se Fnc € um vetor com todas as coordenadas diferentes de zero,
em que ¢ = Cey.

5. Seja C' uma matriz circulante n x n. Mostre que, para todo
ze€C", Cx=cox, em que c = Ce;.

6. Mostre que uma matriz n x n T é uma matriz de Toeplitz se e
s6 se PT é de Hankel, em que P é a matriz de permutacao tal
que Pej = Pey,41_j, para todo j € {1,...,n}.

7. Seja P, a matriz de Pascal triangular inferior de ordem n.
Seja t um real positivo. Considere a matriz diagonal D,,(t)
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tal que, para todo k € {0,...,n}, (Dy(t)),, = %k' Mostre que
Dy ()P, (D, (t))”" 6 uma matriz de Toeplitz T triangular infe-
rior tal que, paratodonZiZjZLk:i—j:Tij:%.
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