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Prefacio

Este minicurso visa, principalmente, atingir alunos de final de mestrado. Isto
porque cremos que, apos ter cursado varias disciplinas, o aluno tera maior agi-

lidade para compreender as aplicacoes praticas aqui apresentadas, que envolvem

areas distintas, como Algebra Linear, Equacoes Diferenciais Ordinarias, Anélise

Linear etc.
O primeiro capitulo introduz um problema simples de compressao de ima-

gens que exemplifica bem a técnica de truncamento da decomposicao de valores
singulares de uma matriz. O segundo capitulo introduz métodos de célculo de

autovalores para matrizes nao simétricas e é um complemento aos métodos de

calculo de autovalores (de matrizes simétricas) visto no minicurso Algebra Li-
near Computacional e Problemas de Posto Incompleto ministrado no CNMAC
2000 pelos professores Fermin S. V. Bazan e Maria Inez Cardoso. O terceiro
capitulo introduz o leitor no vasto campo de aplicacoes desses métodos para re-
solver problemas praticos de Engenharia. O apéndice traz uma prova do critério

de estabilidade de Liapunov para o caso de operadores lineares em espacos IR".

Esperamos que o leitor com boa formacao de Algebra Linear, do ponto de
vista numérico, e de Equacoes Diferenciais Ordinarias possam compreender e ad-
mirar as construgoes tedricas utilizadas para resolver (digamos, dar uma solucao

razoavel para) os problemas apresentados.

Florianépolis, 30 de abril de 2001.

Licio H. Bezerra e Fermin S. V. Bazan
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Capitulo 1

Introducao

Varios problemas praticos requerem o calculo de apenas alguns autovalores da
matriz associada ao problema e respectivos autovetores. Por exemplo, a insta-
bilidade local de um sistema dinamico préximo a um ponto de singularidade é
consequencia da existéncia de autovalores, da matriz jacobiana do sistema, com
parte real positiva. Uma técnica utilizada para verificar se uma matriz tem au-
tovalores com parte real positiva é utilizar transformacoes de Mobius que leva o
semiplano complexo Re z > 0, ao circulo unitério [7]. Outro exemplo é o problema
de compressao de imagens digitalizadas via decomposicao em valores singulares
(SVD) (ver apéndice) da matriz de dados X: armazenam-se apenas os maiores
valores singulares e respectivos vetores singulares associados a X (& esquerda e
a direita). Uma ilustracao simples (ver [14]) é a seguinte: no Matlab vérias ima-
gens estao disponiveis em arquivos .mat, por exemplo, clown.mat, mandrill. mat,

earth.mat, durer.mat etc. Os comandos

load mandrill.mat; [U,S,V]=svd(X); colormap(’gray’);
image(U(:,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k)’)

produzem uma imagem com resolucao que depende da aproximacao de X a par-
tir da aproximacao via decomposicao parcial UkSkV}CT, em que Si é uma matriz
diagonal formada pelos k valores singulares dominantes (os k maiores valores
singulares). O comando load mandrill. mat cria uma variavel X na qual é armaze-
nada a matriz de dados cuja ordem, no caso, é 480 x 500. O comando image(X)

produz a imagem original.

Os valores singulares de uma matriz A sao os autovalores positivos da matriz
AT A, Como calcular os autovalores de uma matriz? Computar o seu polindémio
caracteristico implica em muitas operacoes numeéricas, o que pode ocasionar mui-

tos erros de arredondamento. E, uma vez computado, o calculo de suas raizes
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tem que ser feito por métodos iterativos, se a ordem da matriz for maior que
4 - nao ha formas fechadas de resolucao de polinomios de grau > 5, conforme
Teoria de Galois. Ha métodos para a computacao de autovalores, baseados em
algebra matricial. Em Matlab (ou no sistema iterativo Octave, distribuido com
o Linux) calculam-se todos os autovalores de uma matriz pela fungao eig. Essa
funcao é construida a partir de uma implementacao otimizada do Método QR,
que é um método de decomposicao espectral muito eficiente. As implementacoes
praticas desse método tranformam o problema de calcular os autovalores da ma-
triz A em outro: o de calcular os autovalores da sua forma Hessemberg (ou forma,
quasi-triangular). Entao procura-se desacoplar o problema (diminuir a ordem da
matriz) por iteragbes que tornam o elemento a,,_1 cada vez mais préximo de
zero. E, assim, por diante, até calcular todos os autovalores. Técnicas para ze-
rar esses elementos abaixo da diagonal principal da matriz de Hessemberg fazem
com que a convergéncia ocorra preferencialmente para os autovalores dominantes
da matriz. Uma técnica de decomposicao parcial do espectro é inserir critérios
de parada quando se atinge um determinado ntimero de autovalores convergidos.
Neste minicurso, discutiremos o método QR e apresentaremos outros métodos
numéricos que calculam alguns autovalores de uma matriz (ndo necessariamente

dominantes).
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Capitulo 2

Métodos Numeéeéricos

Seja A € C™" uma matriz diagonaliavel tal que os seus n autovalores, A1, ..., A,
satisfazem |A1| > [Aa] > |A3] > ... > |\,|. Seja {v1,...,v,} base de autovetores de
C™"", associados respectivamente aos autovalores acima. Seja xg € C"", v # 0,
tal que v = a1v1 + ... + a,v,, a; # 0.

O método de poténcia (z, = Axg_1, xp = 2zi/ck, em que ¢ é coordenada de
21, de maximo valor absoluto) é tal que z; converge para um vetor do autoespaco

gerado por vy, o autoespago dominante de dimensao 1 (porque associado ao maior

autovalor em valor absoluto); ¢, converge para A\;. E s observar que o vetor xy,

estd no subespaco gerado por uj, = A¥xy. Assim,

k k
Up = QAU + ...+ QA U, =

Ao )" A\
:)\If CL1U1—|—CL2<)\—j) U2+—|—6Ln(>\—1> Un,

e, logo, quanto maior for k£, menor a influéncia das direcoes dos autovetores
Vg, ..., Uy €M Tf.
Em resumo, dados A e zy como acima, o algoritmo abaixo gera vetores z}s

cada vez mais préximos de [v1], o subespago gerado pelo vetor v1. A rapidez com

que esse método converge depende do quociente |§—’;’]

2 = Axp_
e =epzr, len] = [|2k]]
T — Zk/Ck

Ha outras versoes do método de poténcia nas quais a normalizacao é realizada

com outras normas [17].
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Exemplo: seja A = (_1 i) Seja o = <$) Assim, 71 = <1/§>7

cr=4; 19 = (5/1),02:4—1/2:7/2; T3 = ( 19/2:1))),03:4—5/7:23/7;

T, = < 65/7‘? ), cy =4 —19/23 = 73/23; etc. E facil ver que z tende ao vetor

1 :
( ) ), que ¢é autovetor associado a 3, para o qual ¢; tende por sua vez.

Podemos pensar o método de poténcia como um caso particular de métodos

do tipo
f(A)z

Lk = ——
Ck

onde f(A) é em geral uma fungado analitica e ¢;, um normalizador, para evitar
nimeros muito grandes (note que o conceito de nimero grande faz sentido em
aritmética de ponto flutuante). Se tudo correr bem, o vetor de iteragdo converge
para um autovetor associado ao maior autovalor de f(A) em valor absoluto, isto
¢,

max | f(\i)]-

1<i<n

Vimos acima o método de poténcia classico, com f(A) = A. Observamos
também que a taxa de convergéencia depende da razao dos dois maiores autova-
lores em valor absoluto. Observe que o quociente agora é entre os dois maiores
autovalores em valor absoluto de f(A); logo, se eu estiver interessado em com-
putar Ao, por exemplo, f deve ser de tal modo que f(A12) seja o maior dos
autovalores, em valor absoluto. Interessante seria se tivéssemos uma funcao que
fosse ao mesmo tempo facil de ser computada e para a qual a razao entre o se-
gundo maior autovalor em valor absoluto de f(A) e f(A12) fosse o menor possivel.

Uma boa escolha é a funcao

f(A) - (A o /‘L[)_la

onde p é uma estimativa do autovalor em que eu estou interessado. Nesse caso, a
direcao mais importante é aquela associada ao autovalor mais préximo de pu, ou
seja, a

1 1

)\_M|:112%>;\>\Z__M
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Quanto mais préoximo for p de algum autovalor, mais rapido o método convergira.
Assim, além da escolha do vetor inicial, é importante a escolha do deslocamento
(shift) inicial pg. O préprio método pode dar melhores estimativas para desloca-
mentos durante o processamento. Por exemplo, o algoritmo seguinte utiliza uma

estratégia em que deslocamentos sao atualizados a partir de iteracoes anteriores:

Zo 75 0

Para k > 1
Y = (A — e D) gy
cr = ety lerl = [lyrlloo
Tk = Yr/Ck

pr = pg—1 + 1/cy
Quando A é real e simétrica, se x é um vetor real nao nulo,

L Ax

r(z) =

xTx

minimiza a forma quadrética || Az — Ax||>. Esse ntimero é chamado de quociente
de Rayleigh de x. O algoritmo de iteracao inversa, nesse caso, pode ser reescrito

da seguinte forma:

[|zol[2 =1

ro = r(zp)

Para k >1
yp = (A —rp1 ) oy
T = Yi/| Yl |2
rr = r(xg)

Esse algoritmo, para matrizes simétricas, converge quase sempre (quando
||Azy, — rrak||a < tol, existe um autovalor A de A tal que |rp — A| < tol [14]). A
convergencia é em geral cubica. Ou seja, o nimero de digitos corretos triplica

assintoticamente a cada passo.

2.0.1 Transformacoes de Mobius

Outras funcoes interessantes sao as do tipo

r+b
x+d

fx) =
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Observe que f(z) = 1+ (b —d)/(x + d). No caso de uma matriz A, f(A) =
I+ (b—d)(A+dI)™!, ou seja, poténcia com f nao ¢ muito diferente do método
de iteracdo inversa com deslocamento [7], [6].

Essas funcoes sao interessantes pois transformam semiplanos complexos em

circulos, o que faz com que o problema de se calcular autovalores em semiplanos

resume-se a calcular autovalores numa regiao limitada.

2.1 Métodos de Iteracao Simultanea

Generalizar o método de poténcia para calcular alguns autovalores dominantes
de uma matriz implica em realizar algumas operacoes com os vetores resultantes
da multiplicacao matriz-vetor a fim de evitar que convirjam todos para o au-
toespago dominante gerado por vy, por exemplo, no caso de [A\| > |X2]. Uma
operacao seria normalizar os vetores de algum modo, para que os vetores nao
fiqguem muito grandes; outra, para evitar que os vetores se tornem linearmente
dependentes, seria, por exemplo, ortogonaliza-los (Iteracao Ortogonal), ou fazer
uma decomposicao LU da matriz de vetores etc.

Seja A € C™*". Vamos supor que A é diagonalizavel, que A, ..., \, sao seus

autovalores e que
A > > > A > > A

Um método interessante ¢ uma generalizacao do método de Rayleigh-Ritz para

vérios vetores [11]:

Xo € OV P Yy € P YIX = I
Para k > 0
By = (Y Xi) (Y} AX},)
P.DiP; ' = By
X1 = X By
Yig1 = Vi PT

Dy, quando k cresce, tende a Ay, ..., \,. X} tende aos respectivos autovetores
a direita e Y} tende aos respectivos autovetores a esquerda. Uma implementacao
de um método de iteracao simultanea (também chamado de método de iteracao

em subspago) pode ser visto em [2].
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2.1.1 Meétodos de Arnoldi

Os métodos de Arnoldi computam uma base ortonormal (), de um subespaco de
Krylov - q, Aq, A%q, ..., AP~ 1q - tal que QgAQp = H, é uma matriz de Hessemberg
cujos autovalores sao préximos de autovalores de A. O comando eigs do Matlab
utiliza a versao contida no pacote ARPACK [28].

Arnoldi Basico

Seja A € R™". Seja Q = (q1---¢,) uma matriz ortogonal tal que QTAQ = H,

H hessemberg superior. Logo, AQ) = QH e, comparando colunas, temos que
k+1

Aq}c:zhik%‘ 1<k<n-1
i—1

Assim,

k
Pig1k Q1 = Agr — Z hirgi = 7y
i—1

e hir = ql Aqr, i = 1, ..., k. Logo, se 1y # 0,
Qet1 = T/ 1k, Pk = ||k |2

Dado entao um vetor ¢; unitario, o procedimento de Arnoldi é o seguinte:

o — q1
h170=1
k=0

enquanto hyy1 5 # 0
Qo1 = T/ Pk
k=k+1
e = Aqe
parat=1,....k

hir = ¢l w

T = TE — hirg;

fim

P = [Iril]2
fim

Se w = Aqp, o loop externo realiza o processo de ortogonalizagao de Gram-

Schmidt; se w = ry, o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt modificado.
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Podemos observar que os vetores ¢, ..., ¢z formam uma base para o espaco de
Krylov [q1, Aqi, ..., A¥1q;]. O método gera a cada k passos uma matriz Q) com
k colunas ortonormais tal que AQy = QHy + rgel, em que Hy é uma matriz
hessemberg superior. Obviamente, se r, = 0, chegamos a um espago invariante.
No caso em que o residuo é diferente de zero, a pergunta é se as colunas de
(@, geram um espago proximo a um espaco invariante por A. Nesse caso, o0s
autovalores de Hj seriam aproximacoes de autovalores de A. Esses autovalores
sao chamados de valores de Ritz. Dados A, um valor de Ritz, e z, um autovetor
de H; associado a A\, o vetor x = @iz é dito um vetor de Ritz associado a .
Finalmente, observemos ainda que o método depende crucialmente da escolha do

vetor inicial ¢;.

2.1.2 Arnoldi com Recomeco

Uma estratégia para vitalizar esse método seria recomecar o método apds alguns
passos, digamos k, a partir de um novo vetor g escolhido de algum modo no
espaco coluna de Q. Como esse espaco é de Krylov, ¢ é da forma p(A)q, em
que p é um polinomio de grau (k — 1). A construcao desses polinoémios é feita de
acordo com a parte do espectro que se quer evitar calcular, isto é, como se diz no
jargao de analista numérico, filtrar [37], [38], [42]. Implementacoes de métodos
de Arnoldi aparecem também em [27], [28], [31], [39], [40], entre outros.

2.2 Meétodo QR

Seja A € C™*™ tal que seus autovalores, \q,..., \,, sao tais que
A1l > ... > || > 0.

Seja A = UyRy, a fatoracao QR de A. Tomando Uy como ponto de partida para

o método de iteracao ortogonal, obteriamos a seguinte sequeéncia:

Para k > 0
App = AUk
Uk+1Bk+1 = Ap41 (fatoragao QR deAy 1)

Da sequéncia acima, concluimos que

A =U,RiRy, ..., A" = U.R Ry, - - R1 Ry,
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ou seja, a cada passo k a matriz Uy é a matriz unitaria da decomposicao QR de
A1 Assim, o primeiro vetor coluna de Uy, tende ao espaco [x1], o segundo, ao

espago [r1,xs], etc. Logo, UkHAU;C tende a uma matriz triangular superior - a
forma de Schur de A, com os autovalores na diagonal, em ordem decrescente por
valor absoluto. Esse ainda nao é o método QR, mas tem estreita ligacao com ele.
O método QR se baseia no seguinte algoritmo:
Ay:=A
Para k > 0
Qr Ry = Ay (fatoracao QR de Ay)
AR = RiQr (= QF AxQy)

Apliquemos agora o algoritmo acima a matriz A = < g 3 ) , cujos autovalores
sao 7 e 2:
1 (6 —2 V40 94/40/20
QoRy = —= = A,
Vao\ 2 6 0 7+/40/20
. ([ 7—1/10 7/10
A= ROQO_( 7/10 2+1/10>’
1 69 —7 V/4810/10  63/4/4810
1R = —= = Ay,
V4810 7 69 0 140/+/4810

7 —4/481 98/481
AQ = RlQl == ( / / ) .

08/481 2+ 4/481

Observemos que a sequéncia, ja nos dois primeiros termos, mostra tendén-
cia de convergir para a matriz diagonal formada por 7 e 2. Mas, para cada
decomposicao QR sdo necessarias O(n?) operagoes se a matriz nao é esparsa. H4
um modo desse nimero de operacoes diminuir: operar com uma matriz conjugada
a matriz original por uma matriz unitaria, a sua forma de Hessemberg H. Uma

matriz de Hessemberg superior é uma matriz da forma

X X X
X X X
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Ou seja, ¢ uma matriz H tal que h;; =0, se ¢ > j + 2. A matriz de Hessemberg

inferior é a transposta de uma Hessemberg superior.

[Forma de Hessemberg] VA € C™*" existe uma matriz unitaria @ tal que

Q7 AQ = H, matriz de Hessemberg superior.

A prova da proposicao acima se baseia num procedimento que gera a matriz
unitaria ) como um produto de transformagdes de Householder [17]. Notemos
que uma matriz de Hessemberg conjugada a uma matriz hermitiana é uma ma-
triz tridiagonal. A seguir algumas propriedades interessantes das matrizes de

Hessemberg:

e a fatoracdo QR de uma matriz de Hessemberg envolve O(n?) operacoes e, se

ela for tridiagonal, apenas O(n);

e se H=QR, Qe RQ = Q"H(Q sao também de Hessemberg.

Agora, observemos o seguinte exemplo:

on-g (2 D) () - (37)

O método convergiu acima numa sé iteragao. De modo geral, se A é de Hessem-
berg, o postode Aér <ne A= QR, entao R tem r linhas nulas correspondentes
as r colunas de () que estao no espaco ortogonal ao espaco coluna de A. Assim, o
produto RQ tem r linhas nulas e o problema de autovalores de A se desacopla em
problemas menores de autovalores. A idéia é fazer entao um deslocamento em A
proximo a algum autovalor. Que deslocamento escolher? Ja vimos que o método
QR tem estreita ligacdo com o método de poténcia (f(A) = A), que privilegia as
direcoes associadas aos maiores autovalores de A em valor absoluto. Se a matriz
A for real e seus autovalores Aj,..., A, forem tais que [\| > --- > |\,;| (logo,

todos reais), a entrada (n,n — 1) de Ay tende a ficar pequena,

A =

X X X

X X X
X X X
0 x X
0 0 € M\,
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ou seja, a entrada (n,n) de Ay tende a A, e, assim por diante.

Vejamos entao como fica o método QR com esta estratégia de deslocamento

aplicado a mesma matriz A de um exemplo anterior:

ne g (1 3) (3B o

- C(7-1/13  8/13
Av= Ro@Qo 31 = ( 8/13 2+1/13)

O.R 1 (63 8)(@/13 8/@)

LT 2033 \ 8 —63 0 64/13v/4033

1
=A1—(2+—= |1
1 (—|—13)

7—1/52429  512/52429 \ 1
( 512/52429 2 + 1/52429 ) = et (2 - 1_3> !

Vemos acima que o método QR com deslocamento converge muito mais rapida-

mente que o método QR simples (pelo menos nas duas primeiras iteragoes).

Método QR com deslocamento Seja A € C™*" uma matriz de Hessemberg

superior. O algoritmo seguinte é dito o algoritmo QR com deslocamento simples:

AO = A
Para k > 0

QrRy = Ay — il (fatoragdo QR de Ay — ul)
AR = RiQr + il (= QF ArQr)

Observacoes:
1) Se A é uma matriz real nao simétrica, hd um modo de se fazer dois deslo-

camentos complexos conjugados em aritmética real [17].

2) Se A é uma matriz real, tridiagonal e simétrica, QR com deslocamento de
Wilkinson (o autovalor da submatriz A(n — 1 : n,n — 1 : n) mais préximo de

A(n,n)) converge globalmente [32].
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2.3 Matrizes Simétricas Reais

Os algoritmos de decomposicao parcial do espectro de matrizes simétricas reais,
em geral, realizam suas operacoes sobre a forma tridiagonal (Hessemberg simé-
trica) da matriz. Além dos métodos de iteracao simultanea citados na segao
anterior, o método de bisse¢ao é muito utilizado (ver [14]). O método de bisecao
explora bem o teorema da Inércia de Sylvester e esta implementado no LAPACK
().

Os métodos descritos para matrizes genéricas quando transcritos para matrizes
simétricas reais tém um comportamento mais controlado, com resultados mais
precisos quanto a velocidade de convergéncia, por exemplo. O que queremos
dizer é que os algoritmos sao os mesmos, porém implementados em aritmética

real e com convergéncia assegurada em muitos casos (pelo menos, em aritmética

exata). E o caso, por exemplo, do método QR aplicado a matrizes de Jacobi

[13]. Métodos de Lanczgs (é como se chamam os métodos de Arnoldi no caso

simétrico real) com recomegos estao bem explicados no minicurso Algebm Linear
Computacional e Problemas de Posto Incompleto, ministrado no XXIII CNMAC
pelos professores Fermin S. V. Bazan e Maria Inez Cardoso. Outras referéncias sao
[14], com uma anélise do método de Lanczgs em aritmética exata e em aritmética

de ponto flutuante.



Capitulo 3

Decomposicao Espectral Parcial em
Teoria de Sistemas

3.1 Introducao

Apresentamos algumas aplicacoes onde ha necessidade de se calcular um su-
bespago dominante de uma matrix grande (possivelmente estruturada), prove-
niente de problemas de identificacdo/realizacdo de sistemas dinamicos, ou de
problemas de reducao de ordem.

Intuitivamente, o termo sistema refere-se a uma entidade (fisica, econémica
etc) capaz de produzir alguma reacao y (saida/output) como consequéncia de um

estimulo f (entrada/input), conforme Figura 3.1.

u Y
Sistema -

Input Output

Figura 3.1: Um sistema genérico

Trataremos apenas de sistemas dinamicos lineares descritos por equacoes de

estado do tipo

Xpr1 = Axp + Bu
: 1
S {yk = Cxj + Duy, (3 )
no caso discreto, ou por
(t) = Ax(t) + Bu(t)
S: 3.2
{ y(t) = Ca(t) + Dult). (32)

no caso continuo. Em ambos os casos, A é uma matriz quadrada de orden n

(a matriz do sistema), B é n X ¢ (matriz de controle), C' é p X n (matriz de
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Figura 3.2: Um Sistema Dinamico Complexo: Estacao Espacial Internacional

observagao), e D p X ¢ (matriz de transmissao). O nimero n é conhecido como
ordem do sistema. Por sua vez, x; € R", uy € R’ ey, € R, e z(t), y(t)
e u(t), t > 0, sdo funcoes vetoriais de dimensdo compativel com as operagoes
envolvidas. Assumiremos daqui em diante que os sistemas em consideracao sao
estaveis, isto é, assumiremos que os autovalores \;(A) satisfazem real();) < 0, no
caso continuo, e |A;| < 1 para o caso discreto.

Um problema importante na andlise de sistemas dinamicos aparece quando
hd um nimero muito grande de varidveis de estado, devido ao sistema fisico
modelado ser muito complexo. Como consequeéncia disso, o conjunto de equacoes
de estado (3.2) torna-se muito grande, sendo portanto dificil de se controlar.
Assim, o desafio é construir a partir do sistema original (3.2), um sistema de
ordem menor, tal que seu comportamento dinamico seja proximo do original
em termos de resposta e estabilidade, ou de algum outro critério que possa ser
exigido. O problema em questao é conhecido como problema de reducao de ordem
ou problema de aproximacao.

Um exemplo real que ilustra a necessidade de se reduzir a ordem de um sistema

complexo é o problema de controlar a Estagdo Espacial Internacional (EEI). A
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EEI é descrito por um sistema linear da forma (3.2), muito complexo e composto
de varios médulos — estima-se que serao necessarios em torno de 40 voos para
completar a montagem completa da estrutura, e que cada médulo precisa aproxi-
madamente de n = 10° varidveis de estado. O controle do sistema é crucial para
reduzir vibracoes da estrutura ou para fixar sua orientacao com relacao a uma
direcao desejada. Para ilustragao, a Figura 3.1 mostra a evolugao da montagem
da estrutura desde seu inicio em dezembro de 1999 (parte superior). A parte
inferior mostra a evolucao da resposta em frequéncia do sistemal, conforme sao

adicionados novos moédulos.
Outro problema na analise de sistemas ¢ identificar um sistema dinamico a par-

tir de informacoes provenientes de um par de sequéncias finitas de sinais discretos
ur € R? e y, € RY. Em certos casos, o problema de identificacao é direcionado a
busca de um conjunto de parametros que caracterizam completamente a dinamica
do sistema, tais como frequéncias naturais de vibracao, amortecimento etc. Em
outros casos, sdo procuradas as matrizes A, B, C' e D (ou outras equivalentes
via alguma transformacao de semelhanga). O problema alcanga relevancia em
areas tais como analise modal de estruturas mecanicas e engenharia aeroespa-
cial, entre outras. A principal dificuldade de se trabalhar neste tipo de problema
é que a ordem do sistema é desconhecida e os sinais uy, y; sao contaminados
por perturbagoes (ruidos), pois sao resultados de medidas de laboratério ou de
experimentos.

Neste capitulo, mostraremos que a solugao dos problemas acima, a saber, o
problema de reducao de ordem e o problema de realizacao depende da computacao
da parte espectral dominante de certas matrices envolvidas nos algoritmos utili-

zados.

3.2 O Problema de Reducao da Ordem

3.2.1 Preliminares

Comecamos com uma descri¢ao das relagoes entrada/saida do sistema continuo
S descrito em (3.2). Assumiremos sempre que o sistema é estavel (i.e., todos

os autovalores da matriz A satisfazem real(A(A)) < 0) e que as fungoes u(t),
x(t), y(t) admitem transformada de Laplace U(s) = £(u(t)), X(s) = £(z(t)), e

LA resposta em frequéncia do sistema é definida como a funcao de transferencia do sistema avaliada em jw:
T(w)=C(w—A)"'B+D
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Y(s) = £(y(t)), respectivamente. Aplicando transformada de Laplace em ambos
os membros da primeira equacao em (3.2) e assumindo condigdes iniciais nulas,

obtemos
X(s) = (sI — A)"'BU(s).

Analogamente, da segunda das equagoes em (3.2) obtemos
Y(s) =CX(s)+ DU(s).

A relagao entrada/saida do sistema (no dominio de Laplace) é entao resultado

das relacoes acima:
Y (s) = [C(sI — A)"'B + D]U(s).
A funcao de transferéncia do sistema é a funcao matricial p x ¢ definida por
T(s)=C(sl — A)'B+D. (3.3)

A funcao resposta ao impulso unitdrio do sistema é por definicao a transformada

inversa de Laplace de T'(s):
G(t) = L7HT(s)) = CeB + Dé(t), (3.4)

em que () é a funcao delta de Dirac. A j-ésima coluna de G(t) é a resposta do
sistema quando a entrada u(t) é da forma u;(t) = 0(¢), e u;(t) = 0,7 # j.
Utilizando a funcao G(t), a relagdo entrada/saida do sistema no dominio do

tempo (assumindo o sistema em repouso), é descrita por

y(t) = /0 G(t — 7)u(r)dr. (3.5)

Defina

C

CA
0= _ , C=[BAB...A"'B]. (3.6)

CAnfl

As matrizes O e C sao chamadas matrizes de observabilidade e controlabilidade,
respectivamente. O termo observabilidade é a propriedade do sistema de per-

mitir recuperar o estado inicial x(0) a partir de informg¢oes do sinal de saida



3.2. O PROBLEMA DE REDUCAO DA ORDEM 21

y(t). Quando isto ndo é possivel, dizemos que A é um sistema nao observdve.
Também, um sistema é dito controldvel se para qualquer estado desejado do sis-
tema, digamos w € IR", sempre podemos encontrar uma entrada (controle) u
que permita conduzir o sistema do estado inicial z(0) = 0 até o estado w. Em
caso contrario, o sistema ¢é dito nao controldvel. A propriedade do sistema ser

observavel e controlavel pode ser descrita pelas condigoes
posto(O) = posto(C) = n. (3.7)

Uma propriedade importante de sistemas lineares S é que eles sao invariantes

por transformacgoes de coordenadas. Em palavras, defina #(t) = Pz(t) com P
nao singular, e defina o sistema S descrito pelas equacoes de estado

. [ (t) = Ai(t) + Bu(t)
5.{y(t) _ Al (3.8)

em que A= PAP B = PB, C = CP 1 e D = D. Entao, todas as pro-
priedades do sistema S, a saber, estabilidade, controlabilidade e observabilidade,

sao preservadas no sistema S. Alem disso, S e § tém as mesmas funcoes de
transferéncia e resposta ao impulso unitario.
Duas quantidades importantes relacionadas com os sistema S sao agora des-

critas. Defina as matrizes P e Q, ambas de ordem n X n, por
P = / BB A (3.9)
0
Q= / et et (3.10)
0

Entao P e Q sao chamadas a matriz Gramiana de controlabilidade e matriz

Gramiana de observabilidade, respectivamente. E conhecido que P e Q satisfazem

as equacoes de Liapunov:

AP +PAT + BBT =0 (3.11)
AT+ oA+ CTC =0, (3.12)

e que ambas sao definidas positivas se e somente o sistema é controlavel e ob-

servavel [10].
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Cada sistema S tem um conjunto de nimeros que o caracterizam chamados
valores singulares do sistema ou valores singulares Hankel. Estes sao denotados

por 0;(S) e definidos por
o7(8) =N(PQ), i=1,...,n (3.13)

Os valors singulares do sistema sao invariantes por transformacoes de estado. Isto

é, os valores singulares do sistema S s@o os mesmos do sistema S [10]. Isto é visto

facilmente a partir das equagoes de Lyapunov (3.11):
i=Pr=P=PPP', Q=P TP ' —= PQ=PPQPL

Isto mostra que os autovalores de PO sdo iguais aos autovalores de PQ. As-
sumiremos sempre que os valores singulares sao ordenados decrescentemente:
01(S) > 09(S) > -+ > 0,(S).

Quando o sistema é nao controlavel a matriz Gramiana de controlabilidade P
é singular. Neste caso, o numéro de autovalores nulos \;(P) descreve o niimero de
estados do sistema que nao podem ser controlados. Similarmente, se o sistema é
nao observavel, Q é singular e o niimero de autovalores nulos \;(Q) representa o
nimero de estados do sistema que nao podem ser observados. Como um exemplo,

defina um sistema descrito pelas matrizes

b —2 —4 1 -1

A=|2 1 —-2|,B=| 3 1 ,C:{_Bl _01 _()2},1):[88],
1 -1 0 -1 -1

Entao as matrizes Gramianas de controlabilidade e observabilidade sao:
—0.3333 —0.3333 0.0000 —1.3333 0.4167 0.8333

P = —0.3333 —2.3333 1.0000 , Q= 0.4167 —0.3333 —0.6667
0.0000  1.0000 —0.5000 0.8333 —0.6667 —1.3333

Os autovalores de P e Q sao:
A(P) = {2.8109,0.3558,0.0000}, e A(Q) = {2.4465,0.5335,0.0000}.

Disso concluimos que ha 1 estado nao controlavel e 1 estado nao observavel.
Um outro aspecto interessante ¢ que os valores singulares de uma variedade

ampla de sistemas decrescem muito rapidamente. Este fato sugere que a parte
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mais importante do sistema deve estar associada aos maiores valores singulares,
assim, pouco deve ser perdido rejeitado-se os menores valores singulares, como
ocorre em muitas aplicagdes (veja o exemplo referente a compressao de imagens

via SVD de matrizes apresentado no Capitulo 1). Este fato sugere que podem

ser construidos sistemas S de ordem k (k < n) usando apenas a informagao do
sistema associada aos k maiores valores singulares o;(S). Isto serd visto mais

adiante.
Para sistemas discretos, as matrizes Gramianas de controlabilidade e observa-

bilidade sao definidas através de

P, = i(CAk)T(CA’“), Dy = i(A’fB)(AkB)T. (3.14)

Neste caso, as Gramianas P; e Q4 sao as tnicas solucoes das equagoes de Lyapu-

nov discretas (também conhecidas como equagoes de Stein):

AP,AT + BBT =P, (3.15)
ATQA +CTC = Qq, (3.16)
e os valores singulares do sistema ¢;(S) sdo obtidos como

0 (S) = Mi(PaQy), i =1,...,n.

3.2.2 Formulagao do Problema

Para simplicidade, o sistema S descrito pelas equacoes de estado (3.2) serd deno-

S [é g] c R0 (n+0) (3.17)

Entao, o problema de reducao de ordem consiste em aproximar S por S:

tado por:

AN AN

Al B

=15 e RFHaxtktp), (3.18)

Isto é, S 6 descrito pelas equacoes de estado

5. { i(t) = Az(t) + Bu(t) (319

~

y(t) = Cz(t) + Du(t),
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com a mesma entrada wu(t), mas com diferente saida y(t) € IR, e diferentes

varidveis de estado Z(t) € R" (ou seja, as dimensdes dos vetores de entrada e

saida devem ser mantidas), em que k < n, levando-se em conta que
e 0 erro na aproximacao deve ser pequeno;
e deve ser preservada a estabilidade do sistema original;
e 0 procedimento deve ser computacionalmente estavel e eficiente.

Alguns esclarecimentos devem ser dados. O primeiro é que a aproximacao de

S por S deve ser entendida em termos da norma do erro

lell = Ny () =yl (3.20)

em que || - || é uma norma escolhida adequadamente. Isto coloca a questao de
como definir normas apropriadas para o problema. Uma norma frequentemente

utilizada é a norma H,, do sistema definida por

I T[oc = sup [[T'(jw)l2, (3.21)

em que T'(yw) é a fungdo de resposta em freqiencia do sistema: T'(jw) = F(G(t)),
e F denota transformada de Fourier. Levando-se em conta esta norma e a pro-
priedade do operador F de preservar normas, segue que, para toda entrada u(t)

de norma igual a 1, um limitante superior para o erro é

lella = I (e)]l2 < 1S Tloollulla < 115 ]oc-

3.3 Alguns Métodos de Reducao de Ordem

Apresentamos apenas um método baseado na computacao e truncamento dos
valores singulares do sistema, bem como algumas idéias derivadas deste método
que evitam a computacao desses valores singulares e que sugerem outros métodos

para o problema.

3.3.1 Meétodo de Truncamento Balanceado

Comecamos introduzindo algumas definicoes. Seja S o sistema equivalente a &

obtido via transformacao Z(t) = Pz(t), com P nao singular. Dizemos que o
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sistema transformado S esta balanceado se as matrizes Gramianas satisfazem a
propriedade

P =0 =2 =diag(c1(S),...0.(S)). (3.22)
A matriz P que produz este efeito é chamada matriz de balanceamento. O seguinte
teorema garante que sempre € possivel encontrar uma matriz de balanceamento
Teorema 3.3.1 Para todo sistema S descrito pelas equagioes de estado (3.2),

existe uma matriz de balanceamento P tal que o sistema equivalente S (3.8) tem

matrizes Gramianas de controlabilidade e de observabilidade que satisfazem a
relagdo (3.22).

Demonstracgao: A prova do teorema pode ser vista em [10], Capitulo 7.

U

O método do truncamento balanceado esta baseado neste teorema e na hipdtese

da matriz de valores singulares > poder ser particionada como
Y = diag(Zl, 22),

em que X; contém os k maiores valores singulares. Mais especificamente, se § é

um sistema balanceado e as matrizes deste sistema sao particionadas como

([20] = [ an] [ ]+ [ 2] we
5 (3.23)

y(t) = [C1 Oy [2%2 + Du(t),

\

em que as particoes sao feitas de acordo com as dimensSoes de >; e Y9, é possivel

mostrar que, cada vez que 0 (S) > 0;11(S), o sistema S de ordem reduzida k x k,

obtido via truncamento

o. ) mi(t) = Anxi(t) + Byu(t)

é proximo de S, no sentido que a fungao de transferéncia 7'(s) do sistema S é

préxima da funcdo de transferéncia T'(s) de S. Isto é, T'(s) &~ T(s) no sentido da
norma H., (3.21).

Conclusoes importantes:
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e O erro na aproximacao satisfaz [16]

ly(t) = y(@)ll2 < 2(0441(S) + - - - + ou(S)). (3.25)

e O sistema S obtido via truncamento balanceado preserva a estabilidade do

sistema original.

Discutimos agora como calcular uma transformacao de balanceamento. As-
suma que as Gramianas P e Q sao disponiveis e suponha que elas fatoram-se na

forma

P=UUY, Q=LL",

em que U e L sao triangulares inferior e superior, respectivamente. Suponha

tambem que UT L é fatorada via SVD como:
U'L=27SY".

Uma transformaco de balanceamento pode ser definida como
p,=SYzTy-t = g~y T[T, (3.26)

Um método de reduccao de ordem via truncamento balanceado poderia seguir
0s seguintes passos:

1. Calcular as Gramianas P, Q e calcular os valores singulares o;(S).
2. Calcular a transformacgao P, como acima e computar as matrizes A, B e C

do sistema transformado.

3. Construir o sistema de ordem k, seguindo o critério de escolher os k maiores

valores singulares.

Aqui deve ser observado que o método é robusto apenas para sistemas de ordem
pequena, digamos, para sistema de ordem nao muito maior que 100. Para sis-
temas dinamicos de ordem muito grande tais como aquele que descreve a EEI,
o procedimento pode ser muito demorado ou até nao viavel, pelo custo alto das

solugoes das equagoes de Lyapunov e da SVD envolvidas [20, 41].



3.3. ALGUNS METODOS DE REDUCAO DE ORDEM 27

3.3.2 Exemplo

Considere o sistema S definido pelas matrizes

000 —150 4
100 —245 1

A=|0 10 _13liB=1,| ¢=lo0o01, D=0
001 —19 0

Procedendo como acima, encontramos um sistema balanceado & definido pelas

matrizes:
—0.4378 1.1685 0.4143 0.0510 —0.1181
A —1.1685 —3.1353 —2.8352 —0.3289 b —0.1307
a 0.4143 2.8352 —12.4753 —3.2492 |’ | 0.0563
—0.0510 —0.3289 3.2492 —2.9516 —0.0069
C = [ —0.1181 0.1307 0.0563 0.0069 ]

A matriz de balanceamento e as matrizes Gramianas sao

—29.0903 —4.0562 0.5526 —0.3095
—14.7840 5.4494 —0.5565 0.4256

Bo=1" 53996 20930 —00296 —0.1217 |
~0.1181  0.1307  0.0563  0.0069
0.0159 0 0 0
0 0.0027 0 0
P=Q= 0 0 0.0001 0
0 0 0  0.0000

Note que o ultimo valor singular, muito pequeno, sugere que pode-se cons-
truir um sistema de ordem 3 muito préoximo do original, conforme descrito na

estimativa de erro em (3.25).

3.3.3 Meétodos do tipo Lanczgs

A descrigao vale s6 para sistemas SISO (single input/single output). Neste caso,
AcR™™ BeR" eCT cR"

Considere as matrizes O; € R, C, € R™ e a matriz de Hankel

Ht — (’)tCt .
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A idéia chave da aplicacao do método Lanczgs ao problema é construir a fatoracao
LU de Hti
H, = LU = Oy,

em que L e U sao triangulares inferior e superior respectivamente, com a propri-
edade que L(7,1) = £U(i,1). A fatoragao sempre existe desde que os menores de

‘H; de ordem 1, ...,t sejam nao nulos. A seguir defina mp7;, em que
T — Lil(’)t, TR — CtUil. (327)

E claro que mrmy, = I e assim wpmp = [ é uma matriz de projecao ortogonal. O

sistema S de ordem reduzida é definida via matrizes

~

A\:TFLAWR, BZ?TLB, a:C’NR. (328)

Um método baseado no algoritmo de Lanczgs também pode ser construido. O

passo chave neste método esta na fatoracao QR da matriz de controlabilidade C;:
C=VU,

em que V € R™" é ortogonal, e U ¢ triangular superior. Agora defina 7y, em
que

Ty = W% =V.
Entao ¢é claro que mymy, ¢ uma matriz de projecao ortogonal.

O sistema S de ordem reduzida é definida como em (3.28), porém usando a
nova projecao ortogonal.

Uma descricao formal do método baseado em iteracoes de Lanczgs é como
segue:

L g=/[B'CT, 1 = Sgn(BTCT)ﬁl, v1 = B/, wi = C'T/’h
2. For y =1,... Kk, set
(a) oy = w] Av;
(b) 7 = Avj — ajv; — Y01, g5 = Alwj — ayw; — fjwj
(¢) Bjr1= W, Vi+1 = sgn(r] ¢;)Bje

(d) Vj+1 = T’j/@jﬂ , Wiyl = qj/”yj +1
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Uma vantagem de se utilizar métodos do tipo Lanczgs é que as tinicas operacgoes
envolvidas sao multiplicacoes matriz-vetor. Uma possivel desvantagem é que os
sistemas de ordem reduzida obtidos por esses algoritmos podem ser instaveis

(autovalores com parte real positiva). Detalhes podem ser encontrados em [18].

3.4 O Problema de Realizacao de Sistemas Dinamicos

Considere um sistema dinamico com p entradas uy € IR? e ¢ saidas y;, € R, des-
crito pelas equagoes de estado em (3.1). Suponha ainda que o sistema encontra-se
em repouso. Entao a resposta y; do sistema ao vetor de entrada u; é governada

pela operacao de convolucao
k
Yi = Z Gr—iu;, (3.29)
i=1

em que G € IRP*? conhecido como Parametro de Markov (ou resposta ao

impulso unitario), é definido por

D, k=0
G = { CA1B. k>0. (3.30)

O problema de realizacao envolve a computacao de certos subespacos domi-
nantes de matrizes estruturadas. Consideraremos aqui os dois casos apresentados

a seguir.

3.4.1 Realizacao a partir da Resposta ao Impulso Unitario

Assuma conhecida a sequéncia finita do sinal G, £k = 0,1,..., L. Entao o pro-
blema de realizacao consiste em determinar matrizes A, B, C e D satisfazendo as

equagoes de estado (3.1).

A solucao do problema comeca com a construcao da matriz Hankel em bloco

Hot)=| o . (3.31)
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Uma propriedade importante desta matriz é que ela pode ser fatorada como
H,.(f) = OA'C, (3.32)

em que O e C sao as matrizes de observabilidade e controlabilidade, respectiva-
mente (veja (3.6)). A propriedade do sistema ser observavel e controlavel implic
entao que

posto(H,s({)) = n, (3.33)

para ¢ > 0 e r,s > n. Esta propriedade, bem como a decomposicao (3.32), sao
a base para uma série de métodos de realizacao [3, 5, 10, 15, 25, 30, 44, 46, 50].

Daqui em diante, assumiremos sempre que o sistema é controlavel e observavel.
Método de Zeiger-Mac Ewen

Observando que O e C sao de posto completo, igual a n, temos que para ¢ = 1
A=0"H,,(1)C', (3.34)

em que o simbolo T denota a pseudo-inversa de uma matriz. Agora considere a

decomposicao SVD da matriz Hankel em bloco
H,o(0) = [Uy Us) diag(%1, ¥p) [Vi Va]" = U151V,

em que Y1 contém os valores singulares nao nulos de H,4(¢) e Uy e Vi, os vetores
singulares associados. Observe ainda que esta decomposicao pode ser reescrita

similarmente como em (3.32):
H,,(0) = (U)W,
Assim, fica claro que podemos tomar
O=Us"? e C=x"VT, (3.35)

como estimativas para as matrizes de observabilidade e controlabilidade, respec-

tivamente.
O método de Zeiger-Mac Ewen utiliza essas estimativas em (3.34) [50]. Dai
vem que

A=x"UTH, ()W, (3.36)

2Pode-se provar que existe uma matriz nio singular T tal que O = OT eC=T"'C.
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¢ uma matriz semelhante a A. As matrizes restantes para resolver o problema da

realizacao sao obtidas da seguinte forma

B = SYVI(1:n,1:p) (3.37)
C = Uy(1:q,1:n)2"? (3.38)
D = G,. (3.39)

O Método de Kung

Este método esta baseado na propriedade de invariancia ao deslocamento
(shift-invariant) das matrizes de observabilidade e controlabilidade [44, 46, 50].

Especificamente, considere a estimativa para a matriz de observabilidade definida

em (3.35) e defina U como sendo a submatriz de O formada pelas primeiras r — 1

linhas bloco. Entao a invariancia ao deslocamento da matriz de observabilidade
nos permite deduzir que

US4 =Usl? (3.40)

Agora, como U é de posto completo (igual an), a equacio acima pode ser resolvida

via pseudo-inversao. Assim, obtemos que

-~

A= ust? (3.41)

Um fato interessante relacionado com a férmula acima é que a pseudo-inversa
envolvida pode ser calculada sem a necessidade de inverter matrizes. Informacao

adicional sobre realizagao de sistemas pode ser encontrada em [25].

3.5 Realizacao a partir de Informacao Input-Output

O problema de construir uma realizacao do sistema utilizando apenas os sinais de
entrada e saida é mais complicado do que o caso anterior. Assim, somente apre-
sentamos uma discussao introdutéria do assunto. Comecamos com a observagao

que os sinais fy, yx, K =0,1,..., satisfazem a equagao [44, 30]

Y =I'X + HF, (3.42)
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onde
[ Yk: yk+1 Ce . yk-i—j—l ] — C _
Yk+1 Y42 - Yi+j CA
Yiti-2 Ykti-l - Yktitj—3 CAi_l
| Yiti-1 Yk+i  --- YEk+itj-2 | L i
[ Go 0 0 - 0]
G1 Gy o --- 0
H=| G G Go - 01, (3.44)

Gieo Giz Gy -+ Gy

X = [Xp Xpt1 -+ Xptj—1],

e F é uma matriz Hankel em bloco construida similarmente a Y.
A idéia basica do método apresentado a seguir consiste inicialmente em en-

contrar uma matriz F com a propriedade FF = 0. Se isto for possivel, de (3.42)
vem que

YF = I'XF. (3.45)
Desta relacao deduz-se que se
A-1 posto(T') = n)
A-2 posto(XF) = n,
entao
posto(YF) = n. (3.46)

A condicao A-1 é verdadeira quando o sistema é observavel. Embora A-2 seja
algo restritiva, pois depende muito do sinal de entrada, ela é frequentemente

satisfeita quando o sinal de entrada é um ruido Gaussiano com média zero [44].

Também, é importante observar que a existéncia da matriz F exige que F seja

uma matriz com muito mais colunas do que linhas (j > [ X 7).

Resumindo, se A-1 e A-2 forem satisfeitas, entao a matriz YF 6 posto-
deficiente e seu subespaco coluna é gerado pelas colunas da matriz de obser-

vabilidade I". Esta informacao pode ser utilizada para detectar a ordem n do
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sistema, bem como para calcular estimativas de A (em verdade, o que é estimado

é uma matriz A semelhante a A). De fato, seja U uma matriz (i x 1) X n cujas
colunas formam uma base ortonormal para —, calculada usando a SVD da matriz

YFU‘, por exemplo. Defina U; como sendo a matriz formada pelas primeiras j — 1

linhas-bloco de U e Us, a matriz formada pelas iltimas j — 1 linhas-bloco de U.

Entao, prova-se que existe uma matriz A, n X n, semelhante a A, satisfazendo a

equacao

UA = Us. (3.47)

Dai ¢ imediato que A= Z/{lTZ/{2. Note também que a matriz C pode ser estimada

de imediato. O célculo das matrizes B e D é mais complexo e fica para uma
outra oportunidade.

Um comentario deve ser colocado sobre a solucao do problema em situacoes
reais. O fato é que como os sinais de entrada e saida sao sempre contaminados
por ruidos, mesmo com o sinal de entrada satisfazendo A-2, a propriedade (3.46)
dificilmente é satisfeita. Assim, na pratica, a ordem do sistema ¢é estimada a
partir do numero de valores singulares dominantes da matriz (Yf‘) 3 e a matriz

U ¢é construida entao usando-se os vetores singulares a direita associados a esses

valores singulares.

3.6 Computacao de um Subespaco Invariante Dominante

Em muitas aplicacoes tais como processamento de sinais, geofisica, compressao de
imagens e recuperagao de informagoes (de um texto, por exemplo), entre outras,
deparamo-nos com o problema de calcular autovalores dominantes de uma matriz

simétrica A € R™", e o correspondente subespaco invariante. A hipdtese usual

nesta classe de problemas é que
A~ B+~I, ~>0, (3.48)

em que B uma matriz semipositiva definida desconhecida de posto d < n e

I, a matriz identidade n X n. Em processamento de sinais, por exemplo, as

matrizes envolvidas sdo matrizes da forma H'H, HHT, TTT, com H e T sendo

30s valores singulares o1, ...,0q da matriz A € R™*™ sao dominantes se

012>09> 209> 0441 > 0dy2 >+ Onp
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Hankel e Toeplitz, respectivamente; ou matrizes de covarianca associadas ao sinal
22, 23, 35, 45, 46, 49].

Em outras aplicacoes, tais como em andlise modal de estruturas, a matriz A
¢ nao simétrica, e tem d valores singulares dominantes [3]. O objetivo aqui é
calcular uma matriz A; de posto d tal que A ~ A; em um certo sentido. Se
usamos a norma Frobenius como uma medida de aproximacao, entao, de acordo

com o Teorema de Eckart-Young [17], a solugao 6tima do problema é dada por

d
Ad = Z aiuiviT, (349)
1=1

em que u; € v; sao os vetores singulares associados aos valores singulares domi-
nantes [9, 11, 27]. Um outro problema importante relacionado com subespacos
invariantes dominantes aparece quando a matriz A tem alguma estrutura especial
(em recuperagao de exponenciais a matriz é normalmente Hankel ou Toeplitz).
Neste caso, o objetivo é calcular uma matriz A; de posto d, proxima de A, mas
conservando a estrutura da matriz original. Problemas deste tipo sao resolvidos
iterativamente usando métodos de projecoes sucessivas.

Obviamente, os problemas acima poderiam ser resolvidos calculando-se uma
decomposicao espectral da matrix A, a partir da qual seria feita a separacao
da parte dominante do espectro. A dificuldade decorre do fato desses problemas
envolverem matrizes muito grandes: o custo computacional de uma decomposicao

espectral completa torna-se proibitivo.
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Apendice A

Valores Singulares de uma Matriz

Um teorema fundamental na Algebra Linear é o Teorema da Decomposicao em
Valores Singulares (Singular Value Decomposition). Sao intdmeras as aplicagoes
desse teorema, como vimos nos capitulos anteriores. Esse teorema diz que toda
transformacao linear é no fundo uma transformacao que muda as unidades de
medida nos eixos. Ou seja, uma transformacao linear observada de referenciais
privilegiados no dominio e no contradominio é dada por uma matriz diagonal
semipositiva (os zeros sao relativos a nulidade da transformagao). Como uma
transformacao linear é uma funcao continua, a imagem da bola unitaria é ainda
um compacto. Se a dimensao da imagem é maior que 1, essa imagem é entao o
grafico de um elipséide, pois a matriz diagonal simplesmente altera os eixos da
figura (eventualmente, diminuindo a dimensao da superficie). Ou seja, os valores
singulares sao os tamanhos dos eixos da elipsdéide. O enunciado do teorema é o

seguinte.

Teorema A.0.1 (SVD) Seja A € R™". Seja p o posto de A. Entdo existem

matrizes ortogonais U € R™™ eV € R™" tais que A = UXVT, em que ¥ é uma

matriz m x n diagonal (X;; =0, para i # j) tal que X113 > Yo > ... > X, > 0.

A demonstracao desse teorema pode ser encontrado, por exemplo, em [17]. Os
valores o; = X;; sao ditos os valores singulares de A; os vetores colunas de U e
de V sao chamados respectivamente de vetores singulares a direita e de vetores
singulares a esquerda.

No exemplo dado na introdugao, a imagem do mandril é dada por uma matriz
480 % 500 e os seus valores singulares tém a distribuicao em IR dada pelos graficos

da figura seguinte.
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Apendice B

Estabilidade segundo Liapunov

Definicao B.0.2 Seja f : A — R™ uma funcao de classe Ct, em que A € um
aberto de R". Um ponto singular x¢ de um sistema auténomo & = f(x) (¢ = x(t))
¢ estdavel se para toda vizinhanca U de xy existe uma vizinhanca Uy de xq tal que

qualquer solug¢ao ¢(t) com ¢(0) em Uy € definida em U para todo t > 0.

Seja A € R™". Se todos os autovalores de A tém parte real negativa entao
existem K e p positivos tais que ||ed|| < Ke ™" para todo t > 0 (é sé ver que
et = PelP+N)Ip=1 em que A = P(D+ N)P~! é a forma de Jordan de A). Logo,
o vetor 0 é um ponto singular estavel do sistema & = Az (aplique a defini¢ao
acima, observando que a solucdo do sistema linear com z(0) = z é e'z). Nao é
dificil ver que se A tem algum autovalor com parte real positiva entao 0 nao é

estavel.

Definicao B.0.3 Uma matriz A € R™" € dita estavel se todos os seus autova-

lores tém parte real negativa.

Definigao B.0.4 (Fungao de Liapunov) Seja xy um ponto singular do sis-
tema @ = f(z), em que f : A — R" € de classe C', A é um aberto de R".
Uma funcdo de Liapunov para xy € uma funcao V : U — R, diferencidvel, defi-
nida em um aberto U (contido em A) que contém xy, satisfazendo as sequintes

condicoes:

1. V(zg) =0 e V(z) >0, se x # xp;

2. Se x(t) € uma solucao tal que x(0) € U entao dvc(lf(t)\tzo <0.

Teorema B.0.5 (Critério de Liapunov) Se eziste uma fun¢io de Liapunov

para xoy entao xy € estdvel.
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A prova desse teorema pode ser encontrada, por exemplo, em [43].

Teorema B.0.6 (Teorema de Liapunov) Uma matriz A € R"™™" € estdvel se

e somente se XA+ ATX = —I tem como solugcdo uma matriz simétrica definida

positiva.
Demonstracao: A primeira parte desse teorema é decorréncia dos lemas abaixo.

Lema B.0.7 Seja Ly p: R"" — R"™™™" a fun¢ao tal que Ly p(X) = XA+ BX.
Entao N(Lap) = {A+ pulxA € AM(A),n € X(B)}.

Demonstracao: Vamos supor, sem perda de generalidade, que A e B sao dia-
gonalizdveis (lembrem-se que o conjunto das matrizes diagonalizaveis é denso no
conjunto das matrizes e que a matriz associada ao operador L4 p ¢ formada por

soma de entradas de A e de B). Sejam wu e v vetores nao nulos de C" tais que

H & ywm autovetor

de L4 p, pois XA+ BX = vu? A+ Bou" = (a + b)vu = (a + 1) X.

uA = au” e Bv = b, para a,b € C. Entdo a matriz X = vu

O
Notemos que se A e B sao estaveis entao L4 p é estdvel. Em particular, se

B=AT L a.4r € estavel e, logo, € inversivel.

Lema B.0.8 Se A e B sao estdaveis entao a solucao de XA+ BX = C € dada
por

X = —/ e!BOetdt.
0

Demonstracao: Seja L = L4 p.

/ ettdt = L1 / Lettdt = L7 e = —L7!
0 0

L]

Logo, LX = C implica que X = L7'C = — [T e'Cdt. Ou seja, e'“C é a
solucdo de L = LY, Y(0) = C. Por outro lado, Y (t) = eBCet4 também é

solucao do mesmo problema de valores iniciais. Logo, pelo teorema de unicidade

de solucdes de um sistema linear, et/C = etBCe4,
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Corolario B.0.9 L4 4r X = —1I tem solugao inica.

Lema B.0.10 Se A ¢ estdvel entdo a solucio de XA + AT X = —I € simétrica
definida positiva.

Demonstragao: Falta apenas mostrar que P = — [[* e'(—1 )et4 dt ¢ definida
positiva. Mas P = [[* ¢ etA” = [ () dt e, logo, para todo z € R”",

o' Px = [;° ale (') zdt > 0.
0

Para provar a reciproca, seja x uma solucao do sistema z = Ax. Se P é
uma matriz simétrica definida positiva tal que PA+ AT P = —I entao definamos
V(z) = 2T PX. Notemos que V(z) > 0 para todo z # 0 e que W < 0 para

qualquer solucao nao nula, pois

d d
— = xTP—x—I—( du:)TPx = o' PAx+2" AT Py = 2T (PA+ATP)y = —2"x.

Assim, pelo critério de Liapunov, A é estavel.
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