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Numa palestra do professor José Luiz Rosas
Pinho [1] sobre maximos e minimos em Geometria
Euclidiana, enunciou-se o seguinte problema: dados
A e B, dois pontos distintos de uma circunferéncia,
achar o ponto C da circunferéncia tal que o trian-
gulo ABC tenha perimetro méximo.

Surgiu entdo uma solugdo baseada na conside-
racdo das elipses de focos A e B. Lembremos
que uma tal elipse é o lugar geométrico dos pontos
do plano cuja soma das distdnciasa A e B ¢é uma
constante positiva p; denotaremos essa elipse por
E(A, B, p). Observemos ainda que, se p > p', entdo
aelipse E(A, B, p) contém a elipse E(A, B, p') em
seu interior, ja que elas ndo podem se interceptar em
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nenhum ponto Q (pois, se isso acontecesse, a soma
da distdncia de Q a um dos focos com a distancia
de Q ao outro foco seria igual a dois valores
distintos); os eixos maiores t¢ém comprimento p
e p), respectivamente. A solu¢do do problema sera
um ponto C na intersec¢ao da circunferéncia com
aelipse E(A, B, p) com o maior valor possivel de p
para o qual a elipse ainda intercepta a circunferéncia,
pois o perimetro do tridngulo ABC ¢é exatamente
p+AB.

Agora, a elipse com valor mdximo para p
também terd valor mdximo para o comprimento
de seu eixo. Os eixos menores passam pelo ponto
médio de AB e sdo perpendiculares a AB. Como
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AB ¢ uma corda da circunferéncia, os eixos menores
também passam pelo centro da circunferéncia. O
semieixo de maior comprimento possivel que passa
pelo centro da circunferéncia tera extremo na
circunferéncia e esse extremo serd entdo exatamente
o ponto C procurado. Em particular, conclui-se

que esse tridngulo sera isdsceles.

O professor continuou sua palestra e abordou
entdo o problema de Heron: dados dois pontos A e
B, que ndo pertencem a uma reta r, achar o ponto
C dareta tal que o perimetro de ABC seja minimo.
Nesse caso, a elipse E(A, B, p) que resolveria o
problema seria a elipse que tangencia a reta em C.
De fato,se p'<p, a elipse E(A, B, p') estaria contida
no interior da elipse E(A, B, p) e ndo poderia

interceptar a reta. Se p'> p, o perimetro ndo seria
minimo. Esta ndo é uma solugdo construtiva para
o problema, ou seja, em geral é impossivel obter
o ponto C com régua e compasso. Uma solugdo
simples para esse problema ¢ obter a interse¢do da
reta A'B comareta r, em que A' é o simétrico de
A em relagdo a r. Contudo, juntando essas duas
solugdes, obtemos uma demonstracdo trivial de
uma propriedade das elipses: dado um ponto C na
elipse de focos A e B, osangulos que asretas CA e
CB fazem com areta r, tangente a elipse, sdo iguais
(ver figura 2 abaixo).

De fato, esse ponto C ¢ solu¢do do problema
de minimizagdo do perimetro, e uma inspe¢ao na
solugdo “trivial” acima mostra que os angulos tém
que ser iguais.

A figura 2 — O problema de Heron e uma propriedade de elipse
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