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Introducao

Estas notas tém como objetivo apresentar as pessoas familiares ao Cal-
culo, ou com formagao na area de Ciéncias Exatas e em Engenharia,
algumas técnicas de Métodos Mateméaticos em Financas, também cha-
mada de Financas Quantitativas. Esta area de pesquisa tem fornecido
uma imensa classe de técnicas computacionais e analiticas, com base
sélida em teorias matemadticas, aos atores dos mercados (financeiro, de

commodities e de titulos).

Métodos Matematicos em Finangas ou Finangas Quantitativas for-
mam uma classe de técnicas que procuram descrever a evolucao de
ativos e derivativos em diversos mercados, como o mercado financeiro,
o de mercado de titulos e o mercado de commodities, em que, a natu-
reza aleatéria destas quantidades nao pode ser negligenciada. Assim, a
teoria de processos estocasticos funciona como ferramenta bésica para a
construcao de modelos precisos para precos de ativos. No entanto, mui-
tas outras dreas da matematica e da estatistica fornecem ferramentas
fundamentais para o desenvolvimento de andlises precisas. Dentre elas,
podemos citar as areas de Otimizacao, Equacoes Diferenciais Parciais,
Anaélise Numérica, Econometria, Teoria de Jogos, Teoria de Controle e

etc.

Em Financas Quantitativas existem diversos objetivos, como a co-

bertura de risco, a alocacao de recursos, a precificacdo de derivativos,
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e etc. Assim, dependendo do que se quer estudar, uma &area terd maior
predominancia que a outra. Por exemplo, em andlise de investimentos,
técnicas de otimizacao sao fundamentais, ja na precificacao de deriva-
tivos, ferramentas de equagoes diferenciais parciais e analise numérica
sdo cruciais. Assim, fica evidente a interdisciplinaridade desta area de
pesquisa que continua a ser muito ativa .

Com o intuito de ser o mais auto-contido possivel, estas notas
apresentarao alguns capitulos contendo revisoes de assuntos bésicos,
como Teoria de Probabilidade, a construcao do movimento Browni-
ano, e Célculo Estocastico. Também serao apresentadas técnicas para
a solugao numérica dos modelos aqui apresentados, bem como para a
calibragem ou estimacao dos seus parametros.

Vale alertar aos leitores que estao tendo um primeiro contato com
as técnicas apresentadas nestas notas que a intuicao cresce com a ex-
perincia. Assim, num primeiro momento, o leitor podera se sentir des-
confortavel com a teoria, mas, com a devida pratica, alcancard uma

compreensao mais precisa no futuro.



Capitulo 1

Fatos Basicos em Teoria de
Probabilidade

Neste capitulo serao revisados alguns conceitos béasicos de teoria de
probabilidade, como espaco amostral, o-algebra, medida de probabili-
dade, variavel aleatdria, valor esperado e etc. Esta é uma adaptacao
do Capitulo 2 de [10].

Definicoes Basicas

Seja 2 um certo conjunto. Se A é um subconjunto de (2, e tem-se que
A C Q. Entao complementar de A, denotado por A€, é definido como
Q) — A, isto é, o conjunto de todos os elementos de 2 que néo estdo em

A. No que se segue, serd necessario o conceito de o-algebra.

Definicao 1.1. Uma o-dlgebra é uma cole¢ao F de subconjuntos de 2

satisfazendo as sequintes propriedades:
1. 0 e Q pertencem a F.

2. Se A € F, entdo o seu complementar também pertence a F.

7



8 CAPITULO 1. TEORIA DE PROBABILIDADE

3. Se a sequéncia de conjuntos {A;} en estd contida em F, entdo a
unido e a intersecdo de todos os Aj;’s também estao em F. Ou
seja,

Udjer ¢ N4 eF
jEN jEN

Considere agora o conceito de medida de probabilidade:

Definigao 1.2. Seja F uma o-dlgebra de 2. Uma funcdo P que associa
a cada conunto em F um valor no intervalo [0,1], isto é, P : F — [0, 1],

€ chamada de medida de probabilidade se satisfizer:
1. P(0)=0¢e P(Q) =1.

2. Se a sequéncia de conjuntos {A;}jen estd contida em F, entao

vale a sequinte desiqualdade, tambem chamada de sub-aditividade:

P45 <> PAy.

JEN JEN

3. Vale a igualdade se a sequéncia acima for formada por conuntos
dois a dois disuntos. Ou seja, se valer Aj N A, = 0 para todos
j # k, entdo

P4 = Pwy.

jEN jeN
Segue da defini¢ao acima que se A C B, entdo P(A) < P(B).

A trinca (Q, F, P), formada por um conjunto 2, uma o-dlgebra F
de 2 e uma medida de probabilidade P definida em F, é chamada
de espaco de probabilidade. Neste contexto, um subconunto A C € é
chamado de evento e um ponto w € 2 é chamado de ponto amostral.

Jé o conjunto 2 é chamado de espago amostral.
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Quando uma dada propriedade é verdadeira a menos de um evento
de probabilidade zero, é dito que esta propriedade ocorre quase certa-

éﬁq‘c.” .

mente, podendo ser abreviada como
Exemplo 1.1 (O Modelo Binomial de Um Periodo). Considere um
jogo de moedas justo, isto €, em que as chaces de se obter cara ou

coroa sao iguais. Assim, podemos definir o espaco amostral como
Q = {cara , coroa}.
Assim, temos a sequinte o-algebra de §2
F = {0,{cara}, {coroa}, 2}
e a medida de probabilidade P : F — [0, 1] assumindo os valores:
P0) =0, P(Q)=1, P({cara}) =1/2 e P({coroa}) =1/2.

Exercicio 1.1. Verifiqgue que a trinca (Q, F, P) definida no exemplo
anterior € de fato um espaco de probabilidade. Isto €, verifique que F

€ uma o-dlgebra e que P € uma medida de probabilidade.

Quando o conjunto 2 tem um ntmero finito de elementos, a o-
algebra F pode ser escolhida como sendo o conunto contendo todos os
subconjuntos de §2, isto é, o conjunto das partes de ). No entanto, se
() é infinito e nao enumeravel, nao é possivel contruir uma medida de
probabilidade que associe a cada subconjunto de 2 um valor em [0, 1].

Para maiores detalhes, veja [3].

Exemplo 1.2. A menor o-dlgebra contendo todos 0s conjuntos abertos
de R™ ¢ chamada de o-dlgebra de Borel, ou simplesmente borelianos.

Em geral, ela € denotada por B. Seja f : R" — R, integrdvel em R™ e
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tal que [g, f(x)dx = 1. Defina

P(B) = /B f(z)dz,

para todo B € B. Entdo P € uma medida de probabilidade definida em
B e a trinca (R™, B, P) é um espago de probabilidade. A funcdio f €
chamada de funcdo de densidade de probabilidade da medida P.

1 —22
Exemplo 1.3. No exemplo anterior, se n = 1 e f(z) = e2

V2r

tem-se que P ¢ a medida de probabilidade normal padrdo.

Em geral, tem-se um espago de probabilidade (2, F, P) abstrato,
isto é, desconhecido ou “nao-observavel” e uma variavel aleatoéria, que
é uma funcao que associa elementos amostrais de €2, a elementos amos-
trais de um espaco de probabilidade “observével” como (R™, B, P). De

modo mais preciso, tem-se a seguinte definicao:

Definicao 1.3. Sejam (2, F, P) um espago de probabilidade e uma
funcao X : @ — R™. X ¢ chamada varidvel aleatoria n-dimensional
se, para cada B € B, tem-se que a pré-imagem de B por X estd na
o-dlgebra F, isto é, X~Y(B) € F. Equivalentemente, diz-se que X é

F-mensurdvel.

Observe que, em geral, omite-se a dependéncia da varidvel aleatoria
X de w € Q, ou seja, ao invés de se ter X (w), escreve-se, simplesmente,
X. Além disso, ao a (medida de) probabilidade de X pertencer a um
dado conjunto B ¢ escrita como P(X € B) ao invés de P (X~ (B)).

A seguir, serdo apresentados alguns exemplos de varidveis aleatorias.

Exemplo 1.4. No modelo binomial de um periodo, representado pelo

jogo de moedas, a funcao X : 0 — R

0, se w= cara
X(w) — ) )
1, se w= coroa
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é uma varidvel varidvel aleatoria.

Exercicio 1.2. Verificar que a fung¢do do exemplo anterior é de fato

uma variavel aleatoria.

Exemplo 1.5. A func¢do indicadora do conjunto A € F definida como

0, se weA,
Xa(w) =
1, se weA,
€ uma varidvel aleatoria. Mais geralmente, se os conjuntos Ay, As, ..., An
sdo elementos de F, tais que U?:1Aj =Q, eay,as,...,aq, $G0 NUMETOS

reais, entao
n
X = E anA].
j=1
€ uma varidavel aleatéria chamada de funcdo simples.

A definigdo a seguir introduz o conceito de o-dlgebra gerada por

uma dada varidvel aleatéria X.

Definicao 1.4. Seja X : Q — R"™ uma varidvel aleatoria. Entdo, a

o-dlgebra gerada por X € definida como
F(X)={X"YB) : BeB},

lembrando que B € a o-dlgebra dos borelianos de R™.

Exercicio 1.3. Verificar que a o-dlgebra gerada pela varidvel aleatoria

X € de fato uma o-dlgebra.

Observe que a o-algebra gerada pela varidvel aleatéria X contem,
em termos probabilisticos, todas as informagoes relevantes a respeito de
X. Em financas quantitativas, o conceito de informagao disponivel até

um dado instante de tempo é representado através de uma o-algebra.
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Assim, a medida que o tempo passa, constréi-se uma familia “cres-
cente” de o-dlgebras chamada de filtro ou filtracao.

Outro conceito fundamental em teoria de probabilidade e em fi-
nancas quantitativas é o de processo estocastico. Processos estocasticos
sao familias indexadas de varaveis aleatdrias, em que esse indice pode
ser discreto ou continuo. Como o objetivo destas notas é introduzir
o leitor ao mundo das financas em tempo continuo, sera apresentado

apenas o caso de indices definidos em R, o qual representara o tempo.

Definicao 1.5. Uma cole¢iao {X (t) : t € Ry} de varidveis aleatdrias é
chamada de processo estocastico. Ou seja, para cada t > 0, X (t) : QR"™
¢ uma varidvel aleatéria. Para cada w € Q o mapa t — X (t,w) € o

correspondente caminho amostral de X.

Sejam (2, F, P) um espago de probabilidade e X = Z;”Zl ajXa;
uma funcao simples aleatéria e real. A integral de varidvel aleatdria

simples X é definida como

/ XdP = a;P(A;).
Q =

Se X é uma varidavel aleatéria nao-negativa, define-se a sua integral
como sendo o supremo, isto é, a menor cota superior, de todas as
integrais de varidveis aleatérias simples Y tais que Y (w) < X (w) para
todo w € Q. Ou seja,

/ XdP = sup / YdP.
Q Y <X, Ysimples v

Se X é uma varidvel aleatéria qualquer, entao, X pode ser decomposta
como a diferenga X = X* — X~ em que Xt = max{0,X}, e X~ =

max{0, —X}. Como X e X~ sdo varidveis aleatérias nao negativas,



1.1. DEFINICOES BASICAS 13

tem-se que a integral de X é dada por:

/XdP:/X+dP—/X—dP,
Q Q Q

desde que ao menos uma das integrais no lado direito da equagao acima
seja finita.

Notem que a integral definida acima nao é a integral de Riemann e
sim, uma adaptagao da integral de Lebesgue para medidas de probabi-
lidade. O leitor interessa neste assunto pode aprender um pouco mais
sobre essa magnifica teoria em [3].

Se X : Q@ — R™ é uma variavel aleatéria, entdo X = (X1,...,X,),

com X; : Q = R, j=1,...,n. A integral de X ¢ definida como o

/XdP: </X1dP,...,/XndP>.
Q Q Q

No que se segue, serao as propriedades da integral de X serao as-

seguinte vetor:

sumidas sem prova. Para maiores detalhes, veja [3].
A integral da varidvel aleatéria X sobre o espago amostral 2 é
chamada de esperanca, valor médio, média ou valor esperado de X, o

qual é denotado por E(X), ou seja,

E(X)= / XdP.
Q
A variancia de X é definida como
Var(X) = E(|X — E(X)?) = BE(X|*) — |[E(X)[*.

Aqui, | X| =+/X? + ...+ X2 representa a norma euclidiana.
O resultado a seguir, conhecido como desigualdade de Chebyshev,

é de grande importancia em probabilidade, apesar de sua simplicidade.
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Lema 1.1. Se X € uma varidvel aleatoria e 1 < p < 0o, entdo

1
P(IX|>)) < S E(IXIP),
AP
para todo A > 0.

Demonstragao. Observe que

MWW=/WWP;/ uwwe/ NPdP
0 112 112

zvéﬁwwwzvmmgm.
O

Sejam z,y € R, com = = (x1,...,2,) e y = (Y1,...,Yn). Diz-se
que z <y quando z; < y; para todo j =1,...,n.

A seguir serao apresentadas algumas defini¢cGes adicionais.

Definicao 1.6. Sejam (Q, F, P) um espago de probabilidade e X —

R™ uma varidvel aleatoria.

1. A funcao de distribuicao de probabilidade de X, ou simplesmente

a distribuicao de X, € a fungio Fx : R™ — [0, 1] definida por
Fx(x) = P(X < x),
para todo x € R™.

2. Se Xq,..., Xy sdo varidveis aleatérias com valores em R™, entdo
a sua funcdo de distribuicdo conjunta Fx1,. x,, : (R™)™ — [0,1]

€ definida como:

FXLW’Xm(xl, ™) =P(X; < xl, o X < 2™),



1.1. DEFINICOES BASICAS 15

para todo x; € R", j=1,...,m.

3. Se existir uma funcdo integrdavel em R™ fx : R™ — R tal que

1 Tn
FX(x):F(xl,...,xn):/ / fx(s1y...,8p)dsy...dsp,
entao fx € chamada de funcdo de densidade de probabilidade de
X, ou simplesmente densidade de X .

Observe que, se X possuir uma densidade fx : R® — R, entao

P(XeB)= /Bf(a:)da:

para todo B em B.

Observe que no lado direito da equagdo acima tem-se uma integral
sobre um subconjunto de R™. Assim, se fx é conhecida, esta integral

pode ser calculada explicitamente.

Exemplo 1.6. Se X2 — R possui como densidade a fungdo

1 |z —m)|?
fX €)= € 202
(@) V2ro?

para todo x € R, entao X tem distribuicao normal (gaussiana) com

média m e varidncia 0. Neste caso, denota-se
X =4 N(m,d?).
Exemplo 1.7. Se X — R" possui como densidade a fun¢do

1 6—%(z—m)TE_1(m—m)

fx(z) = m ;

para todo x € R™, comm € R" fixo e ¥ uma matriz simétrica, entao X

tem distribui¢ao normal (gaussiana) com média m e matriz covariancia
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>.. Neste caso, denota-se
X =4 N(m,%).

Observe que, se X : 2 — R" é uma varidvel aleatdria, que tem
como distribuicao a funcao Fx e densidade fx, entao, se g : R — R ¢

uma funcdo e Y = g(X) é integravel, tem-se que

Em particular,
E(X):/ zf(z)dr e Var(X):/ |z — E(X)|*dz.

Exercicio 1.4. Verifique que os fatos citados acima sao verdadeiros
para wma varidvel aleatéria X : Q@ — R™ e uma funcdo simples g :
R" — R, definida como g(z) = > ", bjXp,(x), com bj €R e B; € B.

Exercicio 1.5. Se X : Q — R" € tal que X =% N(m,o?), mostre que

E(X)=m e Var(X) = o2 usando as identidades acima.

Um conceito fundamental em probabilidade é o de independéncia,
para isto, é necessario introduzir outras notagoes. Sejam (€2, F, P) um
espago de probabilidade e A, B € F dois eventos, com P(B) > 0. Se
w €  é escolhido aleatoriamente, sabendo-se que w € B, entao, qual
seria a probabilidade de w também pertencer a A? Como w € B, o
conjunto B pode ser pensado como um novo espacgo amostral e define-se
o espago de probabilidade (Q, F, P), com Q = B, F = {CNB : C e F}
e P = P/P(B). Entdo, a probabilidade de w estar em A é

ﬁ(AmB)—P(]f(;)m
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De maneira mais precisa, tem-se a definicao a seguir:

Definicao 1.7 (Probabilidade Condicional). Sejam (2, F, P) um espago
de probabilidade e A, B € F dois eventos, com P(B) > 0. Entao, a
probabilidade condicional de A dado B € dada por:

P(A|B) = P(;‘(;)B).

Matematicamente, dizer que A é independente de B é equivalente
a se ter P(A|B) = P(A). Intuitivamente, isto significa que o evento
B ter ocorrido ¢ irrelevante para determinar a probabilidade de A ter

ocorrido. Assim, se A e B sdo independentes, tem-se que:

P(AN B)

P(A) = P(AIB) = =5

ou seja, P(AN B) = P(A)P(B).

Exercicio 1.6. Mostre que, se A e B sao eventos independentes, entdo
0s eventos A° e B sao independentes e A° e B¢ também sdo indepen-

dentes.

Definigao 1.8. Seja {Aj}jen uma sequéncia de eventos em F. Estes
eventos sdo ditos independentes se, para quaisquer escolha de indices
1<k <Ky <...<ky, tem-se que

P(Ap, 0 Ag, N -0 A,,) = P(Ap ) P(Ay,) - - P(Ag,,)-

Deste modo, é possivel estender este conceito para o-algebras e

variaveis aleatorias.

Definigao 1.9. Seja {F;}cn uma sequéncia de o-dlgebras tal que F; C
F. Estas o-dlgebras sao independentes se, para toda a escolha de

indices 1 < k1 < Ka < ... < kp, e de toda escolha de eventos Ay, € Fy,
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coml=1,...,m, tem-se que
P(Akl N Ak2 N---N Akm) = P(Akl)P(Ak2) R P(Akm)

Defini¢ao 1.10. Seja {X;}en uma sequéncia de varidveis aleatorias
X; : Q = R" com j € N. Dizse que tais varidveis aleatdrias sao
independentes se, para toda escolha de inteiros m > 2 e de conjuntos

borelianos B1, ..., B,, em R", tem-se que

P(X, € B1,X2€ By,...X,, € Bp) =
P(X, € B))P(Xs € By)--- P(X;n € By,).

Observe que dizer que a sequéncia de varidveis aleatérias {X;}en é
independente é equivalente a dizer que a sequéncia de o-algebras gera-
das pelas varidveis aleatérias X; com j € N, isto é, {F(X;)}en, é inde-
pendente. Observe aindaque P(X € A,Y € B) = P (X }(A)nY~1(B)).

A prova do lema a seguir pode ser encontrada em [6]

Lema 1.2. Sejam X1, Xo, ..., Ximin varidveis aleatorias independen-
tes, Xj: Q = RF j=1... m+n. Considere as fungées f : (R¥)* — R

eg: (RF)™ = R. Entdo, as varidveis aleatéria Y e Z, definidas como
Y:f(X1>7X7L) € Z:g(XnJrl?"'aXern)

sao independentes.

Em outras palavras, o lema anterior mostra que funcgoes de variaveis
aleatdrias independentes e distintas também sao varidveis aleatérias in-
dependentes. A seguir serdo apresentados sem prova alguns resultados
relativos a varidveis aleatérias independentes. Para as demonstracoes,
veja [10].

Teorema 1.1. As varidveis aleatérias Xi, ..., Xy, com X; : @ — R"
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ej=1,...,n, sio independentes se e so se a funcdo de distribuicdo

conjunta for igual ao produto das funcdes de distribuicao, isto €,

Fx,  x,(T1, 0y 2m) = Fx, (21) -+ - Fx,, (¥m),

para todo x; € R", j = 1,...,m. Se as varidveis aleatorias possuirem

densidade, entdo, a independéncia € equivalente a

fX1,...,Xm (1’1, ce ,.Z'm) = fX1 (xl) o me(xm)7
para todo x; € R™, j=1,...,m.

Exercicio 1.7. Prove a primeira parte do teorema anterior, para isso
use a definicdo de independéncia e de func¢ao de distribuicdo de proba-
bilidade.

Teorema 1.2. Sejam Xi,..., X, com X; : Q@ = Rej=1,...,n,

varidveis aleatorias independentes.

1. Se estas varidveis aleatorias tém mddulo integrdvel, isto € E(|X;|) <

oo para todo j =1,...,m, entio E(| X1 - - Xp|) <oo e

E(Xy--Xm) = E(X1) -+ E(Xp).

2. Se a varidancia destas varidveis aleatdrias € finita, ou seja Var(X;) <

oo para todo j =1,...,m, entdo

Var(X1+ -+ Xp) =Var(X1) + -+ Var(Xy).

Exercicio 1.8. Prove o primeiro item teorema anterior para o caso
de varidveis aleatorias com densidade. Prove também o sequndo item,

usando agumentos de indugdo finita e o primeiro item para o caso geral.
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Outro conceito fundamental em probabilidade é o Lema de Borel-
Cantelli, mas antes de apresentéd-lo, é necessario introduzir o conceito

de evento infinitamente comum.

Definigao 1.11. Seja {A;},en uma sequéncia de eventos em F. Entdio

o evento

m U Aj ={w € Q : wpertence a infinitos eventosAy }

neN j>n

€ chamado de “A,, infinitamente comum” ou simplesmente “A, i.c.”.

Lema 1.3 (Borel-Cantelli). Se uma sequéncia de eventos {A;}jen em
F € tal que Yoy P(4)) < oo, entdo P(Ay t.c.) =0.

Demonstracao. Usando a definicao de A, i.c., tem-se que

P4, ic)=P| (U4 <P 4| <D PAy.

neN j>n jzn jzn
Como as desigualdades acima valem para todon € Ne >,y P(4;) <
oo, tomando o limite quando n — oo, tem-se o resultado. ]

Uma sequéncia de varidveis aleatorias { X} jen definida num espago
de probabilidade ¢ dita convergir em probabilidade para uma varidvel
aleatéria X quando, dado € > 0 tem-se que

lim P(|X; — X|)=0.

j—00
Teorema 1.3. Se X; — X em probabilidade, entao existe uma sub-
sequéncia { X, hen tal que X, (w) = X(w) para quase todo w, ou seja,
a probabilidade do conjunto de pontos de w em que ndo ocorre a con-

vergéncia é nula.
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Demonstragao. Para cada [ € N é possivel selecionar j; € N tal que

1 1
P<le—X| >l> Sﬁ

Considere os eventos 4; = [|X;, — X| > %] Como ZleNz% < 00, 0

Lema de Borel-Cantelli implica que P(A4;i.c.) = 0. Portanto, para
quase todo w € Q, |Xj,(w) — X(w)| < } desde que j > J, para algum
indice J = J(w). O

Outra classe de ferramentas bastante 1til em probabilidade é a das

fungoes caracteristicas.

Definicao 1.12. Seja X : Q@ — R™ wuma varidvel aleatdria. Entdo a

funcao caracteristica de X, denotada por ¢x, € definida por
dx(\) = E (ei)\TX) ’

para todo \ € R™.

Exercicio 1.9. Mostre que se X =% N(mo?), entdo
px(N) = T

para todo \ € R.

O resultado a seguir apresenta uma série de propriedades das fungoes

caracteristicas, para a sua prova, veja [10] e [6].

Lema 1.4. 1. Se Xq,..., X, sao varidveis aleatorias independen-

tes com valores em R™, entao para todo X € R™

DXyt X (A) = Ox,(A) -+ - dx,,, (A).
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2. Se X ¢é uma varidvel aleatoria com wvalores em R, entdo, a k-

ésima derivada de ¢x, com k € N, satisfaz:

3. Se X e Y sdo varidveis aleatorias com valores em R™ e suas
fungodes caracteristicas sao iguais, isto é, ¢px(A) = ¢y (N\) para
todo A € R™, entao, X e Y possuem a mesma distribuicdo de

probabilidade, ou seja, Fx(x) = Fy(x) para todo x € R™.

Quando duas varidveis aleatérias X e Y possuem a mesma distri-
buicdo, diz-se que elas sdo iguais em distribuicao e escreve-se X =¢ Y.
Observe que ao dizer que duas variaveis aleatorias sao iguais em dis-
tribuicao nao se estd dizendo que elas sao iguais. Elas podem ter a

mesma distribuicao e ser independentes.

O Teorema de Limite Central e a Lei dos Gran-

des Niumeros

Outros fatos de suma importancia em teoria da probabilidade com im-
pactos cruciais em financas sao as leis dos grandes ntimeros e o teorema

do limite central.

Definigao 1.13. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade e considere
uma sequéncia de varidveis aleatorias { X} jen definida neste espaco tal
que

X;: Q@ —=R",

para j € N. Diz-se que esta é uma sequéncia de varidveis aleatorias

identicamente distribuidas se as funcoes de distribuicao de todas as
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varidveis aleatorias da sequéncia coincidirem, ou seja,

Fx,(2) = Fxy(z) = - = Fx;(2) = -+,
para todo x € R™.

Caso esta sequéncia de varidveis aleatorias seja independente, diz-se
que {X;}jen é uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas e escreve-se que {X;};en é “i.i.d.”.

O resultado a seguir é chamado Lei dos Grandes Numeros Forte e
sua prova pode ser encontrada em [10]. Também existe uma Lei dos

Grandes Numeros Fraca, mas esta nao serd apresentada nestas notas.

Teorema 1.4 (Lei dos Grandes Numeros Forte). Seja (2, F, P) um
espaco de probabilidade e uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d.
{X,}jen definida neste espago e tal que X;Q — R™ e |E(X;)| < oo,
j € N. Denote m = E(X;), com j € N. Entao,

X+ X o X
P<lim L+ 2,+ J:m>:1.

j—00 J

Observe que este teorema diz que para quase todo w € €2 vale o

limite

X1+X2+”-Xj
J

—m quando j — o0.

Lema 1.5. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade e uma sequéncia
de varidveis aleatdrias i.4.d. {X;}jen definida neste espago e tal que
X;Q =R,

P(X;=0)=p ¢ P(X;=1)=g,

para todo j €N, comp+q=1ep,q>0. Entdo,

EXi+-4+Xn)=mp e Var(X1+---+ Xpn) = mpq,
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para todo m € N,

Demonstragdo. Como p + q = 1 e P(2) = 1, segue que, para cada
Jj € N, oevento A = [X; # 0]N[X; # 1] tem probabilidade nula. Como
= AU[X; =0]U[X; = 1] é uma uniao disjunta (por que?), tem-se

que

E(Xj):/deP:/deP+/ deP+/ X,;dP
Q A [X;=0] [(X;=1]

=04+0+P(X;=1)=p,

para cada j € N. Assim, pela linearidade do valor esperado E(X; +
coo+ X)) = mp.
De modo similar, para cada j € N,

Var(X;) = /Q(Xj —p)%dP
_ )2 . »)2 ;)2
- [ X —prap+ /[XFO] (X; — p)%dP + /[XFH (X; — p)?dP
=0+ (0-p)?P(X; =0)+ (p—p)*P(X; =1) = pg.

Pela independéncia da sequéncia das variaveis aleatérias, tem-se que
Var(X1+ -+ Vi) =Var(X1) + - + Var(X,,)

e o resultado segue da estimativa acima. O

O teorema a seguir é uma versao simplificada do Teorema do Limite
Central e estabelece que as somas parciais dos elementos da sequéncia
de variaveis aleatérias do lema anterior, apropriadamente re-centralizadas
e normalizadas, tendem, convergem em distribuicdo a uma variavel
aleatéria normal, com média zero e variancia igual a 1. Para a prova

de resultado a seguir, veja [10].
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Teorema 1.5 (Laplace-De Moivre). Seja (2, F, P) um espago de pro-
babilidade e uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. {X;}jen defi-

nida neste espaco e tal que X;§ — R,
P(X;=0)=p e PX;=1)=gq,
para todo j €N, comp+q=1ep,q>0. Defina as somas parciais
Sk =X1+ -+ Xy,

com k € N. Entao, para todos —oo < a < b < +00, tem-se que

, Sy, — kp ) 1 /b )
lim Pla< — <p| = — e 2 dx.
k—ro0 ( = Vkpg T V21 Ja

Intuitivamente, o teorema anterior implica que o experimento de se
jogar a mesma moeda repetidamente, no limite, pode ser modelado por

uma variavel aleatéria.

O resultado a seguir, conhecido com Teorema do Limite Central,
generaliza o teorema anterior para varidveis aleatorias com qualquer

distribuicao. Para um esbogo de sua demonstragao, veja [10].

Teorema 1.6 (do Limite Central). Seja (2, F, P) um espago de proba-
bilidade e uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. {X;}jen definida

neste espago e tal que X;Q — R,
E(X;)=m e Var(X;)=0>>0, paratodoj € N.
Defina as somas parciais

Sp=X1+ -+ X,
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com k € N. Entao, para todos —oo < a < b < 400, tem-se que

_ Sy — km 1 /b a2
lim Pla< 222" <p) = — 5 dx.
kb <“— %-)mae !

Esperanca Condicional

Outros conceitos fundamentais em finangas quantitativas sao o de es-
peranca condicional e de martingal, pois ajudam a descrever matema-
ticamente o fato de nao ser possivel prever o futuro, isto é, o futuro
é incerto, mas que a informacao disponivel até certo momento pode
ajudar a reduzir o grau de incerteza.

O conceito de probabilidade de um evento A condicionado & ocorréncia
do evento B foi introduzido hé pouco. Como deveria ser definido o va-
lor esperado de uma variavel aleatéria X condicionado a um evento B,
isto ¢ E(X|B)? Considerando o espaco de probabilidade (B, F, P), em
que F={CNB:CeF}eP=P/P(B),se P(B) >0, entdo

1
E(X|B :éovalormédiodeXemB:/XdP.
B P(®B) Jy

Outra pergunta que aparece neste contexto é, como definir o valor es-
perado de uma variavel aleatéria X condicionado a uma outra varidvel
aleatéria Y, ou seja, E(X|Y)? Ou seja, dado w € € escolhido ao acaso,
sabendo-se o valor de Y (w), qual seria a melhor estimativa para o valor
de X(w)?

O exemplo a seguir apresentado em [10] procura ilustrar de modo

intuitivo este conceito.

Exemplo 1.8. Considere um espago de probabilidade (0, F,P) e 0s
eventos disjuntos A1,...,An em F e com probabilidade positiva, tais

que U;-”ZlAj = Q. Dados os numeros reais aq, .. ., am, defina a varidvel
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aleatoria simples com valores reais

m
Y =) a;Xa,.
j=1

Assim, Y(w) = a; se e s6 se a; € Aj, para j=1,...,m.

Dada uma outra varidvel aleatoria X definida neste mesmo espaco
de probabilidade, qual seria a melhor estimativa para X dado Y ? Ob-
serve que, ao se saber o valor de Y (w), sabe-se a qual evento A; w
pertence. Assim, a melhor estimativa para X ao se esta informagdo €

dada pelas médias de X em cada evento Aj, ou seja, tem-se que

713(}41) [4, XdP  em Ay

A XdP em A
pxpy) = { 7 o
713(1}%) fAm XdP em A,,.

A esperanca condicional de X dada uma outra varidvel aleatéria
Y é a melhor estimativa de X ao se “conhecer” Y. Observe que no
exemplo acima E(X|Y) é uma varidvel aleatéria, isto é, depende de
w € Q. Além disso, a o-dlgebra gerada por E(X|Y) estd contida na
o-dlgebra gerada por Y F(Y), isto é, E(X]Y) é F(Y)-mensurdvel.
Observe ainda que [, XdP = [, E(X|Y)dP, para todo A € F(Y).

Exercicio 1.10. Determine a o-dlgebra F(Y) e mostre que ela e a
o-dlgebra gerada por E(X|Y') coincidem. Mostre ainda que [, XdP =
JA E(X|Y)dP, para todo A € F(Y).

Considere agora o caso geral:

Definigao 1.14. Sejam (2, F, P) um espago de probabilidade e YQ —

R™ wma varidvel aleatoria. FEntdo, a esperanca condicional E(X|Y)
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de uma varidvel aleatoria integrdvel X dada Y € qualquer varidvel

aleatdria F(Y)-mensurdvel que satisfaca:

/AXdP:/AE(X|Y)dP

para todo evento A € F(Y').

Assim, para a definicdo da esperanca condicional, o que importa é
a o-algebra F(Y') e nao a varidvel aleatéria Y. Isto motiva a defini¢ao

a seguir:

Definigao 1.15. Sejam (2, F, P) um espa¢o de probabilidade e G uma
o-dlgebra contida em F. Se X : Q — R™ € uma varidvel aleatoria
integravel, entdo a esperanca condicional de X com respeito a G, de-
notada por E(X|G) é qualquer varidvel aleatoria definida em (2, F, P)

satisfazendo:
1. E(X|G) € G-mensurdvel.
2. [, XdP = [, E(X|G)dP para todo A em G).

O teorema a seguir garante a existéncia e a unicidade de esperancas

condicionais como a da definigdo anterior.

Teorema 1.7. Sejam (2, F, P) um espago de probabilidade e X —
R™ uma varidvel aleatoria. Entdo, para cada o-dlgebra G C F, existe
a esperanca condicional E(X|G). A unicidade ocorre a menos de con-

juntos G-mensurdveis com probabilidade zero.

A esperancga condicional E(X|G) pode ser interpretada como sendo
a melhor estimativa de X dada a informagao contida na o-algebra G.
A primeira condigao na definicdo de esperanga condicional garante que

essa estimativa seja construida de acordo com a informagao disponivel
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em G. Ja a segunda condicao exige que essa estimativa seja consistente
com X.

Observe ainda que valem as seguintes propriedades:
1. BE(X|Y)=E(X|F(Y)).
2. E(E(X|9)) = E(X).

3. E(X|G) = E(X) quando G = {0,Q}, isto é, G é a o-élgebra

trivial.
Exercicio 1.11. Prove as propriedades acima.

A seguir sdo apresentadas propriedades adicionais da esperanca con-

dicional.

Teorema 1.8. Sejam (2, F, P) um espaco de probabilidade ¢ G uma

o-dlgebra contida em F.
1. Se X é G-mensurdvel, entio E(X|G) = X q.c.
2. Se a,b e R, entio E(aX +bY|G) = aE(X|G) +bE(Y|G) q.c.
3. Se X € independente de G, entio E(X|G) = E(X) q.c.

4. SeV C G, entdo

E(X|V) = E(E(X|9)|V) = E(E(X[V)|G)
5. Se X € G-mensurdvel e XY € integrdvel, entao E(XY|G) =
XE(X|G) q.c.
6. A desigualdade X <Y gq.c. implica que E(X|G) < E(Y|G) q.c.

Para a prova deste resultado, veja [10], no entanto, o leitor interes-

sado pode provar estas propriedades como exercicio.
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Martingais e Movimento Browniano

Para explorar a intuicao a respeito de processos martingais, considere

o seguinte exemplo:

Exemplo 1.9. Sejam (2, F, P) um espaco de probabilidade e {Y;};cn
uma sequéncia de varidveis aleatorias com valores reais e independen-
tes, tal que E(X;) =0 para todo j € N. Defina as somas parciais para
cada m € N,

Sm=X1+-4+ X

Pergunta-se, qual é a melhor estimativa para Sp,1x dados os valores

das m primeiras somas parciais S1,S2,...,Sn? A resposta é:

E(Serk’Sl, ceey Sm) = E(Sm‘Sl, ey Sm)+E(Ym+1+ . '+Ym+k‘sl7 .

=S+ EYmt1+ -+ Yogr) = Sm+0= 5.
Em outras palavras, a melhor estimativa para Sy,+1, dada o informacdo
disponivel até o momento m, € exatamente Sp,.

Para a definicdo de martingais em tempo continuo é necessaria a

defini¢ao de histéria ou historico de um processo estocastico.

Definicao 1.16. Seja {X(t) : t > 0} um processo estocdstico real, isto
€ X;: Q = R. Entao,

F(t)=F(X(s) : s€]0,¢])

é a o-dlgebra gerada pelas varidveis aleatdrias X (s), para 0 < s <1, a

qual é chamada de histéria do processo até o tempo t (incluindo t).

Definicao 1.17. Seja {X (t) : t > 0} um processo estocdstico tal que

E(X®)]) <o
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para todo t > 0.

1. Se X(s) = E(X(t)|F(s)) ¢g.c. para todot > s > 0, entdo o

processo estocdstico X (+) é chamado de martingal.

2. Se X(s) < E(X(t)|F(s)) g.c. para todot > s > 0, entao o

processo estocdstico X () é chamado de sub-martingal.

3. Se X(s) > E(X(t)|F(s)) g.c. para todo t > s > 0, entao o

processo estocdstico X () é chamado de super-martingal.

Lema 1.6. Suponha que X(-) seja um martingal real e que ® : R — R
seja uma fung¢do conveza, isto €, para todo x,y € R e a € [0,1], tem-se
que

Clar+ (1 —a)y) <ad®(z)+ (1 — a)P(y).

Entao, se E(|®(t)|) < oo para todo t > 0, (X (+)) € um sub-martingal.

Exercicio 1.12. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade. Prove o
lema anterior usando a desigualdade de Jensen condicional: se X €
uma varidvel aleatdria real e integrdvel, G é uma o-dlgebra contida em

F e®:R— R € uma funcdo conveza, entdo

(E(X|9)) < E(®(X)|9).

O teorema a seguir apresenta uma importante generalizagao da de-

sigualdade de Chebyshev para o caso de martingais e sub-martingais.

Teorema 1.9. Seja X(-) um processo estocastico real cujo os caminhos
sGo continuos q.c., ou seja, para quase todo w € €2, o mapa t — X (t,w)

€ continuo em t.
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1. Se X(-) € um sub-martingal, entao

P <max X(s) > )\> < %E(maX{O,X(t)})

0<s<t
para todo A > 0 e todo t > 0.

2. Se X(-) é um martingal e 1 < p < 00, entdo

B (goas X)) < (25 ) Bx 0P

0<s<t
para todo t > 0.

Para uma ideia da prova deste teorema, veja [10].

A seguir serd apresentado um processo estocdstico muito especial,
conhecido como movimento browniano, ou processo de Wiener. Este
é um processo estocastico, geralmente denotado pela letra B ou W,
tal que, para cada t > 0, W(¢ tem distribuicdo gaussiana. Ele é am-
plamente usado na modelagem de precos de ativos financeiros, tendo
aparecido neste contexto pela primeira vez no trabalho seminal de Louis
Bachelier em 1900.

Definigao 1.18. Seja (2, F, P) um espaco de probabilidade. Um pro-
cesso estocdstico com valores reais W (-) € chamado movimento brow-

niano se satisfizer as sequintes condicoes:
1. W(0) =0 g.c.
2. W(t) — W(s) =% N(0,t — s) para todo t > s > 0.

8. Para toda escolha de indices 0 < t1 <ty < --- < t,, as varidveis
aleatorias W (ty), W(ta) =W (t1), ..., W(tm)— W (tm-1) sao inde-
pendentes, isto €, os incrementos do movimento Browniano sao

independentes.
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Observe que E(W (t)) =0 e E(W?(t)) =t para todo t > 0.
Exercicio 1.13. Mostre que o movimento browniano € um martingal.
Exercicio 1.14. Calcule E(W ()W (s)) para 0 < s < t.

Observe que, definindo a fungéao

1 _(@—y)?

e 2t
V27t

entao, para qualquer escolha de indices 0 < t1 < --- < t,,, e de nimeros

g(:ﬂ, t|y) =

reais aj < b;, j =1,...,m, vale que

(Il < W(tl) <bj,as < W(tg) <bg,...,am < W(tm) < by, )

b1 bm,
/ / IL‘1,t1|0 (IL‘Q,tQ t1|$1) (:Em,tm tm 1|:Em 1)dl’m dl’l

O teorema a seguir apresenta uma importante propriedade sobre o
movimento Browniano que sera bastante util no que se vera no contexto

de financas.

Teorema 1.10. Seja W(-) um movimento browniano unidimensional
definido no espago de probabilidade (2, F, P). Entdo, para todo m € N,
para toda escolha de indices 0 =ty < t1 < --- < t,, € para cada funcao
fR™ — R, tem-se que

/ /f 2m)g(w1, 41]0)

g(za,to —ti|x1) - - g(@m, bt — tm—1|Tm—1)dxp, . . . dx1.

E(fW(t), W(t

A versao n-dimensional do movimento browniano serd apresentada

a seguir.
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Definicao 1.19. Seja (2, F, P) um espaco de probabilidade. Um pro-

cesso estocastico com valores em R™
W() = (Wl(')v SR WTL())

€ chamado de movimento browniano n-dimensional se satisfizer as se-

guintes condigoes:

1. Para cada j =1,...,n, W;(-) € um movimento browniano unidi-

mensional.

2. As o-dlgebras F; = F(W; : t > 0), para j = 1,...,n, sio

independentes.

De maneira andloga ao caso unidimensional, tem-se o seguinte re-

sultado para um movimento browniano n-dimensional:

Teorema 1.11. Se W(-) é um movimento browniano n-dimensional,
entdo W (t) = N(0,tI) para cadat >0 e

PW(t)e A) = (27;); /A e_%dx

Além disso, para todo m € N, para toda escolha de indices 0 = ty <

t) < -+ <tm epara cada funcio fR™ — R, tem-se que

E(f(W(t), W ) =

(t2) W (tm
/.../f(xl,...,mm)g(xhtﬂo)
R R

g(xa, ta —ti|x1) - - g(zm, b — tm—1|Tm—1)dTy, . . . dx1,

onde

g(a:,t]y) =
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Definicao 1.20. Um processo estocdstico X (-) e sua historia chamado

processo de Markov ou markoviano se satsfizer a sequinte propriedade:
P(X(t) € B|F(s)) = P(X(t) € B|X(s)) g.c.

para todo 0 < s <t e todo conjunto boreliano B € B, em que F(t) =
{F(X(s) : 0<s <t} éa historia do processo X ().

Teorema 1.12. Se W(-) é um movimento browniano n-dimensional,

entao W (-) é um processo de Markov e

P(W(t) € BIW(s)) = (27T(tl—s))g /B @_‘x;(‘?/—(j))‘ dz g.c.,

para todo 0 < s <t e todo boreliano B.

Para as provas dos resultados relativos ao movimento browniano,
veja [10].
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Capitulo 2

Introducao ao Calculo

Estocastico

A integral e a férmula de Itd sdo conceitos fundamentais em financas
quantitativas, pois é através deles que se ode definir as equacgoes dife-
renciais estocasticas, que, por sua vez, sao usadas para modelar precos
de agOes e outro ativos nos mercados financeiro, de commodities e de
titulos. A pedra angular da construcao de todas estas técnicas é o mo-
vimento browniano, que foi definido no final do capitulo anterior. Este

capitulo é uma adaptagao dos capitulos 4 e 5 de [10].

A Integral de Ito

Para definir a integral de It6, primeiramente, é necessario introduzir

algumas notagoes.
Definigao 2.1. Sejam (2, F, P) um espaco de probabilidade e W (-)
um movimento browniano unidimensional.

1. A o-dlgebra W(t) = F(W(s) : 0<s <t) é chamada de historia

do movimento browniano até o tempo t.

37
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2. Uma familia G(-) de o-dlgebras contida em F € chamada nao

antecipativa e de filtro ou filtragcao se satisfizer:

(a) G(s) C G(t) para todo 0 < s < t,
(b) W(t) C G(t) para todo t > 0,

(c¢) G(t) é independente de W (t) = F(W(s) —W(t) : s>1),
para todo t > 0.

3. Um processo estocdstico G(-) é nao antecipativo se, para cda
t >0, G(t) for G(t-mensurdvel, ou seja, a pré-imagem de todo

conjunto boreliano por G(t,-) pertence a G(t).

4. O conjunto IL2(0,T) € o espaco de todos os processos estocdsticos
unidimensionais G(-) progressivamente mensurdveis, isto €, men-

surdveis nas varidveis w e t e ndao antecipativos, tais que

T
E(/ G2dt> < o0.
0

De posse dos conceitos apresentados acima, o proximo passo é de-
finir a integral de It6 em (0,7") para um processo estocdstico G(-) €
L2(0, ).

Primeiramente, considere um processo escada G(-) € L2(0,t), isto

é, existe uma particao do intervalo [0, 7], denotada por
P={0=ty<ti < - <ty =T},

em que G(t) = G, para t € [tg,tr+1) e Gk é G(t) mensurdvel.
Assim, a integral de It6 em (0,7") para este processo escada G(-) é

dada por

T m—1
/0 GdW = Z Gr(W (tks1) — W (tr))
k=0
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Exercicio 2.1. Mostre que o processo escada acima € nao antecipativo.

Para estender a definicao de integral de It6 para processos mais
gerais, serao usados técnicas semelhantes as da definicao da integral
de Riemann. No entanto, ao invés de se ter os diametros dos su-
bintervalos da particdo na soma de Riemann, tem-se as diferengas
W (tg+1) — W (tx). Portanto, é necessario provar que essas somas parci-
ais convergem quando o diametro da partigao tende a zero. Notem que
isto nao é nem um ouco 6bvio devido as propriedades dos caminhos do
movimento browniano.

O demostracao do lema a seguir é muito longa e por isso, nao sera

apresentada aqui. Ela pode ser encontrada em [10].

Lema 2.1. (Varia¢ao Quadrdtica) Dado um intervalo [a,b] C [0,T],
seja { Py }men uma sequéncia de partigoes de [a,b], tal que o didgmetro
de Py, satisfaz o limite limy,_yo0 |[Prn| =0 € Py ={a =ty <t' <--- <
ty, = b}. Entao,

km
lim » (W(t7},) - W(E)? =b—a.

m—00 4
Jj=0

A seguir sao apresentadas algumas propriedades da integral de Ito

de fungdes escada em 1L2(0, T').

Lema 2.2 (Propriedades da Integral de Itd para Processos Escada).
Sejam a,b € R constantes quaisquer e G(-), H(-) € L2(0,T) processos

escada. Entao, valem as sequintes propriedades:

L /T(aG()+bH())dW —a/ G(t)dW (¢ +b/ H()dw (b),

2 5( [ cwaro) -o
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3. E <</0T G(t)dW(t))2> =F </0T G2(t)t) :

Observe que, apara cada processo G(-) € L?(0,7T), existe uma

sequéncia {Gy,(-)}men de processos escada contida em L2(0,T) atis

que
T
lim F </ |G(t) — Gm(t)zdt> =0
m—0o0 0
e assim
T T
/ G(t)dW (t) = lim G (t)dW (t).
0 m—0o0 0

Assim, para qualquer processo G(-) € L2(0,7), sua integral de Itd é o
limite de integrais de Itd de processos escada que convergem para G(-)
com respeito a métrica de L2(0,T).

Uma propriedade importante de integrais de It6 é a identidade a

seguir:

E ( /O " aaw o) /0 ' H(t)dW(t)) _E ( /0 ! G(t)H(t)dt)

ara quaisquer processos G(-) e H(-) em L2(0,7).
Para cada processos G(-) € L2(0,T) e todo t € [0,7] define-se o

processo estocastico integral de Ito:

1) = /0 " Gaw ).

O processo I(t) é um martingal e possui uma versdo com caminhos
continuos.

Considere agora a versao muultidimensional da integral de Ito.

Definigao 2.2. Seja W = (W1 (-),...,Win()) um movimento browni-
ano m-dimensional. Uma familia ndo-antecipativa de o-dlgebras G(+)

satisfaz as sequintes propriedades:
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1. G(s) C G(t) para todos 0 < s < t.

2. W(t) C G(t) para todot > 0, em que W(t) = F(W(s) : 0<s<
t), t > 0, é a histdria do movimento browniano m-dimensional

3. G(t) é independente de W (t) = F(W(s) —W(t) : t < s < 00).

Antes de definir a integral propriamente dita, é necessario definir
os espacos onde os integrandos estao definidos..

Um processo estocastico G(-) = (Gy;(-)) com valores no espaco de

matrizes R™*"™ pertence ao conjunto }Lixm(O,T), se, para cada i =

L...,nej=1,...,m, Gij() € L*(0,7T).

Um processo estocastico F(-) = (Fi(+),..., Fn(+)) com valores em
R™ pertence ao conjunto L. (0,T), se, para cada i = 1,...,n, FZ() €
LY(0,7).

Definigao 2.3. Se G(-) pertence a 1.2, (0,T), entdo, a integral

nxm

T
/ G(t)dW (¢)
0

€ uma varidvel aleatoria n-dimensional, cujo a i-ésima componente €
dada por:

m o T
Z/O Gij(t)dWs(t), parai=1,... n.
j=1

Assim, tem-se as seguintes identidades:

E ( /0 ' G(t)dW(t)> 0,
E ( 2) =F (/OT ]G(t)]2dt> :

em que |G(t)[* = Y21, Y7L |Gy (1))

T
/ G(t)dW (t)
0
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A Formula de Ito

Um conceito muito importante na teoria do calculo estocastico é o da
férmula de It6 e das diferenciais estocésticas.

Diz-se que um processo estocastico F(-) estd no espaco L!(0,T) se

F(-) satisfizer .
E (/0 |F(t)|dt> < 00

Assim, pode-se definir a diferencial estocédstica de um processo X (-).

Defini¢ao 2.4 (Diferencial Estocdastica). Suponha que X (-) seja um

processo estocdstico unidimensional que satisfaca a equacdo:
X(r)=X(s) +/ F(t)dt—l—/ G(t)dW(t)
S S

para algum F(-) € LY(0,T) e algum G(-) € L2(0,T) e todos 0 < s < r <

T. Entao, diz-se que o processo X () possui a diferencial estocdstica
dX (t) = F(t)dt + G(t)dW (t)

para 0 <t < T.

Note que a diferencial estocéstica é apenas uma representacao mais
simples da equagao integral do processo X (-). A partir da defini¢do
acima, é possivel apresentar a regra de It0, que seria uma verao para

processos de Ito6 da regra da cadeia do calculo diferencial.

Teorema 2.1 (Férmula de 1t6). Suponha que o processo estocdstico

unidimensional X () possua a diferencial estocdstica
dX(t) = F(t)dt + G(t)dW (t),

para F(-) € LY(0,T), G(-) € L*(0,T) et € [0,T]. Sejau:Rx[0,T] —
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ot’ or © 022

existem e sGo continuas, isto €, u é de classe C*'. Defina o processo

R uma funcao continua tal que as derivadas parciais

estocdstico Y (-) por

para todo t € [0,T]. Entdo, o processo Y() possui a diferencial es-

tocdstica
ou ou 10%u
Yy (t) = Edw a—dX( )+ ia—G (t)dt
ou Ou 10%u ou
<6t+ o —F(t)+ = 5 922 5G (1 )> dt+%G(t)dW(t).

Observe que, por simplicidade, na diferencial de Y (-) foi omitida a
dependéncia das derivadas de u com respeito ao par (X(t),t). Além
disso, para todos 0 < s < r < T, tem-se que a diferencial de Y(-) é

equivalente a:

Y(r) = Y(s) = u(X(r),r) — u(X(s),s)

" Ou u 2u
[ GO0+ G XONFO + 555 (XONC D
+ [ 2 x . nema )

S

quase certamente. Observe ainda que como os caminhos do processo
X(t) = ) + fo s)ds + fo (s)dW (s) sao continuos g.c., entao,

5u ou 0*u < .
0S Processos E(X(-),-), %(X(), ) e —Q(X(),) sao continuos q.c.,

dai, as integrais acima na formulacao de Y'(-) estdo bem definidas.
A seguir sao apresentadas alguns exemplos de aplicacoes da férmula
de Ito.

Exemplo 2.1. Seja X(-) = W(-) e u(x,t) = 2™, m € N fivo. Entdo,
a diferencial de X (-) € dX(t) = dW(t), para t € [0,T] e, as derivadas
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ou ou 0%u
parciais de w sGo: i 0, — =ma™ e 92 m(m — 1)z™=2,
x
Assim, Y (-) = W™(-) possui a seguinte diferencial estocdstica:

AWM (1)) = mW™L(1)dW () + %m(m C O Wm2(1)dr.
Entao, quando m = 2, tem-se que
d(W?2(t)) = 2W (t)dW (t) + dt

Exercicio 2.2. Encontre a diferencial estocdstica do processo Y (t) =
tW(t). Observe que, neste caso u(x,t) =tx e X(t) = W(t).

2
Exemplo 2.2. Seja X(t) = W(t), u(z,t) = 2!, F(t) = 0 e
G(t) = 0. Entao,

2 2
d (e)\W(t)—A;t> _ <_)\26AW(t)—Ajt n ;eAW(t)—ft> dH)\eAW(t)—%tdW(t)

= AeAW@—%dW(t).
2
Assim, Y (t) = eAW(t)_%tdW(t) satisfaz:

2
Ay (t) = A\ O-TLqWw () e Y(0) =1

; s ~ _22
Em célculo estocdstico a expressao eM (=3 tdW (t) tem o mesmo

papel de e* no célculo diferencial.

Teorema 2.2 (Regra do Produto de Itd). Suponha que Xi(-) e Xa(-)
sejam dois processos estocdsticos que possuem as sequintes diferenciais

estocdsticas:

dX1(t) = Fy(t)dt + G1()dW(t) e dXi(t) = Fa(t)dt + Go(t)dW (1),
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com Fi(+), Fy(-) € LY(0,T) e G1(-),Ga2(-) € L%(0,T). Entdo, o pro-
cesso dado pelo produto de Xi(-) e Xao(:) possui a sequinte diferencial

estocdstica:
d(X1X2)(t) = Xo(t)dX1(t) + X1 (1)dX2(t) + G1(t)Ga(t)dt.

Observe que o termo GG1G9 na identidade do teorema acima é o
termo de corregao de Itd e quando tem-se que G1(t) = Ga(t) = 0 para
todo ¢, entao, tem-se as regras da derivada do produto e da integracao
por partes, ambas provenientes do calculo diferencial e integral.

A seguir serd apresentada a férmula de It6 multidimensional, que
¢é fundamental para avaliar funcoes que dependam de varios processos

estocasticos de Itd definidos sobre o mesmo movimento Browniano.

Teorema 2.3 (Férmula de Ito Generalizada). Suponha que X;(-), para
j = 1,...,m, sejam processos estocdsticos (de Itd) que possuem as

sequintes diferenciais estocdsticas:
dX;(t) = F;(t)dt + G;(t)dW (1),
com F;(-) € LY(0,T) e Gj(-) € L*(0,7T), para j = 1,...,m. Seja

u: R™ x [0,T7] — R wma fun¢io continua, tal que as suas deriva-

ou Ou 9%u

das parciais —, — e com 1,7 = 1,...,m, existem e sao
p 8t ) awj axlax] ) 7] ) ) )
continuas. Entao,
ou 8u
dlu(Xq,...,X,,t) = —t E t)G;(t)dt.
( ( 1 5 “An, ) ot + ax 4 laxzam] ()

Exercicio 2.3. Use a formula de Ito generalizada para provar a formula

do produto de Ito.

A férmula de It para processos multidimensionais sera apresentada

no que se segue.
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Definicao 2.5. Seja X () = (X1(-),..., Xu(:)) um processo estocdstico

n-dimensional, tal que
X(r)=X(s) +/ F(t)dt+/ G(t)dW(t)

para algum processo n-dimensional F() em LL(0,T), algum processo
matricial G(-) em L2,,(0,T) e todos 0 < s <t < T. Assim, diz-se

nxm
que X() possui a diferencial estocdstica
dX(t) = F(t)dt + G(t)dW (t).

Isto significa que, para cada i =1,...,n, tem-se

dXZ(t) = Fi(t)dt + i Gij(t)de(t).
7j=1

Teorema 2.4 (Férmula de It6 n-Dimensional). Suponha que o processo

estocdstico n-dimensional X () possua a diferencial estocdstica
dX(t) = F(t)dt + G(t)dW (t),

como na defini¢cao acima. Sejau : R"x[0,T] — R uma fungdo continua

ou Ou . 0%u
tal que as suas derivadas parciais — ,i1=1,...,n ¢ ,

8t 8931 axlaﬂjj
i,7 =1,...,n existem e sao continuas. FEntdo, o processo estocdstico

Y(-) =u(X(:),") possui a diferencial estocdstica

dY (t) = du(X(t),1) dt+ Z o
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Note que na diferencial estocdstica acima o argumento (X (t),t) das
derivadas de u foi suprimido, por simplicidade.

Para uma ideia da prova do teorema acima, veja [10].

Exercicio 2.4. Use a formula de Ité n-dimensional para mostrar que
a diferencial estocdstica do produto de dois movimentos brownianos

unidimensionais e independentes W e W € dada por

AWW) = WdW + WdW.

Equacoes Diferenciais Estocasticas

Sejam W (-) um movimento browniano m-dimensional e Xy uma varidvel
aleatéria n-dimensional, com Xy independente de W(-). No que se se-

gue serd considerada a seguinte familia de o-dlgebras:
G(t) = F(Xo,W(s) : 0<s<t), parat>0.

Ou seja, para cada t > 0, G(t) é a o-dlgebra gerada por X e pela
histéria do movimento browniano W (-) até o tempo t.

Para T > 0 fixo, considere as fungdes deterministicas (nao-aleatdrias)
b:R"x [0, 7] R" e B:R" x [0, 7] — R™"™.

Neste caso, b= (b1,...,by) e B=(b;j),i=1,...,nej=1,...,m.

Definigao 2.6. Diz-se que um processo estocdstico n-dimensional X (-)

é uma solugao da equacao diferencial estocdstica (de Ito)

AX(8) = b(X (1), t)dt + B(X (1), )dW (2),
X(0) = Xo,

para 0 <t <T, quando
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1. X(-) for progressivamente mensurdvel com respeito a familia de

o-dlgebras G(-).
2. b(X(-),-) é um processo estocdstico em ILL(0,T).

3. B(X(-),-) é um processo estocdstico em 1.2, (0,T).

nxm

4. X(t) = Xo +/ b(X(s),s)ds +/ B(X(s),s)dW(s) q.c., para
todo t € [0,T]. " ’

A seguir serao apresentados alguns exemplos de equagoes diferen-

clais estocasticas.

Exemplo 2.3. Seja m = n = 1 e suponha que g[0,T] — R seja
uma fungdo continua, entdo a unica solucdo da equagdo diferencial

estocdstica

dX(t) = g(t) X (t)dW(t),
X(0)=1

1 t t
é X(t) = exp (—2/ g*(s)ds +/ g(s)dW(s)), para t € [0,T).
0 0
Exercicio 2.5. Verifique a afirmacao do exemplo anterior. Para isto,
aplique a férmula de It ao processo Y (t) = u(X(t),t), com

X(t) = — /0 G2 (s)ds + /0 o(s)dW (s)

eu(z,T) = exp(x).
O proximo exemplo é similar ao anterior
Exemplo 2.4. Seja m = n = 1 e suponha que f,g[0,T] — R se-

jam fungoes continuas. Entdo a unica solugdo da equacgao diferencial

estocdstica
AX (1) = F(O)X (£)dtg(t) X (D)W (1),
X(0)=1
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t

¢ X(t) = exp (/Ot[f(t) - %f@)}ds +/O g<s>dW(s)>, para t € [0,T].

Exercicio 2.6. Use argumentos andlogos ao do exercicio anterior para

mostra a afirmacao do exemplo acima.

Existe uma outra definicao de solugao de uma equagao diferencial
estocdstica, mas, por simplicidade, apenas este caso sera tratado aqui.
A seguir um teorema de existéncia e unicidade serd apresentado, para

sua prova, veja [10].

Teorema 2.5 (Existéncia e Unicidade de Solugao). Suponha que b :
R" x [0,T] = R™ e B: R™ x [0,T] — R™™ sejam funcgoes continuas e

que satisfacam as condi¢des abaizo:

1. Para todo t € [0,T1], b(-,t) e B(-,t) sao fungoes uniformemente

Lipschitz-continuas com constante L. Ou seja,

para todo t € [0,T] e todos z,y € R™.

2. Ambas as fungées tém crescimento (ou decrescimento) linear.

Isto €,

[b(z, )] < L(1 + |z]) e [B(z,t)] < L(1 + [z]).

Seja Xo uma varidvel aleatoria n-dimensional tal que E(|Xo]?) < oo e
Xo € independente de W (0), em que W (-) é um movimento browniano
m-dimensional dado. Entao, existe um inico processo estocdstico X (-)

no espaco L2(0,T) que é solu¢do da equagdo diferencial estocdstica

dX(t) =b(X(t),t)dt + B(X(t),t)dW (t), te€0,T],
X (0) = Xo.
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Observe que por “Unica solu¢ao” da equagao diferenciais estocastica,
entende-se que, se X(-) e X(-) sdo dois processos em L2(0,T), com
caminhos amostrais continuos g.c., e ambos sao solucoes da mesma

equacao diferencial estocéstica, entao

P(X(t) = X(¢t) para todo t € [0,T]) = 1.

Uma equagao diferencial estocdstica é linear, se os coeficientes b e

B assumirem as formas:
b(xz,t) =c(t) + D(t)x e B(z,t) = E(t) + F(t)z,

com ¢ : [0,T] - R", D :[0,T] - R"™" E:[0,T] - R e F :
[0,T] — L(R™,R™™), em que L(R™ , R™*™) é o espaco dos operadores

lineares limitados que associam elementos de R™ a elementos de R™*™,

Uma equacgao diferencial estocastica linear é homogénea quando os

coeficientes satisfizerem ¢ = E = 0.

A seguir sdo apresentadas algumas técnicas de solucao de equagoes

diferenciais estocésticas.

Exemplo 2.5. Considere a equacao diferencial estocdstica linear e uni-

dimensional

dX () = d()X (t)dt + fF()X (AW (), te [0,T],
X(0) = Xo.

Suponha que X (t) seja dado pelo produto X (t) = X1(t)Xa(t), onde

dX,(t) = F(OX1 (AW (1), t € [0,T],
X1(0) = Xo,
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i dXs(t) = A(t)dt + B) AW (t), te [0,T],
X(0) = 1,

com A e B funcgoes ainda nao definidas. Entdo, aplicando a férmula

de Ito, tem-se que

dX(t) = d(X1X2)(t)
= X1 (t)dX>(t) + Xa(t)dX1(t) + f(t) X1(t) B(t)dt
= () X1(t) Xa(t)dt + [X1(t)dX2(t) + f(¢) X1()B(t)dt]
= f(O)X@)dW (t) + X1(t)[dX2(t) + f(¢)B(t)dt].

Escolha A e B tais que
dXs(t) + F()B(t)dt = d(t) Xo(t)dt,
ou seja,
A(t)dt + B(t)dW (t) + f(t)B(t)dt = d(t) Xo(t)dt.

Assim, B =0 e A(t) = d(t)X2(t) Isto implica que dXo(t) = d(t)X (t) .

Neste caso, Xa(-) nao é aleatdrio e, necessariamente, Xo(t) = elo 4(s)

Como X1 (t) = Xopexp </ f(s)dW(s) — / f ), tem-se que,

X (1) = X1 (0)Xa(t) = XoeXp</f )W (s) + /O[U—f?( )| as).

Exemplo 2.6. Considere sequinte equacdo diferencial estocdstica uni-

dimensional:

dX(t) = [c(t) + d(t) X (@)]dt + [e(t) + ()X ()W (t), t€[0,T],
X(0) = Xo.
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Como acima, assuma que o processo X (-) possa ser representado pelo
produto X (t) = X1(t)X2(t), onde

dX, () = d() X1 (8)dt + F(O)X1 (AW (E), € [0,T],
X1(0) =1,

dXso(t) = A(t)dt + B(t)dW (t), te[0,T],
X(0) = Xo,
com A e B funcgoes ainda nao definidas. Entdo, aplicando a férmula

de Ito, tem-se que

dX (1) = d(X1X2)(t)

= X1 (0)dXa(t) + Xa (X1 (E) + F(£) X1 (£) B(t)dt
(6)X1.(8) X (£)dt+F(£) X1 (£) X (£)dt+[ X1 ()Xo (6) - (£) X1 (£) B(¢) ]
()X ()dt+f(£) X ()W (£)+ X1 (£) [A(t)dt+B()dW (£)+ f (£) B(t)dH].

d
d

Para que a equagao acima e a equagdo para X (-) sejam iguais, € ne-

cessdario que
X1(O)[A(t)dt + B(t)dW (t) + f(t)B(t)dt] = c(t)dt + e(t)dW ().

Isto implica que

Observe que

xa(0) = [ F()aw(s) + / ' a3 [ t 70| as).

entao X1(t) > 0 g.c., para todo t € [0,T].
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Consequentemente, tem-se que

xa(t) = Xo+ [ ilet) = srelan+ [0

dW (s).

Ao aplicar-se as formulas para Xi(-) e Xa(-) obtidas acima e usando
o fato de que X(-) = X1(-)X2a(+), € possivel encontrar a férmula para
X ().

Exercicio 2.7. Encontre a férmula para X (-) no exemplo acima.
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Capitulo 3

Introducao as Financas em

Tempo Continuo

Neste capitulo serao introduzidos alguns modelos matematicos para
mercados financeiros. Mais precisamente, modelos que descrevem a
dinamica de ativos e derivativos, como as opgoes. Isto é especialmente
relevante quando se deseja fazer andlises de risco, de alocagao de recur-

sos ou precificar contratos derivativos.

Observe que a dindmica do prego de agoes, como as da Petrobras, da
Vale S.A. ou do Itat-Unibanco, sdo naturalmente aleatorias, podendo
haver mudancas sibitas e bastante relevantes. Diante desta realidade,
como se proteger de grandes perdas? Uma possibilidade é através da
venda ou da compra de opcoes e contratos derivativos, os quais tém
como objjetivo a reducao da exposicao a certas fontes de risco. Assim,
uma pergunta fundamental seria como encontrar o preco justo de tais

instrumentos financeiros?

95
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Conceitos Basicos

Um conceito fundamental em finangas é o de arbitragem. Como defi-
nido em [20], uma estratégia de investimento que comega sem capital,
tem probabilidade zero de perda de dinheiro e possui uma probabili-
dade positiva de se apurar lucro é uma estratégia de arbitragem.

Para ilustrar melhor este conceito, sera apresentado um exemplo.

Exemplo 3.1. Considere uma roleta que paga 2 : 1 quando sai verme-
lho e nada se sair preto.

As probabilidades dos resultados sdo:
Vermelho: 70% e Preto: 30%.
ogando muitas vezes, para cada $1,00 investido, espera-se receber:
2x0,740x0,3 = $1,40.

Assuma que um jogador venda por $60,00 um bilhete que paga
$100,00 se sair vermelho e nada se sair preto. Assim, pergunta-se,
este bilhete estd caro ou barato? Procedendo como acima, o preco do
bilhete deve ser $70, 00.

Antes de responder a pergunta, considere as sequintes situagoes:

1. O jogador fica com o dinheiro guardado. Se se sair vermelho, ele
tem um prejuizo de $40,00, mas se sair preto, ele tem um lucro
de $60, 00.

2. O jogador aposta $60,00 na roleta. Nesse caso, se sair vermelho,
ele paga os $100,00 ao comprador do bilhete e tem um lucro de
$20,00. Caso saia preto, ele fica com nada, mas também ndo

leva prejuizo.
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3. Se o jogador apostar $50,00 na roleta, nao importa o que acontega,

ele terd um lucro de $10,00.

Entao, pode-se dizer que o bilhete estd caro, pois leva a arbitragem.
Nas duas ultimas possibilidades, a probabilidade de prejuizo € nula, e a

probabilidade de se obter lucro € positiva.

No exemplo acima, qual seria o preco justo do bilhete? Seria $50, 00,
pois corresponde as probabilidades 50% — 50% para vermelho e preto.
Ou seja,

$100,00 x 0,5 + $0 x 0,5 = $50, 00.

Observe ainda que, nas trés situagoes do exemplo acima, se o preco for
$50, 00, nao haver4 lucro.

Uma pergunta que surge naturalmente deste exemplo é, por que a
probabilidade 50% — 50% levaria ao preco correto do bilhete?

Esta medida de probabilidade que leva ao prego correto de contratos
derivativos é conhecida como probabilidade neutra ao risco. Para que
ela exista e seja unica, em geral, assume-se a hipdtese de mercados
eficientes, isto é, que nao ha oportunidades de arbitragem e, que o
mercado é completo, ou seja, que todas as fontes de incerteza estao
contidas no modelo matematico em consideragao.

Assim, sob tais condicoes, é possivel garantir a unicidade do preco
justo de derivativos. O resultado que garante tal afirmacao é o Teo-
rema de Girsanov. Para o seu enunciado e sua demonstracao, veja [16,
Capitulo 3]. Observe que, em alguns casos, a hipétese de completude
dos mercados pode ser enfraquecida, levando ao caso em que existe
mais de um prego justo para tais contratos. Isso ocorre, por exemplo,
em modelos para a dinamica de ativos que consideram varios fatores.

No que se segue, ambas as hipdteses, de completude e de eficiéncia
dos mercados, serao assumidas como verdadeiras.

Outro conceito de suma importancia em financas é o de hedging, isto
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é, o de estratégias de investimento que tém como objetivo a reducao
da exposicao a fontes de risco. Assim, constrdi-se uma carteira, onde
alocam-se partes do capital em agoes e contratos derivativos. Vale
ressaltar que, neste contexto assume-se por simplicidade que nao hé
custos de transacao e que é possivel comprar e vender (a descoberto)

infinitésimos de agoes e derivativos.

Existem diversos tipos contratos derivativos os mais simples e mais

negociados sao as opcoes de compra e venda europeias e americanas.

1. Opgao de Compra Europeia: é um contrato que da o direito,
mas nao a obrigacao, de comprar uma agao por um preco fixo,

chamado de strike, numa data futura, que é o seu vencimento.

2. Opgao de Venda Europeia: é um contrato similar & opgao de
compra, mas da o direito de vender uma agdo por um prego fixo

no seu vencimento.

3. Opcoes Americanas de Compra e de Venda: similares as
versoes europeias mas podem ser exercidas em qualquer data en-
tre a emissao destes contratos e os respectivos vencimentos. De-
vido a essa liberdade de exercicio, tais contratos podem ser mais

caros que as opcoes europeias.

Os pregos destes contratos sao fungdes dos pregos das agoes (ou ativos)
subjacentes. Outro aspecto interessante é que opcoes europeias podem
ser precificadas por equagoes diferenciais parciais, enquanto que opgoes
americanas podem ser precificadas através de problemas de fronteira
livre. Comoo dito acima, existem diversos outros tipos de opgoes, como
opgoes asiaticas, opgoes lookback, opgoes reais, spread options e basket

options.
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O Modelo Matematico

Tipicamente, a dinamica do preco de um ativo ou acao é dada por um
rocesso semi-martingal, isto é, se S; denotar o preco no tempo ¢t > 0
7 ) M

entao, tem-se que
S = Alguma Coisa; + Martingal,.

Para a definicao de martingais, veja o Capitulo 1. O Teorema da Re-
presentacao Martingal, ver [16], estabelece que, sob certas hipdteses,
martingais podem ser representados como processos de Ito, ou seja,
possuem diferencial estocastica. Este é o cerne de finangas quantitati-

vas em tempo continuo.

Para tornar as ideias um pouco mais claras, considere a série tem-

poral de precos de uma agao:
{Stos Sty Stas oy St }, com At =t; —ti_1, i=1,2,...,n.
Considere agora os retornos logaritmicos ou log-retornos:
yi = log(st;/st,_,)-

Assuma, por simplicidade, que esta série de log-retornos possua as se-

guintes caracteristicas:

1. independéncia,

2. mesma distribuigao,

3. distribuicao gaussiana.
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Entao, tem-se que
E(y) = pAt = Zyz e Var(y) = oc?At = Zyz (nAt)?

Assim, sob as hipdteses acima, o preco do ativo evolui satisfazendo

a seguinte dinamica.
In(Sy) = In(Sp) + pt + “aleatoriedade”
Tal aleatoriedade pode ser modelada da seguinte forma:
oWi,

em que W(t) é um movimento browniano.

Portanto, as ferramentas bésicas para construir modelos para as
dinamicas de precos de agoes e ativos em tempo continuo sao as equacoes
diferenciais estocésticas e o Lema de It6 (ou férmula de It6).

De um modo geral, o preco de um ativo no tempo t é dado da

seguinte forma:

Definicao 3.1. Seja (Q,.F, ﬁ) um espago de probabilidade com fil-
tragcao G(-) = {Gt}t>0. Entao, o preco de um ativo no tempo t > 0

€ dado pela sequinte equacdo diferencial estocdstica:

dS(t) = u(t)S(t)dt + o (t)S(H)dW (£),
5(0) = So,

em que Wy é um movimento browniano, u; € L1(0,00), oy € L2(0, c0)
e Sy € dado.

A filtragdo do espaco de probabilidade da definicdo pode ser a

histéria do movimento browniano, a qual pode ser chamada de filtracao
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browniana. Veja [16]. Os parametros yu(-) e o(-) sdo conhecidos, respec-
tivamente, como drift e volatilidade. Dependendo da escolha da medida
de probabilidade do espaco, o drift pode ser substituido por uma taxa
de juros livre de risco. Esta taxa é usada por uma conta bancaria para

remunerar os depdsitos ou representa o custo de empréstimos.

O Modelo de Black-Scholes

Introduzido em 1973, o modelo de Black-Scholes [5] representou um
grande avanco na descricao matematica de fendmenos do mercado fi-
nanceiro.

Seja (€, F, P) um espaco de probabilidade com filtracao G(-) =
{Gt}+>0. Assuma que o prego de uma agao ou ativo no tempo ¢t > 0

seja dado pela equacao diferencial estocéastica
dS; = Sy(pdt + odWy),

com Wy um movimento browniano, Sy dado, i > 0 e 0 > 0 constantes.
Neste contexto, como calcular o preco de contratos derivativos?

Primeiramente, assuma que:

1. nao haja custos de transacao,

2. que a acao nao pague dividendos,

3. que nao haja oportunidades de arbitragem,

4. que o preco da acao seja indefinidamente divisivel,isto €, pode-se

comprar/vender infinitésimos de uma agao,
5. que a venda a descoberto seja permitida,

6. que as negociagbes possam ocorrer a qualquer instante, ou seja,

continuamente no tempo e,
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7. que a taxa de juros livre de risco e a volatilidade sejam conhecidas

e constantes.

Agora, considere o seguinte portfélio sem risco composto por uma
conta bancéria, representada por P(t), uma agao, representada por

S(t), e uma opgao de compra, cujo prego é representado por C(S(t),t):
Y(t) = o(t)P(t) + m(t)S(t) — C(S(¢), 1),

em que P(t) = P(0) exp(r - t) representa um investimento numa conta
bancaria que remunera a taxa de juros livre de risco, continua e anuali-
zada de valor r > 0. Os parametros ¢ e m representam as quantidades
investidas em cada um dos ativos, ou seja, a conta bancaria P(t) e a
agao S(t). Observe que o investidor vende a descoberto uma opgao e
investe o dinheiro obtido na transacao na conta bancéria e na agao, as-
sim, ¢(0) + 7(0) = 1. Como o portfélio é sem risco, o capital investido
deve evoluir de acordo com a taxa de juros livre de risco r, ou seja, a

dinamica do portfdlio é dada por
dY (t) = rY (t)dt.
Por outro lado, tem-se que
dY (t) = ¢(t)dP(t) + w(t)dS(t) + dC(S(t),t).

Aplicando a férmula de Ité a C'(S(t),t), e assumindo que C' é continua



3.3. O MODELO DE BLACK-SCHOLES 63

. : .. 0C aC 9*C
assim como as suas derivadas parciais —, — e —-, tem-se:

ot’ 9SS ~ 9S8%’

dY (t) = ¢(t)dP(t) + 7(t)dS(t) + dC(S(t), )
— p(O)rP(t)dt + 7(t)(uS(£)dt + o S(H)dW (1))

2
- |G O 0a+ 5 50.0a5(0) + 55 S (5000250

= ¢(t)rP(t)dt + w(t)(uS(t)dt + o S(t)dW (t))
— [?i(S(t), t)dt + gi(S(t), t)(uS(t)dt + o S(t)dW (t))

16%C
+28$2(S(t),t)023(t)2dt] :

oC

I —(S(t),t), e usando o fato de

Assumindo que 7(t) =

segue que

oC oC

2
0= rO(S(1), )-rS(0) 3o (S(1), 1)~ 0 (S(6),)~ 3081 0 5

1
~o%S(t) 92

. (S(0).1).

Ou seja, chega-se a famosa equacao diferencial parcial de Black-Scholes:

80

L , 0°C oC _
5 2 5852+ SaS rC=0,0<t<T, S>0.

Se C representar uma opcao de compra com vencimento em 7T e strike

K, tem-se que, para o tempo t = T a opcao tem como payoff a funcao:
C(T,S) =max{0,S — K}.

Isto estabelece a condicao terminal para a equagao de Black-Scholes,

ou seja, o preco de uma opcao de compra com strike K e vencimento ¢,
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para todo tempo t € [0, 7] e para qualquer prego da agdo S € (0, +00)
é a solucao do seguinte problema de valor terminal e de contorno:
0?C oC

ac
ot

C(0,t) =0, 0<t<T,
(3.1)

C(S,t) = S, quandoS — 400, 0 <t < T,

( C(S,T) =max{0,S — K}, S>0.

Observe que na equagao acima o argumento (S(t), t) foi omitido. Usando
mudancgas de varidveis e renormalizagOes apropriadas, prova-se que o
problema de valor terminal acima é equivalente a um problema de ini-
cial associado a equacao do calor

ou 0%u
8S(m,s) axQ(x,s), s>0, zeR

A partir disso, é possivel encontrar a solugao analitica da equacao de
Black-Scholes para uma opgao de compra europeia com vencimento em
T e strike K. Ou seja, para todo ¢ € [0, 7]

C(t,8) = SN(dy) — Ke "T=IN(dy), (3.2)

em que . . ,
Niz) = o= /_ L (3.3)
dy(t, S) = log(S/K) —|(;(7’T+_at2/2)(T - t)7 (3.4)

dg(t,S) :dl—O'\/T—t. (3.5)
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Existe ainda uma outra forma de se chegar na equacao de Black-
Scholes sem precisar usar uma estratégia de investimento. Observe
que, sob a hipdtese de auséncia de arbitragem, tem-se a existéncia da
medida de probabilidade neutra ao risco, denotada por ). Sob @, o

preco da agao S(t) satisfaz a seguinte dinamica:
dS(t) = rS(t)dt + o S(t)dW (t),

em que W(t) é um movimento browniano na medida @ ou um@-
movimento browniano. Neste caso, uma opcao de compra europeia

é dada pelo seguinte valor esperado:
C(S(t),t, K,T) = e """ E(max{0, S(T) — K}|G(t)),

em que F representa o valor eserado na medida Q.

De um modo mais geral, opgoes europeias com um payoff f(S(7))

satisfazem:

V(S(t),1) = e "TIE[f(S(T)) | G(1))-

Entao, sob hipéteses apropriadas, uma opcao europeia com vencimento
em T > 0 e payoff f(S(T')) é a solugao da seguinte equacao diferencial

parcial:

oV 1 4 0%V ov B
5—}-50‘5’ﬁ+TS£—TU—O,O<t<T,S>O,

com a condicao terminal abaixo:
V(S,T) = f(5).

Este resultado é uma consequéncia do Teorema de Feynmann-Kac.

Para o seu enunciado, veja [16].

E possivel mostrar que o problema de valor terminal e de contorno
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em (3.1) é equivalente ao problema de valor inicial e de contorno do

calor. Para ver isto, primeiramente, defina:

S=Ke' t=T— 1=, C5,1) = Kuv(z,r),

1
50'

em que a funcdo v é solugdo do seguinte problema de valor inicial e de
contorno:
ov 0% v

=gt (k=15

9 = 92 —kv, 0<7<T, z€eR,
-

limv(z,7) =0, 0 <7 <T,
T—

v(z,T) ~ e*, quandor — +00,

v(z,0) = max{0,e” — 1}, z € R,

r
em que k = T3

2
Agora, defina a funcio u(z, 7) de modo que v(x, 7) = e** A7y (x, ),
em que
0= —rh—1) e B=-T(kt1)?
2 4 ‘

Entao, u é solucao da equacao do calor

ou 0%

§:@7O<T<T’ IEER,

com a condicao inicial
1 1
u(x,0) = max{0,e2* D7 _eak=D)zy "y e R,

Exercicio 3.1. Determine as condicoes de contorno satisfeitas por u.

Verifique que u e v de fato satisfazem as equacdes diferenciais parciais
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e as condigoes iniciais e de contorno apresentadas acima.

Generalizagoes do Modelo de Black-Scholes

O modelo de Black-Scholes é inegavelmente o modelo mais conhecido
em financas quantitativas. No entanto, sua aplicagdo é bastante limi-
tada, atualmente, devido a sua grande simplicidade. Por usar ape-
nas dois parametros constantes, ele nao consegue capturar de maneira
satisfatéria as incertezas do mercado. Assim, para corrigir este pro-
blema, diversas generalizagoes tem sido propostas, muitas delas usam
parametros nao-constantes, podendo ser deterministicos ou aleatoérios.
O grande problema é encontrar modelos que consigam ser sofisticados
o suficiente para capturar de forma precisa as incertezas do mercado
e que, a0 mesmo tempo, sejam simples de ser avaliado computacional-
mente. Modelos muito sofisticados podem ter uso bastante limitado,
pois podem levar a problemas computacionais bastante relevantes. Ou-
tra questao relevante é a de se calibrar ou estimar os parametros de um
modelo. Quanto mais sofisticado, mais dificil é encontrar parametros
que descrevam bem a realidade.

Nesta secao serao tratadas duas generalizacoes bastante populares
do modelo de Black-Scholes, a saber, os modelos de Dupire [8] e de
Heston [11].

O Modelo de Dupire

O modelo de Dupire [8] foi introduzido em 1994 por Bruno Dupire
e assume que a volatilidade constante no modelo de Black-Scholes é
substituida por uma funcao que depende do temppo e do preco da
acao. Esse parametro é conhecido como volatilidade local e o modelo
de Dupire é também chamado de Modelo da Volatilidade Local.

Seja (2, F, Q) um espago de probabilidade com filtragao G(-). Neste
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modelo, sob a probabilidade neutra ao risco (), o preco do ativo satisfaz

a seguinte equacao diferencial estocdstica:

dS;, = (r—q)S(t)dt+a(S(t),t)S(t)dW(t), t >0
Sy € dado,

em que W(-) é um Q-movimento browniano, o(S(t),t) é uma funcao
deterministica do preco do ativo e do tempo, r é a taxa de uros livre

de risco e g representa uma taxa de pagamento de dividendos da agao.

Novamente, opcoes de compra europeias sao dadas pelo valor espe-

rado na medida Q:
C(S(t),t, K,T) = Ele " "Y max{0, Sp — K} | F(t)].

Primeiramente, deve-se fixar o tempo t = 0 e o preco da agao S(t) = Sy,
deixando o vencimento T e o strike K variar. Além disso, ao se assumir
que para cada T, S(T) tenha uma densidade de probabilidade (S, T,

tem-se:
o
C(50,0,K,T) = e_TT/ max{0,S — K}yp(S,T)dS.
0

A densidade de probabilidade ¢(S,T') satisfaz a equacao de Fokker-
Planck e, apds integrar por partes esta equacao, entre outras mani-
pulacoes algébricas, chega-se ao seguinte problema de valor inicial e de

contorno (veja [11]):
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oc

1, 50°C oC
ar ~ 2° K gk

(r—q)Kﬁ—qC, T7>0, K>0

lim C(K,T) = Sy, T >0,
K—0

lim C(K,T)=0, T >0,
K—+4o00

C(K,0) =max{0,S) — K}, K > 0.

Observe que o argumento (K,T) na equagao foi omitido. Como o
parametro ¢ na equacao acima é uma funcao, o problema acima nao
possui uma solucao analitica explicita, sendo necessario o uso de técnicas
computacionais, como diferencas finitas ou elementos finitos, para en-

contrar a sua solugao. Veja [1].

Fazendo as mudancas de varidveis
T=T e y=log(K/Sy),

substituindo C' por C(K,7) = ¢ ""C(K, ), com r a taxa de juros

continua livre de risco, e definindo:

. 1
u(y,7) = C(Se?,7) e aly,7)= 502(50621,7'),
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tem-se agora o seguinte problema de valor de contorno e inicial:

—ur + a(tyy —uy) —ruy =0, 7>0, y €R,

u(y,0) = So(1 —e")*, y € R,

lim wu(y,7) =S, 7 >0,
Y——00

lim wu(y,7)=0, 7>0.
y—r+0o0
Este possui uma expressao uma unica solucao, desde que o parametro
de difusao a seja suficientemente regular, i.e., se a satisfizer, por exem-

plo, as seguintes condicoes:

1. c1 < a(y,7) < c2, para todo (y,7) € D = [0,Tax] X R, com

0 < 1 < 9 < 0o constantes dadas.

2. a é continua e duas vezes diferenciavel, com derivadas parciais

continuas.

3. existe uma constante ag tal que, a — ag é de quadrado integravel

em D, assim como as suas derivadas parciais.

Observe que, mesmo sob estas hipéteses, o problema acima nao possui
uma expressao para a sua solucao, sendo necessario o uso de métodos
numéricos para encontrar uma aproximacao para a mesma. HEste pro-
blema foi bastante estudado e diversos modelos de solucao foram pro-

postos. Veja, pro exemplo, [2] e referéncias ai contidas.

O Modelo de Heston

Este modelo, introduzido em 1993 por Heston em [13], assume que a vo-

latilidade constante do modelo de Black-Scholes é substituida por uma
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volatilidade estocéastica, cujo a dinamica é governada por um processo
de It6 com reversao a média.

Seja (€2, F, @) um espago de probabilidade com filtracao G(-). Entao,
o prego de um ativo satisfaz o seguinte sistema de equagoes diferenciais

estocasticas:

dSt = ﬂS(t) dt + \/v(t)StdW(t), t Z 0

du(t) = —Aw(t) — B)dt + n\/o(R)dZ (1)

So,v0 sao dados,

d(W (1), Z(t)) = pdt

Novamente, o pre¢o de uma opgao de compra europeia com venci-

mento em T e strike K é dado por:
C(S(t),t, K,T) = E(e”" "9 max{0, Sy — K} | F(t)).

E possivel usar, neste contexto, um argumento similar ao aplicado
ao modelo de Black-Scholes para se econtrar uma equagao diferencial
parcial de precificagdo de opgdes europeias. Veja [11].

Ao considerar o preco de uma opc¢ao de compra europeia como
funcao do preco do ativo S da volatlidade v e do tempo t, tem-se um

problema de valor terminal, com a equacgao diferencial parcial:

oC 1 _,C PC 1, 0°C  0C
ot TaU a5z TS a5 T3 Vo T%5 ¢
ac
> >
=Av=7) 5, §20, 00, te0,T],

e a condigao terminal

C(S,v,T) =max{0,5 - K}, S>0, v>0.
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Existe uma férmula para a solucao analitica deste problema de valor
final, para apresenta-la, primeiramente observe que, ao se fazer as mu-

dancas de variaveis
T=T—-t e x=Ilog(S/K),

a funcao V(z,v,7) = C(Ke*,v,T — 7) satisfaz a equagao diferencial

parcial
—a—v—i-}va?—v—lav—i- OV —l—lzﬂ—i-rav rV
or 2022 2"z " ovar T 2" Vo2 T o
oC

= )\(v—ﬁ)%, zxeR, v>0, 7€[0,T],
e a condigao inicial
V(z,v,0) = K max{0,e* — 1}, z € R, v > 0.
Assim, assuma que V assuma a seguinte forma:
V(z,v,7) = K [e"Pi(z,v,T) — Po(z,v,7)].

Para j = 0,1, tem-se que

du

F’j(.’E, v, 7_) _ 1 /000 Re [exp (C (U T)’U + D; (’LL, 7‘)1} + ZU.’E)

! +
2 0w 17
Defina os parametros:

w2 iu 2

aj = =5 5 T Bj = A—jpn —ipnu, vz%.

ray =P E g, = [37 ~dom, e g= =4
n T+,

Usando os parametros acima, tem-se que os termos na equacao de V
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sao: .
2 1—gje” %7
Cj(u,7) = A [r—,ﬂ — —log (gﬂe J ﬂ
n .

Dj(UaT):T—,jm'
o

Essa férmula, apesar de ser complexa, é bastante 1til para a iden-
tificagdo dos parametros do modelo de Heston a partir de precos de
opgoes de compra europeias. Para uma implementacao numérica des-

tas férmulas, veja a dissertagao [17].
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CAPITULO 3. FINANCAS EM TEMPO CONTINUO



Capitulo 4

Simulacoes Numéricas

Neste capitulo serao apresentadas técnicas computacionais para a si-
mulacao e a solucao numérica de equacoes diferenciais estocasticas e

equacoes diferenciais parciais.

O Método Euler-Maruyama para Equacoes Di-

ferenciais Estocasticas

O método de Euler-Maruyama foi desenvolvido para encontrar a solugao
de equagoes diferenciais estocasticas. Sua principal vantagem é a sim-
plicidade de implementacao. Este tipo de método constréi uma sequéncia
de realizacoes de aproximagoes dos caminhos da solucao de uma equacao
diferencial estocdstica. Uma boa referéncia para estes métodos é o ar-
tigo [14].

Considere um processo estocastico X-), definido no espago de pro-
babilidade (€2, F, P) com filtracdo G(-), e que possua diferencial es-

tocéastica
dX(t) = f(X(t)dt + g(X(t))dW(t), t € [0,T],

75
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onde W (-) é um movimento browniano neste mesmo espago, e com

X (0) = Xy dado.

Seja At = T/L para algum inteiro positivo L, e 7; = jAt, uma
discretizagdo com tamanho de passo At, do intervalo [0,7]. Entao, o

método de Euler-Maruyama (EM) assume a seguinte forma:
Xjp1 = X+ f(X5)At+9(X;) (W(Tj41) = W(75)), 7 =0,1,...,L—1.

Observe que o método acima é uma aproximacao da seguintes equacoes:

X(rjs1) = X(Tj)+/w f(X(t))dtJr/TjH G(X(£)AW (), j=0,1,... L—1,

J J

Assumindo que f e g sejam funcgoes reais deterministicas (néo-
aleatdrias), tem-se que, pela definicdo de movimento browniano, o
termo W (7j41) — W(7;) tem distribuicdo gaussiana com média zero

e variancia igual a At, isto é,
W (7j41) = W(r;) =* N(0, At).

Portanto, para cada j = 0,1...,L—1, os valores de X1 do método
EM sao completamente determinados por X; e por realizacoes de uma

variavel aleatéria com distribuicao N (0, At).

Exemplo 4.1. Considere o modelo de Black-Scholes para o preco de
uma a¢ao:

dS(t) = S(t)(udt + odW (1)), t € [0,T),

com S(0) = Sp. A solugdo desta equagao diferencial estocdstica é dada

por

S(t) = Spexp (<u — ;#) t+ aW(t))
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S(ryin) = St exp ( (1= 40°) At+ oW (ry10) = W(ry) )

Neste caso, € possivel comparar as solucées analitica e a dada pelo

método de Euler-Maruyama, que é dada por
S(7j41) = S(15) + 8(75) (At + o (W (7j41) — W(75)))

Para este Assuma que u = 0.03, 0 =04, So=1eT =1. Para
a discretizacdao do método EM, assuma que L = 100. A comparacdo
entre um caminho dado pela solu¢do analitica (sequnda formulagdo) e
o dado pelo EM pode ser vista na figura 4.1. Observe que a mesma

realizagao de W (tj41) — W (rj)) foi usada para calcular Sji1 e S(Tj41).

1.4 T T T T
—=—Euler-Maruyama |
———Analitico ' I

N\ /
o 127 » /‘ré//l‘ ,/\/\ ///7
xg A/(/’?}a\( v
<(E6 1 " 1
° Kﬂ i
[e] AN/
\ vy

03” \% /ﬁ\h , 'ﬂ\j
Cogr Y \mon A

\ !

EN/RX}/\/J

0.6 ; ' ' '

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo

Figura 4.1: Comparagao entre um caminho dado pela solugao analitica
do preco de uma acao dado pelo modelo de Black-Scholes e a solucao
dada pelo modelo de Euler-Maruyama.

Exercicio 4.1. Construa uma fung¢do numérica que calcule as solugoes

analitica e numérica do exemplo anterior.
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Exemplo 4.2. Considere agora o modelo de Heston:

(dS, = pS(t)dt + /v(®) S, dW (t), t >0

du(t) = —Aw(t) — B)dt + n\/o(R)dZ(t)

So,v0  sdo dados,

d(W (1), Z(t)) = pdt

Este modelo nao possui uma formula para a solu¢do analitica. A solugdo

numérica dada pelo modelo de Fuler-Maruyama é:
Sjr1 = Sj + pSiAt + /05 (W(Tj1) = W)

vit1 = vj + Nvj — )AL +1/05(Z(1j41) — Z(75))

Para construir movimentos brownianos com correlacao p, considere
dois movimentos brownianos independentes W1(-) e Wa(:). Assim,

W()=Wi() e
Z(t) = pWi(t) + /1 — p?Wa(t), para todo t > 0.

Para este exemplo, assuma que p = 0.03, vg = 0.4, n =0.4, A = 0.1,
v1=04,5 =1,p=05eT =1. Para a discretizacdo do método EM,
assuma que L = 100.

Ezemplos de caminhos de S(-) e de v(-) gerados pelo método de

Euler-Maruyama podem ser vistos na figura 4.2.

Exercicio 4.2. Novamente, construa uma funcdo numérica que calcule

as solugoes analitica e numérica do exemplo anterior.

Uma das possibilidades em se usar este tipo de técnica é o de apro-

ximar valores esperados por médias amostrais. Por exemplo, ao se
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Figura 4.2: Exemplos de caminhos de S(-) (esquerda) e de v(-) (direita)
do modelo de Heston gerados pelo método de Euler-Maruyama.

gerar um grande nimero de caminhos, o preco de uma opg¢ao de com-
pra europeia no tempo zero, que é dado pelo valor esperado, na medida

neutra ao risco,
C(S0,0,K,T) = e "I E(max{0, Sy — K}|S(0) = Sp),

pode ser aproximado por

N
1 .
¢ " B(max{0, Sy — K}|S(0) = Sp) ~ G_TTN Z max{0, S — K},
j=1

em que S5, j = 1,..., N sao realizagoes da varidvel aleatéria St que

podem ser obtidas usando o método de Euler-Maruyama.

Exemplo 4.3. Considere novamente o modelo de Black-Scholes. Use
0s parametros do exemplo acima sobre a aplicacdo do método de Euler-
Maruyama ao mesmo modelo. Usando a formula de Black-Scholes,
tem-se que, o preco de uma opcao de compra europeta, sob o modelo
de Black-Scholes, com vencimento em 1 ano e strike $0.70 € $0.3496.

Usando os mesmos parametros do exemplo anterior para obter a
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solugdo numeérica da equacao diferencial estocdstica usando método de

Euler-Maruyama, sdo geradas 10.000 realizacdes de St e tem-se que
1 & :
e_TTN z; max{0, S5 — K} = $0.3521.
=

Observe que o resultado nao € exato, mas a diferenca € muito pequena

e representa um erro relativo de 0.0073, menor que 1%.

Exemplo 4.4. Repetindo o exerimento do exemlo anterior, mas agora,
usando o modelo de Heston, assumindo que o vencimento é em 1 ano
e o strike é $0.70, tem-se que o preco da opg¢do de compra europeia
usando a aprorimacdo do valor esperado é $0.3967, jd o pre¢o dado
pela formula € $0.3983. Novamente, a diferenca € muito pequena, apre-

sentando um erro relativo de 0.004, menor que 1%.

Esta aproximacao do valor esperado é chamada de integracao de
Monte Carlo. Existem maneiras bem mais sofisticadas de se reali-
zar este tipo de aproximagao. No entanto, esta funciona bem. Os
métodos de Monte Carlo, que usam amostragens de variaveis aleatorias
sao muito usados na pratica, principalmente quando nao existem meios
deterministicos de se encontrar precos de derivativos. Em geral, estes
métodos sao usados com modelos mais sofisticados que o de Black-
Scholes para a precificacdo de derivativos e opc¢Oes mais complexos,
como opc¢oes exoticas e dependentes de caminho.

A grande dificuldade de se usar métodos de Monte Carlo é o alto
custo computacional, pois a geracao de um grande nimero cendrios,
dependendo do modelo, pode ser proibitiva.

Para exemplos de cdodigos em Matlab para a solugao numeérica de
equacoes diferenciais estocasticas lineares usando o método de Euler-
Maruyama, veja o artigo [14]. Uma implementagao em Matlab da

férmula de precificacao de opcoes dada pelo o modelo de Heston, usando
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a transformada répida de Fourier, pode ser encontrada em [17].

Exercicio 4.3. Refazer os experimentos dos exemplos anteriores. O

leitor pode se basear nos codigos em Matlab apresentados nas referéncias

[14, 17].

Métodos de Diferencgas Finitas

Os métodos de diferengas finitas formam uma classe de técnicas para
encontrar soluces numeéricas de equagoes diferenciais parciais. Existem
diversos outros métodos, como o de elementos finitos e o de volumes
finitos. No entanto, devido a sua simplicidade, versatilidade e precisao,
apenas alguns esquemas de diferencas finitas serao abordados neste
texto. O leitor interessado pode saber mais sobre estes métodos em
[21].

No que se segue serao apresentados alguns exemplos de esquemas de
diferencas finitas para a equacao do calor unidimensional. Observe que
estes métodos podem ser generalizados facilmente para outras equagoes.

Observe que, a partir de certas mudancas de varidveis, a equacao

de Black-Scholes pode ser transformada na equacao do calor

ou  0%u

ot Ox%

O prego de uma opgao de compra europeia C(K,T) pode ser obtido a

partir de u através da seguinte expressao:

L
C(K, T) — K%(l-ﬁ-k)sog(l k)eé(k+1)202(T—t)u <10g(SO/K), %O_Q(T _ t)) ,

%. Para mais detalhes, veja [25].

em que k = 5
50

A ideia central dos esquemas de diferencas finitas é a aproximagao

das derivadas parciais por diferencas entre valores da funcao v numa
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malha, em que a distancia entre esses pontos é pequena.

Por exemplo, se f : R — R é uma funcao trés vezes continuamente
diferencidvel, tem-se que a expansao em série de Taylor de f em torno
de x é dada por

flz+Ax) = f(z) + f'(2) Az + f//Q(x) (Az)? + O((Az)?),

em que o O((Az)3) representa os termos de ordem maior ou igual
(Az)3. Portanto,

f(z+Az) — f(2)
Ax

= @)+ T A + o(axp),

ou seja,

) = TEHEDVZID | o,

Neste caso especifico, no método de diferencas finitas, substitui-se a

derivada de f pela aproximagao de diferengas finitas no lado direito e
omite-se os termos de ordem maior ou igual a Ax. Isto é, considera-se

que

o) L2 AT) — f()
Az

Esta aproximacao em particular é chamada de diferenca avancada. Se,

ao invés de se considerar x + dx, fosse usado x — Az, ter-se-ia a apro-

ximagao por diferencas finitas atrasada, ou seja,

f/<$)% f(x_AAJ:;_f(m)7

onde a expansao em série de Taylor de f, nesse caso é dada por:
_ / f"(x) 2 3
flz = Az) = f(2) = f(z)Az + == (Az2)" + O((Az)°),

Ambas as aproximagoes por diferencas finitas acima sdo de primeira
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ordem, isto é, os termos remanescentes da série de Taylor que aparecem

na aproximacao da derivada sao O(Ax).

Observe agora caso conhecido como diferencas centradas, isto é,

flx+ Azx) — f(z — Az)

N — F/(2) + O((A)?).

Neste caso, a aproximagao

z+ Az) — f(x — Ax
oy Mo+ 00) JGa = &)

é de segunda ordem. No entanto, este caso nao é muito considerado
na pratica devido a questoes de estabilidade numérica. O que é mais
comum de se fazer é usar, ao invés de Ax, usar Az/2, que leva a
aproximagao

(2) ~ flx+ Aw/?)A—wf(:U - Ax/2)’

a qual também é de segunda ordem e aparece no esquema conhecido

como de Crank-Nicolson.

Para encontrar uma aproximagao por diferencas finitas para a se-
gunda derivada de f, primeiramente, soma-se as expansoes de f para

r+ Ax e r — Ax em torno de x, respectivamente, e obtém-se

fx + Az) — f(z — Az) = 2f(2) + f"(2)(Az)* + O((Ax)").
Assim, subtraindo 2f(z) e dividindo por (Az)? em ambos os lados da
equacao acima tem-se que

ey = Hat A0 220 fe 80 o,
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Ou seja,
woy o J@+Ax) —2f(z) + f(z — Ax)

e obtém-se uma aproximacao de segunda ordem para a segunda deri-

vada de f, que é chamada diferenca centrada de segunda ordem.

Assim, para a func¢ao u(x,7) solugdo da equagao do calor, tem-se

que ela satisfaz:

Como os esquemas de diferencas finitas sao obtidos com respeito
aos pontos z, r + Az e x — Ax, pode-se considerar uma discretizacao
de um intervalo [a, b], com tamanho de passo Ax = (b—a)/N, denotada
por x; =a+iAx,i=0,1,...,N.

De modo similar, pode-se considerar uma discretizagao, ou malha
(uniforme) de diferencas finitas, do retangulo [a,b] X [c,d], com os ta-
manhos de passo Az = (b—a)/I e AT = (d —¢)/J, e denotada por

(xi,7j) = (a +iAz,c+ jAT), i =0,1,...,1, 7=0,1,...,J.

Assim, os valores de uma fungao u : [a,b] X [¢,d] — R nos pontos

da malha de diferencas finitas sao denotados por:

uw =u(a+iAz,c+ jAT), i=0,1,...,1, j=0,1,...,J.

i =

Considere novamente o problema de valor de contorno e inicial de-
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finido pela equacao do calor:

ou  9%*u
ar  0z2’ (z,7) € [a,b] x [0, Tinax],

u(z,0) = f(x), z € [a,b]
(4.1)

u(a, ) = g(7), 7 € [0, Tmax],

[ u(b,7) = h(r), 7 € [0, Tmax].

No caso da equacao do calor associada ao problema de valor inicial
e de contorno de Black-Scholes, o intervalo [a,b] é substituido por R.
No entanto, ao se considerar a solucao numérica deste problema, ¢é
necessario trunca-lo para valores grandes de —a e b. Neste caso, pode-
se considerar —a = b = 5. Assim, assume-se que as condicbes de

contorno no infinito sdo satisfeitas nestes pontos de truncamento.

O Esquema FTCS A equagao diferencial parcial em (4.1) pode
ser aproximada por diferencas finitas, por exemplo, usando diferencas
avancadas para a derivada temporal e diferencas centradas de segunda
ordem para a segunda derivada espacial. Ou seja, a solugao de (4.1)
satisfaz a equacgao:

W s =2+ ol

Z AT s+ 0(an) = (Ax)?

+0((Az)?).

Portanto, ignorando os termos O(A7) e O((Az)?), tem-se o esquema
de diferencas finitas avangado no tempo e centrado no espago (Forward
Time Central Space - FTCS):

AR S

Jj 90,7 J
: (G 2u; +uy_ g

AT (Az)?
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Ao se definir o parametro 3 = A7/(Ax)?, este esquema pode ser rees-
crito como:
1 , 4 4
up = gy + (1= 28)u) + Buy_y.

Este é um método explicito, pois, ung estd completamente determi-
nado a partir de uj_, u] e u], ;.

As condigbes de contorno e inicial sdo dadas por:
uw) = flxg), i=0,1,...,1, uh = g(rj) euw) =h(r;), j=0,1,...,J.

Observe que, para o método funcionar bem, isto é, ser estavel, é ne-
cessdrio que o parametro [ esteja no intervalo (0,0.5]. Ou seja, AT e

Ay devem ser escolhidos de modo que esta condigao seja satisfeita.

Exercicio 4.4. Construa uma funcao numérica que calcule a solugdo
de diferencas finitas do esquema FTCS, usando como parametros de
entrada os coeficientes do problema de valor inicial e de contorno (4.1)
e as respectivas condi¢oes de contorno. Use, por exemplo, f(x) =
max0, e’ — 1, g(r) =1 e h(r) = 0.

Exercicio 4.5. Use a funcao construida no exercicio anterior para
calcular o preco de uma opgdo de compra europeia no modelo de Black-
Scholes, com os sequintes dados: o = 0.4, r = 0.03, 71 =T —t =
0.1(ano), K = $0.70 e Sy = $1.00. Compare o resultado com o obtido

usando a formula de Black-Scholes.

O Esquema BTCS Agora, aproxime a equagao diferencial em (4.1)
por diferencgas finitas usando diferencas atrasadas para a derivada tem-
poral e diferencas centradas de segunda ordem para a segunda derivada
espacial:

A J+1 2ug+1 4 Uifll

f u;
& O Ry

Ar +0((Ax)?).
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Novamente, ignorando os termos O(AT) e O((Az)?), tem-se o esquema
de diferengas finitas atrasado no tempo e centrado no espago (Backward
Time Central Space - BTCS):

T B DL
wi oy Wiy — 20wl

AT (Az)?

Ele pode ser reescrito como:

ﬁu’“ + (14 2p8)u; J+l 5ufif = u

J+1 J+1 J+1
Este é um método implicito, pois, para se obter w;'|, u;"" e u;

a partir de ui, é necessario resolver um sistema linear. Ou seja, é

necessario resolver recursivamente os seguinte sistemas lineares:

Mutt =v, j=0,...,J,
em que
W= ()T = —1,0,1, .
b]—u]—i-ﬁ( JH, 0, ..,O,MI‘H)T7 j=0,1,...
e —
1428 -8 0 0
-8B 1+28 -8 0
M = 0 ~B
-
0 0 —B8 1428

Estes sistemas lineares podem ser resolvidos de diversas formas, por
exemplo, usando fatoracao LU, o método de Gauss-Seidel, o método
de sobre-relaxagoes sucessivas (SOR) e etc. Para mais opgoes, veja o
livro [12].
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Exercicio 4.6. Construa uma fung¢ao numérica que calcule a solugdo
de diferencas finitas do esquema BTCS, usando como parametros de
entrada os coeficientes do problema de valor inicial e de contorno (4.1)
e as respectivas condi¢oes de contorno. Use, por exemplo, f(x) =
max0, e’ — 1, g(t) =1 e h(r) =0.

Exercicio 4.7. Use a fun¢do construida no exercicio anterior para
calcular o preco de uma opgdo de compra europeia no modelo de Black-
Scholes, com os sequintes dados: ¢ = 0.4, r = 0.03, 7 =T —t =
0.1(ano), K = $0.70 e Sy = $1.00. Compare o resultado com o obtido

usando a formula de Black-Scholes.

O Método de Crank-Nicolson O esquema de Crank-Nicolson pos-
sui duas vantagens muito importantes em esquemas de diferencas fini-
tas, ele é de segunda ordem no espago e no tempo e possui uma regiao
de estabilidade maior que o esquema FTCS. Intuitivamente, ele é uma
média entre os esquemas FTCS e BTCS, ou seja, a equacao diferencial

em (4.1) é aproximada por:

Wt )
f + O((AT)7)
+1 j+1 j+1 ; ; '
1 uily = 2ul +u L ujy g — 2u] +uj +O((Ax)?).
2 (A$) (Ax)?

Ignorando os termos O(AT) e O((Ax)?), tem-se:

Z - Y

+1 j +1 j+1 j+1 j j j
uwl™ —ul 1 ug_H —2ul" 4wl ug+1—2ug+ug_1
AT 2

Ou usando o parametro 3, tem-se:

. 1 , | i
41 i+1 +1 +1y - —2ul +
ui —55( i 1 2ug -l—uf 1)—ug+25(ug 1 2u ul 1)
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Definindo-se a varidvel auxiliar
j T j
Z] = (1= Bu; + 55(%‘—1 + Uiyq),

tem-se que
) 1 i1y i1y )
(14 B)ul ™ = SBuly +uliy) = 7]

Assim, para encontrar a solucao de diferencas finitas dada pelo esquema
de Crank-Nicolson, basta encontrar o vetor Z7 e resolver um sistema

linear para encontrar u/T!. Ou seja, deve-se resolver:

Mutt =b, j=0,1,...,J,

em que
. 1 .
bﬂ:ZJ+§(ug+1,0...,0,u§“)T, i=0,1,...,J,
Zi=(Z],...,Z_ )", j=0,1,...,J
W = (W), = -1,0,1,..
€
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Observe que Z7 = Nu/, em que

[1-5 %ﬁ 0 --- 0

8 1-8 38

N=| 0 38 °
: .o 1
[ 0 0 38 1-8 |

Exercicio 4.8. Construa uma fung¢ao numérica que calcule a solugdo

de diferengas finitas do esquema de Crank-Nicolson, usando como parametros
de entrada os coeficientes do problema de valor inicial e de contorno

(4.1) e as respectivas condigoes de contorno. Use, por exemplo, f(x) =
max0, e’ —1, g(7) =1 e h(r) =0.

Exercicio 4.9. Use a fun¢do construida no exercicio anterior para
calcular o preco de uma opcdo de compra europeia no modelo de Black-
Scholes, com os sequintes dados: o = 0.4, r = 0.03, 7 =T —t =
0.1(ano), K = $0.70 ¢ Sy = $1.00. Compare o resultado com o obtido

usando a formula de Black-Scholes.



Capitulo 5

Técnicas de Calibracao de

Parametros

A Regularizacao de Tikhonov

Considere um fenémeno fisico/biolégico/financeiro genérico que possa
ser descrito por uma funcao que associa um conjunto de parametros

em grandezas observaveis, ou seja,
F:DF)CX —Y,

em que X e Y sdo espagos vetoriais (normados) e D(F') é o dominio de
F.
Assim, dado y na imagem de F', queremos encontrar um elemento

zt € D(F) que seja solucao da equacao
F(z)=uy. (5.1)

A equacdo (5.1) pode nao ser linear e define um problema inverso.

Quando a funcdo F é linear e inversivel, entdo zf é simplesmente

91
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zl = A=y, No entanto, esta ndo é uma hipétese realista, pois, mesmo
que X e Y sejam finito-dimensionais e A uma matriz, A poderia nao
ser bem condicionada, isto é, estar muito préxima de ser singular, e as-
sim, pequenas perturbacoes na medigao de y poderiam levar a solugoes
completamente diferentes e distantes de z. Além disso, em geral nio
é possivel observar y exatamente, mas apenas uma versao com ruido

y°, que se relaciona com y, através da seguinte estimativa:

ly —4°lly <. (5.2)

Deste modo, nao é possivel resolver (5.1) diretamente, pois y® pode
nem estar na imagem de F.

Assim, ao invés de procurar a solugao de (5.1), procura-se a solugao
de um problema aproximado e mais regular, isto é, aplica-se alguma
técnica de regularizacao. Uma das técnicas mais conhecidas é a regula-
rizacao do tipo Tikhonov. Mais precisamente, substitui-se o problema

(5.1) pelo problema de minimizagao
min{||F(z) — | + af(z)} sujeito a 2 € D(F), (5.3)

em que p > 0 e a > 0 sdo constantes apropriadase f: D(f) C X — Ry
é uma funcao convexa.

Dependendo das propriedades de F', talvez seja necessario assumir
hipéteses adicionais sobre a funcao f, de modo a garantir a existéncia
e a estabilidade de solugoes do problema de minimizacao em (5.3).

O exemplo a seguir apresenta a solugdo do problema inverso em
(5.1) via regularizagao de Tikhonov para o caso de F' ser linear e o
termo de penalizacao ser a norma de X ao quadrado. Esse caso é a

regularizacao de Tikhonov classica.

Exemplo 5.1. Suponha que p =2, X eY sejam espagos de Hilbert e F

seja linear e limitado, i.e., F(z) = Ax. Além disso, seja f(z) = ||z%.
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Assim, o problema (5.3) se torna
min{||F(z) — 1’3 + al|=(%} sujeito a x € X,

i.e., um problema de minimizacdo quadrdtica irrestrita, cujo a solucao
€ dada por
2d = (A*A+ ald) T A*y°,

onde Id :Y —'Y € o operador identidade.

Existem ainda diversas outras técnicas de regularizagao, aqui foi
apresentada apenas a de Tikhonov, por simplicidade e por ser uma das
técnicas mais usadas em diversas aplicagoes. O leitor deve observar
que, o funcional de Tikhonov em (5.3) é basicamente um problema de
minimos quadrados, quando p = 2 combinado com uma penalizagao.
O termo de penalizacdo é que torna o problema soltvel, no entanto,
a escolha do parametro «, chamado de parametro de regularizagao, é
fundamental para a construgao de solucbes confidveis. Se a for pe-
queno demais, entao, as solucdes podem comecar a ficar instaveis, pro-
duzindo ruido. &, se « for grande demais, comeca-se a se introduzir
uma tendéncia que pode comprometer a qualidade da solugao. Por-
tanto, uma técnica basteante conhecida de escolha de « é o principio

da discrepancia de Morozov, em que, escolhe-se alpha, de modo que
IF(z) = lly = 76.

De modo mais pratico, toma-se o maior « tal que
IF(z) =4Iy <79,

com 7 > 1 uma constante dada.

Regularizacao de Problemas Inversos tem sido tema de pesquisa
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bastante ativa nas ultimas décadas, com aplicacoes em diversas areas
do conhecimento humano. Uma boa introdugao ao assunto pode ser
encontrada em [4]. Outras referéncias introdutérias, que exploram as-
pectos computacionais destas técnicas sao [22, 24]. Para quem quiser
saber mais sobre a teoria, recomenda-se, primeiramente o livro [9] e
posteriormente os livros [15, 19]. Existem ainda revistas especializadas
sobre o tema

Para encontrar aproximagoes dos minimizadores do funcional de
Tikhonov em (5.3), em geral, aplica-se técnicas de otimizacao nao-linear
irrestrita, como aquelas inspiradas no método do gradiente. Uma boa
referéncia para estes métodos ¢ o livro [18].

Para ilustrar estas técnicas, denote o funcional de Tikhonov a ser

minimizado por:
F(z) = |F(z) = ¢’|IP + af (z)

Assuma que X e Y sdo finito-dimensionais, p > 1 e as fungoes F e
f sao diferencidveis, entao, pode-se considerar o gradiente de F. Os

métodos do tipo gradiente sao baseados em iteracoes dadas por
wk’+1 — (L’k o nkvf(xk)7

em que 7 deve ser escolhido de maneira apropriada. Veja [18]. Para
um chute inicial z°, a iteracdo acima é repetida até que um ntmero

maximo de iteragoes é atingido ou uma tolerancia é satisfeita.

Problemas Inversos em Financas

Um dos maiores problemas em financas quantitativas é o de calibracao
de parametros. Em geral, tem-se o problema direto bem definido, isto

é, as fungdes que associam parametros aos pregos sao continuas. No
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entanto, o problema inverso é mal posto, ou seja, as inversas destas
fungbes nao existem ou nao estao bem definidas. Assim, alguma técnica
de regularizacao deve ser aplicada.

Estes problemas inversos, em geral, podem ser divididos em duas

classes principais:

1. Calibracao a partir de séries temporais de precos e log-retornos.
Neste caso, estes problemas estao relacionados as andlises de risco
e de alocagao de recursos, precisando de técnicas em tempo real.
As principais técnicas de calibragao sao Maxima Verossimilhanga
e Filtro de Kalman. Os modelos usados nesta classe de proble-
mas sao paramétricos e as principais referéncias sao da area de

Econometria, veja, por exemplo, [23].

2. Calibragao usando dados implicitos, ou seja, dados de precos de
opgoes de compra e venda europeias. Neste caso, os problemas
estao relacionados a precificagdo de derivativos e outros instru-
mentos financeiros complexos. Os problemas inversos associados

necessitam de técnicas de regularizagao. Veja, por exemplo, [1].

Nestas notas, apenas o segundo caso serd tratado.

Calculo da Volatilidade Implicita

Considere o modelo de Black-Scholes e a férmula para o preco de uma
op¢ao de compra europeia dada nas equagoes (3.2)-(3.5).

Ao se substituir os valores do prego do ativo Sy, do strike K, da
taxa de juros livre de risco r, do tempo ao vencimento 7 =T —t e da

volatilidade o pelos valores:

So=$1.00, K=$0.7, r =0.01 (1%), 7 = 0.5 (anos) e o = 0.40,
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chega-se ao valor de, aproximadamente,
C(So, K,r,1,0) = $0.3147.

Agora, se o valor de C, Sy, r e T s@o conhecidos, como encontrar
o valor de o7 Ou seja, para um preco de opcao de compra C dado,
qual o valor da volatilidade de Black-Scholes associado? Apesar de
sua simplicidade, este é um problema inverso bem conhecido e pode
ser facilmente resolvido através de métodos para a solugao de equagoes
nao lineares, como o método da secante ou o método de Newton. Veja,
por exemplo, o livro de andlise numérica [7].

Assim, para aplicar, por exemplo, o método da secante, é suficiente
construir uma funcao numeérica que calcule o valor da opcao de compra
Europeia como funcao da volatilidade, mantendo os outros parametros

fixados.

Exercicio 5.1. Construa uma fung¢do na linguagem de sua preferéncia
(R, Python, Matlab, C, C++, etc.) que calcule o preco de uma op¢ao
de compra europeia no modelo de Black-Scholes que tenha como pardmetro
de entrada o preco do ativo Sy, o strike K, a taza de juros continua e

livre de risco r, o tempo ao vencimento T e a volatilidade o.

Exercicio 5.2. Usando a func¢ao do exercicio anterior, apliqgue o método
da secante para encontrar a volatilidade implicita, isto €, de Black-
Scholes, dados os valores da opcdo de compra Européia C, o preco do
ativo Sy, o strike K, a taxa de juros continua e livre de risco r e o

tempo ao vencimento 1. Teste o seu codigo com os sequintes dados:

1. Sp = $1.00, K = $0.7, r = 0.01 (1%), 7 = 0.5 (anos) e C =
0.3147.

2. 50 =9%1.00, K =3%0.7, r =0.01 (1%), 7 = 0.5 (anos) e C =
0.3268.
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3. 50 = %100, K = $120, r = 0.03 (1%), 7 = 0.1 (anos) e C =
0.1176.

A volatilidade implicita ainda é bastante usada no mercado finan-
ceiro. Devido a simplicidade do modelo de Black-Scholes, existem mui-
tas formulas fechadas para o calculo de instrumentos financeiros, como
opgoes e derivativos, que usam esta quantidade como parametro de
calculo. Além disso, esta grandeza, por ser “adimensional”, permite
uma melhor avaliacao do risco associado a determinado ativo que esta
incorporado aos precos de opcoes de compra e venda. Este fenémeno
é conhecido como “smile”, ou seja, para cada vencimento, toma-se a
volatilidade implicita como funcdo dos strikes. De modo bastante sim-
plificado, quanto mais acentuado for o “smile” maior o risco associado
ao ativo subjacente. Além disso, a assimetria deste smile também tra-
duz uma maior ou menor impressao de risco de queda ou subida do
ativo no periodo até o vencimento das opgoes.

Na toolbox de financas quantitativas do Matlab existem funcoes que
calculam precgos de opc¢oes de compra e venda europeias e a volatilidade
implicita, sob o modelo de Black-Scholes. Se o leitor tiver acesso a uma
licenca do Matlab que inclua esta toolbox poderd usar as referidas
funcoes para comparar os resultados obtidos nos exercicios acima.

O leitor talvez tenha observado que nesta subsecdo nao foi ne-
cessario o uso de técnicas de regularizacao. Isso se deve ao fato de
a fungdo que associa a volatilidade ao preco de opgao ser inversivel

para o > 0.

Calibragem da Superficie de Volatilidade Local

Seja C uma superficie de precos de opg¢oes de compra europeias. Isto é,
para um tempo t e um prego de uma agao Sy fixados, considere os pregos

de opgoes para todos os vencimentos e todos os strikes disponiveis.
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Assuma que esses precos sejam dados pela equacao de Dupire. Entéo,
a superficie de volatilidade local correspondente, denotada por a% RUE>

é solucao da seguinte equagao:
A 2

Observe que C(02 rup) ¢ asolugao da equacao de Dupire.
Infelizmente, apenas um conjunto finito e esparso de dados ruidosos,
denotado por C?, est4 disponivel. Como acima, C e C? se relacionam
através da inequacao
IC -l <4,

com § > 0 o nivel de ruido.
Como o problema inverso é mal posto, aplicando-se regularizacao do
tipo Tikhonov o problema inverso em (5.4) é substituido pela solugao

do seguinte problema de minimizacao irrestrita:
argmin {HC(O’Q) —C? +af(o?) : o*e Q} ,

em que @ é o conjunto de superficies de volatilidade local apropriadas.

A solucao numérica deste problema se da da seguinte forma:
1. A equagao de Dupire é resolvida pelo esquema de Crank-Nicolson.

2. A minimizacao do funcional de Tikhonov é resolvida por um

método do tipo gradiente.

3. As iteracbes terminam sempre que se atinge a tolerancia:

IC(a7) — C°]

< tol,
[reg|

em que tol= 0.01, tipicamente.
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Estes passos serao descritos de modo mais detalhado abaixo e tém como

referéncia bésica o artigo [2].

Solugao Numérica da Equacao de Dupire: or simplicidade, as-
suma que a taxa de uros livre de risco seja nula. Primeiramente, apro-
xime o problema de valor inicial e de contorno de Dupire, dado pela
equagao (3.6) no dominio D = [0, Tyax] X [—5,5]. As condigoes de con-
torno sao impostas em y = £5, respectivamente. Sejam J, L € N fixa-
dos e considere a discretizacao do conjunto D com a notagao 7; = iAT,
i =0,1,2,....1, ey; = jAy, j = —-J,—J +1,..,0,1,...,J. Denote
a solucao da equagao de Dupire por v§ = v(7,9;4), e a volatilidade
local por a} := a(7;,y;). Defina ainda os pardmetros 8 := A71/Ay e
n = A7t/Ay?. A equacio de Dupire em (3.6) pode entdo ser discreti-
zada pelo esquema de Crank-Nicolson como
i

1. o 1. A
U5 — ina;(v;“ — 205 +vj_4) + Zﬂal-(vé-ﬂ — ) =

1 . : 4 .
~1 —1y,i—1 -1 ~1 1
+ ?W; (U;’H - 2”;' + U;_ ) — *5611 (v] ]+1 - ] 115 5)
O esquema (5.5) pode ser escrito em forma matricial da seguinte forma:

[Id+ M(a")]v' + b(a") = [Id — M (a")]w"™! —b(a’), i=1,..,1,
(5.6)
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em que
i i i i T
a' = (aljiq,...,ah,...,a5_1)",
i i i i \T
v o= (W Vs V1)

[M(ai)]m = nal, j=—-J+1,..,0,J —1,
: 1/1 ; ,
[M(a )]j,j+1 = 3 <2ﬁ—n> aj, j=—-J+1,..,0,J —1,

i L1 i :
[M(a )]j,j—l = -3 <2B—|—77> a; j=—-J+1,..,0,J —1,

T
bla)) = (—; (;5+n> al’J,o,...,o> .

Maiores detalhes sobre esta solucao numérica podem ser encontra-

dos no artigo [2].

Exercicio 5.3. Construa uma funcao numérica que calcule a solugdo
do problema de valor inicial e de contorno (3.6) usando o esquema de
Crank-Nicolson (5.5), tendo como pardmetros de entrada Sy, o nimero
de pontos espaciais 2J+1, o numero de pontos temporais I+1, a matriz
de volatilidades a = (a;;, i =0,...,I, j=—J,...,-1,0,1,...,J, e 0

tempo madximo Tiax.

A Minimizagao do Funcional de Tikhonov: Resolvendo o pro-
blema de minimizag¢ao por um método do tipo gradiente e denotando

k

a k-ésima iterada por a”, avalia-se:

aftl = a¥ — \ . VF(db), (5.7)

até que o critério de parada mencionado acima seja satisfeito, para
uma tolerancia pré-definida. A superficie de volatilidade local a re-
sultante é tomada como a solucao regularizada, caso a tolerancia seja

satisfeita. No caso contrario, diminui-se o parametro de regularizacgao
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« e se iniciam novamente as iteragoes.

Observe que a derivada do funcional de Tikhonov é dada por:
VF(a) = VJ(a) + aV fu,(a),

em que
I-1
T(a) = [[o(a) = oI5 = Y [lv*(a) — o>, (5.8)
i=1

O passo \; no método gradiente em (5.7) é dado por

- J(ab)
Ak = min (2.5, WW) . (5.9)

Esta férmula controla o tamanho do passo, levando em conta que se
|V.J%(a®)|| é pequeno demais e o método pode se tornar instével.
Para calcular o gradiente do termo J?(a), é necessario considerar o
estado adjunto da derivada do operador direto com respeito a a. Para
facilitar a notagao, a dependéncia em a serd omitida sempre que for
possivel. Considere o estado adjunto u, o qual é solugao da seguinte

equacao adjunta:

[Id + M(a™ ™)l = [Id — M (a1 uitt + 2 ( PP — Pl*@&i) ’

i=I-1,..,0, (5.10)

com u! = 0.

Exercicio 5.4. Construa uma fung¢ao numérica que calcule a solugdo
do problema de adjunto acima usando o esquema de Crank-Nicolson
(5.5), tendo como parametros de entrada Sy, o nimero de pontos espa-
ciais 2J+1, o numero de pontos temporais I+1, a matriz de volatilida-
desa=(a;j,1=0,....1, j=—J,...,—1,0,1,...,J, o tempo mdximo

Tinax, @ solugao numérica do problema de Dupire (3.6) encontrada no
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exercicio anterior e os dados de op¢oes de compra v°.

Sejam a : b o produto de dois vetores a e b que dao o vetor com
entradas a;b;, j = —J +1,...,0,..., J — 1, € Oy m € Oyy,m as matrizes de

diferencas centradas de primeira e segunda ordem, isto é,

o 1 0 - 0
-1 0 1 --- 0
1
Oym = 2Ay
0 -1 0 1
i 0 -1 0|
e — -
2 0
-1 2 1
1
P = Ay -
o - -1 2 1
i 0 -1 2|

Assim, para cada i =1,...,1 — 1, o gradiente do termo J‘S(a) é, aproxi-

madamente, dado por
VI (a)! = —AT[0yym — Oym)v’ = Ul + [Oyym — Oym]o’ - utTL (5.11)

com v solucao da equagao de Dupire e u solucao do estado adjunto.

Exercicio 5.5. Construa uma fung¢ao numérica que calcule o gradiente
do termo J°(a), usando como pardmetros de entrada as solugies do
problema de Dupire (3.6) e do estado adjunto, calculados nos exercicios

anteriores.

O termo de penalizacao pode definido como:

fao(a) = lla — ao||* +10]|9ynall® + [0rnall?,
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em que,
I J
lal* =2 > df
i=0 j=—J

e as matrizes de diferencas avancadas sao dadas por

Dy — AlyM e Oy ALTM
1 0 0]
11 0
M =
0 0 -1 1
L 0 _1 J

O gradiente de f,, é dado por:
V fao(a) = 2(a — ap) + 208§n8y7na + 28;%87771@.

Agora, considere a seguinte superficie de volatilidade local sintética:

2 4 4
5—%67T/2COS (?), se —2/5<y<2/5

o(r,y) = (5.12)
2/5, caso contrario.

Use a funcao para o célculo de precos de opgoes de compra com
base no modelo de Dupire para gerar dados sintéticos, considerando os

seguintes dados:
1. Use a superficie de volatilidade local (5.12).

2. Use Sy =1,r =0, Tinax = 0.5 e os tamanhos de passo AT = 0.005
e Ay = 0.025. Com base nos tamanhos d passo o leito deve capaz

de encontrar os valores de J e I.
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Com base nos dados acima e na solugao calculada, considere os
precos de opgoes ara os tempos ao vencimento ; = 4-0.1,¢=1,2,...,5,
e strikes y; = j - 0.05, j = —10,-9,...,0,1, ..., 10.

Ao denotar os dados sem ruido por v = v(a), pode-se adicionar

ruido gaussiano da seguinte forma:

1)6(7, y) =v(1,y) (L +dn). (5.13)

em que 7 é uma variavel aleatéria normal padrao. Pode-se usar ainda,

por exemplo, § = 0.01
Considere ainda os dados, ag = 0.101 e o = 1074,

Apébs implementar o método do gradiente para identificar a vola-
tilidade local a partir dos pregos gerados acima, inicia-se as iteragoes
com a volatilidade local constante a” = 0.101. Como sé existem valo-
res de precos de opgoes para alguns pontos da malha, considera-se a
volatilidade local como incégnita nestes pontos apenas, para os demais
pontos usando interpolacao linear com reseito a y e a 7 e assumindo

que

a(t,—0.5) if 7> 0.1, y < —0.5, (deep in the money)
a(t,y) = § a(r,0.5)  if 7> 0.1, y > 0.5, (deep out of the money)
a(0.1,y) if 7 <0.1.

Na figura 5.1 estd apresentada uma comparagao entre a volatili-
dade verdadeira, usada para gerar os dados e a volatilidade recons-
truida, usando o método do gradiente. Observe que a reconstrugao
nao ¢é perfeita, pois os dados sao esparsos e estao com ruido, ou seja,
a informacao é incompleta e possui ruido, como acontece na pratica.
Outras fungoes convexas podem ser usadas como penalizacao. Veja a

introducao de [2] para algumas referéncias.
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Figura 5.1: Comparagao entre a superficie de volatilidade local ver-
dadeira (esquerda) e a volatilidade reconstruida usando o método do
gradiente (direita).

Exercicio 5.6. Agora, tente refazer os passos acima e construir um
cddigo que calibre a superficie de volatilidade local a partir de um con-

junto de precos de opcoes de compra europeias.



106 CAPITULO 5. CALIBRACAO DE PARAMETROS



Bibliografia

1]

2]

Y. Achdou and O. Pironneau, Computational Methods for Option
Pricing, Frontiers in Applied Mathematics, STAM, 2005.

V. Albani, U. Ascher, and J. Zubelli, Local Volatility Models in
Commodity Markets and Online Calibration, Journal of Compu-
tational Finance 21 (2018), no. 5, 63-95.

R. G. Bartle, The elements of integration and Lebesque measure,
vol. 27, Wiley Online Library, 1995.

Johann Baumeister and Antonio Leitao, Topics in inverse pro-
blems, (2005).

F. Black and M. Scholes, The Pricing of Options and Corporate
Liabilities, J. Polit. Econ. 81 (1973), no. 3, 637-654.

L. Breiman, Probability, Addison-Wesley, 1968.

S. Conte and C. De Boor, Elementary Numerical Analysis: An
Algorithmic Approach, Mcgraw-hill, 1972.

B. Dupire, Pricing with a smile, Risk Magazine 7 (1994), 18-20.

H. Engl, M. Hanke, and A. Neubauer, Regularization of Inverse
Problems, Mathematics and its Applications, vol. 375, Kluwer
Academic Publishers Group, Dordrecht, 1996.

107



108

[10]

[11]

[12]

[14]

[16]

[17]

BIBLIOGRAFIA

Lawrence C Evans, An introduction to stochastic differential equa-

tions, vol. 82, American Mathematical Soc., 2012.

Jim Gatheral, The Volatility Surface: A Practitioner’s Guide, Wi-
ley Finance, John Wiley & Sons, 2006.

G. H. Golub and C. F. Van Loan, Matrix computations, third ed.,
Johns Hopkins University Press, 1996.

Steven L Heston, A closed-form solution for options with stochas-
tic volatility with applications to bond and currency options, The
review of financial studies 6 (1993), no. 2, 327-343.

Desmond Higham, An Algorithmic Introduction to Numerical Si-
mulation of Stochastic Differential Equations, SIAM Rev. 43
(2001), no. 3, 525-546.

B. Kaltenbacher, A. Neubauer, and O. Scherzer, Iterative Regu-
larization Methods for Nomnlinear ill-Posed Problems, Walter de
Gruyter, 2008.

Ralph Korn and Elke Korn, Option Price and Portfolio Optimiza-
tion: Modern Methods of Mathematical Finance, Graduate Studies
in Mathematics, vol. 31, AMS, 2001.

Nimalin Moodley, The Heston Model: A Practical Approach with
Matlab Code, Master’s thesis, University of the Witwatersrand,
2005.

J. Nocedal and S. Wright, Numerical Optimization, Springer Series

in Operations Research and Financial Engineering, Springer, 2006.

Otmar Scherzer, Markus Grasmair, Harald Grossauer, Markus

Haltmeier, and Frank Lenzen, Variational Methods in Imaging,



BIBLIOGRAFIA 109

23]

[24]

Applied Mathematical Sciences, vol. 167, Springer, New York,
2008.

S. Shreve, Stochastic calculus for finance, vol. I, Springer, 2004.

John C Strikwerda, Finite difference schemes and partial differen-

tial equations, vol. 88, Siam, 2004.

A. Tarantola, Inverse problem theory and methods for model pa-
rameter estimation, vol. 89, SIAM, 2005.

Ruey S Tsay, Analysis of financial time series, vol. 543, John wiley
& sons, 2005.

C.R. Vogel, Computational methods for inverse problems, vol. 23,
SIAM, 2002.

Paul Wilmott, Sam Howinson, and Jeff Dewynne, The Mathema-
tics of Financial Derivatives: A Student Introduction, Cambridge
University Press, 1995.



	Introdução
	Teoria de Probabilidade
	Definições Básicas
	O Teorema de Limite Central e a Lei dos Grandes Números
	Esperança Condicional
	Martingais e Movimento Browniano

	Cálculo Estocástico
	A Integral de Itô
	A Fórmula de Itô
	Equações Diferenciais Estocásticas

	Finanças em Tempo Contínuo
	Conceitos Básicos
	O Modelo Matemático
	O Modelo de Black-Scholes
	Generalizações de Black-Scholes
	O Modelo de Dupire
	O Modelo de Heston


	Simulações Numéricas
	O Método Euler-Maruyama
	Métodos de Diferenças Finitas

	Calibração de Parâmetros
	A Regularização de Tikhonov
	Problemas Inversos em Finanças
	Volatilidade Implícita
	Volatilidade Local


	Bibliografia

