AULA-5 ( 11/03/2006 ) APROXIMACAO DE FUNCOES: O METODO DOS
QUADRADOS MINIMOS LINEARES (MQML)

RESUMO: Nesta aula continuaremos estudando como aproximar funcdes reais usando o método dos
quadrados minimos lineares (QML). Abordadremos o caso em que os dados sdo de tipo discreto (dados
tabelados) e também o caso continuo. Mostraremos que a técnica de regressao linear, ferramenta usual
em estatistica, € um caso especial do método dos QML. Apresentaremos alguns exemplos numéricos.

O Método QML: Dado um vetor f num espago vetorial V, o método QML consiste em calcular
a projecao ortogonal de f num subespaco de dimensao finita V,, C V, e escolher a projecao como
aproximag¢ao para f. No caso de dados discretos V = IR™, e a projecao usa o produto interno definido
por:

<w,y>=z'y=my +zoya+ o + Tl (1)
Ja para o caso de dados continuos, o espaco escolhido é Cfa,b] : o espago de fungoes continuas. Para
f, g € Cla,b], o produto interno < f, g > é difinido por:

<f9>= [ st @)

Independentemente do tipo de dados, para aproximar a funcao f pelo método QML, o vetor g procu-
rado deve satisfazer a condigao de que o residuo r = f — g seja perpendicular a V,, (veja Fig.)

Critério: r LV, %
r

Vn
g="Pf
Na prética, se ¢1, @2, ..., ¢, € uma base de V,, o vetor procurado g = Pf deve ser escrito como
g=c1¢1+ a2+ -+ non
e os coeficientes ¢; (1 = 1,...,n) devem satisfazer a condi¢do r = (f — g) L ¢;. Aplicando o critério,
segue que o vetor de coeficientes ¢;’s é solugao do sistema de equacoes lineares
Ac=0b, [Alij =<d¢i,¢; >, b;j=<¢; f>, i,j=1n. (3)

O vetor g assim calculado é chamado o melhor ajuste de f no sentido dos quadrados minimos, ou
também, a melhor aproximacgdo de f em V,,. As equagoes em (3) sdo chamadas Fquagdes normais.

Regressao Linear: Se y; ~ g(z;), i = 1,...,m, e se assumimos que g é uma funcao do tipo g(z) =
co+ciz, onde ¢y, ¢1 sao constantes desconhecidas, uma maneira de se estimar essas constantes é através
do método QML. Para tal, sejay = [y1,...,ym]’ o vetor de informacdes, g = [g(z1),...,g(zm)]T o
vetor de valores da fungdo g (desconhecida), e r = [ry,..., 7,7 com r; = y; — g(x;) o vetor residuo.
Entdo, ja que g = c1¢1 + ca¢2, onde ¢y = [1,1,...,1]T € R™ e ¢y = [x1,...,2m]7, a projecio de y
no subespago gerado por ¢1, ¢2 é calculada resolvendo-se o sistema de equagdes normais (3), onde
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A: <¢17¢1> <¢17¢2>
< 2,01 > < o, P2 >

Exercicios

1. Escreva as equacdes normais para determinar o melhor ajuste quadratico g(z) = cg + c1x + cox?

de um conjunto de informagoes (z;,y;), i = 1,...,m.

—T

2. Determine um polinémio p(z) = ¢o + c1z que melhor aproxima f(z) = e~ no intervalo [0,1].

Ilustre os resultados num grafico. Qual é o vetor residuo 7
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