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INTRODUCAO

Das experiéncias em aulas de laboratorio de informatica nas disciplinas de
matematica, vivenciadas pelas autoras e outros professores do departamento de
matematica da UFSC resultou este trabalho com o objetivo de mostrar a utilizacédo
do software Maple V, release 5, em alguns conteudos da disciplina MTM 5162-
Célculo B dos cursos de engenharias e em outras disciplinas com ementas
equivalentes na UFSC.

Sao apresentados exemplos indicando os comandos necessarios para
verificacdo de resultados e visualizagdo grafica para Técnicas de Integracao;
Integracdo Impropria; Aplicagbes da Integral Definida: Volume de Solidos de
Revolucdo, Graficos em Coordenadas Polares, Area em Coordenadas Polares;
Funcbes de Varias Variaveis: Gréficos de Superficies, Curvas de Nivel e Plano
Tangente; Maximos e Minimos; Integrais Duplas e Integrais Triplas — Calculo de
Volumes.

Espera-se que este trabalho sirva de fonte para alunos e professores
gue pensam em utilizar a informatica no ensino das disciplinas de matematica.



ALGUNS OPERADORES ARITMETICOS, FUNGCOES ELEMENTARES,
CONSTANTES E PACOTES DO MAPLE V —release 5.

Apresentamos alguns operadores aritméticos, funcdes elementares,
constantes e pacotes do Maple V necessarios para o desenvolvimento deste
trabalho.

Operadores aritméticos:

+ adicédo

- subtracéo

/ divisdo

* multiplicag&o

A ou ** potenciacao

Funcdes elementares:

exponencial: exp(x)

maodulo (valor absoluto): abs(x)

trigonométricas: sin(x), cos(x), tan(x), sec(x), cot(x), csc(x)
raiz quadrada: sqrt(x) ou x(1/2)

logaritmo natural: In(x)

Constantes
p: Pi
¥: infinity

Pacotes utilizados:

plots para trabalhar com gréficos.

student para trabalhar com o0s conceitos de Calculo Diferencial e
Integral.

linalg para trabalhar com conceitos da Geometria

Analitica e Algebra Linear.

Observacoes:

1 - Antes de uma série de exercicios sempre se deve carregar o(s) pacote(s)
necessario(s) para a resolucao dos mesmos, escrevendo

with(nome do pacote):

2 -0 simbolo “ € usado para chamar o ultimo resultado exibido pelo Maple.

| - TECNICAS DE INTEGRAGAO



Nesta unidade apresentamos os comandos e pacotes do Maple V para
resolucao de:

Integrais indefinidas

Integrais definidas

Integrais de funcfes trigonométricas

Integrais por substituicdo trigonométrica
Integrais por fragdes parciais

Integrais de fungbes racionais de seno e coseno

1.1 - Integrais indefinidas

>with(student):

>f.=expresséo que define a funcao;

>Int(f,x); apresenta a integral indefinida a ser calculada.
>int(f,x); calcula a integral indefinida.

>Int(f,x)=int(f,x); apresenta a integral indefinida com a resposta.

Exemplo: Calcule a integral ¢§x* +5)dx

Solucéo:

>with(sutdent):
>Int(x"3+5,X)=int(x\3+5,X);

o) 1
8x3+5dx:—x4+5x
0 4

1.2 - Integrais definidas

>with(student):

>f.=expresséo que define a funcao;

>Int(f,x=a..b); apresenta a integral definida a ser calculada.

>|nt(f,x=a..b); calcula a integral definida.

>Int(f,x=a..b)= int(f,x=a..b); apresenta a integral definida com a resposta.
p

Exemplo: Calcule a integral (ypenxadx

0

Solucéo:

>with(student):
>|nt(sin(x),x=0..Pi)=int(sin(x),x=0..Pi);

. P
8 an(x)dx =2



1.3 - Integrais de funcdes trigonométricas

Os comandos e o pacote utilizados nesta técnica sdo os apresentados no
item 1.1 desta unidade.

Exemplos:
1) (yg®5x dx

Solucéo:

>with(student):
>Int((tan(5*x))"2,X);

Q 2
§tan(5 x)~ dx
>int((tan(5*x))"2,X);
gtan(S X) - garctan(tan(S X))

>Int((tan(5*x))"2,x)=int((tan(5*x))*2,x):

Q 2 1 1
Qtan(5x)~ dx :gtan(S X) - garctan(tan(S X))
0

2) (yosec’x dx

Solucéo:
>with(student):
>Int((csc(x))*3,X);
Q 3
§csc(x) dx
>int((csc(x))*3,x);
1 cos(x) 1
- =" +=In(cse(X) - cot(X))
2 . 2 2
an(x)

>Int((csc(x))"3,x)=int((csc(x))"3,x);

Boso(x) dx = - 1oosx) 1 esetx) - cot(x))
(0]

2 dn(x)% 2



1. 4 - Integrais por substituicdo trigonométrica

Os comandos e o pacote utilizados nesta técnica sdo os apresentados no
item 1.1 desta unidade.

Exemplos:

1) (Wx? +5 dx

Solucéo:

>with(student):
>Int(sqrt(x*2+5),x);

>int(sgrt(x"2+5),x);
1 [ 5 A 0
—XA/ X“+5 +—acdnhg—4/5 x=
2 2 ESI 7}

>Int(sgrt(x*2+5),x)=int(sqrt(x"2+5),X);

2 [ 2 1 [o2 5 a6
X“+5dx=—xa/ X"+5+—acdnhg=-4/5 x=
2 2 hg5[ 7]

QOO0

2) C — dx
) (5-4x-x2)A

Solucéo:

>with(student):
>Int((1/(5-4*x-x"2)\(3/2)),X);

dx
3/2

(5- 4x- x2)

(elanisis)e)e) )

>int((L/(5-4*%-x"2)(3/2)),X);



1 -2Xx-4

18 |
5-4x- x2

> INt((L/(5-4*%-x"2)N(3/2)), X)=int((L/(5-4*x-x"2)N(312)),X);

(ela>ialala)s)s)
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1.5 - Integrais por fracGes parciais

Para a resolugédo de integrais por fracdes parciais séo utlizados os seguintes

comandos:

>with(student):
>f.=expresséo que define a funcao;

>convert(f,parfrac,x); escreve a expressdo que define a fungcdo como soma de

fracOes parciais.

>Int(f,x)=Int(*,x); apresenta a integral da soma de fragOes parciais.
>expand(rhs(“)); apresenta a soma das integrais das fracdes parciais do lado direito

do item anterior (rhs(*)).

>value(*); calcula as integrais.

>Int(f,x)=int(f,x); apresenta a integral com a resposta.
Exemplos:

. -2X+4 q
O +Dx-17 &%

1)

Solucéo:

>with(student):
>f:=(-2*x+4)/(x"2+1)*(x-1)"2);
-2X+4

fi=
(+1) (x- 1)
>convert(f,parfrac,x);
1 2 1+2x

- +
x- 1% X1 w24

>Int(f,x)=Int(",x);



4 Q
8 -2x+4 8 1 2 1+2x
8 2 2 %72 2 x- 1 2. *
g(x +1)(x- 1) g(X-l) X x"+1
>expand(rhs("));
4 4 Q 9
Q 0 g 1 9
Q dx - zg dx + 8 . dx +2g dx
8 (x- 1) 8% 7 BxT+1 Bxe1
>value(");
1 2
-5 20 1) +actan(x) +In(x” + 1)
2 ¢ x* - 2X dx
Oy 12rwso
(x- 1)*(x+2)
Solucéo:
>with(student):
>:=(x2-2*X)/((X-1)"2%(x+2)):
2
X"-2X
fi= 5
(x- 1)"(x+2)
>convert(f,parfrac,x);
E 1 1 1 8 1
3(x- 1)2 9x 1 9x+2
>Int(f,x)=Int(",x);
Q Q
9 2. 2x g 11 1.1 8.1
_Q =
S > x=o0-3 2 ox-1 " ox+2 ™
Q- 1D°(x+2)  § “(x-1)
>expand(rhs("));
5 ) ;
18 1 19 1 89 1
38 2 Tolx- 1™ ke ®
B(x-1)
>value(");

gln(x 1)+ In(x+2)



>Int(f,x)=int(f,x);

. 1
3) Qs O

Solucéo:

>with(student):
>f:=(1/(9*x M4+x2));

>convert(f,parfrac,x);

>Int(f,x)=Int(",x);

>Int(f,x)=int(f,x);

4) ¢ 9 dx
oéx3 + 1
Solucéo:

>with(student):
>f:=9/(8*x"3+1);

>convert(f,parfrac,x);

1
= 2
9x +X
10
2 2

8 1 81 9
R R
g9x +X gx 9x"+1
Q
o 1 L
0 dx =- —- 3arctan(3 x)
g9x4+x X

f= 3

8x +1
3 x-1
1+2 -6 2
X 4x"-2x+1

>Int(f,x=0..1)=Int(",x=0..1);



[
H

8 8 3 1
X_
8 5 X8 T8 *
& sx°+1 8 X axt-2x+1
0 0
>expand(rhs(™));
1 1
6 g g
o} 1 8 X 8 1
3% 1+2 dx- 6q dx+6g > dx
0 X g 4x7-2x+1 g 4x7-2x+1
0 0 0
>value(");
3 3
—In(3) +—4/3
,In3)+/3p
>Int(f,x=0..1)=int(f,x=0..1);
1
8 9 3 3
§ ——dx=I(3)+>/3p
g 8x3+1 4 4
0
5 ¢ 2X2 +3x+ 2
O v ax’ +6x+ 4
Solucéo:
>with(student):
>f:=(2*x"\2+3*X+2)/(X\3+4*X2+6*X+4);
2 X2 +3x+2
x3 + 4x2+ 6x+4
>convert(f,parfrac,x);
2 1
X+2 X2+ oy +2
>Int(f,x)=Int(",x);
Q Q
8 2x%+3x+2 g 2 1
8 3 2 d=g v 2 o
gx +4xX"+6x+4 gx X" +2X+2

>value(");



2InN(x+2)- actan(1+x)=2In(x +2) - arctan(1 + x)
>Int(f,x)=int(f,x);

2x%+3x+2

x3+4x2+6x+4

dx =2In(x +2) - arctan(1 + x)

QOOOOO-

1.6 - Integrais de func¢des racionais de seno e coseno

Exemplos:

l Y
) 04senx - 3cosx

Solucéo:

>with(student):
>f:=1/(4*sin(x)-3*cos(x));
1

h= 49n(x) - 3 cos(x)

>Int(f,x);
: L dx
49n(x) - 3cos(x)

OO0

>int(f,x);



iSRS
>Int(f,x)=int(f,x);

1
B 45n(x) - 3 cos(x) dx_'_'r%targ_x +3 "5 |r%3tar§2x5 1

OaDOOON

2) ¢ senx y
o(cosx -1)cosx

Solucéo:

>with(student):
>f:=sin(x)/((cos(x)-1)*cos(x));

. an(x)

"~ (cos(x) - 1) cos(x)
>Int(f,x);

8 an(x)

(cos(x) 1)cos(x)
>int(f,x);

-In(cos(x) - 1) +In(cos(x))
>|nt(f,x)=int(f,x);

an(x)

(cos(x) - 1) cos(x)

dx =-1In(cos(x) - 1) + In(cos(x))

OO0

) 1 dx
osenx +cosx+1

Solucéo:

>with(student):
>f:=1/(sin(x)+cos(x)+1);
1

h= an(x) +cos(x) +1

>Int(f,x);



1
- dx
sn(x) + cos(x) + 1

OO0

>int(f,x);
|882t & (.'j+2("j
—XT+ 2%
rg ar%Z (%] (4]

>|nt(f,x)=int(f,x);

L dx = Ing2t e 2 2(-'j
X = —XE+ 2T
dn(x) + cos(x) + 1 rg ar%Z g @

OTPOOON



Il - INTEGRAIS IMPROPRIAS

A seguir apresentamos os comandos para o calculo de limites necessarios
na resolucdo de integrais improprias. Os comandos para o célculo das integrais
improprias estéo indicados no item 1.2 da unidade anterior.

Comandos para céalculo de limites

f:= expresséo que define a fungéo;
Limit(f,x=a); apresenta o limite a ser calculado.
limit(f,x=a); calcula o limite.

Exemplos:
¥ 1
Solucéo:
>with(student):
¥ 1 ) b 1
Devemos lembrar que Q —dx = lim Q—dx se o limite existir.
X b® +¥ ¥ X
>Int(1/x"2,x=1..b);
b
g 1
8 —dx
8 x*
1
>value(");
1
- — 4+ ]_
b

>Limit(-1/b+1,b=infinity)=limit(-1/b+1,b=infinity);

m -—+1=1
b® ¥
¥ 1
—d

Portanto (‘P
X



o 1

2 d
) Q X +16
Solucéo:
>with(student):
9 . O 1
Devemos lembrar que Q 116 dx = J@IDITL Q16 dx, se o limite existir.
>Int(1/(x*2+16),x=a..0);
0
8 1
g 2 dx
& x“+16
a
>value(");
1 . A 0
- —arctarg— ax
4 arg4 2
>Limit(-1/4*arctan(1/4*a),a=-infinity);
i 1 o ad 0
im - —arctarg— ax
Pk T

a® (-¥)

>Limit(-1/4*arctan(1/4*a),a=-infinity)=limit(-1/4*arctan(1/4*a),a=-infinity);

i 1 o Aa o1

im - —ar —ar=—p

a® (-¥) 4 ar%4 g 8
o 1 P

Portanto dx = &=
Qx2+16 8

¥ 1

3 -

) C X2 +2x+2

Solucao:

¥ 1 1 1

9 G¥
Q x2+2x+2dx Q3% ox+2 dX+Q x2+2x+2dx

¥ 1 A O . ¥ 1
Q ><2+2x+2OIX B a|<!Dr—Qé QX2+2X+2dX+kI)I®rQQ X2 +2x+2 X

Para calcularmos a primeira integral, procedemos assim:



>with(student):
>Int(1/(x"2+2*x+2),x=a..0);

o
=

N

OOOOO
x
+
N
x
+
N
o
x

a8}

>value(");

1
:1 p - actan(1+ a)
>Limit(1/4*Pi-arctan(1+a),a=-infinity)=limit(1/4*Pi-arctan(1+a),a=-infinity);

1 3
lim —p- actan(l+a)=—p
a® (-¥) 4

Para calcularmos a segunda integral procedemos assim:

>Int(1/(x"2+2*x+2),x=0 b);

(on

> dx
X +2X+2

O@MOOOO-

o

>value(");

1
arctan(1+Db) - Z p
>Limit(arctan(1+b)-1/4*Pi,b=infinity)=limit(arctan(1+b)-1/4*Pi,b=infinity);

1 1
lim arctan(l+b)- —p=—p
b® ¥ 47 4

>Int(1/(x"2+2*x+2) ,x=-infinity..0)+Int(1/(x"2+2*x+2),x=0..infinity);
0 ¥
1
dx

dx +
2 x2+2x+2

X“+2x+2
-¥

OMOOO0

OMOOOO
o

>value(*);

. ¥ l
AssIim Q m

dx

X=p

3

1
Vs




Solucéo:

3 1 9 1 3 1
———00Xx = Q—F7=—=dx + Q—F7—=dXx
Qx X+4 Qx1/x+4 Qx«/x+4

pois a funcéo nao esta definida em x =0

3 1 a 1 s 1
———==dXx = limQ——=dx + lim Q——=dx
qx X+4 a®O'QX—\/X+4 b®O+QX—\/X+4
Resolvendo a primeira das integrais a direita, temos:

>with(student):
>Int(1/(x*sqrt(x+4)),x=-1..a);

>value: ) )
- arctanh%% Ja+4 %+ arctanh%%«/g%

>Limit(-arctanh(1/2*(a+4)"(1/2))+arctanh(1/2*3"(1/2)),a=0,left)=
>limit(-arctanh(1/2*(a+4)"(1/2))+arctanh(1/2*3"(1/2)),a=0, left);

- o g oo
a(l;)mo_ -arctanhg2 a+45+ arctanhg2 35— ¥
Como

>int(1/(x*sqrt(x+4)),x=-1..0);

-¥
>Int(1/(x*sqrt(x+4)),x=-1..0)=int(1/(x*sqrt(x+4)),x=-1..0);
0
8 1
Q dx =-¥
§ XA/ X+4
-1

o 1 . ) _ s 1
Como me dx é divergente, concluimos que a integral me dx

divergente.

l11 - APLICACOES DA INTEGRAL DEFINIDA

Nesta unidade trabalharemos com



Volume de soélido de revolug¢do em torno do eixo x
Volume de solido de revolugéo em torno do eixo y
Gréaficos em coordenadas polares

Area em coordenadas polares

3.1 - Volume de solido de revolugcdo obtido pela rotacdo, em torno do
eixo x, de umaregiao R.

Comandos

>with(student):

>with(plots):

>f:=x->expressao que define a funcao de x;

>plot(f(x),x=a..b); para visualizar a area que gera o volume.
>V:=Pi*Int((f(x))"2,x=a..b); integral que calcula o volume procurado.

>evalf("); apresenta o resultado na forma aproximada do resultado
imediatamente anterior, aqui representado por “.
>plot3d([r,f(r)*cos(t),f(r)*sin(t)],r=0..b,t=0..2*Pi,grid=[30,30]); apresenta o volume
do sélido rotacionado em torno do eixo X.

Exemplo:

Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo em torno do eixo x da area
2

limitada por y = x3 parax1 [0, 8].

Solucéo:

>with(student):
>with(plots):
>t=x->x"(2/3);

2/3

>plot(f(x),x=0..8);

Para a visualiza¢do do volume procurado emitimos o comando:

>plot3d([r,f(r)*cos(t),f(r)*sin(t)],r=0..8,t=0..2*Pi,grid=[30,30]);



E para encontrarmos o valor deste volume, emitimos:

SV:=Pi*Int((f(x))*2,x=0..8);

8
Q 4/3
Vi=pg x  dx
0
0
>value(");
192  1/3
—p8
. Y
>evalf("™);
172.3387970

3.2 - - Volume de so6lido de revolucéo obtido pela rotacdo, em torno do
eixoy,de umaregiao R.

Comandos

>with(student):

>with(plots):

>f:=x->expressao que define a funcao de x;

>plot(f(x),x=a..b); para visualizar a area que gera o volume.
>V:=Pi*Int((f(y))"2,y=c..d); integral que calcula o volume procurado.

>evalf("); apresenta o resultado na forma aproximada do resultado
imediatamente anterior, aqui representado por “.
>plot3d([r*cos(t),f(r),r*sin(t)],r=0..b,t=0..2*Pi,grid=[30,30]); apresenta o0 volume
do sdlido rotacionado em torno do eixo y.
>plot3d([r*cos(t),r*sin(t),f(r)],r=0..b,t=0..2*Pi,grid=[30,30]); apresenta o volume
do salido rotacionado em torno do eixo y, mas substituindo o eixo z, pelo eixo y.

Exemplos:



1) Encontre o volume do sdlido obtido pela rotagdo em torno do eixo y da area
2

limitada pory = X3, 0 eixo yearetay=4, parax]1 [0, 8].

Solucdo:

>with(student):
>with(plots):
>T:=x->x"\(2/3);

2/3

>plot(f(x),x=0..8);

>V:=Pi*Int((y(3/2))*2,y=0..4);
4

Q 3
Vi=p§ y dy
%

>V:=Pitint((y’(3/2))"2,y=0..4);
Vi=64p

2) Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo em torno do eixo y da area
- X R
limitada por y = senE, parax 1 [0, 2p].

>f:=x->sin(x/2);



0

A
f=x® srggx;

>plot(f(x),x=0..2*Pi);

I3
0.6
0.4
0.z

>V:=Pi*Int((2*arcsin(y))*2,y=0..1);

1
Q 2
V:i=p§ 4acsn(y)” dy
0
0
>Pi*int((2*arcsin(y))*2,y=0..1);
1
Q 2
p§ 4acsn(y)”dy
0
0
evalf(");
5.873535452
Observacgéao:

Para a representacdo grafica do volume procurado, temos duas opcdes que
sdo apresentadas a seguir. A primeira apresenta o eixo dos z como sendo 0
eixo dos y, e a segunda apresenta o eixo dos y, como 0 eixo dos y. Logo
podemos escolher uma das representa¢des para o volume procurado.

Primeira opgéo:

>with(plots):
>plot3d([r*cos(t),r*sin(t),f(r)],r=0..2*Pi,t=0..2*Pi,grid=[30,30]);

Segunda opcao:

>plot3d([r*cos(t),f(r),r*sin(t)],r=0..2*Pi,t=0..2*Pi,grid=[30,30]);



3. 3- Graficos em coordenadas polares

Comandos

>with(plots):

>r:=f(q);insere na area de trabalho a expressao em fungéo da variavel g.
>polarplot(f(g),theta=a..b); apresenta o grafico dado por r=f(q) para g no
intervalo de a até b, com as op¢Bes do comando plot.

>display({ri, r.}); apresenta os gréaficos de r; e r, no mesmo sistema polar.

Exemplos:
1) Construir os graficos de r = cos(ng) paran=0, 1, 2, 3.
Solucdo:

>with(plots):

Se n=0:
>polarplot(cos(0*t),t=0..2*Pi,view=[-1..1,-1..1],scaling=constrained);

0.5

n
1

Sen=1:

>polarplot(cos(1*t),t=0..2*Pi,view=[-1..1,-1..1],scaling=constrained);



0.5

A 08 D@

0.5

Sen=2:

>polarplot(cos(2*t),t=0..2*Pi,view=[-1..1,-1..1],scaling=constrained);

Sen=3:

>polarplot(cos(3*t),t=0..2*Pi,view=[-1..1,-1..1],scaling=constrained);

1
2y
B TG ]

-0.

2) Construir o grafico de r =2 + 2cosq.

Solucéo:

>with(plots):
>polarplot(2+2*cos(theta),theta=0..2*Pi);



3) Construir o grafico de r =2 + 3senq.

Solucéo:

>with(plots):
>polarplot(2+3*sin(theta),theta=0..2*Pi);

2 3

Observacao: As seguintes op¢des mostram oS comandos necessarios para
animacgéao em graficos:

Primeira opc¢ao:

>with(plots):
>to_animate:=([seq(plot(cos(a*t),t=-Pi..Pi,coords=polar),a=0..5)]):
>display(to_animate,insequence=true);

Segunda opc¢ao:

>a:="a".r.=cos(a*t);
r:=cos(at)

>for n from O to 5 do
>plot([subs(a=n,r),t,t=0..2*Pi],coords=polar,scaling=constrained):
>0d;



3.4 - Areaem coordenadas polares
Comandos

>with(plots):

>with(student):

>r:=f(g); insere na area de trabalho a expressédo em funcao da variavel q.
>polarplot(f(q),theta=a..b); apresenta o grafico dado por r=f(g) para q no
intervalo de a até b, com as op¢fes do comando plot.

>display({rs, r.}); apresenta os graficos de r; e r, no mesmo sistema polar.
>A:=1/2*Int(((f(g))"2),theta=a..b); apresenta a integral que calcula a area de uma
regido em coordenadas polares.

>A:=1/2*int(((f(9))"2),theta=a..b); calcula a &rea de uma regido em coordenadas
polares.

Exemplo:

Usar o Maple para encontrar através de coordenadas polares, a area
comum as curvas r, = 6sen(q) e r, = 3. Represente as duas curvas no mesmo
sistema polar.

Solucéo:

>with(sutdent):

>with(plots):
>rl:=polarplot(6*sin(theta),theta=0..Pi):
>r2:=polarplot(3,theta=0..2*Pi):
>display({r1,r2});

1 2
>r1:=6*sin(theta);
rl:=6sn(q)
>r2:=3;
r2:=3

Para encontrar o angulo de interseccado entre r; e rp,usamos 0 comando solve:
>solve(rl=r2,theta);

1

N

6
A area solicitada € A= A; + A;.



>Al:=1/2*Int((6*sin(theta))"2,theta=0..Pi/6);
1
6"
19 _ 2
Al:=—8 36dn(q) dq
20
0
>Al1:=1/2*int((6*sin(theta))"2,theta=0..Pi/6);
9 3

Al:=- =43+
4 2IO

>A1:=1/2*Int((6*sin(theta))"2,theta=0..Pi/6)=1/2*int((6*sin(theta))"2,theta=0..Pi/6);
1
6 P

19 9 3
Al:=_8 365'n(q)2dq=- —«/§+—p
200 4 2

>A2:=1/2*Int((3"2)theta=Pi/6..Pi/2);

1
> p
1g
A2:=-0 9dq
20
1
6 Y
>A2:=1/2*int((3"2),theta=Pi/6..Pi/2);
A2 = 3
=3 p

>A2:=1/2*Int((3"2) theta=Pi/6..Pil2)=1/2*int((3"2) theta=Pi/6..Pi/2);

1
P
po=28 ggg=>
==0 ==
28 4=5P
1
P

>A:=2*(1/2*int((6*sin(theta))"2,theta=0..Pi/6)+1/2*int((3"2) ,theta=Pi/6..Pi/2));

A= 9 3+6
= 5 P

>evalf(");
11.05532728



IV - FUNCOES DE DUASVARIAVEIS

Esta unidade mostra a utilizagéo do Maple V em

Gréficos de superficies e curvas de nivel

Interseccéo de superficie

Equacéao e grafico de plano tangente a uma superficie
Maximos e minimos de uma funcéo de duas variaveis

4.1 — Graficos de superficies e curvas de nivel

Comandos

>with(plots):

>f(X,y):=expressao; define a funcéo de duas variaveis x e y.
>implicitplot3d(z = expresséo,x=a..b,y=c..d,z=e..f); esboca graficos de
superficies.

>plot3d(expressado,x=a..b,y=c..d,opcdes): esbhoca graficos de superficies.

>contourplot(f(x,y),x=a..b,y=c..d,op¢bes); exibe as curvas de nivel de f(x, y).
>contourplot3d(f(x,y), x=a..b,y=c..d,opcdes); exibe as curvas de contorno de
f(xy).

Exemplos: Tracar o grafico das superficies e curvas de nivel dadas por

1- f(x,y) =2 +y

Solucdo:

with(plots):
>f(X,y):=2*x"2+y"\2;

f(x,y) =2 x2 + y2



>plot3d(f(x,y),x=-10..10, y = -10..10);

Ou pelo comando implicitplot:

>implicitplot3d(z=2*x"2+y"2,x=-2.5..2.5,y=-2.5..2.5,2=0..5);

Para visualizar as curvas de nivel:

>contourplot(f(x,y),x=-2.5..2.5,y=-2.5..2.5,color=blue);




Para visualizar as curvas de contorno de f(x, y) podemos usar o comando
contourplot3d(f(x,y),x=a..b,y=c..d,op¢des); ou uma outra opcédo dada na barra
de opcoOes para graficos em trés dimensdes.

>implicitplot3d(z=2*x"2+y"2,x=-2.5..2.5,y=-2.5..2.5,z=0..5);

2) f(x,y)= e*¥"

Solucdo:
> f(x,y):=exp(-x"2-y"2);
(-x*- y%)
f(x,y) =e

>plot3d(f(x,y),x=-2..2,y=-2..2,numpoints=1500);

St o 2
S

> contourplot(f(x,y),x=-5..5,y=-5..5,color=red,numpoints=3500);




1
3) f(xy)= NERV

y2
Solucdo:
>with(plots):
>f(X,y):=1/(x"2+y"2);
1
f(X,y) =————
X2 + y2

>plot3d(f(x,y),x=-3..3,y=-3..3,color=blue,numpoints=500,grid=[50,50]);

FHATH
THEE

>contourplot3d(f(x,y),x=-3..3,y=-3..3,grid=[30,30],numpoints=1500);

i
- o —e —_—
r o] ——— e ———
.-"'-\_\__ e —  — X



4) f(x,y) =y - X
Solucdo:

>with(plots):
>f(X,y):=y"2-x"2;

2

.2
f(X1 y) '_y - X
>plot3d(f(x,y),x=-5..5,y=-5..5,numpoints=2000);

>contourplot(f(x,y),x=-10..10,y=-10..10);

W

-10

5) f(x, y) = senx seny

Solucéo:

>with(student):

>f(X,y):=sin(x*y);

f(x, y) =dn(xy)

>plot3d(f(x,y),x=-30..30,y=-30..30);



>contourplot(f(x,y),x=-3..3,y=-3..3,numpoints=1500);

4.2 —Interseccéo de superficies

Comandos para vizualizagdo de duas superficies num mesmo sistema de
coordenadas

Primeira opcgéo

>with(plots):

>a:=implicitplot3d(z=expresséo,x= a..b,y=c..d,z=e..f,opcoes):
>h:= implicitplot3d(z=expressao,x= a..b,y=c..d,z=e..f,opcdes):
>display({a,b});

Segunda opcgao

>with(plots):
>implicitiplot3d({z1=expressédo,z2=expressao}, x= a..b,y=c..d,z=e..f,opcdes);



Observacéo:

Podemos usar o comando plot3d no lugar do implicitplot3d.

Exemplos:

Considere as seguintes superficies:

1) z=X+2y° ez=12-2%-y .
Solucéo: Usando a primeira opgao.

>with(plots):
>a:=plot3d(x"2+2*y"2,x=-5..5.,y=-5..5,color=red,numpoints=500):
>pb:=plot3d(12-2*x"2-y"2,x=-5..5.,y=-5..5,color=blue,numpoints=500):
>display({a,b});

2) z= X+f+X’ =4 e z=1.
Solucédo: Usando a primeira opgao.

>with(plots):
>a:=implicitplot3d(x"2+y"2+z/2=4,x=-2..2,y=-2..2,z=-2..2,color=blue):
>h:=plot3d(1,x=-2..2,y=-2..2,color=yellow,numpoints=500):
>display({a,b});



A X¥+y+7F=4ez+y=1.

Solucéo: Usando a segunda opgéo.

>with(plots):
>implicitplot3d({x"2+y"2+z"2=4, z+y=2}x=-3..3,y=-3..3,2=-3..3);

4)z=x>+y? e X+y+7 =4

Solucéo: Usando a primeira opgao.

>with(plots):
>a:=implicitplot3d(x"2+y"2+z2"2=4,x=-2..2,y=-2..2,z=-2..2,color=blue):
>b:=implicitplot3d(z=sqrt(x*2+y"2),x=-2..2,y=-2..2,z=0..2,color=yellow):



>display({a,b});

4.3 — Plano Tangente

Comandos para determinacao e visualizagdo do plano tangente a uma
superficie num ponto

® ®
Sejamn=A+lv, e n=A+1v, as equagdes das retas tangentes a
superficie no ponto P, dado e P(x, y, z) um ponto qualquer do plano tangente.

>with(student):

>with(linalg):

>f(x,y):=expressao; define a funcéo f de duas variaveis x e y.
>implicitplot3d(expressao,x=a..b,y=c..d,z=e..f,op¢coes); esbocar graficos dados
implicitamente.

>pointplot3d([x,y,z],opcoes); exibe pontos em trés dimensdes.
>A:=matrix(3,3,[a11, @12, &3, 821, &2, 23, A31, 832, ag3)); define a matriz A de
terceira ordem. Neste contexto as linhas desta matriz sdo as coordenadas as

® ® ®
coordenadas dos vetores PP, v,, v, .

>det(A)=0; determina a equacgéao do plano tangente.
>isolate(*,z); expressa z em funcéo das variaveis x e y.



Para vizualizar superficie, plano tangente, e ponto de tangéncia

>with(plots):
>a:=implicitplot3d(expresséo,x=a..b,y=c..d,z=e..f,op¢oes):
>h:=plot3d(expressado,x=a..b,y=c..d,opcdes):
>c:=pointplot3d([x,y,z],opcoes):

>display({a,b,c});

Exemplo:
Visualizar o grafico da superficie dada por f(x, y) = 2X° + y* e o plano tangente a

esta superficie no ponto de coordenadas (2, 1, 9).

Solucdo:
>with(plots):

>with(student):
>with(linalg):

>f(X,y):=2*x"\2+y"2;
f(x,y) =2 x2 + y2

>implicitplot3d(z=2*x"2+y"2,x=-2.5..2.5,y=-2.5..2.5,2=0..5);

por:

® ®
temosv, =(1,0, 8) e v, =(0, 1, 2).

Para determinacéo do plano tangente a superficie em Py(2, 1, 19), devemos



Xx-2 y-1 z-9
resolver a equacao dadapor p: | 1 0 8 |=0, paraisto emitimos:
0 1 2

>A:=matrix(3,3,[x-2,y-1,z-9,1,0,8,0,1,2]);

g(- 2 y-1 z- 98
A :8 1 0 8 H
eo 1 2 U
>det(A)=0;
-8x+9-2y+z=0
>isolate(",2);

z=8x-9+2y

Esta € a equacao do plano tangente procurado.
Para visualizacao gréfica da superficie e do plano tangente no ponto Po(2, 1,
9), usamos os comandos:

>a:=implicitplot3d(z=2*x"2+y"2,x=-3.5..3.5,y=-5..5,z=0..15,color=blue):
>h:=plot3d(8*x+2*y-9,x=0.5..2.5,y=0.5..2.5,color=yellow):
>c:=pointplot3d([2,1,9],symbol=circle,color=red):

>display({a,b,c});




4.4 —Maximos e minimos de uma funcéo de duas variaveis

Comandos para determinar os pontos criticos de uma funcéo de duas
variaveis

>with(student):

>f(x,y):=expressao que define a funcdo de duas variaveis;

>hf:=hessian(f(x,y),[x,y]); matriz hessiana.

>det(hf); determinante de Hf.

>diff(f(x,y),X); encontra a derivada parcial de primeira ordem de f em relacédo a
variavel x.

>diff(f(x,y),y); encontra a derivada parcial de primeira ordem de f em relacdo a
variavel y.

>diff(f(x,y),X,X); encontra a derivada parcial de segunda ordem de f em relagéo a
variavel x.

>solve({fx=0,fy=0}); resolve o sistema cujas equagbes sédo fx=0 e fy=0 e
determina os pontos criticos de f.

fx e fy sdo as derivadas parciais de f em relacdo as variaveis x ey,
respectivamente.

>subs(x=a,y=b,g); apresenta o valor numeérico de g substituindo x poraey por b.



Observacéo:

Com essas informacdes, aplica-se o teste da segunda derivada para classificar os
pontos criticos.

Exemplo: Determinar pontos de maximos e minimos da seguinte fungéo:
X
fxy)= ———
%2 +y2 +4
Solucéo:

>with(student):
>with(linalg):
>St=x/(x"2+y"2+4):
>tx:=diff(f,x);fy:=diff(f,y);

1 x2
fx = > 2 -2 >
X" +y +4
y (x2+y2+4)
Xy
fy=-2
y 2
(x+y? +4)

>solve({fx=0,fy=0});
{y=0,x=2},{y=0x=-2}

Portanto, os pontos criticos de f s&o : (2,0) e (-2,0).

>hf:=hessian(f,[x,y]);

>H1:=subs(x=2,y=0,0p(hf)):

é 3 2 U

e X X y X7y u
€6 +8 -2 +8 u

¢ 2 3 2 30
8 0CHYPra) (CnyPea) Peytea) (CayPea)
- e 2 2 u
& X X X u
&2 Y +8 y 8 y 5 u

g 2 3 3 2 2 ZH

8 (xC+y?+d)  (XPHyPea)  (XPeyPea)  (PeyPea) b



¢ -1 0
cn o
g 16 v
Hl:=¢ u
s
& 16 1
>det(H1);
1/256

2
f .
Como d(H1) =1/256 >0 e ‘1"1—2(2,0) =-1/16 <0, (2,0) é um ponto de maximo de
X

f.

>H2:=subs(x=-2,y=0,0p(hf));

e 1 u

e — 0 U

: 16 :

H2 :=¢ u

e 1 U

€0 U

e 16 U
>det(H2);

1/256

i . -

Como d(H2) =1/256 >0 e ﬂ—z(-Z,O) =1/16 >0, (-2,0) € um ponto de minimo
X

def.

Grafico da superficie

>with(plots):
>plot3d(f,x=-5..5,y=-5..5);




V — INTEGRACAO MULTIPLA

Sao apresentados a seguir os comandos e pacotes para o calculo de

Integrais duplas em coordenadas cartesianas
Integrais duplas em coordenadas polares
Integrais triplas em coordenadas cartesianas
Integrais triplas em coordenadas cilindricas
Integrais triplas em coordenadas esféricas

5.1 - Integrais duplas em coor denadas cartesianas

Comandos

>with(student):



Y2 X2
>Int(Int(f(x,y),X=X1..X2),y=Y1..Y2); representa a integral ¢y cj(x, y)dxdy .
Y1 X2
Y2 X2

>int(int(f(x,y), x=X1..X2),y=Y1..y>); calcula a integral ¢ cj(x, y)dxdy .

Y1 X2

Exemplo:

Calcular a integral de f(x, y) = 4 -%xz-%y2 sobre a regido R limitada

pelos planos coordenados e pelos planos x=3 ey = 2.

Solucdo:
with(student):
with(plots):
> f:=4-(1/9)*x"2-(1/16)*y"2;
1 1
f=4-— x2 - y2
9 16

>plot3d(f,x=0..3,y=0..2);

> Int(Int(f,x=0..3),y=0..2)=int(int(f,x=0..3),y=0..2);

2,3
89 1 5 1 » 43



5.2 - Integrais duplas em coordenadas polares

Para a resolucéo de integrais duplas em coordenadas polares, devemos
escrever f=1(r,g), sendo x =rcosq e y =r seng e considerar o
Jacobiano =r.

Comandos

>with(student):
>f:= expressao que define a funcdo em coordenadas polares;

qz 2
>Int(Int(r*f,r=ry..r2, g=01..0p); representa a integral ¢y f dr dq
q1 n
gz 2

>int(int(r*f,r=rs..r;, g=c..0); calcula a integral ¢y f drdq

qi

Exemplo:

Encontrar o volume do sélido acima do plano xy, limitado pelo cilindro
X +y* =4 epeloplano z+y=3.

Solucéo:

Equacéo do cilindro em coordenadas polares: r = 2
Equacéo do plano em coordenadas polares: z = 3 —rsen(Qq)

Grafico do solido

>with(plots):
>a.=cylinderplot(2,theta=0..2*Pi,z=0..6,color=green):
>pb:=plot3d(3-y,x=-3..3,y=-3..3,color=pink):
>display({a,b});



[ R A R N a7

Gréfico da projec¢éo do solido (regido de integracdo) no plano xy.

>implicitplot(x"2+y"2=4,x=-3..3,y=-3..3);

5
[
e
;
_J//

(-_
e

Célculo do volume:

>V:=Int(Int(r*(3r*sin(theta)),r=0..2) theta=0..2*Pi)=int(int(r*(3r*sin(theta)),
r=0..2),theta=0..2*Pi);

,2p,2
V=0 8 r(3-rsdn(q))drdg=12p
% %

5.3 - Integraistriplasem coordenadas cartesanas

Comandos



>with(student):
22 Y2 X3
>Int(Int(Int(f,x=x1..X2),y=Y1..Y2),2=21.2;); representa aintegral ¢ ¢ (f dxdydz
21 Y1 Xq
Zp ¥ X
>int(int(int(f,x=x1..X2),y=Y1..Y2),2=21.2;); calcula aintegral ¢y ¢ ¢§ dxdydz

21 Y1 %y

Exemplo:

Calcule a integral tripla de f(x,y,z) = X’ycos(xz) sobre a regido S do espaco
limitada pelos planos y=2, x=p/2, z=3 e pelos planos coordenados.

Solucéo

Grafico daregido S

>with(plots):
>a:=polygonplot3d([[Pi/2,0,0],[Pi/2,2,0],[0,2,0],[0,0,0]],color=pink):
>b:=polygonplot3d([[Pi/2,0,0],[Pi/2,2,0],[Pi/2,0,3],[Pi/2,2,3]],color=pink):
>c:=polygonplot3d([[Pi/2,2,0],[Pi/2,2,3],[0,2,0],[0,2,3]],color=pink):
>d:=polygonplot3d([[0,0,0],[0,2,0],[0,2,3],[0,0,3]],color=pink):
>e:=polygonplot3d([[Pi/2,0,3],[Pi/2,2,3],[0,2,3],[0,0,3]],color=pink):
>f:=polygonplot3d([[0,0,3],[0,0,0],[Pi/2,0,0],[Pi/2,0,3]],color=pink):
>display({a,b,c,d,e,});

Regido S

i0EXE£p/2

S=1| 0Ey£2

1 0£z£3

Calculo da integral

>with(student):



>Int(Int(Int(x"2*y*cos(x*z),x=0..Pi/2),y=0..2),z=0..3)=int(int(int(x"2*y*cos(x*z),x=0..
Pi/2),y=0..2),z=0..3);

888 2 2
888 X ycos(xz)dxdydzzg
0.0 0

5.4 - Integrais triplas em coordenadas cilindricas

Para a resolucéo de integrais triplas em coordenadas cilindricas devemos
escrever f =1(r,q,z), sendo X =r cosq, Y = r senq e z=z, e considerar o
Jacobiano =r

Comandos

>Int(Int(Int(r*f,z=z,...2, r=r1..1.),0F th.. G); representa a integral
a2 "22>

0O O¢ fdzdrdg

q1 fh 2

a2 27

>int(int(int(r*f, o=h.. Gp),r=r1..12),2=21.2); calcula aintegral ¢ ¢ f dzdrdq
qp Mz

Exemplo:
Calcular o volume do sélido limitado pelo paraboléide z=1-x*-y e o plano
z=0.

Solucéo:

Para calcular o volume através de integral tripla, devemos lembrar que
V = @ dVv
S
Gréfico do solido
>with(plots):

>a:=implicitplot3d(z=1-x"2-y"2,x=-1..1,y=-1..1,z=0..1):
>h:=plot3d(0,x=-1..1,y=-1..1,color=green):



>display({a,b});

Equacéo da curva de interseccao do paraboléide com o plano : X+ =1

Graéfico da curva de interseccéo

>implicitplot(x*2+y~2=1,x=-1..1,y=-1..1);

ij.fDrE hﬂ\
)

1 05 05 i

!

“\-0.5 _./f

e ___,_,.,-F‘f

Regido de integracéo

Ofrf£l
O£q£2
0£z£1

—— o & e /

Caélculo do volume



>with(student):
>V:=Int(Int(Int(r,r=0..1),theta=0..2*Pi),z=0..1)=int(int(int(r,r=0..1) ,theta=0..2*Pi),z=0
.1);
1 2p 1
V::§ § § rdrdgdz=p
00 O

5.5 - Integrais triplas em coordenadas esféricas

Para a resolucéo de integrais triplas em coordenadas esféricas devemos
escrever f=1(r,q,f), sendox=r cosqsenf ,y=r sengsenf ez=r cosf,e
considerar 0.Jacobiano = r *senf

Comandos

>with(student):
>Int(Int(Int( fr **sin(f ), r =r ;.. r ), f =f 1.. f ),0=Cx. G); representa a integral

@ f2 T

OO g- r’senf dr df dq
a fyor
>int(int(int(fr >*sin(f ), r=r ... r,), f =f1..f,), g=0..q); calcula a integral

@ 27

OO g r’senf dr df dq
a fpr

Exemplo:

N\ \

Calcular div onde S é a regido limitada acima pela esfera xX’+y*+z° = 16 e

abaixo pelo cone z = {x?+y? .

Solucéo:

Gréficos das superficies

>with(plots):
>a:=implicitplot3d(z=sqrt(16-x"2-y"2),x=-4..4,y=-4..4,z=0..4,color=pink):
>h:=implicitplot3d(z=sqrt(x"2+y"2),x=-4..4,y=-4..4,z=0..4,color=green):
>display({a,b});



e —

——

Equacéo da curva de interseccéo do cone com a esfera: X +y* =8

Gréfico da curva de interseccao

>implicitplot(x*2+y"2=8,x=-sqrt(8)..sqrt(8),y=-sqrt(8)..sqrt(8));

Regido de integracéo

| 0EQ£2p
S'= [0£f £pl4
L 0£r £4

Céalculo do volume

>V:=Int(Int(Int(rho*cos(phi)*rho*2*sin(phi),rho=0..4),phi=0..Pi/4) theta=0..2*Pi)=int
(int(int(rho*cos(phi)*rho”2*sin(phi),rho=0..4),phi=0..Pi/4),theta=0..2*Pi);



g 9 §,3 -
V::8 0 8r cos(f )an(f )dr df dg=32p
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