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Capitulo 1

Introducao ao Calculo de Variacoes

Este capitulo é dedicado ao estudo de uma familia particular de problemas de otimizagcao,
denominados na literatura moderna por prolemas variacionais. A anélise formal de tais
problemas leva o nome de cdlculo variacional. Tais problemas de otimizacao se caracterizam
por estarem definidos em espagos (de funcoes) de dimencao infinita e pelo fato da fungao
objetivo ser descrita por um operador integral.

De especial interesse é o estudo de condigbes necessdrias e/ou suficientes para caracte-
rizagao das solugdes (pontos de maximo/minimo) destes problemas otimizac¢ao. Simplifi-
cadamente, tais condigoes sao obtidas a partir da extencao aos problemas variacionais de
resultados da andlise em varias varidveis, que permitem caracterizar os candidatos a solugao
dos problemas de otimizacao em espacos de dimencao finita.

Neste capitulo estudamos prolemas variacionais sem restrigdes (somente com condigoes
de contorno). Os problemas variacionais sujeitos a restrigdes sao analisados no Capitulo 2,
onde o teorema de multiplicadores de Lagrange desempenha papel fundamental.

No Paragrafo 1.1 sao introduzidos os problemas variacionais e apresentados os conceitos
de extremos locais e de variagoes de Gateauz. Sob hipdteses adicionais de convexidade, é ob-
tido um resultado preliminar sobre condigoes suficientes para otimalidade. No Parargrafo 1.2
é apresentado um resultado auxiliar (lema de du Bois—Raymond), essencial para obtengao
das condigoes necessarias. No Pardgrafo 1.3 analisamos condigbes necessarias para otima-
lidade, que s@o apresentadas na forma da equacdo de FEuler—Lagrange e de sua primeira
integral. No Paragrafo 1.5 considerados problemas com trajetdrias continuas por partes,
enquanto que no Paragrafo 1.6 sao estudados problemas vetoriais.

1.1 Problemas Variacionais e Convexidade

Um problema classico do calculo de variagoes é a minimizacao de funcionais do tipo

b
I(y) = / L(t,y(t).4/(t)) dt, (11)

onde o intervalo [a, b] é fixo e a aplicac¢do L : [a,b] x R xR — IR é conhecida. A minimizacao
do funcional definido em (1.1) é realizada entre as fungoes y : [a,b] — IR continuamente

3



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO AO CALCULO DE VARIACOES

diferencidveis em [a, b].!
O problema de minimizar o funcional em (1.1) é, via de regra, sujeito a diferentes tipos
de restricao como:

e Impor condigoes a y nas extremidades do intervalo, i.e. y(a) = y, e/ou y(b) = yp;
e Exigir que g(t,y(t),y'(t)) =0 para t € [a,b], onde g : [a,b] x R x R — R;
e Exigir que ffg(t,y(t),y’(t)) dt =c,onde g:[a,b] x R xR —-Recel;

O primeiro tipo de restricao é denominado condigao de contorno e pode ser exigido em
ambos ou em apenas um dos extremos do intervalo [a,b]. O segundo tipo de restrigao é
denominada restrigao Lagrangeana, devido a sua semelhanca com as restrigoes presentes
nos problemas da mecanica Lagrangeana. O terceiro tipo é denominda restrigao isoperi-
métrica (ou integral), uma vez que os primeiros problemas de interesse relacionados a esta
restricao apresentavam a exigéncia dos candidatos y terem todos o mesmo comprimento
(fato relacionado com a escolha g(t,y,y') = |¢/]).

O intervalo [a,b] nao precisa ser necessariamente fixo. Este é o caso quando uma das
condicdes de contorno é descrita pela curva de nivel de uma funcao o : R? — R. Temos
assim uma restricao do tipo:

o o(T,y(T)) =0, com T > a,

que é denominada condigcao (de contorno) transversal. Note que a funcao objetivo é
da forma I(y,T) := f;‘r L(t,y(t),y'(t))dt e T > a, o extremo direito do intervalo, também
precisa ser determinado.

As restrigoes acima podem aparecer de forma combinada, de modo que um mesmo pro-
blema pode estar sujeito a restricbes de diferentes tipos, ou a varias restricoes do mesmo
tipo. Analisamos neste capitulo somente os problemas variacionais com condigoes de contor-
no. Problemas sujeitos a restrigoes lagrangeanas e isoperimétricas, assim como problemas
com condigoes de contorno transversais sao discutidos no Paragrafo 2.2.

Considere a seguinte familia de problemas variacionais

b
Minimzar 1(y) ::/ L(t,y(t),y' (t)) dt
sujeito a ‘

y € Yaq :={y € C'[a,b] | y(a) = ya, y(b) = u}.

(1.2)

O conjunto Y,,; é denominado conjunto das fungoes admissiveis (ou vidveis). Da andlise
real, sabemos que é preciso distinguir entre minimos locais e globais do funcional I:

Definicao 1.1.1 § € Y,4 é denominado minimo global de I : Y,; — IR quando a desi-
gualdade

I(y) > 1(3),

! Adotamos no texto a seguinte notacéo:

Cla,b] := {y:[a,b] = R | y continua},
C'a,b) := {y:[a,b] = R |y diferenciavel em [a,b], v’ € Cla,b]}.
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é satisfeita para todo y € Y,q. O oo

Definimos na seqiiéncia os minimos locais de I. A importancia destes minimos vem
do fato de que condicGes apenas necessarias, em geral, os englobam juntamente com os
minimos globais. Antes de apresentar a definicdo, relembramos alguns fatos importantes
sobre a topologia dos espacos C[a,b] e C'[a,b].

Observagao 1.1.2 O espaco vetorial Cla,b] é completo (Banach) com a norma do supremo
(ou de Tschebyscheff)

[flloo == sup [f(#)], f € Cla,b].

t€(a,b]
Logo, d(f,9) := ||f — g|lco define uma distancia (métrica) em Cfa,b]. De forma andloga é
possivel construir uma métrica para C'[a,b] com a distancia || f — g|1.00 := | f = 9lleo + || —
¢l fr9 € Ca,b]. OO0o

Definicao 1.1.3 y € Y,y é denominado minimo local fraco de I quando
30 >0 tq Yye Yy com [y —9li00 < d temos I(y) > I(7).
9y € Y,q é denominado minimo local forte de I quando
36 >0 tq Yy € Yoq com ||y —9lloo < 6 temos I(y) > I(y).
O 0o a

De especial interesse para os problemas variacionais sao os minimos locais fracos. Note
que uma vizinhanga forte de y € Y,4 possui mais elementos do que a vizinhanca fraca
correspondente. Portanto, a exigéncia de y ser minimo local forte é mais restritiva.

A seguir, é apresentada uma definicao que estende o conceito de derivada direcional de
aplicagoes f : R™ — R e é de importancia fundamental para a caracterizagdo de solugoes
do problema variacional (1.2).

Definigao 1.1.4 Seja Y um espaco vetorial e I : Y — IR. Dados y,v € Y definimos a
variacao de Gateaux de I em y na diregcao v através de
I(y +ev) — I(y)

0I(y;v) := lim . :

quando o limite existe. O oo
Note que, caso a derivada total em relacao a varidvel € da funcdoreal R 3 € — I(y+ev) €

R esteja bem definida em ¢ = 0, podemos escrever

d
5 (y;v) = d_gl(y+€v)
e=0

Da Definigao 1.1.4 segue ainda a linearidade da variagao de Gateaux em relacao ao funcional
1, i.e., fixados y,v € Y temos

6(aly + BL2)(y;v) = adli(y;v) + Bolz(y;v), a,B € R. (1.3)
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(Pressuposto, obviamente, que as variagoes envolvidas existam.) Outra propriedade inte-
ressante se verifica em relagao a direcao de derivacao:

ol (y; aw) = adl(y;v), a € R. (1.4)
(Novamente supondo a existéncia da variacao.)

Exemplo 1.1.5 Seja Y =IR" e f € C'(Y;R). Dados y,v € Y temos
fly+ev) — f(y)

6f(y;v) = lim = (VS (), v),
e—0 g
que ¢ a derivada parcial de f em y na direcao do vetor v. O o0

Exemplo 1.1.6 Seja Y = Clla,ble [:Y >y — f:L(t,y(t),y'(t))dt € R, onde L é uma
aplicacao C'([a,b] x R%;R). Dados y,v € Y temos

6I(y;v) = d I(y + ev)

=0

de
- /[ Lty‘i‘éfvy—l—sv)} dt
e=0
/ Y O)(t) + Ly (ty ),y () (8)] dt.

o oo

Os primeiros resultados sobre condi¢oes suficientes de otimalidade para o problema (1.2)
surgem quando fazemos hipéteses de convexidade sobre a funcao objetivo. Isto justifica a
introducgao do seguinte conceito.

Definicao 1.1.7 Dado um espaco vetorial Y e um funcional I : D C Y — IR, dizemos que
I é convexo em D quando para todo par de elementos y,v € Y temos

IHay+ (1 —a)v) < al(y) + (1 —a)I(v), a €[0,1].

I é denominado estritamente convexo em D, quando a desigualdade na expressao acima
for estrita. 0O o0 O

Caso a variacao de Gateuax 0I(y;v) do funcional I esteja definida para todos elementos
Y,y +v € D, é possivel fornecer uma definicao equivalente de convexidade:

Lema 1.1.8 Seja Y um espago vetorial eI : D CY — R tal que para todo par de elementos
y, v de Y satisfazendo y,y+v € D, a variagao de Gateauz 61(y;v) existe. Sao equivalentes
as afirmacoes:

a) I é convexo em D;

b) Para todo par de elementos y,v € Y com y,y +v € D, temos

Iy +v) = I(y) > 51 (y;v).
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Temos ainda que I € estritamente convexo em D, quando a igualdade na desigualdade do
item b) ocorre se e somente se v = 0.

Demonstragao: E bastante demonstrarmos a equivaléncia entre a )eb)
(a) = (b) Note que para 0 < ¢ < 1 podemos escrever y + v na forma da combinagao
linear convexa

y+ev = (1-a)y+aly+o),

com « = ¢ € [0,1]. Da defini¢ao de convexidade segue que
Iy +ev) < (1 =e)l(y) +ely+v),

de onde obtemos )
z [I(y+ev)—1I(y)] < I(y+v)—I(y).

Tomando agora o limite quando € — 0, obtemos a desigualdade em b).
(b) = (a) Dados y,v €Y e a € [0,1], defina w := ay + (1 — a)v. Da hipétese b) segue

SI(wihy) < I(0) = I(w), 81(wih) < I(y) — I(w)
para hy = a(v —y), ho = (1 —a)(y — v). De (1.4) segue agora que

[10) = Iw)] = dlus (0 =) > = [10) = ).

SERS

de onde obtemos «al(y) + (1 — a)I(v) > I(w) e o teorema fica provado. [ |

Apresentamos a seguir uma condicao suficiente de otimalidade para um problema abs-
trato em que a func@o objetivo é convexa.

Lema 1.1.9 Dado um espacgo vetorial Y e um funcional convexo I : D CY — IR, entdo

cada § que satisfaz
0I(g;v) = 0, Vy+wveD,

minimiza I em D. Se I € estritamente convero, entdo § € unico.

Demonstragao: Dado y € D definav:=y—y €Y. Logo
Iy) —1(y) = I(y+v)—1(H) = 61(y;v) = 0.
A unicidade de 7 é conseqiiéncia imediata da definicdo de convexidade estrita. [ ]

Estamos agora em condigoes de formular um resultado que fornece condigoes suficientes
de otimalidade para o problema (1.2).

Teorema 1.1.10 Seja Y = Cla,b], Yo ={y € Y; y(a) = ya, y(b) = wp}, I : Yog Dy —
f; L(t,y,y)dt € R, onde L € C*([a,b] x R*R) satisfaz

L(tay + v,z + ’U)) - L(taya Z) Z Ly(taya Z)U + Lz(t,ya Z)’U), (15)
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para todo (t,y,2), (t,y+ 2 2z +w) € [a,b] x R?. Sdo verdadeiras as afirmacées:
a) I € convexo em Yyq;

b) Se L € tal que a igualdade em (1.5) ocorre sse vw = 0, entao I € estritamente convero
em Yqq;

¢) Cada y € Y,q que satisfaz a equagao diferencial
d
dt

€ um minimo global de I em Y.

Ly/(t’g’gl) = Ly(t,ﬂ,ﬂ/), t € [(Z, b] (16)

d) Se a hipdtese do item (b) € verificada, o elemento § € Y,q que satisfaz a equagdo dife-
rencial do item c) é o unico minimo global de I em Yq.

Demonstracao: Dados y,y + v € Y4, a desigualdade (1.5) implica em
Lt,y+v,y +v")— L(t,y,y") > Ly(t,y,y)v + Ly(t,y,y ). (1.7)

Integrando obtemos

b b
/ L(ty + v,y + ) — Lit.yy) dt > / Lyt 990 + Ly (t, 9,9/ ') dt,

ie. I(y+v)—I(y) > dI(y;v), provando o item (a). Se a hipétese em (b) é verdadeira,
entdo dados y,y + v € Y4 a igualdade em (1.7) ocorre sse v(t)v'(t) = 0 em [a, b]. Note que
v(t)v'(t) = 1/2(v%(t)), logo v(t)v'(t) = 0 sse v%(t) é constante. Note ainda que v?(a) = 0.2
Portanto I(y +v) — I(y) = dL(y;v) sse v =0 e o item (b) fica provado.

Os itens (c) e (d) sdo os mais importantes do teorema. Suponha que § € Y, é solugao
da equagao diferencial (1.6). Logo, para v € Y com 3 + v € Y,, temos

b
5I(gﬂ U) = / [Ly (t7 y7 y/)’l) + Ly’(ta y7 yl)vl] dt

b
= /a [%Ly/(t,y,y')v} dt
= [Ly(ty).y )] = 0.

Como I é convexo (veja o item (a)), o item (c) segue do Lema 1.1.9. Se a hipétese do item
(b) é verificada, entao I é estritamente convexo e a unicidade de § segue da segunda parte
do Lema 1.1.9. ]

A equacao diferencial (1.6) é denominada equagao de Euler—Lagrange e desempe-
nha um papel impar no calculo variacional. O Teorema 1.1.10, além de fornecer condigoes
suficientes para garantir a convexidade do funcional I, caracteriza (no caso I convexo) a
equacao de Euler-Lagrange como condi¢ao suficiente de otimalidade para o problema 1.2.
Voltaremos a analisar esta equacgao diferencial de segunda ordem no Paragrafo 1.3, onde sao
investigadas condigOes necessarias para otimalidade.

*De fato, como y e y + v pertencem a Y,4, entdo v(a) = v(b) = 0.
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1.2 Lemas de du Bois—Reymond e Lagrange

Neste paragrafo estudamos um lema, cuja formalizacao impulsionou fortemente o desenvol-
vimento do cédlculo variacional. Trata-se do lema de du Bois—Reymond, que foi objeto
de investigacdo por matematicos como Euler e Lagrange, tendo sido apresentado por P. du
Bois—Reymond no ano de 1879. Foi entretanto K. Weierstraf}, que em seus seminérios (1875—
1882) apresentou pela primeira vez uma demonstragao clara e completa. A demonstracao
deste lema utiliza um resultado auxiliar que enunciamos a seguir.

Lema 1.2.1 Seja h € Cla,b] tal que

/b h(t)v' (t)dt = 0,

para todo v € C¢[a,b] == {w € Ca,b] | w(a) = w(b) = 0}. Entdo a fungdo h é constante
no intervalo [a, b].

Demonstracao: Dado ¢ € R, defina a funcao v(t) := f(f(h(s) —c¢)ds, t € [a,b]. Por

construcao v € C'fa,b] e v(a) = 0. A escolha particular ¢ := 1/(b — a) fab h(s)ds gera uma
uma funcao v que satisfaz

0 < /b (h(t) —¢)*dt = /b (h(t) —e)v'(t)dt = /b h(t)d'(t)dt — [e)} = 0,
provando assim que h(t) = ¢, para t € [a, b]. [ |

Lema 1.2.2 (du Bois—Reymond) Seja f € Cla,b] tal que para todo v € Clla,b] com
v(a) = v(b) = 0 tenhamos

/bf(t)v(t) dt = 0.

Entao f =0 em [a,b].

Demonstragao: Definindo g(t) := f; f(s)ds, segue da hipétese (integrando por partes)
que

_/bg(s)v/(t) dt = 0, Vve Cé[a, b].

O Lema 1.2.1 implica que g(t) = ¢, t € [a,b]. O lema de du Bois-Reymond segue agora da
identidade ¢’ = f. [ |

As funcoes v utilizadas nos Lemas 1.2.1 e 1.2.2 sdo denominadas fungoes teste, devido
ao papel por elas desempenhado. O espaco C& [a,b] é também denominado espago de
funcoes teste. Discutimos a seguir uma generalizacao do lema de du Bois—Reymond,
formulada por Lagrange.



10 CAPITULO 1. INTRODUCAO AO CALCULO DE VARIACOES

Lema 1.2.3 (Lagrange) Seja f € Cla,b] tal que para todo v € C¥[a,b] := {v € C¥[a,b] |
v (a) =09 (b) =0, j=0,1,... ,k} tenhamos

/bf(t)v(t) dt = 0.

Entao f =0 em [a,b].

Demonstragao: Suponha que f(tg) > 0 para algum tg € (a,b). Como f é continua, existe
[e,d] C (a,b) tal que

to € (¢,d) e f(t)>=f(tg) >0, t € (c,d).

1
2
Definindo a funcao

=) (d=t)F |t e ed
v(t) = { 0 e [a,b)/[cd]

observamos que v é nao negativa e v € C(’f [a,b]. Por construcao temos que ff fodt =

fcd fvdt > 0, o que contradiz a hip6tese. Logo f(t) < 0, t € (a,b). A continuidade de f
implica que f(t) <0 em [a,b]. Analogamente, provamos que f(t) > 0 em [a, b]. [ |

1.3 Equagao de Euler—Lagrange

Suponha que L : [a, b] x R? — IR é duas vezes continuamente diferencidvel e que o funcional
I possui um minimo local fraco § € Y := {y € C[a,b]|y(a) = ya, y(b) = y»} satisfazendo
y € C%a,b]. Dados n € Cla,b] e g9 > 0 suficientemente pequeno, definimos a familia de
funcgoes admissiveis

y(;e) == () + en(), € € (<o, o).

Por construcao temos ||y(:;€) — yll1,00 = l€]||n]|1,00- Note ainda que, pelo fato de y ser
minimo local fraco de I em Y4, temos

J(e) = I(y(¢e)) > I(y) = J(0), Ve € (—eo,€0).

Portanto, £ = 0 é minimo local da funcao real J, definida pela composi¢do de I com a
familia y(+; ). Da andlise real, sabemos que uma condigao necessaria para que isto acontega
(supondo J diferencidvel) é que

d
—J = 0.
de (&) e=0
Da Definicao 1.1.4, segue que
S = Ligren| = Lie| =0 (1.9
7 de e=0 de e=0
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é uma condigao necessdaria para que ¥ seja minimo local de I em Y,4. Uma vez que L é, em
particular, continuamente diferencidvel, temos (veja Exemplo 1.1.6)

b
oI(gim) = / [Ly (£, 5(t), 5 (0))n(t) + Ly (t,5(8), 7' ()0 (t) ] dt. (1.9)

Note que a funcao

Aifa,b] 2t — Ly(t,y(t),7 (1) € R

¢ continuamente diferenciavel em [a, b], devido as hipéteses feitas em L e y. Como 7 satisfaz
as condicoes de contorno n(a) = n(b) = 0, obtemos integrando (1.9) por partes

b
i) = [ |Lea0.50) - Ga0| a0 (110

Note que (1.10) é vélida para todo n € Ci[a,b]. Logo, segue do lema de du Bois—Reymond
(Lema 1.2.2) que

N d N
Ly(t.9().9' (1) — ZLy(t5(0),5' (1)) = 0, Vi € [a,b]. (1.11)
Em (1.11) podemos reconhecer a equacao de Euler-Lagrange, obtida no Pardgrafo 1.1 (ve-
ja equagao (1.6)). Esta equacao diferencial de segunda ordem nos fornece uma condicao
necessaria para determinagao de minimos locais de um funcional. Como foi visto no Teo-
rema 1.1.10, esta condigao é também suficiente para otimalidade, caso o funcional I seja

convexo. Podemos resumir a discussao acima no seguinte teorema:

Teorema 1.3.1 Seja L : [a,b] x R x R — R duas vezes continuamente diferencidvel e
y € C?[a,b] um minimo local fraco do problema (1.2). Entdo § € solugcdo do problema de
valor de contorno

{Lw%w—%@@%wzowe@m (11
y(a) = ya, y(b) =y
Demonstracao: Veja acima. |

Observagao 1.3.2 (problemas com fronteira livre) Suponha que apenas uma condi-
¢ao de contorno seja fornecida no problema (1.2), por exemplo y(b) = y,. Construindo a
familia de fungoes admissiveis

y(se) = g() + en(), n e Cla,b], n(b) =0,
obtemos através de um desenvolvimento andlogo ao anterior, a condicao necessaria
0 = dlI(y;n)
d

b
~ Ly @) - [ |Leos) - L) 0a o
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para todo 1 € C'[a,b] com n(b) = 0. Note que (1.13) vale em particular para n € Cila,b],
de onde segue (novamente argumentando com o Lema 1.2.2) a equacao de Euler-Lagrange.
Tomando agora em (1.13) n € Ct[a,b] com n(b) = 0 e n(a) # 0, obtemos a condigao extra

Ly (a,5(a),7(a)) = 0. (1.14)

Sendo assim, para problemas com fronteira livre obtemos, além da equacao de Fuler—
Lagrange, uma condi¢ao de contorno para § no extremo do intervalo [a, b] onde o problema
nao possui nenhuma restricao. Tal condicao surge naturalmente da formulagao variacional
do problema de otimizacao, sendo por isso denominada condigao de contorno natural.
Resumindo, para que ¥ seja solugao do problema

Minimzar I(y) := /b L(t,y(t),y'(t)) dt
sujeito a ‘
ye{yeClab] | yb) =w}
¢é necessario que g seja solucao do problema de valor de contorno
{ Ly(t,y.') = FLy(tyy) = 0
y(0) = yb, Ly (a,y(a),y'(a)) =0

Observe que, como no Teorema 1.3.1, a condi¢ao necesséria é expressa na forma (implicita)
de uma equagao diferencial de segunda ordem (equacao de Euler-Lagrange) com duas con-
dicoes de contorno. O o0

As hipéteses § € C?[a,b] e L € C?*([a,b] x R?*R) sdo por demasiado restritivas e
devem ser enfraquecidas. Com isso em mente, analisamos uma aplicagdo do lema de du
Bois—Reymond semelhante a utilizada na obtencao da equagao (1.10) (veja Exercicio 1.2).

Teorema 1.3.3 Seja L : [a,b] x R x R — R continuamente diferencidvel e y € C'|a,b]
um minimo local fraco do o problema (1.2). Entao a aplicagdo

[a,0] 5t — Ly (t,5(t), 7' (1)) € R

é continuamente diferencidvel e § € solug¢ao do problema de valor de contorno (1.12).

Demonstracao: Repetindo a argumentacao feita na demonstracao do Teorema 1.3.1, ob-
temos para n € C{[a, b]

/ba [Ly(t,5(®), 7' (D)) n(t) + Ly (£ 9(1), 7' (8))n' ()] dt = 0. (1.15)

Integrando por partes e observando que n(a) = n(b) = 0, segue que

b t
[ - [ s )ds + Lyteato.s @) v o
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O Lema 1.2.1 implica na existéncia de uma constante ¢, que safisfaz

- [ L se T @) ds + Lyea.g©) = e tefat (L10)

Como a aplicagao
[a,b] 5t — —/t Ly(s,75(s),7(s)ds € R
a
é continuamente diferencidvel, segue de (1.16) que a aplicagao
[a,b] 5t — Ly (t,y(t),y' () €eR

também é continuamente diferencidvel (apesar de exigirmos nas hipéteses do teorema apenas
y € C'a,b]). Podemos entdo derivar a expressdo (1.16) em relagio a t, obtendo assim a
equacao de Euler-Lagrange. [ ]

Nao é possivel deduzir a equacao de Euler-Lagrange integrando (1.15) por partes, como
na demonstragéo do Teorema 1.3.1, pois para diferenciar a aplicagao t — Ly (t,(t), 7' (t)) é
preciso usar a regra de cadeia e a funcao g, envolvida na composi¢ao, nao € suficientemente
regular. Entretanto é possivel provar a diferenciabilidade de ¥’ em todo ¢y € [a,b] com
Ly (to, §(to), i (to)) # 0, caso L seja uma fungao C3.

As consideragoes feitas na Observacao 1.3.2, sobre as condic¢Oes de contorno naturais,
continuam vélidas no caso L € C', § € C', como o leitor pode facilmente verificar.

Definicao 1.3.4 As solugoes da equacao diferencial de Euler-Lagrange (desconsiderando
as condigoes de contorno) sdo denominadas fungoes estaciondrias ou extremais, inde-
pendente do fato de serem ou nao solugoes do problema variacional. O oo

Observacao 1.3.5 Suponha que L é uma aplicagao continuamente diferenciavel e que y €
Y,q € uma funcao estacionaria. Integrando a equacao de Euler—Lagrange obtemos

Ly(t,y,y) = /Ly(s,y(s),y'(s))ds + const. (1.17)

Fazendo a hipStese extra y € C?[a, b], segue da equacio de Euler-Lagrange

d d
EL(t,y,y/) = Li(t,y, ') + Ly(t,y. ")y + Ly (ty, v )y" = L(t,y,9) + a[Lyf(t,y,y’)y'],

que pode ser reescrito como

d
Li(t,y,y) = E[L(t,y,y’)—y’Ly/(t,y,y')]-

Integrando esta expressao, obtemos a equagao

t
L(t,y,y) — y'Ly(t,y,y) = / Li(s,y(s),y'(s)) ds + const. (1.18)
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que é conhecida como primeira integral da equacao de Euler—Lagrange. Note a seme-
lhanca com a equacdo (1.17), assim como o fato da exigéncia 7 € C?[a,b] ndo aparecer
explicitamente na equagao.

A equagao (1.18) pode ainda ser deduzida no caso geral em que o extremal y é uma
fungdo apenas C''[a, b]. Uma demonstracao simples, porém trabalhosa, pode ser encontrada
em [Tr, Capitulo 6]. A demonstracao é levada a cabo acoplando-se a abordagem variacional
com mudancas de coordenadas convenientes. O oo

1.4 Trés Problemas Variacionais Classicos

Os exemplos a seguir ilustram como a equagao de Euler-Lagrange é utilizada para determi-
nar a solugao de alguns problemas classicos do calculo variacional. Sao esses: determinagao
de geodésicas no plano; determinacao de geodésicas na esfera; a Braquistocrona.

Exemplo 1.4.1 Analisamos o problema de encontrar, dados dois pontos (tg,yo) e (t1,¥1)
no plano, a curva de menor comprimento que os une. Representamos as curvas admissiveis
com parametrizacoes do tipo

y:lto,t1] 2t —yt) e R; y(to) = yo, y(t1) = 1.

Supondo as curvas admissiveis continuamente diferencidveis, obtemos o seu comprimento
pela expressao

J(y) = t 1 V1+y/(t)dt.

Logo, o problema variacional pode ser formulado como:

t1

Minimizar J(y) = / L(t,y(t),y' (t)) dt
t

sujeito a ’

y € {C'[to, t1] | y(to) = yo, y(t1) = w1}

com L(t,y,y") = (1+(3')?)'/2. Da equacdo de Euler-Lagrange concluimos que um extremal

satisfaz 4 J ,
Yy
0=L, — =Ly, =0 - —|———————|.
F= it =0 e
Portanto,
/
— Y~ const
L+~
O que implica em y ser constante, ou seja, em y ser linear. O oo

Exemplo 1.4.2 Consideramos agora o problema de, fixados dois pontos P e ) na superficie
da esfera de raio 7, encontrar a curva de menor comprimento que os une. Estando a esfera
centrada na origem, parametrizamo-a localmente pelas coordenadas:

r(costcosy,sintcosy,siny) com te€ (0,2m), y € (—g, g)
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Figura 1.1: Curva admissivel unindo os pontos P e Q.

por simplicidade sao consideradas apenas curvas que cortam cada meridiano em apenas
um ponto. Tais curvas podem ser parametrizadas usando a latitude t como parametro. A
longitude y de um ponto da curva é dada por uma fungao y(t) da varidvel independente ¢
(veja Figura 1.1). Uma curva é entao representada por

la,b] 3t — r(costcosy(t),sintcosy(t),siny(t)) € R3.

Suponha que os pontos a serem unidos sejam parametrizados por: (a,¥y,), (b,yp). Quando
y € continuamente diferenciavel, o comprimento da curva correspondente é dado por

b
O C=PORRIO

a

Logo, L(t,y,y') = r(cos? y(t) 4+ y/'(t)>)*/2. Da primeira integral da equacio de Euler (1.18)
obtemos a identidade

oty — 2 N2

cos“y = Ay/cos?y+ (v')?,

com A constante. Obviamente A € (—1,0) e ainda

A%(y)? = costy — A% cos?y.
Usando separagao de varidveis, concluimos que

Ady

= dt.
costy — A2 cos?
( Yy Yy

1/2

Logo

Ady
= £(t— B
/ cos y(cos?y — A2)1/2 (t—a) + B,

com B constante. Fazendo a mudanca de varidveis u = tan ¥y, obtemos finalmente

y(t) = arctan(%A2 sin(+(t — a) + B)),
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onde as constantes A e B sao determinadas apartir dos dados a, b, ¥4, ¥p.

Note que o equador § = 0 (A = —1) é um extremal. Contudo, se b — a > 7, uma das
partes do equador nao é o caminho mais curto. Tal fato nos leva a concluir que pequenas
partes desta curva determinam o caminho mais curto, enquanto que longas partes nao o
fazem.3 O o0

Exemplo 1.4.3 (Braquistécrona) Discutimos neste exemplo um problema que influenci-
ou fortemente o desenvolvimento inicial do célculo de variagoes. Em 1696 Johann Bernoulli
propos o seguinte problema:

Sejam Py e P; dois pontos dados sobre um plano vertical. Deve ser
encontrada uma curva unindo esses dois pontos do sorte que um ponto
de massam partindo de Py que a percorra sob a influéncia somente
de seu proéprio peso, alcance P; no menor tempo possivel. Considere
ainda a velocidade inicial vg dada.

Tal problema foi formulado originalmente por Galileo em 1638, que acreditava ser a solucao
do problema um arco de circunferéncia. Outros matemaéticos da época como Leibniz, Jakob
Bernoulli e Newton (que resolveu o problema anonimamente, usando um pseudénimo) se
interessaram pelo problema, que possui a peculiaridade de ter sido proposto por Johann
Bernoulli na forma de desafio.*

Influenciado por Leibnitz, J. Bernoulli deu ao problema o nome de Braquistécrona (do
grego brachystos — minimo, chronos — tempo) e usando o principio de refracao de Fermat
(veja, e.g, [Wei, Capitulo 5]) obteve a seguinte formulacdo variacional para o problema:®

xT1 N2 1/2
Minimizar J(y) := / <M> dx
w0 \ 29y ¢

sujeito a
y € {C'xo, x1] | y(w0) = yo, y(z1) =y}

onde g é a constante gravitacional e ¢ = ¢y, ¢ a energia total do corpo (cinética +
potencial) no instante inicial. Note que o integrando é auténomo, i.e. L = L(y,y’). Logo,
segue da primeira integral da equacao de Euler (1.18) que

1+ (y)*)"/? 1+ @)H~12
t. = L N — IL ’ N = (— — Yy
cons (y’y) Y Ly (yay) (2gy n 0)1/2 Yy (2gy + 0)1/2

Apés alguma manipulacao algébrica, obtemos a equagao diferencial

29y +¢) (1 + (y)?) = const. (1.19)

30 tratamento de problemas como o surgido neste exemplo foi motivo de investigacio por Karl Jakobi,
que através da teoria de campos de extremais conseguiu esclarecer quando uma funcao estacionéria deixa
de ser solugao do problema variacional. Maiores detalhes podem ser encontrados, e.g. em [Tr, Capitulo 9].

4Para mais detalhes histéricos consulte [Gol].

®Para detalhes veja, e.g., [Gol], [Tr].
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Py

VA

Figura 1.2: Cicléide: solu¢ao do problema da Braquistécrona

Fazendo a hipédtese simplificadora ¢ = 0 (que corresponde ao caso particular vy = yo =
0), obtemos no lugar de (1.19) a equacao diferencial

y(1+ @)% = A (1.20)

Para resolver esta equacdo diferencial, supomos o extremal y da forma y(z) = Asin?(36(z)).

Substituindo esta expressao em (1.20), obtemos ' = /(A — y)/y; de onde segue

).
)

. dh cos(
A sm(g) Cos(g) e i

N[

N[D

Portanto, dx = AsinQ(g)dH, ou ainda
1 .
r = B + §A(9 —sin#).
Sendo assim, obtemos para o extremal y a seguinte pramatrizacao:
v :100,61] 260 — (b4 a(f +sind), a(l +cosh)) € R,
onde os parametros a, b sao determinados pelas condi¢oes de contorno (6y) = (zo, o),
~v(01) = (x1,y1). Tal curva é denominada cicléide (veja Figura 1.2). O O

1.5 Extremais Diferenciaveis por Partes

No Paragrafo 1.3, consideramos como admissiveis apenas as fungoes continuamente diferen-
cidveis. Essa hipotese é bastante restritiva e faz com que determinados problemas varia-
cionais nao possuam solucao (veja, e.g., Exemplo 1.5.1). Neste paragrafo exigimos menos
regularidade dos candidatos a solugdo do problema variacional e novamente buscamos con-
dicoes necessarias para otimalidade.
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Exemplo 1.5.1 Considere um problema variacional escalar com integrando

Lt,y(),y' (1) = (1-()*)*

Obviamente temos L(t,y,y’) = 0 quando |y'| =1 e L(t,y,y’) > 0 caso contrario. Portanto,
as fungoes com derivada igual a +1 por partes sao as candidatas naturais & solugdao do
problema variacional

b
Minimzar [(y) := / (1-— [y/(t)]2)2 dt
sujeito a ’

Y € Yaa :={y € C'[0,1] | y(0) = o, y(1) = 1}

Entretanto, apenas para poucos pares de condicoes de contorno {yo, y1}, existe uma solugao
C10, 1] para o problema variacional. Em muito maior niimero sio as condicdes de contorno
para as quais os extremais sao fungoes apenas continuas, do tipo zig-zag. O oo

O Exemplo 1.5.1 ilustra a necessidade de definirmos classes de fungoes, que sao continuas
a menos de um nunero finito de pontos.

Defini¢ao 1.5.2 Uma fungao y : [a,b] — IR é denominada continua por partes, nota-
se y € C’[a, b], quando existe uma particdo a = tg < -+ < tp41 = b tal que para todo
i=0,...,n arestrigdo y|y, 4, ,) possui uma extencio continua ao intervalo [a, b].

Uma fungao continua y : [a,b] — IR é denominada continuamente diferenciiavel por
partes, nota-se y € C’l[a, b], quando existe uma particdo a =ty < -+ < tp,4+1 = b tal que
para todoi = 0,... ,n arestricdo y|, ;. ) possui uma extengao continuamente diferencidvel
ao intervalo [a, b]. O oo

Observacao 1.5.3 Os conjuntos Cla,b] e C''[a, b] sao espacos vetoriais (normaliséveis) so-
bre IR. Como C'[a,b] C Cla,b], entdo || - || define uma norma em C*[a,b]. Entretanto, de
especial interesse para este espacgo é a norma definida por

fllee == max [f(t)] + max [f'(2)].

t€(a,b] t€la,b)]

E importante ressaltar que o espago vetorial normado assim obtido néo é completo (Banach),
pois o numero de pontos de discontinuidade em uma sequéncia de fungoes pode se tornar
ilimitado. O 00

No lema a seguir é apresentada uma versao do teorema fundamental do calculo para
funcoes em C'[a,b]. Este resultado seré utilisado no final deste pardgrafo, para obter as
desejadas condigoes necessarias de otimalidade.

Lema 1.5.4 Sejay € C’l[a, b]. Entdo vale a identidade

y(t) = yla) + /t y'(s)ds, t € [a,b].
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Demonstragao: Note que 3’ é continua a menos de um niimero finito de pontos, portanto
existe a integral (de Riemann)

/ y'(s)ds, t € [a,b].

Sejam t1,...,t, os pontos de discontinuidade de y’. Para t € [tg, t;11] temos

k—1
y(t) — yla) = y(t) — y(te) + > W) —y(t)]
=0

t k=1 g t
= / '(s)ds + Z/ / y'(s)ds
tr 1=0 1 a
e o lema fica provado. [ ]

Corolario 1.5.5 Sejay € C! [a,b]. Sao verdadeiras as afirmagoes:
a) Sef (s)%ds = 0 entdo y' = 0;

b) Se y'(t) =0 em todos os pontos t onde y € diferencidvel, entao y € constante.

Demonstragao: Sejam tq,...,t, os pontos de discontinuidade de 3/, tp = a e t,41 = b.
Da identidade

b n tht1

0= [ weras =Y [ 2

a k=0 7tk
temos que

y,‘[tk,tk+1] = 07 0 < k <n.
Provando assim o item (a). O item (b) segue imediatamente do Lema 1.5.4. [ |

O lema a seguir discute um modo de encontrar uma aproximagcao suave para uma fungao
diferenciavel por partes, isto é, como aproximar uma fungdo apenas ! por outra Cl.
E importante observar que, no processo descrito, a derivada da aproximacao é mantida
limitada pela derivada da funcao original.

Lema 1.5.6 Seja 1 € C’l[a, b € t1,...,tn 0s pontos de discontinuidade de §'. FEntdo é
possivel encontrar constantes A € R e &g > 0, tais que para todo § € (0,0q) existe y €
C'a,b] satisfazendo

a) ylr =7, onde R = [a,b]\ Ut — 9,1 + 0];

b "] < 4 g (1)];
)fé%‘y()‘— fél[i‘fé]‘y()”

¢) max |y(t) —g(t)] < A,
t€(a,b]

Demonstracao: Basta provar o resultado para particdes com apenas um ponto ¢. Escolha
8o > 0 tal que [t — 0o, + dg] C (a,b). Seja & € (0,6).
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Figura 1.3: Construgao da funcao g no Teorema 1.5.6

A idéia por trds da suavisacdo consiste em substituir a derivada g’ por uma poligonal
continua em [t — 6,1 + 6] e nao alterar ¢ fora deste intervalo. Dada uma constante h € IR
defina a funcao

J'(t) CJt—1t >0
g(t) == —(t =6 g (E—0) +(t - 5) , telt—4,1]
—(t—t—08)"Th+ (t - ) L/t + ) t €[t t+d]

Apartir dai, defina a funcio y € C'a, b]

y(t) = gla) + / g(s)ds, t € [a,b].

Escolhemos agora h de modo que y = 4 em [a,b] \ [t — J,f + J], satisfazendo assim (a). Este
¢é o caso quando a condicao

t+6 t+6
/ g(s)ds = / 7'(s)ds =: As
t—68 t—6

é satisfeita. Na Figura 1.3, observamos que isto equivale a exigir que as dreas A; e Ay sejam
iguais. Note que As = hd + 3[/(f — 8) + ¢/ (£ + 9)]. Escolhemos portanto

A 1
ho= 2 = Sl -8+ g+ ).

Definindo agora M := max |’ (t)| obtemos
t€la,b]

|As] < 26M e |h| < 3M.

Da definigao de g, segue que para todo t € [a, ]

|y (2)] l9(t)]

max{|§'(t)], |§'(t =) + |hl, |h| + |7+ )|}
M + |h|

4M,

VAN VAR VAN
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provando assim (b). Para determinar A em (c) basta observar que
t t+6
=il < [ WE-ield < [ W+ < 0
i— i
Fica assim provado o teorema. |

Estamos agora em condigoes de obter condicoes necessarias de otimalidade para pro-
blemas variacionais formulados em Y,;. Antes porém, analisamos uma importante corres-
pondéncia existente entre as solu¢oes do problema (1.2) e do problema

b
Minimzar 1(y) ::/ L(t,y(t),y (t)) dt
sujeito a ’

Y € Yaa :={y € C'a,b] | y(a) = ya, y(b) = u}.

(1.21)

A fim de simplificar a notagdo, denominamos os problemas (1.2) e (1.21) por problemas (P)
e (P) respectivamente. Observe que o conceito de minimo local fraco na Defini¢ao 1.1.3 é
naturalmente extendido ao problema (P), bastando para isso substituir o espago Y,q por

~

Y,q naquela definicao.

Teorema 1.5.7 Seja L : [a,b] x R xR — R uma aplicagio continua. Se § € Yyq € minimo
local fraco do problema (P), entao § também é minimo local fraco do problema (P).

Demonstragao: Se g é minimo local fraco de (P) entao existe £ > 0 tal que
I(7) < I(v), Yo € Sei={v € Y| v -7l <c}.

Tome §j € Yaq com ||§ — Ulli,00 < €/5. Dado 6 > 0 suficientemente pequeno, o Lema 1.5.6
garante a existéncia de v. 5 € C[a, b] tal que

[ves = vlloo < A0 e [l 4lloc < 4V ]|oo,

ondev:=9g—7y € C’l[a, b] e a constante A depende apenas de g e y. Definindo a fungao
Ye =Y + Ve 5 € Yyq, temos

lye = oo = lvesllioe = Ilveslloc + IVl sllo0
< lves —vlloo + olle + 4110 [l
< A0+ 45— 7lleo
4
< A + ?8

Logo, y- € S se escolhermos § < €/5A. Temos assim

1(9) = I(ye) — [I(ye) = 1(9)]
> I(H) — UG +ves) — 17 +0)|

Y

46
I@)—L/é|ng+vmxy+Wﬁw——w@@+mxg+m@wt
t_
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Tomando o limite 6 — 0, a integral do lado direito converge a zero e obtemos a desigualdade
1(9) > 1(y)- u

Resumindo, o Teorema 1.5.7 garante que toda solucdo C! é também uma solucao Ct de
um problema variacional. Este resultado permanece valido para problemas com condigoes
de contorno naturais (veja Observagao 1.3.2). E ainda possivel provar um resultado andlogo
para minimos globais.

A reciproca do Teorema 1.5.7 nao é verdadeira, conforme ilustra o exemplo a seguir.

Exemplo 1.5.8 Considere a fun¢io L(t,y,y’) := y*(1 — ¢/)? definida em [a,b] = [-1,1], e
as condicoes de contorno y, = 0, y, = 1. Observe que a fungao

_ 0 ,t<0
¢ um minimo global de I em ?ad, pois I(y) = 0. Verificamos a seguir que nao existe outro
minimo global. Suponha que y € Y 4 é um outro minimo. Como y(1) = 1, o escalar «

definido por
a:=inf{fe[-1,1]|y(t) >0, g <t <1}

necessariamente satisfaz o € [—1,1]. Da identidade I(y) = I(y) = 0, obtemos ¢/(t) = 1
para t € (a, 1], i.e.
y(t)=t, te ol

Como y é continua, segue da definicao de o que a = 0. Logo
y(t)=t, tel0,1].

Note agora que y(—1) = y(0) = 0. Note ainda que para todo ¢t € (—1,0) com y(t) #

0, temos necessariamente y'(t) = 1. Logo, podemos concluir que y(t) = 0, t € [—1,0].
Conseqiientemente, o problema variacional ndo possui solu¢ao em Y,4 e a tnica solugdo em
Y,q € a funcao y. O oo

O préximo teorema fornece as procuradas condicOes necessarias de otimalidade para o
problema variacional (P).

Teorema 1.5.9 Seja L : [a,b] x R x IR continuamente diferencidvel. Se gy € Yod € um
minimo local fraco do problema (P), entao

a) existe uma constante ¢ € R tal que

¢
Ly(t50.70) = [ L5 7)ds + e 1€ o] (1.22)
b) y satisfaz a condi¢ao de Weierstrass—Erdmann

Ly (t,5(t=),5' (t=)) = Ly(t,(t+),9'(t+)), t € (a,b); (1.23)

¢) 7 satisfaz a equacao de Euler—Lagrange nos pontos t € (a,b) de continuidade de 7.
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Demonstragiao: Dado gy > 0 escolha i € C*a,b] com 7(a) = 7(b) = 0. Como ¢ é mimo
local temos 61(y;n) = 0. Da hipédtese de difenciabilidade de L, segue que 0 = 61(y;7n) =
d%[(g) + en)|e=o, i-e.

Integrando por partes obtemos

/ab [_ /: Ly(r,g(r), 9 (r) dr + Ly/(s,y(s),y'(s))} n'(s)ds = 0. (1.24)

Escolhemos agora a constante ¢ (usando o teorema do valor médio) de forma que a fungao
v € C'a, b] definida por

w0 = [ [ [ s g+ Lya6.06) - @

satisfaga a condicao
v(a) =v(b) = 0.

Tomando agora f(s) := — [ Ly(r,§(r), 9 (r)) dr + Ly(s,9(s),'(s)), s € [a,b], segue da
equagao (1.24)

/ab V(s)ds = /ab f(s)— P ds = /ab F($) [f(s) = dds — c/ab () — ] ds

= 0 — c/bf(s)ds + A(b—a) = 0.

O Corolario 1.5.5 nos permite concluir que v' = 0 em [a, b], 0 que implica em

—/ Ly(s,3(s),9'(s)) ds + Ly (t,5(t),9'(t)) — ¢ = 0, t € [a,}].

Fica assim provado o item a). Para provar b), basta observar que (1.22) implica na conti-
nuidade da aplicacdo t — Ly (t,9(t), 7' (t)) em [a, b].
Provamos agora c). Se ¢’ é continua no ponto t € (a,b), segue de (1.22) que a aplicacao

S — Ly/(s, Q(S), gl(s))

¢é continuamente diferencidvel em uma vizinhanca de ¢t. Logo, a Equacao de Euler-Lagrange
¢ obtida simplesmente derivando-se (1.22), como na demonstracao do Teorema 1.3.3. [ |

~

Resumindo, o Teorema 1.5.9 garante que um minimo local fraco do problema (P) satisfaz
a equagao de Euler-Lagrange nos pontos de continuidade de sua derivada. Mais ainda, as
unicas discontinuidades possiveis em um minimo local fraco, sdo aquelas que preservam a
continuidade da aplicacao
t — Ly (t,5(t),9'(t)).
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Esta condicao (veja também (1.23)) é denominada condigao de Weierstraf3—Erdmann.
E possivel ainda provar que um minimo local fraco do problema (P) satisfaz a primeira
integral de equagao de Euler—Lagrange e que a aplicagao

t — L(t,9(t),5'(#) — () Ly (t,5(), (1))

é continua (veja Exercicios 1.3 e 1.4). Esta ultima condi¢ao é conhecida como segunda
condicao de Weierstrafi—-Erdmann.

1.6 Problemas Vetoriais

Extendemos neste paragrafo, para problemas variacionais vetoriais, as condicoes necessarias
de otimalidade obtidas para os problemas escalares. Considere para tanto o problema
variacional

b
Minimzar 1I(y) := / L(t,y(t),y' (t)) dt
sujeito a ‘
y € Yo = {y € O ([a, b R") | y(a) = ya, y(0) = u},

onde L € C'([a,b] x R*™;R) e yq,ys € R sao dados. Nos problemas vetoriais as funcdes
admissiveis sdo aplicagdes vetoriais: y(t) = (y1(t),... ,yn(t)), com y; € C'a,b].
O resultado a seguir generaliza para o problema (1.25) as condigoes necessérias obtidas

(1.25)

para o problema variacional escalar (1.21).

Teorema 1.6.1 Seja L : [a,b] x R? — R continuamente diferencidvel. Se §j € Yoq €
minimo local fraco do problema (1.25), entdo y satisfaz a equagao vetorial de Fuler—Lagrange
d
dt
nos pontos t € [a,b] de continuidade de §'. Também € satisfeita a primeira integral da
equacdo de Euler®

Ly’(ta Zj, ?j/) = Ly(t’ ga gl)

t
L(t,9,9) — (§'(t), Ly (t,9,9) = / Li(s,9(s),§'(s))ds + const., t € [a,b].

Além disso, nos pontos t € [a,b] de discontinuidade de §' sdao satisfeitas as condi¢oes de
Weierstrafi—Erdmann

Ly (t=,9(t=), 9" (t=)) = Ly (t+,9(t+),9'(t+)) e [L— (@, Ly)|(t=) = [L — (@, Ly)|(t+).
(Note que a primeira condi¢ao de Weierstrafi—Erdmann € vetorial, enquanto que a sequnda

é dada por uma equagao escalar.)

Demonstracao: E deixada como exercicio por ser andloga a demonstracdo do Teore-
ma 1.5.9 (basta deduzir as equagbes vetoriais componente a componente). [ ]

SNote que a primeira integral é uma equacio é escalar, enquanto que a equacio de Euler-Lagrange é
vetorial.
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Nos problemas vetoriais considerados neste paragrafo a funcao objetivo é escalar. Em
muitos problemas de controle étimo (e em seus correspondentes variacionais) é conveniente
considerar funcées objetivo vetoriais, i.e. I : Y,q — R*. Uma alternativa neste caso ¢
utilizar o conceito de Pareto otimalidade para eleger uma estratégia 6tima (veja, e.g.,
[Lei, Capitulo 17]).

1.7 Exercicios

1.1 Calcule a primeira integral da Equacao de Euler-Lagrange quando L = L(t). Mostre
que as fungoes lineares sao estaciondrias.

1.2 Prove que se g, h € C|a, b] sao tais que

b
/ lg(tyut) + At ()] dt = 0,

para todo v € Clla,b], entdo h € Cta,b] e B = g.
(Sugestao: Veja demonstragao do Teorema 1.3.3.)

1.3 Seja L uma aplicacio C'. Mostre que todo minimo local fraco § € Y,q N C? [a,b] do
problema (P) satisfaz a primeira integral da Equagao de Euler-Lagrange

L(9,9) — §'Ly(9,9") = const.

1.4 Seja L uma aplicacdo C' e g € Y,q um minimo local fraco do problema (P) Mostre
que a segunda condicao de Weierstrass—Erdmann

(L=9'Ly)t") = (L=9§'Ly)(t"), t € (a,b)

é satisfeita.
(Sugestao: Use o fato de ¢ satisfazer a primeira integral da equacao de Euler-Lagrange.)
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Capitulo 2

Problemas Variacionais e Controle
Otimo

Neste capitulo apresentamos um paralelo entre problemas do calculo de variagoes e proble-
mas de controle étimo. O objetivo principal é comparar as condigoes de otimalidade para
ambas as familias de problemas.

Iniciamos o capitulo apresentando os problemas de controle 6timo. A seguir, estudamos
condigoes necessarias de otimalidade para problemas variacionais restritos e aplicamo-as a
problemas de controle 6timo correspondentes. Os dois iltimos paragrafos sao dedicados a
analise de condicoes de otimalidade para problemas de controle.

O Paragrafo 2.1 é dedicado a formulagdo matemaética dos problemas de controle 6timo.
Na seqiiéncia, sao estudados no Paragrafo 2.2 problemas variacionais com condicoes de con-
torno transversais, restrigoes isoperimétricas e restrigoes lagrangeanas (veja Pardgrafo 1.1).
As condicoes de otimalidade obtidas para estes problemas sdo aplicadas na anélise de pro-
blemas de controle étimo correspondentes.

No Paragrafo 2.3 analisamos problemas de controle 6timo sujeitos a um tipo de restrigao
muito utilisada em aplicagoes modeladas por equagoes escalares. O desenvolvimento é base-
ado na andlise dos problemas variacionais correspondentes. O interesse em tais problemas
de controle esta no fato das solugoes serem do tipo bang-bang.

Nos dois ultimos Pardgrafos, 2.4 e 2.5, estudamos, sob hipéteses adicionais de conve-
xidade, a suficiéncia e necessidade para otimalidade de um conjunto especial de condicoes
(principio do méximo).

2.1 Problemas de Controle Otimo: Apresentacao

Em um problema de controle, uma varidvel de estado z = z(t) € R" dependente do
tempo evolui de acordo com uma dada dinamica

Z(t) = f(t,2(t),u(t)), t >t (2.1)

apartir de um estado (condicao) inicial z(tp) = zp. Aqui f : RxIR" xIR™ — IR" corresponde
ao modelo estudado, zg € R™ é o estado inicial do sistema e v : R — IR™ é um parametro

27
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livre influenciando a dinamica, denominado controle do sistema. Em muitos problemas é
também fornecida uma condigao de contorno final z(t1) = 2, ou ainda uma condic¢ao de
contorno transversal. A equagao (2.1) é denominada equagao de estado.

Nos problemas de controle 6timo considerados neste capitulo, a tarefa que se impoe é a
de minimizar funcionais do tipo

J(u,2) = /t L 20, u(t) dt,

0

com L: R xR"x R™ — IR, onde z e u estao relacionados pela dinamica 2’ = f(¢, z,u),
t € (to,t1) e ainda z(0) = 2q, 2(t1) = 21, U € Uyg.

O conjunto U,y é denominado conjunto de controles admissiveis, sendo usualmente
escolhido como subconjunto de C([to, t1]; R™), C([to, t1]; R™) ou L' ([to, t1]; R™). Note que
diferentes escolhas de U,y implicam em diferentes graus de regularidade de z e também
determinam o conceito que deve ser utilizado para definir a solu¢do do problema de valor
inicial em (2.1).

Podemos formular o problema de controle étimo descrito acima na forma resumida

t1
Minimzar J(u,z) := / L(t, z(t),u(t)) dt
to
sujeito a u € Uyg,

2= f(t,z,u), t € (to,t1), 2(0) = 20, 2(t1) = 21.

A analogia entre os problemas de controle 6timo e os problema do calculo de variagoes se
torna evidente quando observamos que, no caso particular f(t,z,u) = u, o problema acima
toma a forma do problema variacional (1.2). E exatamente esta semelhanca que nos permite
comparar as condigoes de otimalidade para ambas as classes de problemas.

Assim como os problemas variacionais, os problemas de controle étimo podem ser for-
mulados com condicbes de contorno transversais, restrigoes lagrangeanas ou restricoes isope-
rimétricas. No préximos dois paragrafos tratamos problemas variacionais restritos e proble-
mas de controle que podem ser analisados usando as condicoes obtidas para tais problemas
variacionais.

No problema acima os tempos inicial e final sao dados (tempo fixo), porém o tempo
final pode ser uma das incégnitas no problema de controle 6timo (tempo livre). De
interesse sdo ainda os problemas formulados no intervalo [tg, o0) (horizonte infinito), assim
como problemas em que sao admitidas discontinuidades na variavel de estado z (problemas
impulsivos). Tais problemas de controle sao abordados no capitulo seguinte, juntamente
com uma formulacao bastante geral do problema acima.

2.2 Problemas Variacionais com Restrigao

Com a intencao de contruir um paralelo entre as condicoes de otimalidade do calculo vari-
acional e do controle 6timo, analizamos neste pardgrafo problemas variacionais em que sao
impostas restrigoes as trajetorias admissiveis.
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O interesse no estudo dos problemas (2.2), (2.6) e (2.10) para a teoria de controle 6timo
se deve ao fato de que diversas familias de problemas possuem equacao de dindmica da
forma: 2/(t) = wu(t); ou ainda 2/(t) = fi(t,2) + fa(t, 2)u(t), com fo(t,2) # 0. Neste caso
é possivel reescrever os problemas de controle 6timo como problemas variacionais e assim
utilizar as condigOes necessarias apresentadas neste paragrafo.

Antes de iniciarmos a anédlise dos problemas variacionais restritos, apresentamos uma
versao do teorema de multiplicadores de Lagrange em espagos vetoriais genéricos. Para tan-
to, consideramos que tanto a funcao objetivo quanto a restricao sao descritas por aplicagoes
Gateaux diferencidveis.

Teorema 2.2.1 (Lagrange) Seja Y um espago vetorial normado e I, G aplicagoes de Y
em R. Suponha que as variagoes de Gateauz §I(y,v), 6G(y,v) estao bem definidas para
y,v €Y e ainda que para caday,v € Y tenhamos §1(yn,v) — 61(y,v), 0G(yn,v) — 6G(y,v)
sempre que y, — y em Y.t Se y é um minimo local de I sujeito a restricio G(y) = 0, entdo
ou 0G(y,-) =0, em Y ou existe um multiplicador A € R, tal que

0I(y,v) = A6G(y,v), Yv €Y.
Demonstragao: Veja, e.g., [Tr, Capitulo 5]. [ |

Na realidade o teorema acima continua vélido se exigimos continuidade fraca de 01 e
0G apenas em . Uma conseqiiéncia imediata do teorema de Lagrange é que os conjuntos
de nivel {y € Y;I(y) = I(y)} e {y € Y;G(y) = 0} possuem o mesmo hiperplano tangente
em y.

Condigoes de Contorno Transversais

Comegamos por estudar os problemas variacionais com condigoes de contorno transversais.
Considere o problema

T

Minimzar 1I(y,T) ::/ L(t,y(t),y' (t)) dt
a

sujeito a

T>a; oT,y(T)) =0; y € {y € Ca,T] | y(a) = ya};

(2.2)

onde L € C'([a,b] x R%: R), yo € Re o € C([a,b] x R;R) com Vo # 6 (a constante b € R
é tomada grande o bastante, de forma a nao interferir na formula¢ao do problema).

Note que nem o tempo final nem a condicao de contorno final sdo especificados. A
condicao final para as funcgoes admissiveis é fornecida pela curva de nivel zero da funcao o
(veja Figura 2.1).

Suponha que (7, T) com § € C'[a,T] é um minimo local fraco para o problema (2.2).
Logo, para fungoes teste n € Clla, T], temos
d _ _
£I(y +en,T) » = 0.

!Ta] propriedade é denominada continuidade fraca da variacio de Gateaux.
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/O-(t’y) = 0

Figura 2.1: Condicao de contorno transversal e fungoes admissiveis

Argumentando agora como no Paragrafo 1.3, concluimos que § satisfaz a equagao de Euler—
Lagrange em (a,T’). Temos assim as condigoes necessarias

d _
y(a) = Ya, aLy/(t,gj,gj') = Ly(t,gj,ﬂl), te (a,T).

Falta ainda obter, como na Observacao 1.3.2, uma condicao de contorno natural que relaci-
one T', o tempo final, com a funcao o, que descreve a condicao final. Essa condi¢ao natural é
obtida como conseqiiéncia do teorema de multiplicadores de Lagrange (veja Teorema 2.2.1).

Defina Y, := {y € C'[a,b] | y(a) = y.}. Note que os candidatos a solugdo do problema
variacional (2.2) s@o pares da forma (y,T) € Yog xR C Cl[a,b] xR =: Y. Note ainda que Y
é um espago vetorial normado com a norma do produto cartesiano ||(y, T)| := ||yll1,00 + |T-
A fun(;éo objetivo I estd bem definida como uma aplicacao de Y em IR e a variagao de I

m (7, T) na dire¢io (n,7) € Y é dada por?

T
6I(y,T;n,vy) = L(T,5,9)v + / [Ly(t, 5,5 )n(t) + Ly (t, 5,75 )0 (t)] dt.

Como y é estaciondria em (a,7T’), podemos usar a equacao de Euler—Lagrange para reescrever
o integrando da expressao acima. Obtemos assim

7
_ - d o

61y, T;n,y) = L(T,y,y')er/ E[Ly'(t,y,y')n(t)] dt
7

= L(T,5,9)y + [Ly(t, 5,9 )n®)], -
Observe que a condigao final transversal pode ser reescrita como G(y,T) =0, onde G : Y >

(y,T) — o(T,y(T)) € R. Calculando a variagao de Gateaux de G em (3,7T) na direcio
(n,7) € Y obtemos?

T;n,y) = o(T,9)y + oy(T,9) [§'(T)y +n(T)).

*Lembre que §I(7, T;n,~ ) (d/de) I(§+ en, T + £7)|e=o0.
3Note que 6G (7, T;n,7) = (d/de) o(T + &7, (§ + en)(T + €7))|s=0. Para simplificar a notagio escrevemos
o(T, ) ao invés de U(T, g(T)).
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O teorema de multiplicadores de Lagrange garante que se (y,7") é um minimo local de
I sujeito a restricio G(y,T) = 0, entdo ou dG(y,T;-,-) = 0, ou existe um multiplicador
A € R tal que §(I + A\G)(y,T;-,-) = 0. Como o primeiro caso implica em Vo(T,4(T)) = 0,
podemos descarta-lo devido as hipéteses do problema (2.2).

Tomando fungdes teste n € Cdla,T] e v # 0, temos

0 = 6(I+XG)H,Tin,y) = LT, 5.7)y + Moe(T, ) + oy (T,5) 7 (T)] - (2.3)

Enquanto que escolhendo (1,7) com v = n(a) = 0 e n(T) # 0, obtemos

Ly(T,5,5)n(T) + Xoy(T,5)n(T) = 0,

ie. \=—Ly(T,y,y)/0y(T,y). Substituindo em (2.3) temos

L(T,5,§)0y(T.j) = Ly(T.5,7)[0¢(T,5) + oy (T, 5) i (T)], (24)

que é a condigao natural procurada. A condi¢do (2.4) é denominada condi¢ao de trans-
versalidade. Podemos resumir a discussao acima na forma do seguinte teorema:

Teorema 2.2.2 Seja L € C'([a,b] x R*R), 0 € C'([a,b] x R;R) com Vo # 0. Se (3,T)

¢ um minimo local fraco de I em Yyuq x R restrito a o(T,y(T)) = 0, entao (y,T) € solugdo
do problema de valor de contorno

{ Ly(t.y.y) — $Ly(ty.y) = 0, te(aT)
y(a) = Ya, L(T,y,y")0y(T,y) = Ly(T,y,y") [oe(T,y) + 0y (T, y) y'(T)].

Demonstracao: Veja acima. [ ]

Observagao 2.2.3 Tomando o(7T,y) = t—b no Teorema 2.2.2, fixamos o tempo final T'=b
e deixamos livre a condicao de contorno final. Podemos assim representar os problemas com
fronteira livre vistos no Paragrafo 1.3. Neste caso a condigao de transversalidade se escreve
como

Ly/ (b7 y(b)v y/(b)) = 0,

que é exatamente a condicao de contorno natural obtida na Observagao 1.3.2.

Tomando o(7T,y) = y — y, no Teorema 2.2.2; deixamos o tempo final livre e fixamos a
condigao de contorno final y(7T") = y,. Obtemos assim os denominados de problemas com
horizonte livre. Neste caso a condicao de transversalidade toma a forma

L(T,y(T),y(T)) = y(T) Ly(T,y(T),y'(T)).
O 0O 0O

Exemplo 2.2.4 (Controle Otimo a uma Curva Alvo) Consideramos um problema de
controle 6timo sujeito a uma condi¢ao de contorno transversal. Suponha que a condicao
inicial z(t9) = zp € R" é fornecida e que, no tempo final ¢ = ¢, o estado final tenha que
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pertencer a uma dada curva C, a qual é descrita por C := {z € R" | 0(z) = 0}. Temos assim
o seguinte problema de controle:

t1
Minimizar J(z,u) ::/ L(t, z(t),u(t))dt
~ to

sujeito a u € Uyq := C([to, t1]; R™),
2= f(t, z,u), t € (to,t1), 2(0) = 20, o(2(1)) =0,

com f : [to,t1] x R" x R™ — R", L : [to,t1] x R" x R™ — R, ¢ : R" — R. No caso
particular m = n, f(t,z,u) = u, temos o seguinte prolema variacional correspondente:

t1

Minimizar I(y) ::/ L(t, 2(t), 2/ (t))dt
to

sujeito a

Y € Yaa == {y € C'([to, t1; R") | y(to) = 20}, o(y(t1)) = 0.

Condigoes necessarias de otimalidade para o problema acima sao dadas pela versao do
Teorema 2.2.2 para problemas vetoriais (veja Pardgrafo 1.6), na forma da equacao vetorial
de Euler—Lagrange e da condicao de transversalidade

L(tla Y, y/) VZIU(t17 y) = Ly’ (t17 Y, y,) [Ut(th y) + <VZ/U(t17 y)7 y/>:|

(Verifique!). Como o = o(y), esta condigao se reduz a

L(t1,y,y')Vo(y) = (Vo(y), ¥') Ly (t1,y,y") = c¢Ly(t1,y,9).

Usando a equacao de Euler-Lagrange obtemos

L(t1,y,y')Vo(y) = —cLy(t1,y,y).

Definindo o multiplicador de Lagrange (Principio do Méximo) A(t) := —L,(t,y,y’) temos

Alt1) = ¢Vo(y(t)). (2.5)

Portanto, a condicao de transversalidade se traduz no fato do multiplicador de Lagrange ser
perpendicular a curva C no tempo final ;. O problema de controle étimo acima se inclui na
classe de problemas abordada no Pardgrafo 3.1. Compare a equagao (2.5) com a condigao
de contorno no item i) do Teorema 3.1.2 (tome p =1, L; = 0).

No caso escalar m = n = 1, o problema variacional se reduz a um problema com horizonte
livre e a condigao de transversalidade é dada na Observagao 2.2.3. O oo
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Restricoes Lagrangeanas

Obtemos agora condigoes necessarias para problemas variacionais com restrigoes lagrangea-
nas. Considere o problema

b
Minimzar [(y) := / L(t,y(t),y (t)) dt
sujeito a (2.6)
Y € Yoq 1= {y € CH([a,0; R") | y(a) = ya, y(b) = w} ;
G(t,y(t)) =0, t € [a,b] ;

onde L : [a,b] x R*™ — R, G : [a,b] x R" — R e y4,y, € R™ sdo dados. Note que no caso
escacalar n = 1, o problema de minimizacao perde o sentido, pois na maioria dos casos a
restrigao G(t,y(t)) = 0 determina y completamente.

Teorema 2.2.5 Sejam L € C*([a,b]x R*"; R), G € C?([a,b] xR™; R) com Gy(t,y) # 0. Se
g € Yaq € um minimo local fraco de I em Yuq sujeito a restrigdo lagrangeana G(t,y(t)) =0,
t € [a,b], entao existe uma fungao (multiplicador) \ € Cla,b] tal que

%[L +AGly = [L+AG,, t€ (a,b).
Demonstragao: Seja 7 € (a,b). Como Gy(7,y(7)) # 6, entdo para pelo menos um indice
1 <j <ntemos Gy, (7,y(7)) # 0. Por conveniéncia representamos y € IR" por (y;,Y’), onde
y; é a j-ésima componente de y e Y € IR"! é o vetor contendo as demais componentes.*
O teorema da funcao implicita (ver [Ru2] ou [Wal]) garante a existéncia de uma funcao
g € C?’(R x R" 1 R) definida em uma vizinhanga de (7,Y (7)) tal que G(t,y) = 0 sse
y; = g(t,Y). Sendo assim, podemos reescrever (localmente) a restrigdo do problema (2.6)
como: 3 [¢,d] C (a,b) com 7 € (¢,d) e y;(t) = g(t,Y (1)), t € [c,d].

Definindo o conjunto V := {Y € CY([a,b]; R" 1) |Y(t) = Y(t), t & (c,d)}, podemos
construir para cada Y € V a funcao

. (t,Y(t)), t € (cd)
wilt) = {g Bt Lt (ed)

obtendo assim y(t) := (y;(t),Y (t)) € Yaq que obviamente satisfaz G(t,y(t)) = 0, t € [a, b].
Definimos agora o funcional

I:CYa,b; R — R
Y(t) — I(g(-,Y),Y)

Por construgao temos

'y
3
kel
I
=
[y
a
o
=
IV
=]
-+
2
@]
2}
<)
—~
=
Il
—~
&
—~
-
=
=~
—~
-
N
=



34 CAPITULO 2. PROBLEMAS VARIACIONAIS E CONTROLE OTIMO

onde y;(t) = g((t), Y (t)) e y;(t) = (d/dt) g((£),Y (t)) = g:(t,Y) + gy (t,Y)Y’. Definindo
L(t,Y,Y') == L(t, y,Y, y;, Y') podemos escrever

b __ d _
I(Y) = / Lt,Y,Y')dt = / L(t,Y,Y')dt + const.

para todo Y € V. Como ¢ é minimo local do problema (2.6), entdo Y é minimo local de I

em V (por que?). Portanto Y satisfaz
d ~

Ly = Ly, t € (¢,d). (2.7)

Por construgao temos Ly: = Ly; gy + Lyr e Ly = Ly, gy + Ly + Ly [gt + gy Y'ly.
Substituindo em (2.7) temos

d
E[ v, 9v + Ly’ ] = Ly, gv + Ly + Lyg: +gvY'ly, t € (c,d). (2.8)
Usando agora a identidade [g; + gy Y’]y = (d/dt) gy obtemos de (2.8)
d d
d—Ly/ — Ly = |:_d_Ly3 + Lyj:| gy, te (C,d).
Como G(t,g(t,Y), ) = 0 em uma vizinhanca de (7,Y (7)), temos que Gy, (t,g(t,Y),Y ) gy +
Gy (t,g(t,Y),Y) = 0. Logo, para qualquer fungao A € C|[c, d] temos
d d
—[L+)\G]y/ — [L—F)\G]/y = —Lyr — Ly — MGy
dt dt
d
= dtLy/ — LY + )\Gngy

d
= dtLy + Lyj + )‘Gyj gy -

A escolha \(t) = [(d/dt) Ly — Ly;1/G,, € Clc,d] (lembre que Gy, # 0 em [c,d]) nos fornece
a equagao
d
dt
Provamos assim que para essa escolha de multiplicador, a equacdo de Euler-Lagrange é
satisfeita em uma vizinhanca de ¢ = 7. Como 7 € (a,b) é arbitrario, concluimos que o
teorema é valido localmente no intervalo (a,b).

Note que é possivel cobrir o intervalo compacto [a,b] com uma familia finita de sub—
intervalos, tais que em cada um deles Gyy; # 0 para algum j. A escolha do multiplicador
A em cada sub—intervalo depende apenas deste fato, o que justifica a conclusdo de que é
possivel escolher A € Cla, b] de modo que (2.9) seja satisfeita em todo intervalo (a,b). MW

—[L+AGly: — [L+AG]y = 0, t € (c,d). (2.9)

Observagao 2.2.6 E possivel formular o problema (2.6) com G = G(t,y,y’) e, ainda assim,
obter um resultado andlogo ao apresentado no Teorema 2.2.5. A verificagao deste resultado
mais geral pode ser encontrada por exemplo em [Tr, Capitulo 11]. O oo

No Exemplo 2.2.9 é estudado um problema de controle 6timo com restrigoes lagrangeana
e isoperimétrica.
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Restricoes Isoperimétricas

Tratamos a seguir dos problemas variacionais com restrigoes isoperimétricas (ou integrais).

Considere o problema

( b

Minimzar I(y) := / L(t,y(t),y' (t)) dt
a

sujeito a

Y € Yoq := l;{y € Cla,b] | y(a) = ya, y(b) = yp} ;
F(y) = / Gt y(t). o/ (£)) dt = c

(2.10)

onde L, G € C([a,b] x R%;R) € ya, yp, ¢ € R sdo dados. Como conseqiiéncia imediata do
Teorema 2.2.1 (Lagrange), obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.2.7 Sejam L, G € C'([a,b] x R%;R), F definida como em (2.10) e ¢ € R tais
que 0F (y;-) # 0 no conjunto de nivel ¢ do funcional F, definido por

F. == {yeCa,b] | Fy) =c}.

Se y € um minimo local fraco do problema (2.10), entao existe um multiplicador X\ € R tal
que Y € solucdo do problema de valor de contorno

{ (L+AG)y(ty.y) — (L +AG)y(ty.y)) = 0, € (a,b)
y(a) = ya, y(b) = yp.

Demonstracao: E deixada como exercicio para o leitor. [ ]
Exemplo 2.2.8 Considere o problema de controle étimo
1
Minimizar J(u,z) = / u(t)? dt
. 0
sujeito a u € C[0, 1],
1
2 =wu, z(0) = 29, 2(1) = 21, F(u,2) = / tu(t) dt = c.
0
O problema variacional correspondente é
1
Minimizar I(y) = / Yy (t)* dt
0
sujeito a
1
V€ Yor={y € CN0.1) [ 9(0) =20, y() =21} [ /Byt =c.
0

Do Teorema 2.2.7, temos que se y é solucao, entao existe A € IR com

%(23/(75)—1—)\75) = 0.
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Logo, 2y'(t) + At = const. Temos entao
Lo
y(t) = _Z)\t +at +b.

Usando as condigoes de contorno obtemos a e b em fungdo de A (além ¢ claro de 2 e 21,
que sdo dados). Para determinar o valor de A, basta substituir ¢’ = a(\) — %)\t na restrigao
isoperimétrica.

Em muitas aplicagoes as restrigoes isoperimétrica e/ou lagrangeana sao dadas na forma
de uma desigualdade. No exemplo a seguir estudamos tal situacao.

Exemplo 2.2.9 (Lancamento de um Foguete) Um foguete deve ser langado apartir do
solo na vertical e deve, apartir da escolha de uma estratégia de consumo de combustivel,
alcancar a maior altitude possivel. O modelo para o problema é representado por

t tempo;

m(t) : massa do foguete;
v(t) velocidade do foguete;
h(t) : altura do foguete.

Uma equagao de balango de forgas (Taxa de variacdo do impulso = Soma das forgas agindo
sobre o corpo) nos fornece a dinamica

mv + pm’ = —mG(h) — D(v,h),

onde p > 0 é a velocidade com que o combustivel, depois de queimado, é expelido, G é a
forga gravitacional (depende da altura), D é a resisténcia do ar (depende da velocidade e
da altura).

A fim de simplificar o modelo supomos G(h) = g (constante) e desprezamos a resisténcia
do ar (D(v,h) = 0). Logo,

mv = —gm — pm'. (2.11)
Suponha que podemos controlar o empuxo do foguete (dado por —prz). Note que, se
denotamos por My > 0 a massa do foguete sem combustivel, temos que m(t) > My > 0.
Portanto, escolhemos como varidvel de controle u := pm’/m, obtendo o sistema

{ h = wv(t) , h(0) = 0
v = u(t) — g, v(0) = 0

Supomos ainda o controle limitado, i.e., 0 < u(t) < upqe. O problema exige que, dada
uma quantidade fixa de combustivel M., a estratégia de controle deve ser tal que o foguete
alcance a maior altitude possivel. Logo, temos as condigoes de contorno m(0) = My + M. e
m(T') = My. Note que a tltima condicao de contorno pode ser escrita na forma da restrigao
isoperimétrica

T
/O w(tydt = plogl(M; + M.)/M;] =: K.
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A funcgao objetivo é dada por

T T T
J(u,z) = h(T) = /0 v(t) dt = /0 (T — )/ (t) dt = /O (T — t)u(t) dt — gT?/2.

Definindo as variaveis de estado z; = h, 29 = v, podemos escrever o problema de controle
6timo na forma:

T
Minimizar J(u,z) = z1(T) = / (t—T)u(t)dt
A 0
sujeito a u € C[0,T],

2 =29, g =u—g, 21(0) = 2(0) =0,

T
Flu,z) = / u(t)dt = K, 0 < ult) < tmas
0

A restrigao isoperimétrica juntamente com as condigoes de contorno z5(0) = z2(7) = 0
nos permitem determinar o tempo final: T'= K/g.

Observe que neste problema de controle temos, além da restrigao isoperimétrica, uma
restrigao lagrangeana (na forma de desigualdade) para a varidvel de controle. Note ainda
que tanto a funcao objetivo quanto as restrigoes dependem somente da variavel de controle.
Podemos escrever a restricao 0 < u < U, na forma de uma tnica restricdo quadratica:
w(u — Upmgz) < 0. A Fungado hamiltoniana se escreve entao

H(t,u) = (t — T)u + Mu+ A(t)(u* — Upmazte),

com A€ ReAe€C|0,T].

Se conseguirmos encontrar multiplicadores A, A e controle @ tais que

0= d%H(t,a) =t =T+ XN+ A(t)(2u — Umaz),

A(t)u(t) (@ — Umaz) = 0, com A(t) > 0.

e ainda fOT u(t)dt = K, entao u ¢é solugdo (e é unica, pois a hamiltoniana ¢é estritamente
convexa para A > 0). Tal fato se justifica por estarmos trabalhando com uma restrigao la-
grangeana na forma de desigualdade (a segunda condigao acima significa que o multiplicador
A é positivo quando a restricao lagrangeana se torna ativa).

Uma andlise de sinais nos permite concluir que A(t) = 0 somente para t =7 :=T — \.
Para t # 7 temos A(t) > 0, o que implica em u(t) = 0 ou Upmqaz. A fim de satisfazer a
restrigao isoperimétrica, escolhemos A = T' — K /tynq: < T. Temos assim o controle timo

_ . Umaz > t €[0,7)
a(t) = { 0 ,te(rT]

do tipo bang-bang (i.e., assume apenas valores extremos). O oo
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2.3 Extremais Singulares e Trajetorias Otimas

Neste paragrafo utilizamos o formalismo do calculo variacional para obter, através da andlise
de condigOes necessarias, a solucao para uma importante familia de problemas de controle
otimo, a saber: problemas em que as variaveis de controle sao limitadas por funcoes que
dependem do tempo e da varidvel de estado.

Sob hipoteses adequadas é possivel encontrar uma relagao entre as solugoes da equagao de
Euler-Lagrange (extremais) e as trajetdrias 6timas do problema de controle correspondente.
Comegamos por analisar o seguinte problema variacional

Minimizar [(z) 1= /t G 2(0) + HE 2(1)2 (0] dt
sujeito a (2.12)

A(t, (1)) < 2'(t) < B(t, 2(1)), t € [to, ta];

Z(to) = 20, Z(tl) = Z1.

Note que no problema (2.12) sao feitas restrigdes sobre a derivada das fungoes admissiveis.
Importante na andlise a seguir é o fato de L(t,z,2’) ser uma funcao afim na varigvel 2.
Observe ainda que o problema (2.12) pode ser interpretado como decorrente do seguinte
problema de controle 6timo

Minimizar I(z) := /t 1 [L1(t,z(t)) + Lo(t,z(t))u(t)] dt
sujeito a

2 =g(t,z) + f(t, 2)u(t), t € [to,t1];
z(to) = 20, 2(to) = 21, u(t) € Q := [um, upsl.

De fato, explicitando u em fungao de z e 2’ na equagao diferencial (supondo f(¢,z) # 0) e
substituindo no funcional I obtemos um problema como (2.12) onde

_ 9(t,2) . _ 1 .
G(t,z) = Li(t,z) — La(t,2) o) H(t,z) = Lao(t, z) OBk
Alt,z) = uIél)iélQ{g(t,Z) + f(t,z)u};  Bt,z) = urgtlfae}él{g(t, z) + f(t, z)u}.

Suponha agora as aplicacoes G, H, A, B : [tg,t1] x R — R continuamente diferencidveis e
defina o conjunto das trajetdrias admissiveis

Zoa = {z € Clto, t1] | A(t,2(t)) < 2'(t) < B(t, (1)), t € [to, t1]; z(to) = 20, 2(t1) = 21}
Esquecendo por um momento as restrigoes sobre a derivada das func¢bes admissiveis, o

problema (2.12) pode ser escrito como um problema usual do célculo das variagoes:

Minimizar I(z) := /t 1 [G(t,2(t)) + H(t,2(t))2 (t)] dt
sujeito a z € Cltg, t1], z(to) = 20, 2(t1) = 21.



2.3. EXTREMAIS SINGULARES E TRAJETORIAS OTIMAS 39

A equagao de Euler-Lagrange associada a esse problema é

%—f(t,z(t)) - %—?(t,z(t)) = 0, t e (to,t1). (2.13)

Fazemos agora as seguintes hipdteses:

h1) Existe um extremal singular z* para o problema variacional, isto é uma funcao
z* € Cltg, t1] que é solucio da equagdo diferencial (2.13) e satisfaz simultaneamente
a restricdo A(t,2*(t)) < 2*'(t) < B(t, 2*(t)), t € (to,t1).°

h2) O extremal singular z* divide a faixa S := [tp, t1] X R em duas semi-faixas:
By = {(t2) € lloa] x R | 2> 2 (1)}, B i= {(t,2) € [to,ta] x R | 2 < 2*(1)},

nas quais se verifica:

0G OH oG oH
&(f,Z) — W(t,Z) > 0, (t,Z) € E+, a(t,Z) — E(t,Z) < 0, (t,Z) S E_.

Como o funcional I é linear no argumento 2/, é de se esperar que, nos pontos em que uma
solucao nao coincide com o estremal singular, ela estd na fronteira da admissibilidade, i.e.
2'(t) = A(t,2(t)) ou 2/(t) = B(t,2(t)). A fim de formular mais presisamente esta idéia
definimos a funcao de identificacao > : 5 — R

Y(t,z) = 25(t) , z=2*(t) (2.14)

Estamos agora em condicées de formular um resultado que nos permite identificar as
solugbes do problema variacional (2.12) e do problema de controle 6timo correspondente.

Teorema 2.3.1 Suponha que G, H, A e B sdo funcgoes continuamente diferencidveis e
que as condigoes (h1) e (h2) sao satisfeitas. Seja ¥ a fun¢ao de identificacdo definida em
(2.14). Se ezistir uma trajetoria admissivel z € Z,q que intercepta o extremal singular z*
em um ponto de (tg,t1), entao a fungdo z definida por

{ Z =3%(t z(t)), t € lto,ti]
Z(to) = 20, 2(t1) = =1

¢ uma tragetoria otima de (2.12).
Demonstragao: Suponha z*(0) < zy (o caso zp < z*(0) é andlogo). Seja z uma trajetéria
admissivel qualquer que intercepta z* no ponto 7 € (tg,t1). Considere agora o problema de

valor inicial
= At 2(1), 2(to) = 2.

5Note que z* nao pertence necessariamente a Z,q.
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20

2*(to) | \

to T1 T t1

Figura 2.2: Trajetéria admissivel interceptando o extremal singular

Tal problema possui uma solugao local, que denominamos Z. Como

Z'(to) > Alto,2(to)) = Z'(to),

entdo z(t) > Z(t) para t € [to,to + €]. Por hipétese z(7) = z*(7) entdo existe 7 € (to, 7] tal
que z(11) = 2*(m1) (veja Figura 2.2). Note ainda que da desigualdade z*(tp) < zo = Z(to)
temos

g(t) > Z*(t), tc (to,Tl).

Defina agora a fungao Z por

g(t) s t e [to,Tl)
25(t) , te[n,T]
Z(t) , 1€ (T,tl]

que é admissivel por construgdo. Seja D C FE. a regido cuja fornteira 0D é a curva de
Jordan formada pelos segmentos

(t,2(t)), t € [to,m1]; (t,2°(t)), t € [m,7]; (¢ 2(¢t)), t € [to, 1] ;

orientada no sentido anti-horédrio. Como 2(t) = z(t), t > 7, temos
T

() I(2) = / LG 2() + H(E 2(0)2 ()] dt — / G, 5(8)) + H(t, 5(0)2 (1)) dt

to to

_ f{ G(t,2)dt + H(t,2)dz]
oD

_ //D {%_f_%—ﬂ(t,z)dzdt

(para obter a ultima igualdade utilizamos a férmula de Green). Como a hipdtese (h2)

implica que [$2 — 28] (¢, 2) > 0, para (t,z) € E, temos entdo

I(z) — I(2) > 0,
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z*(to) \\

to tl

Figura 2.3: Trajetéria admissivel que nao intercepta o extremal singular

quando 71 < 7. (Caso contréario obtemos apenas I(z)—1(2) > 0.) Repetindo a argumentacao
na extremidade ¢; do intervalo obtemos I(z) > I(Z).

Para comlpetar a demonstracao basta provar para toda trajetéria admissivel z que nao
intercepta z* temos I(z) > I(2). Como supomos z*(0) < zp, uma condigdo necessaria para
que exista uma trajetéria admissivel nessas condigoes é z*(t1) < z;. Temos entao

t1 t1
I(z)—1(2) = / [G(t,2) + H(t,z)2]dt — / [G(t,2*) + H(t,z*)(z")]dt
to to
oG  OH
onde D é a regiao situada entre as curvas z e 2, conforme a Figura 2.3 [ ]

Observacgao 2.3.2 Caso uma das condi¢bes de contorno nao seja fornecida, por exemplo
z(t1) = z1, obtemos em seu lugar a condi¢ao de contorno natural (veja Observagao 1.3.2)

Ly/(tl,z(tl),z'(tl)) == H(tl,z(tl)) = 0.

Neste caso, mesmo que a condi¢do H (t1,2(t1)) = 0 defina z(¢;) de forma tnica, é ainda
possivel aplicar o Teorema 2.3.1. O oo

Observacao 2.3.3 O Teorema 2.3.1 garante que a trajetéria étima para o problema é da
forma bang—singular—bang.

No caso particular em que o extremal satisfaga z*(tg) = 29 ou 2*(t1) = 21, as trajetdrias
6timas sao do tipo singular—bang e bang—singular respectivamente. O oo

2.4 Convexidade I: condigoes suficientes

Continuamos neste paragrafo a analogia iniciada no Paragrafo 2.2 entre os problemas do
calculo variacional e os problemas de controle étimo. Nosso objetivo é mostrar que, sob
certas hipdteses de convexidade, a equacao de Euler-Lagrange é uma condicao suficiente de
otimalidade para problemas que nao possuem restricoes nas varidveis de controle.
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O leitor atento nota a semelhanga entre o resultado principal deste pardgrafo (Teo-
rema 2.4.1) e o Teorema de condigoes suficientes 1.1.10. Comegamos por considererar o
problema de controle étimo

t1
Minimizar I(z,u) := L(t, z(t),u(t)) dt
A tO A
sujeito a 2z € C([to, t1];IR™) ; u € C([to, t1]; R™) ; (2.15)
2(t) = f(t, z,u), t € (to,t1);

z(to) = 20, 2(t1) = 21 ;

onde os tempos inicial e final ¢, ¢; sdo fixos, L : [to,t1] x R" x R™ — R, f : [tg,t1] x R™ x
R™ — R", 2,21 € R" sao dados. O conjunto das trajetdrias admissiveis é dado por

Zad ‘= {Z € él([to,tl];ﬂ:{n) ‘ Z(to) = 20, Z(tl) = 2’1}.

Como nao sao feitas restrigoes as variaveis de controle em (2.15), o conjunto dos controles
admissiveis é simplesmente U,g := C ([to, t1]; R™).

Os candidatos a solu¢do do problema de otimizacao restrita (2.15) sdo 0s processos
admissiveis (z,u) € Zyq X Uyq. Podemos entdo considerar o problema (2.15) como um

problema variacional com restrigoes lagrangeanas

Minimizar I(z,u)
sujeito a (z,u) € Zyq X Ugqg (2.16)
G(t,z,u) = f(t,z,u) — 2/ =6, t € (to,t1);

Nossa experiéncia com problemas variacionais sujeitos a restrigoes lagrangeanas (ve-
ja Pardgrafo 2.2) sugere que a solugao de (2.16) estd relacionada com a minimizagdo do
funcional extendido .

~ 1
I(z,u,\) = / L(t, z(t),u(t)) dt,
to
onde L(t, z,u) = L(t, z,u) + A()G(t, z,u) e A € C([to, t1]; R™) é um multiplicador. Defini-
mos agora a funcao auxiliar

H:lto,t1] x R" xR™ xR" — R
(t7 z? u? )\) — <)\7f(t7 z? u)> + L(t7 Z’ u)7

denominada fungao de Hamilton. Por construcao temos z(t, zyu) = H(t,z,u, \) — \(t)2'.

A equacao de Euler-Lagrange para o problema variacional irrestrito em I possui uma com-
ponente relativa a z e outra a u.5 Temos assim

%[L+>\G]Z/ ~ [LAGL e %[L+>\G]u/ — [L +AGl.

SA componente da equacio de Euler-Lagrange relativa ao multiplicador A\ é simplesmente a restricio
G(t,z,u) = 6 do problema (2.16), como o leitor pode facilmente verificar.
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Utilizando a definicao de H, podemos reescrever as equagoes acima na forma
N(@t) = —H,(t,z,u,\) e 0= Hy(t, z,u,\).

Note ainda que a equacao de evolugao do problema (2.15), 2/ = f(¢,z,u), (que corresponde
a restrigao lagrangeana do problema (2.16)) pode ser reescrita como 2z’ = H)(t, z, u, A).

Observe que as condigoes de Weierstra—Erdmann, que dizem respeito a continuidade
das aplicagoes

L(t,z,u) = =A(t) e Ly(t,z,u) =0,

sao trivialmente satisfeitas devido as hipéteses de regularidade do multiplicador A.
A pergunta que investigamos neste pardgrafo é a seguinte: As condicoes

2(t) = Hx(t,z,u, ), N(t) = —H,(t,z,u,\) e Hy(t,z,u,\) =0

sao suficientes para caracterizar um minimo local (ou global) do problema (2.15)? A resposta
é sim, desde que facamos hipotesees adequadas sobre a convexidade da funcao de Hamilton.
No Pardgrafo 2.5 investigamos a necessidade destas mesmas condigoes.

O desenvolvimento conduzido neste paragrafo utilisa apenas argumentos elementares de
andlise real, devido ao fato de supormos convexidade parcial da fun¢do de Hamilton, em
relagao as variaveis z e u. No capitulo seguinte analisamos o papel das condicoes acima em
problemas de controle genéricos.

Teorema 2.4.1 Seja L € C([tg,t1] x R" x R™;R), f € C'([to,t1] x R™ x R™;IR").
Suponha que a funcdo de Hamilton H satisfaz

H(t,z+v,u+w,\) — H(t,z,u, \) > H,(t,z,u,\) v+ Hy(t,z,u, \) w, ve R", weR™

(2.17)
em [to, t1] x R™ x R™ x IR". Sao verdadeiras as afirmagoes:
(Z) Se (2,’&, 5‘) € él([to’tl]amn) X é([t(]atl]amm) X él([to’tl]ﬂRn) é SOZ’LLQdO de
2'(t) = Ha(t,z,u,\), N(t)=—H,(t, z,u,\), Hy(t,z,u,\) =0, t € (to, t1),
(2.18)
z(to) = 20, 2(t1) = 21,

entao (z,u) € minimo global de I em Zyq X Uyq sujeito a restrigdo lagrangeana G(t, z,u) =
flt,z,u) —2' =0, t € tg, t1].
b) Caso a igualdade em (2.17) ocorra sse |v||w| = 0, entdo o processo (Z,u) no item (b) €

o unico minimo global de I em Z,q X Uyg.

Demonstragao: Da hip6tese (2.18) segue imediatamente que (Z,u) € Zyq X U,q e ainda
que G(t,z,u) = 0 em [tg,t1]. Seja (z,u) € Zyq X Uyqg um processo admissivel satisfazendo a
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restrigao G(t, z,u) = 0. Temos entao

I(z,u) = I(z,a) = I(zu,X) — I(zZ,a,N)

provando o item (a). Para provar o item (b), basta observar que se (z,u) # (Z,u) é ou-
tro processo admissivel satisfazendo a restrigao G(t,z,u) = 6, entao (2.19) é obtida com
desigualdade estrita, provando assim que I(z,u) — I(z,a) > 0. [ ]

Observagao 2.4.2 Caso a condicao de contorno z(t1) = z; nao seja fornecida, o conjunto
das trajetérias admissiveis correspondente é Z,q := {z € C'([to,t1]; R™) | z(to) = 20} e o
Teorema 2.4.1 continua vélido se substituimos a condigao de contorno z(t1) = z; em (2.18)
pela condigao natural A(t1) = 6.

Analogamente, se a condigdo de contorno final para o problema (2.15) for da forma
o(z(t1)) = 0, onde a aplicacao o : R" — IR? satisfaz Vo # 6, o conjunto das trajetérias
admissiveis correspondente é Z,q := {z € C1([to, t1];IR™)| 2(to) = 20,0 (2(t1)) = 6}.

Neste caso o Teorema 2.4.1 continua vélido se substituimos a condi¢ao z(t;) = z; em
(2.18) pela condicao natural de transversalidade A(t1) = Ao,(z(t1)) para A € IR” e pela
exigéncia que Ao(z) : R™ — IR seja uma fungao convexa. De fato, Se (z,u) € Z,q X Ugyq
satisfaz G(t, z,u) = 6, definimos Z(z,u, A\, A) := I(z,u, ) + Ao(z(t1)) e obtemos

I(z,u) — I(z,u)

Il
P
\.N
£
\?’\
z

|

+ N
~

|

\.y‘

s

AVARLY,

Para obter a ultima das desigualdade acima usamos a convexidade de Ao(z). Note que
A € RP é o multiplicador associado com a restrigao o(z(t1)) = 6. O oo

Das hipdteses do Teorema 2.4.1 concluimos que, fixados os valores de t, z, A, a fungao
H(t,z,-,A) : R™ — R é convexa, no sentido da Defini¢ao 1.1.8. De fato, tomando v = 6
em (2.17) temos

H(t,z,u+w,\) — H(t,z,u,\) > Hy(t,z,u,\) w, u,w € R™.

Logo, uma conseqiiéncia da condicdo H,(t, 2(t),w(t), \(t)) = 0, t € (to,t1) em (2.18) é que

@(t) é um minimo local de H(t,z(t),-, A(t)) para cada t € (tg,t1), fato que pode ser escrito
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na forma

H(t, z(t),a(t), \t)) = urgﬂi)gﬂ{H(t, Z(t),u, A(t))}, t € (to,t1). (2.20)
A condicao expressa em (2.20), que é conseqiiéncia do pacote de condigoes suficientes (2.18),
é extremamente importante na teoria de controle 6timo. No Pardgrafo 2.5, ainda utilizando
a hipétese de convexidade parcial da funcao de Hamilton, provamos que esta condicao
é também necessdria para otimalidade de solugoes do problema 2.15. A verificacdo da
necessidade dessa condi¢ao no caso geral é tecnicamente mais complicada e é discutida no
Capitulo 3.

A condigao (2.20) é denominada condi¢ao de maximo ou de otimalidade, apesar de ser
aqui apresentada na forma de minimo. Isto, entretanto, se deve tao somente a natureza do
problema de controle étimo a ser estudado, cujo objetivo pode ser tanto maximizar quanto
minimizar o funcional I.

2.5 Convexidade II: condicoes necessarias

Verificamos neste pardgrafo que as condigdes propostas em (2.18) e em especial a condigao
de méximo (2.20) sao, sob hipdteses adequadas, necessarias para otimalidade de solugoes do
problema de controle étimo (2.15). Como nos problemas variacionais restritos, as condigdes
necessarias sao obtidas utilizando um teorema de multiplicadores.

Suponha que, fixados (¢,z,A) € R x R" x R", a aplicacao H(t,z,-,A) : R™ — R é
convexa (utilizamos a notagao do Pardgrafo 2.4). Seja (z,u) € Yyq X Uyg um processo 6timo
para o problema (2.15). O teorema de multiplicadores de Lagrange garante a existéncia de
X € CY(Jto, t1]; R™) tal que (%,%, ) é minimo local do funcional I.

Dada uma tripla qualquer de fungdes teste (n1,72,m3) € C’Ol x Cpy ¥ C'Ol, sabemos que a
variacao

O1(Z, 1, \in1,m2,m3) = / (L. + Af2) — 773)‘ + MLy + Afu) + m3(f — 2/)] dt
t

0

t1
- /t [nl(Lz + j\fz + 5‘/) + 772(Lu + j\fu) + 773(f - 2/)] dt

0

sempre se anula. Sendo assim, escolhendo 171 =10 =60 e 13 € C’é [to, t1] qualquer, obtemos
a equagao de estado

Z(t) = f(t z,1u), t € (to,t1).

Tomando n; € Co [to, t1] qualquer e 9 = 6, obtemos a equagao adjunta
N = —L,(tz,0) — M:(t, z,10), t € (to, t1).
Tomando agora 1o € Co [to, t1] qualquer, obtemos a equagao de otimalidade

0 = Ly(t,z,0) + Nfu(t,z,0) = Hy(t,z,q,\), t € (to,t1).
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Como Z satisfaz por construgao as condigdes de contorno do problema (2.15), concluimos
que (z,1,1bd) satisfazem (2.18). A condigdo de méximo (2.20) é portanto satisfeita para o
controle 6timo .

Podemos resumir a argumentacao acima na forma do seguinte teorema:

Teorema 2.5.1 (Principio do Maximo) Sejam L e f aplica¢ées continuamente diferen-
cidveis, tg < ty fizos, zg,z1 € R" dados. Suponha ainda que a fun¢do de Hamilton H €
convexa na varidqvel u. Se (zZ,u) € um minimo local fraco de I em Ygq X Uyq, sujeito a
restricio G(t,z,u) = f(t,z,y) — 2/ =0, entdo existe um multiplicador \ € C’l([to,tl]; R™)
tal que

2'(t) = Hy(t, z,u, \),

)\I(t) = —Hz(t,z,u, )\), te (to,tl),

Z(to) = 20, Z(tl) =z,

e ainda, o controle dtimo u satisfaz a condicdo de mdxrimo

H(t, z(t),u(t), \t) = urélﬂi)LI%I{H(t,Z(t),u,S\(t))}, t € (to,t1)-

Demonstracao: Veja acima. |

2.6 Exercicios

2.1 Verifique os detalhes da demonstragdao do Teorema 2.2.7.

2.2 Considere o problema

1
Minimizar 1(z,u) ::/ (u(t) + 1)dt
0

s.a.
2= —u, t€(0,1);
2(0) = z(1) = 0.

Mostre que cada controle i € C’[O, 1] que satisfaz fol u(t)dt = 0, é 6timo para o problema.

2.3 Encontre a solugao do problema

1
Minimizar I(z,u) := / [2/(t) — 2t + 1]2dt
0



2.6. EXERCICIOS
2.4 Considere o problema escalar

1

Minimizar /[3z(t)2—|—u(t)2]dt
0

s.a.

2 =—z+4wu, te€(0,1), 2(0) =1.

a) Obtenha o problema variacional correspondente.
b) Encontre a equagao de Euler-Lagrange e as condigoes de contorno correspondentes.

¢) Determine o controle 6timo.
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Capitulo 3

Principio do Maximo de
Pontryagin

Neste capitulo é analisado um conjunto de condigoes necessarias de otimalidade para pro-
blemas de controle 6timo. Tal resultado é conhecido na literatura como principio do

1 ¢ pode ser interpretado como um teorema de multiplicadores de Lagrange em

maximo
espagos de dimencgao infinita.

No Paragrafo 2.5, sob hipdteses adicionais de convexidade, obtivemos uma versao simpli-
ficada do principio do méximo utilizando argumentos elementares de analise. Como foi visto,
a condigdo de méaximo (2.20) pode ser obtida diretamente a partir da equagao de Euler—
Lagrange. No caso geral (sem a hipétese de convexidade da Hamiltoniana) a demonstragao
da necessidade da condicdo de méaximo é mais complexa e necessita de resultados proveni-
entes da teoria de otimizagao em espacos de dimengao infinita. consulte o Apéndice A). A
autoria do principio do méximo é controversa. A maioria dos autores credita o resultado ao
grupo liderado pelo matematico russo L.S. Pontryagin (1956). Entretanto, tal condi¢ao po-
de ser encontrada em um texto anterior, porém pouco divulgado, de M.R. Hestenes (1950).
Para maiores detalhes consulte [Hel], [PBG], assim como as referéncias em [He2].

No Paragrafo 3.1 apresentamos o principio do maximo para problemas de controle 6timo
com horizonte finito. Algumas variantes do teorema, correspondentes a diferentes tipos de
condigoes de contorno, sao analisadas. No Paragrafo 3.2 consideramos o principio do maximo
para problemas com horizonte infinito. No Pardgrafo 3.3 sao discutidas condicGes necessarias
para problemas impulsivos (que admitem trajetérias discontinuas). No Pardgrafo 3.4 sao
discutidas diversas aplicacoes, onde o principio do maximo é utilizado na identificacdao de
processos 6timos.

3.1 Problemas com Horizonte Finito

Comegamos por apresentar uma formulacao bastante geral para os problemas de controle
6timo com horizonte finito. Considere o problema de controle

Também conhecido como principio do minimo, ou principio de Pontryagin.

49
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t1

Minimizar J(z,u) := Li(t1,2(t1)) + / L(t, z(t),u(t)) dt

to
sujeito a
P(to, 20) ty > to; ue L([to, h];R™), u(t) € Q q.s. em [to, t1];
t
z(t) = zo + f(s,z(s),u(s))ds, t € [to, t1]; ¥(t1,2(t1)) =0
to
onde

L:Jtg,00) x R" x R™ - R, Lj: [tp,00) x R" — R,
fifto,00) x R" x R™ — R", ¢ : [tg,00) x R" — R?

e Q& ¢ R™. O tempo inicial ty e a condigdo inicial zy sdo fornecidos, enquanto que o
tempo final ¢; e/ou a condicao final podem ser ou nao conhecidos. Por analogia ao célculo
variacional, tal problema é denominado problema de Bolza. Caso a fungao objetivo seja
da forma "
J(zu) = / L(t, 2(t), u(t)) dt,
to

o problema é denominado problema de Lagrange. Uma terceira variante sdo os pro-
blemas de Mayer, em que a fungdo objetivo é da forma J(z,u) := Li(t1,2(t1)). A
denominacao aqui empregada corresponde a utilizada no classico calculo de variagoes. As
trés formulagoes acima sao equivalentes, no sentido de que um mesmo problema de controle
6timo pode sempre ser colocado em qualquer uma das formas acima.

Note que o fato da dinamica do sistema ser descrita por uma equacao integral, ao invés
de diferencial, nos permite considerar trajetorias admissiveis menos regulares. O conjunto
das estratégias de controle admissiveis é

Uaa := Llloc([()? 00); IRm)v
de forma que as trajetérias correspondentes sao fungoes absolutamente continuas em [tg, t1].

Definigao 3.1.1 Sejam f, L as fungoes definidas acima. A aplicagao

H :[tg,0) x R" x R" x R — R,
(t7 Z? A7 u) — <A7 f(t7 Z? u)> + /r]L(t’ Z’ u)'

é denominada funcao de Hamilton (note que a origem da constante 1 precisa ainda ser
esclarecida). O 00

Os problemas P(tg, z9) podem ser divididos em dois tipos: problemas com tempo final
fixo (t; = T conhecido) ou com tempo final desconhecido. A demonstrac¢ao do principio
do maximo para os problemas do primeiro tipo é ligeiramente mais simples e pode ser
encontrada e.g. em [Tr, Teorema 11.8] (somente caso autéonomo). Uma demonstracao
bastante compreensivel para problemas de tempo étimo (i.e., do tipo J(z,u) = tl;l dt)
autonomos com dinamica linear pode ainda ser encontrada em [Ho, Capitulo 9].



3.1. PROBLEMAS COM HORIZONTE FINITO 51

No teorema a seguir apresentamos o principio do maximo. Por ser longa e técnica,
a demonstracao é deixada para o Capitulo 4. A argumentagao utilizada na demontragao
segue a linha das notas de aula de M. Brokate (veja [Br]). Uma comparagdo com a de-
monstracao proposta por W. Fleming e R. Rishel (veja [FIRi, Capitulo 2]) é inevitdvel: os
autores também utilizam um problema (auxiliar) abstrato de otimizagao para obter as con-
digbes necessérias para otimalidade. Como referéncias auxiliares o leitor pode consultar as
referéncias classicas [PBG], [Hel], [Ber], [Bo] ou ainda os textos modernos [FIRi|, [Know],
[LiYo], [MaSt], [Tr|, [Za].

Teorema 3.1.2 Suponha que L, f sdo aplicages C? e que L1, ¥ sdo Ct. Se (2*,u*,t})
¢ uma solugao do problema P(tg, zo) com . (t7,2*(t7)) # 0 e (L1).(t7, 2*(t])) # 0, entdo
existe uma fungao X : [to,t]] — R™ e constantes n > 0, p € RP que satisfazem:

i) FEquagao de estado

2*(t) = 2z + tf(s,z*(s),u*(s))ds, t € [to,t]];
to

it) Fquagao adjunta

1 OH

At) = A\ + E(s,z*(s),)\(s),u*(s))ds, t € [to, t7],
t

Moo= 09w i) — 0.2 () s

i11) Equacao de evolugao da fun¢do de Hamilton

H(t, 2" (1) A(t)u"(6) = Hi — | | %_?(S’Z*(S),A(s),u*(s))ds, t € [to, 1],
Hio= —n 0B, 00) + (R0 00), 1)

iv) Condi¢ao de otimalidade

H(t,z"(t), \(t),u"(t)) = glelg H(t,z"(t),\(t),u), q.s. em [to,t]];

v) Condi¢do de nao acoplamento n + |u| # 0.
Demonstragao: Veja Capitulo 4. [ ]

A demonstracao do Teorema 3.1.2 se constitui na aplicacdo de um teorema de mul-
tiplicadores a um problema auxiliar, obtido de P(tg,z9) por uma mudanga de varidveis
denominada transformagao no tempo e cuja solubilidade estd relacionada a de P(tg, 2p). As
constantes 7 e p surgem na demonstracao como componentes de um vetor normal a um
hiperplano, que separa conjuntos de nivel associados a func¢ao objetivo J e a condicao final

P(t,z(t)) = 0.
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Observacao 3.1.3 A denominagao principio do maximo é motivada pelo item iv) do
Teorema 3.1.2, que, entretanto, se refere a determinacao de um minimo. Este fato se deve a
escolha do sinal do multiplicador de Lagrange n > 0. Tal escolha é arbitraria e a formulacao
do teorema com 7 < 0 altera o min da condi¢@o iv) para um max. Sem duvida, as condigoes
mais interessantes do Teorema 3.1.2 sao

Z/:H)\(taza)‘,u)a Z(tO) = 20, ¢(t1,2(t1)) = Oa
N = —Hz(t,Z,)\,u), A(tl) =1n %(tlaz(tl)) - g_qé)(tl’z(tl))* s

o H(t,z,\,u) = mig H(t,z(t), A(t),w), q.s. em [tg,t1].
we
Note que o par (z,A) é solugao de um sistema Hamiltoniano para a funcao H.
Os problemas em que o multiplicador escalar 7 assume o valor zero sao denominados
anormais. Neste caso o controle étimo fornecido pela condicdao de maximo nao depende da
fungao objetivo, mas somente das restricoes do problema de otimizagao. O 00

Observacgao 3.1.4 Analogamente aos problemas variacionais, os problemas de controle
Otimo também podem ser formulados com diferentes tipos de condi¢oes de contorno. A
cada um destes tipos corresponde uma variante do Teorema 3.1.2, que se diferencia deste
apenas pelas condigoes de contorno para a varidvel adjunta e para a fungdo de Hamil-
ton. Enunciamos a seguir algumas variantes do problema P(tg,2p) que surgem com maior
frequéncia em aplicacoes. Apresentamos ainda as condi¢des de contorno correspondentes
(condigdes naturais de contorno).

Considere o problema P(tg, z9) com t¢; fixo (t; > tg) e L1 = 0 (problema de Lagrange).
e Se a condigao final é fixada (2(t1) = #1) nao hd nenhuma condigao para A(t;) (corresponde
a escolha 1(t, z) := (t —t1, z — 2z1)* € R?).

e Se a condicao final é livre (z(t1) qualquer) a variavel adjunta satisfaz A(t;) = 6 (corres-
ponde a escolha ¥(t,z) :=t —t; € R).

e Se a condigao final é da forma: z(t1) > z; (no caso escalar) a varidvel adjunta satisfaz:
A(t1) > 0 e a igualdade ocorre quando z(t1) > 27.

Considere agora o problema P(tg,z9) com t; livre e L1 = . Neste caso as condigdes
para A(t1) discutidas acima nao se alteram e, além disso,

H(tl, Z(tl), )\(tl),u(tl)) = 0.

Esta equacao extra corresponde a variavel adicional do problema: o tempo final desconhe-
cido t; € (to, 00). O 00

O principio do méximo pode, em alguns casos, ser utilizado para efetivamente determinar
uma solugao do problema P(tg, z9). Para tanto, aplica-se a seguinte estratégia: Inicialmente
a condicao de maximo é usada para explicitar o controle 6timo v em funcao das variaveis z
e A. Obtemos assim

u() = Ui, 2(),A0))-
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1. Estime Ag:= A(to) e u;

2. Resolva o problema de valor inicial

¢ = + 2 2 \ U2 0), 2(to) = 2,
No= 9 A1 U2, 0), Alto) = o

3. Aprimore a estimativa (e.g. através do método de Newton)
com o objetivo de satisfazer as equacgdes

Yl =(0) =0, A(t) = T2, 2(0)) — S, 2(0)

4. Retorne ao passo 2.

Figura 3.1: Algoritmo do método de shooting para resolver um sistema Hamiltoniano.

O passo seguinte consiste em substituir esta expressao no sistema Hamiltoniano (veja Ob-
servacao 3.1.3), eliminando deste a varidavel u. Obtemos assim

2 = Hy(t,z,\\U,), z(to) = 20, ¥(t1,2(t1)) =0; (3.1)
N = H62 MU, M0 =0 e 0) — St e (32)
,  0H

H == E(t,z,)\,U*), (33)

H(t, 2(0), M02), U (t2)) = =0 2t (1, 2(0)) + (e (1, 2(0)), 1)

Resolvendo este sistema, obtemos um candidato a solugdo do problema P(tg, 2p).

Nem sempre é viavel aplicar tal abordagem, pois em certos problemas nao é possivel
obter a representacao U,(-,z, ) para o controle étimo (e.g., o extremal singular no Paré-
grafo 2.3).

O sistema resultante de (3.1), (3.2), (3.3) pela substituigdo u(-) = U,(+, 2, A) pode ser
resolvido por um método do tipo shooting, conforme o esquema na Figura 3.1 (neste esquema
aplicamos o Teorema 3.1.2 com 7 = 1).

Observagao 3.1.5 O problema de valor de contorno (3.1), (3.2), (3.3) possui, tomando o
controle u fixo, 2n + 1 variaveis (z, A\, H) e p+ 1 parametros (1, ;). Temos assim 2n +p+ 2
graus de liberdade, os quais estao sujeitos a 2n 4+ p+ 1 equagbes. Aparentemente temos um
grau de liberdade a mais. Note porém que a condi¢dao de nao acoplamento v) garante que
n e p nao sao ambos nulos. Logo, é sempre possivel simplificar o sistema (3.1), (3.2), (3.3)
em relacdo a 17 ou a uma das componentes de u. Sendo assim, o Teorema 3.1.2 pode ser
formulado alternativamente como:

. existem A : [to,t] — R", n =0o0un =1, u € RP que satisfazem i), ..., v).
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o oo

Observagao 3.1.6 E simples verificar que a equagao de Euler—Lagrange do calculo varia-
cional pode ser obtida a partir do principio do maximo. De fato, o problema variacional de
minimizacao (1.2) pode ser interpretado como

b
Minimzar J(z,u) ::/ L(t,z(t),u(t)) dt
sujeito a 2’ = u(t). ‘

Logo, a condicao de méximo iv) do Teorema 3.1.2 implica em

OH 0 oL
- = * * * - * * L * * — * - * *
0 = S22 u") = 5-[(A, u) + Lt 25 u)] = A"+ g (2,27, u)
e, portanto,
L
A\ = —ng—u(t,z*,u*). (3‘4)

O sistema Hamiltoniano para as variaveis de estado e adjunta se escreve

dZ>k 8H *

= -9 = gt

De (3.4) e (3.5) temos
L
—77(; (t,z"u") = %(—ng (t,Z*,U*)>

o oL d (oL

* *\/ - * *\/ —

5@ - (G en) = o

que é a equacao de Euler-Lagrange. O o0

3.2 Problemas com Horizonte Infinito

Analisamos neste paragrafo condicOes necessdrias para problemas de controle 6timo com
horizonte infinito. Os problemas de controle desta natureza tem ganho importancia nas
ultimas décadas devido aos modelos de problemas oriundos das ciéncias econémicas e bio-
légicas que os utilizam.

Os primeiros trabalhos a tratar de problemas de controle com horizonte infinito sao
devidos aos economistas. Uma referéncia classica é o artigo escrito em 1928 por F. Ramsey
(veja [Ral), que discute modelos para problemas do tipo consumo x investimento (veja
Aplicagao 3.4.3). A primeira extencao do principio do maximo para problemas com hori-
zonte infinito foi apresentada por H. Halkin em 1964 (veja [Hal); todavia, a caracterizacao
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de otimalidade proposta neste trabalho é deveras restritiva. Um detalhado resumo do de-
senvolvimento da teoria pode ser encontrado em [CaHa]. Uma abordagem mais recente é
encontrada em [BaCal; entretanto, somente problemas auténomos sao considerados. Na
abordagem aqui apresentada, seguimos os passos descritos em [Leit], que trata problemas
com horizonte infinito ndo auténomos e utiliza um conceito de otimalidade (diferente dos
encontrados em [Ha| e [CaHa|) que extende de forma natural o conceito usado em problemas
com horizonte finito.

Intdmeros modelos econémicos (de horizonte finito e infinito) sao tratados, sob a ética do
controle 6timo e programagao dinamica, em [SeSy|. Entre outros, sdo analisados problemas
de exploracao de recursos naturais. O leitor interessado em aplicagoes desta natureza deve
consultar ainda [SeZh|. Aplicagdes a modelos biolégicos podem ser encontradas em [Cl]. Um
interessante problema relacionado com a exploracao étima de recursos naturais renovaveis
(pescaria 6tima) é analisado em [CCM] e [BaLe] (veja Aplicagao 3.4.4).

Antes de discutirmos os problemas com horizonte infinito, analisamos um problema
auxiliar com horizonte finito. Trata-se de um caso particular do problema abordado no
Paragrafo 3.1, a saber, problemas de controle étimo com tempo final fixo. As condigbes
necessarias para este problema auxiliar sao utilizadas na demonstracao do principio do
maximo para os problemas com horizonte infinito.

Suponha que no problema P(tg, zp), o tempo final ¢; = T e o estado final z; = 2z sao
dados. Temos assim o seguinte problema de controle 6timo:

(

T
Minimizar J(z,u) ::/O L(t, z(t),u(t)) dt

sujeito a
Pr(z0) ) ¢

z(t) = 2o +/0 f(s,2(8),u(s))ds, t € [0,T], 2(T) = 2r;
u € LY([0,T];IR™), u(t) € Q q.s. em [0,T];

Argumentando como na Observagao 3.1.4, obtemos o seguinte conjunto de condi¢oes neces-
sarias para otimalidade de uma soluc¢ao do problema Pr(z):

Corolario 3.2.1 Suponha que L, f sdo aplicagées C%. Se (2*,u*) é uma solugdo do pro-
blema Pr(zy), entao existe uma fungio X :[0,T] — IR"™ en =1 oun =0 que satisfazem
i) Sistema Hamiltoniano

(z*)(t) = Ha(t, z*, \,u*), g.s. em [0,T],

N(t) = Hy(t, 2%, \,u*), ¢.s. em [0,T],
2*(to) = 20, 2*(T) = 21 ;

1) Condicao de otimalidade

H(t, 2" (t), \(t),u"(t)) = szlelfrll H(t,z*(t), \(t),u), ¢.s. em [0,T7];

i11) Condigdo de ndo acoplamento 1+ ||A]|eo # 0.

Demonstracao: Segue imediatamente do Teorema 3.1.2 e da Observagao 3.1.4. [ ]
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Analisamos agora os problemas com horizonte infinito. Considere o seguinte problema
de controle 6timo:

Minimizar J(z,u) ::/ e L(2(t), u(t)) dt
0
sujeito a

z(t) = 2o +/ f(z(s),u(s))ds, t €[0,00);
0
u € L ([0,00);IR™), u(t) € Q q.s. em [0,00) ;

loc

POO(ZO)

\

onde as fungoes L : R* x R" — R, f: R” x R" — IR", o conjunto 2 € R™ e a constante
0 > 0 sdo dados. O resultado a seguir fornece condi¢Oes necessarias para otimalidade de
uma solucao de Pso(20).

Teorema 3.2.2 Suponha que L, f sdo aplicagées C?. Se (z*,u*) é uma solucio de Pso(20),
entdo existe uma aplicagio X : [0,00) — IR™ e constantes n = 0 oun =1, A\g € R" que
satisfazem:

i) Equagao de estado

2*(t) = 20 + /0 f(s,2"(s),u*(s))ds, t €[0,00);

i1) Equagao adjunta
At) = X + / E(S’Z (s),\(s),u*(s))ds, t €[0,00);
0

iii) Condicao de otimalidade

H(t, z*(t), \(t),u™(t)) = glelslll H(t,z"(t), A(t),u), g.s. em [0,00).
Demonstracgao: Seja (z*,u*) um processo étimo para Py (z9). Dado T' > 0, as funcoes
e L 0,T] x R® x R™ e f : [0,T] x R" x R™ satisfazem as condigoes do Corolario 3.2.1.
Logo, obtemos deste corolario condigoes necessarias para otimalidade de cada um dos pro-
blemas
( Ty,

Minimizar J(z,u) := / e O L(t, z(t), u(t)) dt

0

sujeito a
Pr, (20) ) ¢

z(t) = 2o —i—/o f(s,2(s),u(s))ds, t € [0,Tx], 2(Tx) = 2z := 2" (Tk) ;
u € LY([0, Ti]; R™), u(t) € Q q.s. em [0,T}] ;

onde Ty, — oco. Como conseqliéncia do principio de otimalidade de Bellman (veja [Leit]),
temos que (2%, u")jo,7;) ¢ uma solugdo de Pr, (20). Juntando os fatos, podemos garantir a
existéncia de n; > 0, A\g : [0, Tx] — IR™ tal que
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* [Aelloc +m > 0;

e (2*,\1) é solucdo do sistema Hamiltoniano?

dz*(t) = Hx(t,z*(t), \p(t),u*(t)) dt, t € [0, Ty]
dA(t) —H,(t, 2" (t), \p (), u"(t)) dt, t € [0,Tk]
2*(0) = 29, 2*(T) = =

B

9

o H(t,z"(t), \i(t),u*(t)) = Iirllea%{H(t,z*(t),)\k(t),u)}, q.s. in [0, T%].

Considere agora a sequéncia {\(0), 7 }kew. Normalizando os multiplicadores de Lagrange,

podemos supor que |[Ag(0)] + 7 = 1, & € IN. Tomando subsequéncias (se necessério)
podemos garantir a existéncia de A\g € R e n > 0 satisfazendo

ol +7 =1, limAg(0) = Ao, limmy, =17 (3.6)

Seja agora T' > 0 fixo. Logo T, > T, para k > ko e como o sistema Hamiltoniano desfruta
da propriedade de depéndencia continua das condicdes iniciais, podemos garantir que existe
A:[0,T] — R™, tal que A\; converge uniformemente para A em [0,7]. Essa convergéncia
implica nas desejadas condigoes de otimalidade para o problema Py, (z), uma vez que T > 0
é arbitrario. [ ]

Duas diferencas basicas devem ser observadas na formulagdo do Teorema 3.2.2 em re-
lagdo ao Teorema 3.1.2: i) Falta uma condicao de contorno final para a variavel adjunta A
(eventualmente uma condicao de decaimento do tipo tlim A(t) = 6); i1) Falta a condicao de

—00

nao acoplamento (neste caso 1+ |Ao| # 0).

Observagao 3.2.3 Uma andlise dos problemas (com horizonte infinito) com dinamica line-
ar e custo quadratico pode ser feita, alternativamente, utilizando-se programacao dinamica.
Através de um processo de limite, é possivel obter a funcdo valor resolvendo-se a equacio
algébrica de Riccati (veja [So, Capitulo 7]). Uma vez conhecida a fungao valor, a varidvel
adjunta® pode ser calculada (\(t) = B%V(t,:c)) e o controle 6timo é obtido através da
condi¢ao de otimalidade. O oo

3.3 Problemas Impulsivos

Apresentamos neste pardgrafo uma variante do principio do méximo para problemas com
controle impulsivos. Neste tipo de problema, sao permitidos saltos (discontinuidades) nas
trajetorias admissiveis. Considere o problema impulsivo de controle 6timo

2Note que H(t,z, g, u) = (M, F(t,z,u)) + i L(t, z,u).
3 A varidvel adjunta corresponde & derivada parcial da funcéo valor em relacio a variavel de estado.
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Minimizar J(z,u, 1) ::/ e5tf0(t,z(t),u(t))dt+/ e go (t) p(dt)
0 [0,00)

Pl (o) sujeito a
dz(t) = f(t,2(t), u(t))dt + g(t)u(dt), t € [0,00) ;
2(0) = zo; u(t) € L q.s. em [0,00); pu>0;

onde as fungoes fy : [0,00) xIR"xR™ — R, f:[0,00) xR"xR™ — R", go, g : [0,00) — R,
o conjunto 2 C R™ e a taxa de desconto § > 0 sdo dados. Os controles admissiveis sdo
pares do tipo (u, ). A componente convencional do controle, u, é uma fungao mensuravel
satisfazendo a restricao u(t) € © q.s. com respeito a medida de Lebesgue. A componente
impulsiva do controle, i, corresponde a uma medida de Borel nao negativa.

Consideramos o problema impulsivo Pl (z) sob as seguintes hipéteses:

H1) Existe K7 > 0 tal que para todo t € [0,00), u € Q

[folt,z,u) = folt,y,u)| + [ f(t,z,u) = f(ty,w)] < Kilz—y|Va,yeR";
H2) f(-,x,-), fo(-,z,-) sdo L x B—mensuraveis, g(-) e go(-) sdo L—mensuraveis;

H3) Existe Ko > 0 tal que para todo ¢t € [0,T] e u € §2
|f(t,x,u)| + |f0(t,x,u)| < K3(1 + |CC|),\V/ T e Rna

H/) As fungdes f(t,-,u), fo(t,-,u) sdo continuamente diferencidveis para todo ¢ € [0, c0),
u € Q). A aplicagao
(t7 xz, u) = (fO,a:(t7 z, u)a fx(tv z, u))
¢ continua em [0,00) x R™ x Q;
H5) § é fechado.

O teorema a seguir deriva do resultado discutido em [BLS1]. Este, por sua vez, é a
generalizagdo para horizonte infinito do resultado obtido por R. Rishel para horizonte finito
em 1965 (veja [Ri, Teorema 4]). A verificacdo do teorema a seguir segue essencialmente a
linha de demonstracao do Teorema 3.2.2, utilizando como argumentos principais: principio
de otimalidade de Bellman (para problemas impulsivos); dependéncia continua de condigoes
iniciais para solugoes do sistema Hamiltoniano.

E importante ressaltar que em [BLS1] siio considerados problemas Pl (z) com gy =
go(t,x) e g = g(t, z), enquanto que em [Ri] s@o tratados problemas impulsivos com horizonte

finito e go = go(t), g = g(t).

Teorema 3.3.1 Suponha que (Z,u, ) € um processo 6timo para Pl (zp). Entdao existem
constantes n =1 oun =0, \g € R" e uma funcio A\ € BV, ([0,00); IR") tais que

loc

i) O par (Z,\) € solugdo do sistema Hamiltoniano
dz(t) = [f(t,Z(t),u(t))dt + p(dt)

dN) = —f(6 3TN — ne ™ fo(t3(),T(1))dt
2(0) = 20, A(0) = Ao
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i1) E verificada a condi¢ao de otimalidade

(f(8,2(8),3(1), A1) + ne”® fo(t, Z(1),a(t)) =

masc{ (£(8,2(6), ), A(®) + e fo(t, 2(0), )} 5.5

i11) E verificada a condicdo de salto

(g(t), M(t)) +ne % go(t) <0, g.s.
(g(t), A(t)) +ne % go(t) = 0, Ti-g.s.

Demonstracgao: Veja [BLS1, Teorema 6]. [ |

Uma anélise detalhada dos problemas impulsivos Pl (xg), assim como a demonstragao
do Teorema 3.3.1, requer boa dose de conhecimentos sobre teoria de medida de Lebesgue
e andlise convexa, que estao além do escopo deste manuscrito. Entretanto, os argumentos
principais utilizados na demonstracao do principio do maximo se assemelham aos utiliza-
dos na demonstragao do resultado andlogo para problemas com controles regulares (men-
suraveis). Nosso interesse pelos problemas impulsivos (com horizonte infinito) é justificado
pela importancia das aplicagoes destes a modelos econémicos e biolégicos, em que as tra-
jetorias 6timas sao sabidamente discontinuas. Um exemplo da utilizagao do Teorema 3.3.1
na detecgao de trajetdrias 6timas é apresentado na Aplicacao 3.4.4 (veja ainda [Bale]).

Maiores detalhes sobre condigoes necessarias para problemas impulsivos com horizonte
finito podem ser encontrados em [Mu], [ViPe|, [SiVi]. Para problemas impulsivos com
horizonte infinito citamos ainda [BLS1], [BLS2].

3.4 Aplicagoes do Principio do Maximo

Neste paragrafo analisamos, sob a Otica do principio do méaximo, alguns problemas de
controle 6timo. Na Aplicagdo 3.4.1 sdo discutidos os problemas de tempo minimo até a
origem. O modelo aqui discutido é simples, porém possui diversas variantes relacionadas
com aplicagoes tecnoldgicas (piloto automatico, acoplamento de satélites, ... ).

Utilizamos na Aplicagdo 3.4.2 o principio do méximo para verificar que uma estratégia
do tipo bang-bang é a tnica estratégia étima admissivel para o problema da alunissagem.

Na Aplicagao 3.4.3, consideramos um modelo econémico cléssico, formulado por F. Ram-
sey em 1928 (veja [Ra]). Utilizando a equagao de Euler-Lagrange, obtemos a politica 6tima
para um problema do tipo consumo X investimento com horizonte infinito.

Um problema de exploracdo 6tima de recursos naturais renovaveis é considerado na
Aplicacao 3.4.4. A abordagem aqui apresentada segue a linha de [BaLe]. O modelo utilizado
foi proposto em [CCM] e analisado por diversos autores. Sao levados em conta controles do
tipo impulsivos e processos definidos em horizonte infinito de tempo.

Em [BMS] podem ser encontradas diversas aplica¢oes do principio do maximo a pro-
blemas aeroespaciais, dentre as quais citamos: Desenho 6timo de uma missao a Netuno;
Ascenssao 6tima de um veiculo espacial hipersonico; Alcance méaximo de voo para uma
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asa delta atravessando uma térmica. Em [Ho| s@o discutidas (entre outras) as seguintes
aplicagoes: Oscilador harmoénico com custo de combustivel; Controle de epidemias; Pescaria
otima; Contragao do ventriculo esquerdo do coracao; Compra e venda de agoes.

Aplicagao 3.4.1 (Tempo minimo) Suponha que no tempo ¢t = 0 um carro se encontra
na posicao a € IR com velocidade b € IR. Nosso objetivo é encontrar uma estratégia u*
(aceleragao e frenagem) que permita levé-lo até a origem no menor tempo possivel. E
exigido ainda que, ao chegar ao destino, o carro tenha velocidade nula.* Temos assim o
seguinte problema de controle 6timo

Minimizar fOT 1dt

sujeito a

Z=(08)z+ (D u, 2(0)= () ;
BT, 2(T)) = (T) = 0

onde T >0, u € L'[0,T] e u(t) € Q := [~1,1] q.s. em [0,7]. As condigdes necessarias
fornecidas pelo principio do maximo sao

¢ = (%), 20= (), 1) =0

No= =), MT) = () ;

H(t,z,\,u) = 2z2A1 + ula + 1n;

zoA1 + Uiz, M)A + n = erfli{lﬂ {zo\1 + ur2 + 1}, q.s. em [0,7];

n + |lwl + |p2| # 0.

Da condicao de otimalidade obtemos

—sign gy, A 0
U.(2,\) :{ g Azio (3.7)

Calculando agora A(t) para t € [0,7] temos:
M) = i de(t) = (T =By + pa, t€[0,7]. (3.8)
Portanto, A2 é linear e muda de sinal no méximo uma vez em [0,7]. Sendo assim, basta

estudar os seguintes casos:

1° Caso: w* nao muda de sinal em [0, 7).
o Seu* =1 temos

2
2(t)=b+t, z1(t)=a+bt+ 3 t e 0,7].

4Tal problema é apresentado por alguns autores como problema da acoplagem. Para uma descricio do
problema veja [Tr, Capitulo 11].
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Z2
C
u=—1 T~ b
a 2
u=1
Figura 3.2: Trajetérias 6timas para os controles u* =1 e u* = —1

Como z(T) = 0, tais estratégias sao admissiveis apenas para condigoes iniciais do tipo
(a,b) = (T?%/2,~T), com T > 0.
e Se u* = —1 temos

/2
20(t)=b—t, z1(t) =a+ bt — X te[0,T].

Como z(T') = 0, tais estratégias sao admissiveis apenas para condigoes iniciais do tipo
(a,b) = (=T?/2,T), com T > 0.

A curva C na Figura 3.2 é composta pelas condigoes iniciais (a,b), para as quais as
estratégias u* = 1 ou u* = —1 s@o 6timas. As respectivas trajetérias correspondem a parte
da curva C limitada por (a,b) e pela origem.

2° Caso: u* muda de sinal em 7 € (0,7).
No caso anterior vimos que se u* = 1, entao 22(15)2 = 221 (t) + const; enquanto que u* = —1
implica em 25(t)? = —2z;(t)+const. Portanto, as trajetérias correspondentes a tais controles
sao necessariamente paralelas a um dos arcos de pardbola mostrados na Figura 3.3. De
onde concluimos que a trajetéria étima é necessariamente composta por dois arcos: cada
um pertencente a uma das familias na Figura 3.3 (lembre que u* muda de sinal uma tnica
vez no intervalo [0, 7).

Note que a parte final da trajetéria 6tima é necessariamente como na Figura 3.2 (caso
contrario a trajetéria nao seria admissivel). Para determinar a parte inicial da trajetéria,

) 22

\\\ /

21 z1

—— ==

Figura 3.3: Trajetérias correspondentes a controles constantes
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/

Figura 3.4: Trajetérias 6timas correspondentes aos controles u* =1 e u* = —1

observe que, dada uma condicao inicial (a,b) € IR2, existe uma tnica curva pertencente as
familias mostradas na Figura 3.3, que intercepta tanto o ponto (a,b) quanto a curva C (o
caso a > 0, b > 0 é mostrado na Figura 3.4). O principio do méximo nos permite concluir
que existe uma Unica trajetéria associada a controles do tipo

u*(t):{ 1,t<r ol u*(t):{—l,t<7'

-1, t>7 1, t>71

que é admissivel para a condigao inicial (a,b). Tal trajetéria é composta por dois arcos:
um da curva & limitado por (a,b) e pelo ponto P e outro da curva C limitado por P e pela
origem. Para calcular 7 (instante em que trocamos o controle de —1 para 1) nao é necessério
calcular as constantes p1, pe na equagao (3.8). No caso a > 0, b > 0, basta descobrir para
qual 7 > 0 a curva (21(t), 20(t)) = (a + bt — t2/2,b — t) satisfaz a condigao

2(1) <0, 2(7)% = 22,(7).

Um célculo simples mostra que 7 é dado por uma das raizes b + 1/b?/2 — a. O o0

Aplicagao 3.4.2 (Alunissagem) Considere o problema de controlar a descida de uma
espaconave na Lua, utilizando para isso a menor quantidade possivel de combustivel. Em

um modelo simplificado temos®
t tempo;
h(t) : altura da espagonave;
v(t) : velocidade da espagonave;
m(t) : massa da espagonave + combustivel;
u(t) : empuxo dos motores da espagonave.

Seja M a massa da espaconave sem combustivel, F' a quantidade inicial de combustivel,
ho a altura inicial, vy a velocidade inicial, U, 0 empuxo maximo dos motores da nave
(0 < u(t) < Umaz, t > 0), g a constante gravitacional da Lua (considerada constante) e k

*Este modelo é também discutido em [FIRi], [Ho] e [Know].
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a constante de proporcionalidade entre o empuxo e a taxa de queima do combustivel. As
variaveis de estado (h,v,m) satisfazem a seguinte dinamica:

Bo= v(t)
v = —g + u(t)/m(t)
m' = —ku(t)

Definindo z(t) = (h(t), v(t), m(t))* temos o sistema nao linear

22
2= [—g4u/zs| = f(t zu)
—ku (3.9)
2(0) = (ho, vo, M + F)*, 2(T) = (0, 0, 7)*.
A condicao final segue da hipétese que um pouso suave ocorre quando h(T) = v(T) =

0, sendo para m somente relevante que m(7) > M. Como o custo a ser minimizado
corresponde ao gasto de combusti vel, temos que maximizar

T
m(T) = M + F —k/ u(t) dt.
0
O problema de controle 6timo pode ser escrito como:

( T
Minimizar J(T',z,u) = /0 u(t) dt
sujeito a
u € {LY0,T] | u(t) € Q := [0, Unaz] q.5. em [0,T]},
Z = f(z,u), 2(00) = (ho vo M+ F)* € R?,
(T, 2(T)) = (21(T) 2o(T))* = 0 € R?

A funcdo de Hamilton é
H(t,z,\,u) = (A, u) +nL(t,z,u) = Aiza+ Xa(—g+ u/z3) — Asku + nu.
Minimizando a funcao de Hamilton em relacao a u obtemos
0, n+Aa/z— kA >0
U*(Z,)\) = ? , ?7+)\2/2’3—k)\3 =0 (3.10)
Umaz > N+ )‘2/'23 - k)‘B <0

Tomamos por simplicidade e = 1. A fim de tornar o problema fisicamente coerente
supomos ainda

1 = empuxo méximo > forga gravitacional = (M + F)g,
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leh

Z9 =V

¢=T—F/k

Figura 3.5: Condigoes iniciais (h,v) que s@o levadas pelo controle u* = 1 a condicao final
(0, 0, m(T))* com m(T) > M.

isto 6 1/(M + F) > g. E razodvel considerar que existe uma estratégia Gtima do tipo
bang—bang, i.e. da forma

* _ 0 ) te [0’5)
W) = { 1 teleT] (3.11)
Calculamos inicialmente a trajetéria associada a estratégia u*. Como u* = 1 em [£,T],

usamos o sistema (3.9) e as condigdes de contorno z1(T) = z2(T) =0e 23({) = M + T a
fim de determinar z no instante ¢t = £&. Obtemos assim

() = —3g(T—€)? — MEE 1 (MHZHIZO) T

2() = 9(T =& + %ln <%)

5(6) = M+ F

Tragando o gréfico de z1(§) por 2z3(§) obtemos a curva da Figura 3.5, que é formada pelos
estados da forma z(§) = (h(§) v(§) M + F)* que sao levados pelo controle u*(t) = 1,
t € [£,T] no estado final z(T) = (0 0 m(T))* com m(T) > M. Note que o comprimento

dessa curva ¢é limitado, pois como u* = 1 temos m’ = —k e o combustivel se esgotara
ap6s F'/k unidades de tempo. Temos assim a limitacao T'— { < F/k (além obviamente de
T—-¢>0).

Como inicialmente u* = 0, a nave se encontra em queda livre durante o intervalo de
tempo [0,&]. A trajetéria correspondente é
21(t) = —1gt? + vt + ho
2(t) = —gt+ v t € [0,&].
Zg(t) = M+ F
Explicitando z; (= h) em fungao de zo (= v) obtemos:
1

h(t) = ho — %W(t)—vé], t €0,
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A curva (v(t),h(t)) é uma pardbola no plano de fase v x h. Unindo os dois trechos da
trajetoria correspondente a u* obtemos a curva mostrada na Figura 3.6. Segundo essa
trajetéria a nave cai em queda livre até que o estado (v, h) alcance a curva da Figura 3.5.
Nesse momento os motores sao acionados na poténcia maxima até o estado final admissivel
ser atingido (Y(T,2(T)) = 6).

Observe que se a intersec¢ao das duas curvas na Figura 3.6 ocorre num ponto (v(£), h(£))
com { < T—F/k, a quantidade de combustivel ndo é suficiente para realizar um pouso suave.
Enquanto que se a condigao inicial (vg, ko) se encontra abaixo da curva na Figura 3.5, mesmo
empregando empuxo maximo u(t) = 1, ¢t € [0,77], o solo lunar é atingido com v(T) < 0.

Através do principio do maximo verificamos agora que a estratégia de controle definida
em (3.11) é um candidato a controle étimo. Suponha A(0) = (I l2 l3)*. Substituindo na
equacao adjunta

N =0
N = A
Ny = Aou/23

temos:
)\1(75) =, t € [O,T], )\2(75) = ly—It, te [O,T], )\3(t) =3, te [0,5]

Como z3(t) = M+ F —k(t—¢), t € [£,T], podemos calcular A3 no intervalo final de tempo,

obtendo
l2 — lls

t
)\t:l—i—/ ds, t € [£,T].
3() 3 ¢ [k(§—s)+M—|—F]2 [5 ]
Defina agora r(t) := n + Aa(t)/23(t) — kAs(t), t € [0,T]. De (3.10) sabemos que a escolha
do controle u* no tempo ¢ depende de sign(r(t)). Portanto, como a estratégia de controle
u* salta de 0 para 1 em t = £ temos obrigatoriamente

A2(§)
r(€) = n + — kX3(&) =0.
© 23(£) ©
Escolhendo 1 = 1 (que satisfaz condigao de transversalidade) reescrevemos a equacao acima
como by 1,¢
2 — b1
1 — klg =0.
T MTF 3 =0
Z1 = h
(vo,h0) T
/u*:O
PR Z9 =

Figura 3.6: Trajetéria correspondente a estratégia bang-bang u*.
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A escolha de u* em (3.11) implica em 7(t) > 0, ¢t € [0,£). Portanto [; > 0 necessariamente.
O principio do méximo nos fornece ainda uma condicao inicial para a equacao adjunta:

ar) = Sy = - (g 4 0) (1) - - %l ,

de onde concluimos que A3(7") = 0. Obtemos assim para [y, l2, I3 0 sistema sub-determinado
de equacoes lineares

1+ M+F) Y la—0h€) — klg =0

- /T Iy — s J 0
S =

S Je TRE—s)+ M+ F?

Considerando Ay como parametro o sistema se reescreve como

(M+F)" Y%l + kizg = 1 + lo(M+F)™!
Pli — I3 = Qly

onde P = ng slk(¢ —s)+ M+ F|2dse Q = ng [k(& — s) + M + F]~2ds sdo constantes
positivas. Resolvendo o novo sistema obtemos:

( h > _ < 1+ (M +F)"" +kQ)lo] / [§(M + F)~' + k7P| ) (3.12)
Is )~ \PL+((M+F)"'+EkQ)]/[6(M+F) ' +kP] — Qly '

Note que para t € [£,T) temos

r(t) = 1+ (la—Uht)/z3(t) — kAs(t)
< 1+ Io/M — klz + (P—¢&/(M+ F))l;. (3.13)

Substituindo em (3.13) as expressoes encontradas em (3.12) para [ e I3, obtemos uma
restrigao linear para escolha de ly. Outra restrigdo (também linear) para lo é dada por
l; > 0 e (3.12). Como o problema assim colocado possui solu¢do nao tunica, é possivel
encontrar condicao inicial (I Iy I3)* de forma que a fungao r satisfaca

r(t) >0, te€]0,¢)
{ r(t) <0, teT]

provando que u* satisfaz as condi¢Ges do principio do maximo.

Verificamos agora que u* é o Unico candidato fornecido pelo principio de Pontryagin.
A fungao r(t) obtida de (3.10) determina quando ocorrem saltos na estratégia de controle.
Note ainda que como \; = l; entdo A\, = —I; e temos

r'(t) = (Nozg — Aazh)zs® — k)N
= MNy/zz — da(—ku)zz? — kdguzg?
= —ll/Zg(t), t e [O,T]

Analisamos separadamente as situagoes possiveis:
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e [; #0: Como z3(t) = m(t) > 0 entdo r é monétona. Se l; > 0 obtemos um controle
do tipo u*. Se l; < 0 obtemos uma estratégia oposta, i.e. inicialmente u = 1 e depois
u = 0. Com essa estratégia nao é possivel obter um pouso suave. De fato, ou (vg, hy)
se situa abaixo ou acima do grafico na Figura 3.5 No primeiro caso ja vimos que
v(T) < 0. No segundo caso, como u é da forma

1, te0,7)
u(t) = { 0, telr,T]

obtemos do sistema adjunto

T T
o(T) — v(r) = / V() dt = / —gdt = —g(T — 7).

Logo uma condicao necessaria para v(T) = 0 é que T' = v(7)/g + 7. Novamente do
sistema adjunto obtemos

T T T
—h(r) = W(T)—h(r) = / B'(t)dt = / v(t)dt = / g(T —t)dt = g(T—T)Q,

isto 6 h(r) = —v*(7)/2g9 < 0. Portanto a transicio de 1 para 0 na estratégia de
controle ocorre abaixo da superficie da Lua, e o pouso obviamente nao é suave.

e [; = 0: Neste caso r’ = 0 e r é constante. Se r # 0 os possiveis candidatos sao u = 0
e u = 1. O primeiro controle obviamente nao permite pouso suave. J& o segundo sera
6timo somente se (vg, ko) pertence a curva na Figura 3.5, quando a estratdgia se torna
idéntica a u*. Por fim, se » = 0 temos

1 + Iy

o e = 0 e,

isto é, as funcoes {1, z; L A3} sdo linearmente dependentes. Mas isto é uma contra-
dicao pois

z3(t)= M+ F — k:/otu(s) ds, A3(t) =1 /Tt u(s)z3(s) "2 ds.

Portanto o tinico controle admissivel que satisfaz as condi¢ées do principio do maximo é u*
definido em (3.11). OO0

Aplicagao 3.4.3 (Consumo x Investimento) Tratamos a seguir um problema cléssico
da economia, que foi um dos primeiros a ser tratado sob a ética do cédlculo variacional. Con-
sideramos o seguinte problema macroeconéomico: Como equacionar a relagdo entre consumo
e investimento, a fim de otimizar o desenvolvimento econémico?

Suponha que a economia de uma nacao é representada pelas varidveis
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K(t) : Capital;

C(t) : Consumo;

Y(t) : Produgao (produto interno);

K'(t) : Investimento (variagao do Capital);

ao longo do intervalo de tempo t € [0, 00). Considere ainda o seguinte modelo simplificado:

i) Y =g(K),onde ¢ >0eg” <O0;

ii) C =Y — K’ (parte da produgdo é consumida e o restante é reinvestido);

U(C) é a utilidade do capital, onde U" > 0, U"” < 0;

)Y
i)
iii) K(0) = Ky (o capital inicial é conhecido);
iv) U
)

v) 0 > 0 é o fator de desconto.

A tarefa a ser realizada é a de encontrar uma politica étima de investimento para o problema:

Maximizar / e tU(C(t))dt
0
sujeito a K' = g(K) — C, K(0) = K.

Este problema foi originalmente formulado e resolvido por Ramsey em 1928 (veja [Ra]). A
hipétese C' = g(K) — K’ nos permite analizar este problema utilizando cdlculo variacional
(veja Paragrafo 2.2). Note que a equacao de Euler-Lagrange é dada por

U'(g(K) — K')

KUK gy 1)

(6 —g'(K)) =0.

No caso geral esta equacgao nao pode ser resolvida analiticamente. Fazemos aqui a hipdtese

simplificadora:
1

l—gq
onde b > 0, ¢ € (0,1). Neste caso particular a equacao de Euler-Lagrange se simplifica para

U(r)= rl=a g(r) = br,

uma equacao que sabemos resolver, a saber:
qK" + (6 —b—gb)bK' +b(b — 6)K = 0.

Calculando as raizes do polindmio caracteristico, temos Ay = b, Ay = a := ¢ (b — §).
Portanto, as solugoes que satisfazem a condigao inicial K(0) = Ky sao da forma:

K*(t) = (Ko — A)e™ + Ae”, t >0,

onde A é um parametro livre. Suponha agora que b > a, i.e. § > (1 — ¢)b. Neste caso as
hipéteses do modelo:

Ct)y=g(K(t)—K'(t)>0,t>0 e lim K(t)>0

t—oo

sao satisfeitas respectivamente para A > 0 e A < K. Para determinar o parametro A €
[0, K() é necesséria uma condi¢ao de contorno para a equagao da dindmica — por exemplo
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K'(0) ou K(o0). Como tal condi¢ao nao é explicitamente fornecida, é preciso analizar a
equagao de Hamilton—Jacobi-Bellman, que para este problema auténomo se escreve como

. ov 1
~v(o) + nig { (G o) ) + 1

ul_q} =0, reR"

(note que § = b— qa). E facil verificar que V(z) := (1 —¢q)/(b—a)%'~%, z > 0 é solucdo da
equacao acima. Note ainda que se A = 0 a condigéo

lim inf e tV(K*(t) =0

¢ satisfeita, pois a(l — ¢) < 0 por hipétese. Portanto V(z) e a trajetéria K*(t) = Koe®
satisfazem as condi¢bes do teorema , de onde concluimos que uma estratégia 6tima de
consumo é dada por

C*(t) = (b —a)Koe™, t > 0.

O 0o g
Aplicagao 3.4.4 (Pescaria 6tima) Consideramos a seguir um modelo bio-econémico pa-

ra pescaria comercial controlada por monopdélio. O modelo em questao é representado pelas
seguintes quantidades:

t : tempo;

xz(t) : populagao de peixes (biomassa);

h(t) : taxa de captura;

E(t) : esforco de pesca;

K(t) : capital investido na atividade pesqueira,
I(t) : taxa de investimento.

O modelo é baseado nas seguintes hipdteses:

h(t) = qE(t)x(t); q é um coeficiente de captura;

2/ (t) = F(x(t)) — qE(t)x(t), t > 0, x(0) =xzp; F é a fungio de crescimento natural;
K'(t) = —yK(t) + 1(t), t > 0, K(0) = Kp; 7> 0 é a taxa de depreciagao do capital;
Restrigoes: 0 < xz(t), K(t), E(t); E(t) < K(t);

Nao-maleabilidade: 0 < I(t) < oo, t > 0;

Existéncia de dois pontos de equilibrio biolégico: F(0) = F(z) =0, & > 0;
Propriedades da funcao F":

FeC?0,0), F(z)>0,0<z<z, F'(r)<0, 0<x<7;

Fungao objetivo (fluxo descontado de dinheiro): [;° e=%'{ph(t) — cE(t) — r1(t)} dt;
e ) > 0 ¢ a taxa instantanea de desconto; p > 0 é o preco de mercado do peixe; ¢ > 0
é o custo de operacao por unidade de esforco de pesca; r > 0 é o preco do capital.

Um exemplo concreto para a fungdo de crescimento natural satisfazendo as hipdteses acima
é dado pela fungao logistica: F(z) := ax(1— %) (a > 0, k > 0). Para construgao das figuras
na sequéncia do texto foi utilizada esta funcao.
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O problema de controle 6timo

Definimos £ = u K, com u € [0, 1] e obtemos assim uma segunda varidvel de controle: wu.
Podemos supor sem perda de generalidade ¢ = 1. Assim sendo, escrevemos o problema de
controle 6timo da seguinte forma:

( e’}

Minimizar J(xg, Ko; I, u) := /e_‘st{rl(t) + cu(t)K(t) — pu(t) K (t)x(t)}dt
0
Q(xg, Kop) sujeito a
¥ =F(z) —u(t)K(t)z,t >0, (0) = xo,
K' = 7K +1(t),t > 0, K(0) = Ko,

) =
<wu(t) <1, I(t) >0, t €[0,00).

Este problema foi formulado em [CCM], onde foi considerado através de uma abordagem
variacional. Entretanto a andlise apresentada nao é rigorosa nos detalhes. Em [Mu] o modelo
acima é utilizado para ilustrar os problemas considerados no artigo, entretando os resultados
14 obtidos nao se aplicam a este problema (prova de existéncia). Em [ViPe] também pode
ser encontrada uma referéncia a este problema. Finalmente em [Cl] o problema Q(xg, Ko)
¢é apresentado como uma aplicagdo do principio do méximo, mas o tratamento novamente
nao é rigoroso. Para uma melhor descrigao do modelo bio-econémico o leitor deve consultar
[An] ou [SeSy].

E um fato conhecido (veja e.g [Mu]) que problemas de controle podem nao possuir
solugdo caso a varidvel de controle nao seja limitada e tanto a fungéo objetivo quanto
a dinamica sejam lineares no controle. Este é exatamente o caso acima em relacao ao
controle I. A fim de evitar problemas de nao-existéncia, temos que substituir o controle
convencional I por um controle impulsivo. Uma conseqiiéncia imediata desta escolha é que
a trajetéria da varidvel de estado correspondente ao capital se torna descontinua. Sendo
assim, consideramos I como uma medida de Borel e K como uma funcao de variagao
limitada. O problema Q(zg, K() se reescreve da seguinte forma:

Minimzar J(xg, Ko; p, u) := /e_‘str p(dt) + /e_‘st{c — pqx(t) yu(t) K (t) dt
P(I‘Q, Ko) 0 0

sujeito a (u, ) € Uyg x C*,
¥ = F(x) —u(t)Kz, x(0) = x,
dK = —yKdt + p(dt), K(0) = Ko,

onde

Uwi = {veL>®0,00)]|0<wv(t)<1qs. em[0,00)},
C* := {u| p medida de Borel nao-negativa em [0,00)}.

Observe que as restrigoes z(t) > 0, K(t) > 0 em [0,00) sao satisfeitas (devido as hipéGteses
acima), caso xg > 0, Ky > 0. O problema de valor inicial

dK = —yKdt + p(dt), K(0) = K, (3.14)
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tem que ser considerado como uma equagao diferencial com medida. Uma funcao K :
[0,t1) — IR (t; € (0,00]) é solucao de (3.14) quando

t
K() =Ko~ [ aK(o)ds+ [ p(as) 0<t<n. (3.15)
0 [0.¢]

Isto imlica que K é continua pela direita em (0,¢1) e K(0) = Ko u({to}), onde Ko+
representa limy o K (t).

Observacgao 3.4.5 O conceito de solugoes definido acima caracteriza as denominadas solu-
coes de Young (veja [Ri]). Podemos aqui usar este conceito pois os coeficientes g, go nao
dependem das varidveis de estado x, K. Se fosse este o caso, teriamos que utilizar o conceito
de solucoes robustas (veja e.g. [SiVi], [BLS1]). OO0

A seguir definimos as constantes xk := 0 +, v’ (= rk, ¢, := ¢+ 1’ e as funcoes
g(@) i= 6 — F'(x) + 2~ LF(a),

Y(z) = (pz —c)(6 — F'(x)) — CF(JIG)7 Du(z) = (pr — e)(6 — F'(x)) — e F(x)

x x

em (0, %). Fazemos ainda as seguintes hipéteses (notacao: K* := F(z*)/a*, K := F(&)/%)

(V1) F € C?[0,00) N C3(0,2); F(0)=F(z)=0; F(z)>0,0<xz<z F'(z)<0,
0<z<uzm;

(V2) 6>0,r>0,c>0,v>0;
(V3) cx —pT < 0;
(V4) Existem Z, 2* € (0,Z) com
P(r) <0, 0<z <z, @) =0, ¥(x) >0, T<z<T,
Ye(x) <0, 0 <z <% ¥e(z¥) =0, u(x) >0, 2" <z <T;
(V5) ¢'(xz) >0,z € (0,2), ¢.(z)>0,z¢€ ()
(V6) ¢'(x) >0, xz € (0,7).

As abordagens em [CCM] e [BaLe]

Em [CCM] a equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman é considerada em (0,z) x (0,00) e é
obtido um candidato a controle étimo para cada condicao inicial nesta faixa. Isto resulta na
definigao de uma funcéo S : (0,z) x (0, 00) — IR, tal que para todos (z, K) € (0,%) x (0, 00),
u € [0,1] e I >0, tem-se

0S(x, K) + F(x)Sy(x, K) — yKSk(z, K) >
I(Sk(z,K) + 1)+ uK{qeSy(z,K) — pgr + c}. (3.16)



72 CAPITULO 3. PRINCIPIO DO MAXIMO DE PONTRYAGIN

E entdo afirmado que S é a funcdo valor para o problema.’ Implicitamente, sdo utilizados
na argumentacao somente controles cujos estados correspondentes satisfazem

lim e %S(x(t), K(t)) = 0.

t—o00
A anélise apresentada em [CCM] pode ser seguida parcialmente, mas em algumas passagens
as hipoteses nao sao suficientes e a argumentacao nao estd completa. Como S nao é dife-
rencidvel em toda a faixa, os autores argumentam que cada problema P(zq, Ky) pode ser
aproximado por uma problema Q(zo, Ky) correspondente. Para tanto é necessario um
argumento de densidade rigoroso, que nao ¢ fornecido e tao pouco pode ser encontrado na
literatura especializada. Portanto, a verificagdo da otimalidade das estratégias discutidas
em [CCM] tem que ser considerada como um problema em aberto. Esta é a justificativa
apresentada em [BaLe] para uma nova andlise do problema, a qual descrevemos a seguir.

As demonstragoes dos resultados discutidos a seguir sao, em sua maioria, longas (apesar

de utilizarem essencialmente resultados de andlise no IR™ e da teoria de equacoes diferen-
ciais ordindrias). Devido a este fato, limitamo-nos a enunciar e interpretar os resultados
principais, que ilustram a aplicacao do principio do maximo para este problema impulsivo
com horizonte infinito. O objetivo principal da discuss@ao aqui apresentada é obter, para
cada condigao inicial no plano de fase, a trajetéria e o controle étimo correspondente (veja
Teorema 3.4.12). O leitor interessado encontra mais detalhes em [BaLe].

Condicoes necessarias

A seguir utilizamos o principio do maximo para obter condigoes necessarias de primeira
ordem para o problema P(zg, Kp). Além disso sao definidas, apartir dos multiplicadores de
Lagrange, duas fungoes auxiliares (switches) que desempenham um papel chave na anélise
das trajetorias 6timas. Comecamos definindo a fungao de Hamilton H por

H(t, 7 K, w, A1, 2,n) := A (F(Z) — wKi) — AyK — ne % (c — pz)wK.

Seja (u, ) um controle 6timo para P(zo, Ko) e (x, K) os estados correspondentes. O Te-
orema 3.3.1 garante a existéncia de constantes A1, A2g, 7 € R e funcoes adjuntas Ap,
Xs [0,00) — IR satisfazendo o sistema Hamiltoniano, a condigao de salto e a condi¢ao de
otimalidade (com relagdo a H). Defina agora

H(t, &, K, w, A, n) = (=A% +n(pZ — c)) Kw,

onde B B
)\1(75) = Al(t)eét, )\Q(t) = )\2(75)6&, )\1,0 = )\1(0), )\2,0 = )\2(0).

Definimos ainda as fungdes auxiliares z, A : [0,00) — IR por

z:=—-\z —l—n(p.%’ — C), A=y, zp:i= )\170, Ao = )\270,

SLembre que a funcio valor V é definida por:

V(zo, Ko) := inf{J(zo, Ko;I,u) | (I,u) admissivel}, (zo, Ko) € (0,Z) X (0, 00).
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As fungGes z e A\ sdo denominadas switches, devido ao seu papel na obtencao dos controles
6timos. Note que z define juntamente com a condigao de méximo o valor de u(t). A saber,
u(t) = 0se z(t) < 0ewu(t) =1sez(t) > 0. Se z(t) se anula, o valor de u(t) tem que ser
determinado de outra forma. A funcdo A define um switch para os saltos de K, uma vez
que a condicao p({t}) > 0 para algum ¢ € [0, 00) implica em A(t) = nr.

Desta forma podemos reescrever as condigoes necessédrias do principio do maximo como:
B+ A+ #0,7>0,

(arc) = (B tian)- (s0) = (2)

() = () G = (o)

A(t) —nr < 0 para todo t € [0,00),
A(t) —nr < 0 p—q.s. em [0,00),
z()K(t)u(t) < max z(t)K(t)w q.s. em [0,00).

wel0,1]

Inicialmente excluimos o caso irregular n = 0 (de modo que possamos escolher n = 1). Isto
é conseqiiéncia do

Lema 3.4.6 [BaLe, Teorema 6] Seja (x, K, u, ) um processo étimo en, z, \ as varidveis
adjuntas correspondentes. Entao n # 0. [ |

Analise das condigoes necessarias

O problema central da analise das condigOes necessarias consiste em descobrir condi¢oes

iniciais A\g = A(0), zp = z(0) que estejam de acordo com a condigao

(R) A(t) <r, forallte[0,00).

E de simples verificacao o fato de que a igualdade A\(7) = r para algum 7 > 0 implica em

N(t) =0e X'(1) <0. E igualmente claro que Ky 4 # Ky somente ocorre quando A(0) = .
A seguir apresentamos um lema que discute propriedades de trajetérias 6timas seus

correspondentes controles e varidveis adjuntas. Tal resultado é utilizado na seqiiéncia para

obter a solugao do problema de controle 6timo (para demonstracao veja [Bale, Paragrafo 3]).

Lema 3.4.7 Seja (z, K, u, 1) um processo dtimo com varidveis adjuntas z, X. Sdao verda-
deiras as afirmacoes:

a) Para cada T > 0 existe t > 7 com \(t) =r;

b) Nao existe 1 >0 com z(1) > z* e F(x(71)) > K(7)z(T);

¢) Para xg = x*, Ko > K* as condigdes iniciais \g = r, 29 > r' nao podem ser assumidas;
d) Se xyg = z*, Ko = K*, entdo p = yK*dt e ainda x(t) = z*, K(t) = K*, A\(t) = r,
z(t) =71, u(t) =1, para t > 0;

e) Para vg = x*, Ko < K*, temos necessariamente os valores iniciais \g = r, 29 = 1/,
N(0) =0, 2/(0) = 0. Além disso temos Ko+ = K*.
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Figura 3.7: Curvas I'; e &*

f) Sexg>az* e Ky < F(xg)/x0, temos necessariamente: g =r, zo > r', Ko+ > K.

O Lemma 3.4.7 possui algumas conseqiiéncias interessantes:

— Do item b) concluimos que uma trajetéria 6tima nao pode entrar na regiao hachurada

da Figura 3.7.

— O item f) garante ainda que caso a condigao inicial (zg, Ky) pertenca a regidgo hachurada

da Figura 3.7, entao Ky 4 é tal que (zg, Ko 4 ) estd acima desta regido, i.e. uma trajetéria

Otima com tal condigao inicial salta no tempo t = 0 para algum estado fora desta regiao.
A seguir definimos algumas curvas no plano de fase. Seja (x, K) a solucao do sistema

2\  [(—F(z)+ Kz z(0)\ [a*
() =) (o) = ()
Denotamos por I'y a curva definida por [0,t] 3 t — (x(t), K(t)) € [z*,Z] x [K*,00). A curva
[0, K*] 5 K — (2*,K) € [0,00) x [0, K*] é denotada por X* (veja Figura 3.7).
Ainda uma conseqiiéncia do Lemma 3.4.7: Caso a condigao inicial (zg, Ky) pertenca a
curva X*, segue dos itens d) e e) que devemos saltar no instante ¢ = 0 para o estado (z*, K*)
e 14 permanecer (pescando com u = 1) até o fim dos tempos.

No préximo resultado usamos as curvas definidas acima para definir uma regiao de saltos
no plano de fase.

Lema 3.4.8 Seja (z, K, u, ) um processo étimo com variaveis adjuntas z, A. Se xg > z* e
a condi¢do inicial (zg, Ko) estd abaixo da curva I'y, entao as condi¢des iniciais satisfazem:
X=r,20>71", Koy > hi(z).”

Demonstracao: Veja [Bale, Lema 14]. [ |
Note que o Lemma 3.4.8 engloba o resultado do Lemma 3.4.7 f). A seguir verificamos

que se uma trajetéria 6tima encontra a curva ¥* (i.e. (z(7), K(7)) € ¥* para algum 7 > 0),
certas condigOes precisam ser satisfeitas pelas varidveis adjuntas.

"Notagdo: [z*,%] 3 x +— (x, h1(z)) é uma parameterizacio de I';.
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Lema 3.4.9 Seja (x, K, u, p) um processo étimo com varidveis adjuntas z, A. Suponha que
z(o) =z*, K(o) € (0, K*) para algum o > 0. Temos entio A(o) =r, N (o) =0, z(o) =1/,
Z'(0) = 0.

Demonstracao: Veja [Bale, Lema 15]. [ |

O Lemma 3.4.9 garante que caso um processo O0timo encontre a curva X*, ele o faz
com A(o) = r. Combinando este resultado com os itens d) e e) do Lemma 3.4.7, obtemos
o comportamento de uma trajetoria 6tima apds esta escontrar a curva ¥*. O proximo e
natural passo é analisar o comportamento das trajetérias 6timas que encontram a curva
¥* (antes do encontro obviamente). Para tanto é necessério acompanhar a dinamica da
evolucao das variaveis de estado para atrds no tempo.

Lema 3.4.10 Para cada K; € [0, K*|, seja (z,2) a solugao do problema de valor inicial
(“Z“":) = (7(;fﬁf));gf;igéx)), (258;) = (?) Entao, para cada K € (0, K*) existe T := 1, > 0
com (1) = x*. Além disso, existe K1 € (0, K*) satisfazendo:

a) Se K; € (0,K)), entdo z possui um tinico zero o € (0,7), onde 2'(0) < 0 e z(c) € (0,);
b) Se K, € (Ki,K*), entio z(t) > 0 para todo t € [0,7];

¢) Se K| = K\, entio existe um tnico o em (0,7) com z(c) = 2'(¢) = 0; além disso
x()—xe[( K1 > F(%)/i =K

Demonstracao: Veja [Bale, Lema 16]. [ |

Argumentando com o Lema 3.4.10 e o teorema da funcao implicita, construimos uma
curva ¥ tal que as solugoes (z, K, z) do sistema

z! —F(z)+ Kz z(0) €z
)= G- te) || o) | = ]
K VK K(0) Ky

onde K; € [0, K*], satisfazem uma das seguintes alternativas:
(i) Se K € (K1, K*], entdo z(t) > 0, para todo ¢ > 0 (veja curva v; na Figura 3.8);
(i) Se K1 = K1, entdo z(t) > 0 exceto em um tnico instante de tempo, quando (z, K) =
(Z, K) (veja curva 72 na Figura 3.8);
(iii) Se K1 € [0, K1), entdo z(t) > 0 antes da trajetéria interceptar %o e z(t) < 0 apés a
intercepgao (veja curva <3 na Figura 3.8).

Fica assim claro comportamento das trajetérias étimas antes do encontro com X*, em

uma vizinhanca de 3. A fim de analisar as demais condigoes iniciais, precisamos definir
ainda algumas curvas no plano de fase. Seja (z, K) a solu¢ao do problema de valor inicial

(;’/) (—F(@é—lﬂc), (;((%))) - ([%) Denotamos por I's a curva [0,7] 3 t — (z(t), K(t)) €

Z,Z] x [K,00) (veja Figura 3.9). Seja agora (z, K) a solucdo do problema de valor inicial
(;é// (F(fWK m), (f(((%))) = (K) Esta solucao encontra a curva X* em (m*,fﬁ) para algum

7 > 0 (veja Lema 3.4.10). A curva definida por esta trajetéria é denominada I's (veja
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Figura 3.8: Curva X

Figura 3.9). Por fim definimos a curva I'y, a qual é parametrizada pela solugao (z, K) de
'\ _ (—F(x) z(0)\ _ z
(k) = (5K7) (k) = ®)-
Analisamos novamente a regiao x > x*, mais especificamente a parte acima da curva I';.
O objetivo é determinar uma curva s, acima de I', sobre a qual devem saltar as trajetérias

com condicao inicial contida na regiao de salto. Argumentando como na demonstragao do
Lema 3.4.10 obtemos o seguinte resultado:

Lema 3.4.11 Eziste K € (O,f(l) e a >0, tais que a solug¢ao (z(-; K1), 2(+; K1), A(-; K1))
4 7F(z)+Kle'ytz z(0) T

do sistema (;;) = (f(zfr’)g(z)w*(z)), (z(O)) = (TTI> existe em [0,a] para cada K, €

—(A—r)r+z—7/ A(0)
(K2, K*). Além disso, para cada K1 € (Ko, K*) existem escalares p(K1), (K1), 7(K1)
satisfazendo

a) 0< p(Kl) < O'(Kl) < T(Kl) < a;

b) z(t; Ky) < a*, t € (0,p(K1)), x(p(K1); K1) =%, z(t; K1) > z*, t € (p(K1),al,
z(a; K1) > &;

c) 0<z(t; K1) <r',te (0,0(Ky)), z(c(Ky);Ky)=r1", z2(t;Ky)>1",te (c(Ky),al;
d) Mt; Kq) <r,te(0,7(K1)), M7(K1);K1)=r, N(r(Ky);Ky)>0;
6) (Kl) =0.

Demonstracao: Veja [Bale, Lema 19]. [

lim 7
Ki1K*

Argumentando com o Lema 3.4.11 e o teorema da fungao implicita, é possivel construir
uma curva X, no plano (z, K), tal que as solugdes (z,z,\) do sitema no Lemma 3.4.11
satisfazem:

i) A trajetéria (z(-; K1), z(-; K1)) intercepta a curva X5 com A =7, X > 0e 2z > 7/, para
(i) A traj (w(5 K1), 2(5 P , P
Ky € (Ko, K*);

(ii) A curva Xs comega em (x*, K*) e alcanca a reta vertical x = x*;

(iii) A curva X4 fica estritamente acima de I'y.
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Figura 3.9: Cenario para o problema da pescaria étima

A curva Y conecta o ponto z* ao ponto T e deve ser usada como curva de salto na regiao
[z*,Z] x [0,00). Esta curva de salto nos permite encontrar, dado (xg, Ko) com zg € (z*,Z)
e Ko < hs(xp), o valor inicial 6timo Ky 1 := hs(Kjp).?

Observe que na vizinhanga das curvas I'y, ¥*, e 34 o comportamento dos extremais ja
foi determinado. Note ainda que a construcao das curvas ¥, e I's possibilita distinguir dois
casos distintos: X5 e I'3 possuem um ponto em comum; s e I's nao se interceptam.

Foram construidas em [0, Z] X [0, 00) as curvas ¥*, ¥, ¥g, ¥ assim como as trajetérias I'y,
Iy, I's, T'y. Nosso préoximo passo é obter, para cada condigao inicial (zg, Koy) € (0,Z)x (0, c0),
a trajetdria 6tima correspondente.

Trajetorias 6timas
A seguir determinamos um cendrio de todas as trajetérias 6timas no plano de fase. Também
sao determinados os controles étimos correspondentes, baseado em informacgoes fornecidas
pelos switches z e A\. Comegamos definindo as regides determinadas em [0, z] x [0, 00) por
¥ %, X, Yo, I'h, Ty, T's e I'y (na Figura 3.10 sdo esbogadas as cinco regides principais
para o caso da funcao logistica):
Dominio (R1): fronteiras ¥*, X, {(z, K) € [0,Z] x [0,00) | x = Z};
Dominio (R2): fronteiras 3o, ¥*, X, I's e eventualmente {(x, k) € [0,Z] x [0,00) | z = T};
Dominio (R3): fronteiras {(z, K) € [0,Z] x [0,00) | x = 0}, ¥, T's;
Dominio (R4): fronteiras {(z, K) € [0,Z] x [0,00) | z = 0}, Ty, &;
Dominio (R5): fronteiras %, I's, {(z, K) € [0,z] x [0,00) | z = Z}.

O préximo teorema fornece uma completa descricao das trajetérias étimas (e correspon-

dentes controles e switches) para todas as possiveis condi¢oes iniciais no plano de fase.

Teorema 3.4.12 Seja (z, K,u,p) um processo étimo com varidveis adjuntas z, \. Sao
verdadeiras as afirmagoes:

8Notacdo: x +— (x, hs(x)) é uma parametrizacio local de Xs.
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K
7 =
K

§ ,,,,,,, R .. /

,,,,,,,, i~~~}
( .

X X" x X

Figura 3.10: Regides principais do plano de fase

a) Se (zo,Ky) pertence a (R1), entao zo > 1', g =1, (z0,Ko4) € ¥ eI 7 > 0 com
(z(r),K(1))eX*eu=1, u=0em (0,7);

b) Se (zo,Ko) pertence a (R2), entao zg >0, Ao <r e 37 >0 com (x(7), K(1)) € ¥* ¢
u=1l, u=0em (0,7);

c) Se (xo,Ky) pertence a (R3), entao z9 <0, Ag <r e I 7 >0 com (x(7), K(1)) € X¢ e
u=0, u=0em (0,7);

d) Se (o, Ko) pertence a (R4), entdo zo < 0, Ag <7 e 37 >0 com (z(r),K(r)) € £ e
u=0,u=0em (0,7);

e) Se (xo, Ko) pertence a (R5), entao zg > 0, Ao <r e 37 >0 com (z(7),K(7)) € X e
u=1, u=0em (0,7).

Demonstracao: Veja [Bale, Lema 27]. [ |

Se a condicao inicial (zg, Ky) pertence a uma das curvas I's, 'y, ¥*, 3, i O Processo
6timo é obtido argumentando-se como no Teorema 3.4.12 (veja [BaLe, Lemas 28 e 29]).

A interpretagao do Teorema 3.4.12 é simples. Por exemplo, se (zg, Ky) pertence a (R1),
escolhemos Ky 4 tal que (zg, Ko +) € ¥s; prosseguimos pescando com u = 1 e sem investir
(u = 0) até a trajetéria (z, K) encontrar a curva X*; saltamos uma segunda (e ultima)
vez para alcangar o estado (z*, K*) e permanecemos neste estado (pescando com u =1 e
investindo p = yK*dt) até o fim dos tempos.

Para certas condicoes iniciais é necessario decretar uma moratoria ao longo de determi-
nados trechos da trajetéria. Por exemplo, se (z, K() pertence a (R3), ndo se pesca nem
investe (u = 0, p = 0) até que a trajetdria alcance a curva Yo; a partir deste instante
pesca-se com u = 1 (ainda sem investir) até que a trajetoria alcance a curva ¥*; saltamos
entdo para alcancar o estado (z*, K*) e permanecemos neste estado (pescando com u =1 e
investindo p = yK*dt) até o fim dos tempos.

Nos dois exemplos anteriores a estratégia 6tima correspondente a pesca (controle u) é
do tipo bang-bang. Entretanto, este nao é sempre o caso. Uma interessante situacao ocorre
quando (zg, Ko) pertence a (R4). Neste caso é decretada inicialmente moratéria (u = 0, p =
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0) até que a trajetéria alcance a curva 3 a partir daf pesca-se com u(t) = K (t) " F(#)i~!
e ndo se investe (p = 0) até que a trajetéria alcance o estado (i, K); pesca-se entdo com

u =1 (ainda sem investir) até alcangar a curva ¥* (este trecho da trajetéria corresponde a
curva I'2); agimos agora como nos exemplos anteriores.

3.5 Exercicios

3.1 Considere o problema de Bolza

1 /1
Minimizar 5 / w(t)? dt + 21 (1)% + 22(1)?
0
sujeito a
u € LY0,1], 2} = 29, 25 = u, 21(0) = 22(0) = 0.
a) Obtenha condigoes necessérias para o problema acima.

b) Encontre o processo 6timo.

3.2 (Um problema de Investimento) Suponha que um determinado produto é fabri-
cado com a taxa z(t). No tempo ¢ > 0 uma fracao u(t) da produgao é reinvestida para
aumentar a producao, sendo o restante vendido para geracao de lucro. O objetivo é deter-
minar uma politica de investimento 6tima, de forma a maximizar o lucro total no horizonte
fixo de tempo [0,7]. Temos assim o problema

T
Maximizar / (1 —wu(t))z(t)dt
0

sujeito a

2 =uz, 2(0) =z >0, 2(t) >0, ueC[0,T]
a) Reescreva o problema como um problema variacional com restricoes lagrangeanas:
y'(t) =0, y'(t) < y(t).
b) Obtenha condigbes necessérias para o novo problema.
¢) Encontre a taxa étima de produgao ¥.
3.3 (Problema do Café) Uma xicara cheia de café a temperatura de 100°C deve ser

esfriada a temperatura de 0°C por adicao de uma quantidade fixa de creme de leite. Uma
equacao aproximada para evolucao da temperatura z da mistura é dada por

2 = —z—25u —uz/4.

As condigbes de contorno sao z(0) = 100, z(T) = 0.

a) Obtenha condi¢oes necessdrias para o problema de tempo étimo sujeito as restrigoes
0<wu(t)<1,tel0,T], fOT u(t)dt = 1, impostas ao fluxo externo de liquido u.

b) Use o fato 2’ < 0 para obter um problema equivalente com intervalo de tempo fixo. O
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que se pode afirmar sobre a unicidade da solugao obtida no item a).
(Dica: A nova varidvel livre é s = z.)



Capitulo 4

Demonstracao do Principio do
Maximo

Apresentamos neste capitulo uma demonstracao do principio de Pontryagin para problemas
com horizonte finito e tempo final desconhecido. O desenvolvimento apresentado aqui se
baseia nas notas de aula de M. Brokate (veja [Br]) e se dividide em trés partes principais:

e No Paragrafo 4.1 obtemos um conjunto de condig¢oes necessarias para otimalidade de
solugoes de um problema abstrato de otimizagao em espagos de dimencao infinita (os
detalhes sao discutidos no Apéndice A);

e No Paragrafo 4.2 aplicamos os resultados do item anterior a um problema auxiliar,
construido apartir do problema de controle 6timo através de uma reparametrizagao
da variavel de tempo;

e No Paragrafo 4.3 invertemos esta parametrizacao, a fim de reinterpretar as condicoes
necessarias obtidas para o problema auxiliar e obter as desejadas condigoes necessarias
para o problema de controle 6timo.

Citamos [FIRi], [LiYo] e [Tr] como literatura alternativa, onde podem ser encontradas outras
demonstragoes (recentes) do principio do maximo para problemas com horizonte finito e
tempo final desconhecido.

4.1 Otimizacao Infinita

Este paragrafo é dedicado a andlise de condigbes necessarias para otimalidade. Os proble-
mas de otimizacao estudados sao formulados em espacos de dimencao infinita e envolvem
fungoes continuamente diferencidveis. Detalhes sobre o desenvolvimento apresentado neste
pardgrafo sdo discutidos no Apéndice A.

Considere o seguinte problema abstrato de otimizagao:

») { Minimizar J(x)

sujeito a x € C, F(x) € K,

81
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onde X, Y sdo espacos de Banach; O C X aberto; C' C X, K C Y sao fechados e convexos;
J:0— 1R, F:0 —Y sao continuamente diferencidveis.

Na teoria de controle étimo, a condicao x € C' esta associada a uma limitacao no controle
(e.g. u(t) € 2 q.s.) e arestricdo F(z) € K representa a equagao diferencial (ou integral),
assim como outras equagoes envolvendo a varidvel de estado (e.g. ¥(t1,2(t1)) = 6).

A forma desejadada do teorema de multiplicadores que procuramos € a seguinte:

Conjectura: [Lagrange generalizado| Se Z é um minimo local do problema (P), entdo
existemn € R, ¥ € X*, ¢ € Y* tais que

i) ndJ(z.) — ¢odF(z.) = ¢;
i) n =0, 0+ ¢l +llefl # 0;

onde ¢ e ¢ satisfazem eventualmente outras restricoes com relagdo aos conjuntos C e K
(de preferéncia com n #0).

Para obter o resultado desejado é necessario aproximar localmente o conjunto dos pontos
admissiveis X,q := CN F~Y(K)NO para o problema (P) por conjuntos convexos apro-
priados e, posteriormente, aplicar um teorema de separacao para conjuntos convexos em
espacos de Banach.

Antes de apresentarmos os resultados principais deste paragrafo, esclarecemos a notacao
utilizada no texto subseqiiente. Dado X um espaco de Banach, C C X, z € C, y € X4,
denotamos por

e (C(x) o cone tangencial em x por C' (somente para C' convexo); (veja Definicao A.2.1)
e T(C,x) o cone tangencial a C por z; (veja Definicao A.2.2)

e C* o cone dual a C' em X*. (veja Definicao A.3.1)

o L(Xu4,y) o cone linearizado em y para o problema (P) (veja Definicao A.2.9)

A seguir enunciamos os teoremas de multiplicadores usados na demonstracao do principio
do méximo. Demonstragoes completas destes resultados sao fornecidas no Paragrafo A.3.

Teorema 4.1.1 Seja x, um minimo local de (P). Se z, € um ponto regular para (P), entao
existem ¢ € C(z4)*, ¢ € K(F(x4))* tais que

dJ(z.) — podF(xy) = . (4.1)

A equagao (4.1) é denominada condi¢gao de Kuhn—Tucker (veja Definigao A.2.5 para
o conceito de ponto regular).

Teorema 4.1.2 Seja x, um minimo local de (P). Se x. € um ponto fracamente regular
para (P), entdo existem n >0, ¢ € C(z4)*, ¢ € K(F(z4))* tais que

ndJ () — podF(x.) = o, (4.2)

onde [n| + |||l + [[¢]] # 0.
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A equacao (4.2) é denominada condigao de Fritz—John (veja Definicao A.2.5 para o
conceito de ponto fracamente regular).

Observagao 4.1.3 Para problemas de otimizacao da forma especial

Minimizar J(z)

s.a. r€R"

gi(x) <0, i=1,---,m
hj(CC):O, j=1,---,1

é possivel obter uma condigao suficiente (condigao de Slater) para que uma solucao x,
seja sempre regular (veja [We]). Neste caso obtemos um teorema de multiplicadores com
n > 0 (compare com a conjectura discutida na pégina 82). O oo

4.2 Um Problema Auxiliar

A fim de simplificar a notacao, consideramos o problema P(tg,z9) — veja Pardgrafo 3.1 —
com tempo inicial £y = 0 e tempo final t; = T'. Temos assim o seguinte problema de controle
6timo

T
Minimizar J(z,u) := L1(T, 2(T)) + /0 L(t, z(t),u(t)) dt

sujeito a

P(0, zo) T>0; ue LY0,T);IR™), u(t) € Qq.s. em [0,T];

—zo—l—/fsz (s))ds, t € [0,T]; (T, =(T)) = 0

onde as fungoes L, f, L1, 1 e H sdo definidas como no Pardgrafo 3.1. Seja agora (z*, u*,T™)
uma soluc¢ao qualquer para o problema P(0, z).

Neste paragrafo, obtemos através de uma mudanca de varidveis denominada transfor-
magao no tempo um problema auxiliar. Tal problema nos permite investigar o problema
P(0, z9) sob a ética do principio do méximo. Comegamos por definir o conjunto

Vi = {veLl>0,1) | v(r) >0qs.}.

Dada agora uma funcao v € V., definimos a aplicagdo t € C[0,1] e o escalar T" > 0 da
seguinte formas:

t(r) = /OT v(s)ds, T €10,1], T :=t(1). (4.3)

Observe que para cada trajetéria z € C([0,T];IR"), é possivel associar a funcao x €
C([0,1];IR™) definida pela correspondéncia

z(r) = z(t(1)), 7 €[0,1]. (4.4)
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Seja ainda v € V.. Note que, uma vez fixada w € LjS ([0, 00); R™) com

w(t) € Q g.s., para
cada controle u € L*°([0,T];IR™) corresponde o controle w € L>([0, 1]; R™

) da forma

w(r) =

{uw», ser e {s€[0,1] | v(s) > 0) (45)

w(t(r)), se T € {s €[0,1] | v(s) = 0}
(a escolha da funcdo w é esclarecida no Pardgrafo 4.3). Formulamos a seguir um problema

de otimizacao auxiliar nas varidveis ¢, x, v.

(

1
Minimizar I(t,x,v):= Li(t(1),z(1)) + /0 (1) L(t(7), (1), we (7)) dT
sujeito a

PA(w,) z € C([0,1;R™), t € C([0,1];R), v € Vi, ¢(t(1),z(1)) = 6,

(1) = 20+ /OT v(s) f(t(s),z(s),w«(s))ds, T €[0,1],
t(r) = /OT v(s)ds, T €[0,1],

onde w, € L*([0,1];R™) é dado (a escolha do ”parametro”w,, funcdo correspondente
ao controle 6timo u*, é esclarecida no decorrer do texto). Verificamos inicialmente que
toda solugao (z*,u*,T*) do problema P(0, zg) induz uma soluc¢do (t.,x.,v.) do problema

PA(wy).
Lema 4.2.1 Seja (2*,u*,T*) uma solucdo de P(0,z2y). Sejam ainda w, € L> e fung¢des

Ly, Ty, Vs satisfazendo (4.3), (4.4) e (4.5). Entdo (t., s, vs) € minimo local de PA(wy).

Demonstragao: Verificamos inicialmente que t,, x,, v, satisfazem as restri¢oes de PA(wy).

ti (T)
o 1.(r) = =z (t(T))T: 20 +/0 f(s,2"(s),u"(s))ds
= 2 +/ J(E(r), 27 (8 (1)), u™((r))) ve(r) dr
07_
=t [ S ) i
o P(ti(l),z.(1) = (T, 2*(T")) = 0;
Note anda que I(t.,z«,vs) = J(z*,u*, T*). De fato,
1
I(te, xh,vi) = Ll(t*(l),x*(l))—{—/ Ve (T) Lt (7), 24 (7), wi (7)) dT
0

T+
= L(T",2°(T")) + /0 L(s,2"(s),u"(s))ds
= J(Z"u",T").
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Definimos a vizinhanca O de (t,,z,) da seguinte forma:
O := {(t,x) € C([0,1;R") x C([0,1;R) | ||t = tslloo < 1, ||z — Zxloc < 1}.

Seja agora (t,x) € O satisfazendo as restricoes de PA(w). Definimos as fungoes z €

L([0,¢(1)); R™) e u € L([0,¢(1)]; R™) por
2(s) = x(7(s)), u(s) = w.(7(s)),
onde 7(s) := inf{7 € [0,1] | t(7) = s}.! Temos assim
2(t(r)) = (1), Y7 € [0,1], u(t(r)) = w.(r), Y7 com v(7) > 0.

Com uma simples mudanca de varidvel nas integrais que surgem em (4.3) — (4.5) verificamos
que (z,u,t(1)) satisfaz as restri¢oes do problema P(0, zy). Logo, a trajetéria z é continua,
de onde concluimos que

J(z,u,t(1)) = I(t,z,v).

A otimalidade de (z*,u*, T*) implica agora em
I(t,z,v) = J(z,u,t(1)) > J(E*u*,T%) = I(ts, Tx,vs),

ficando assim provado o teorema. (Usamos tacitamente na demonstragao o fato de que,
caso () seja ilimitado, entao L e f satisfazem

sup{ |L(t, z,w.(-))|; t € [0,t" + 1], x € R"} < m(),
sup{ |f(t,z,w.(-)); t €[0,¢" +1], z € R"} < m(),
para alguma funciao m € L'[0,1].) [ |

Antes de prosseguirmos com a anélise dos extremais do problema PA(w,), é necessario
esclarecer a seguinte questao: A equacao integral para x em PA(w,) define um operador
continuamente diferencidvel. Este resultado é verificado no lema a seguir, que trata a forma
geral do operador em questao.

Lema 4.2.2 Seja g : [0,1] x R' — R! mensurdvel no primeiro argumento e duas vezes
continuamente diferencidvel no sequndo. Seja ainda & € C([0,1];RY). Suponha que existe
m € L'0,1] tal que para todo T € [0,1] ey € R™ com |y| < ||2]|oo + 1 tenhamos

max{ |9(7,y)|, [Dzg(7,y)|, |Dzzg(,9)|} < m(7).

Seja O uma vizinhanca aberta de &. A aplicacio G : O C L>([0,1];R!) — C([0,1]; RY)
definida por

(Gx)(1) = /OT g(s,z(s))ds (4.6)

1O conjunto {r € [0,1] | t(7) = s} é um intervalo fechado para todo s € [0, 1].
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é continuamente diferencidvel em O e sua derivada (de Fréchet) em x € O € dada por
(DG(z)(h))(T) = / D,g(s,z(s))h(s)ds, T € [0,1]. (4.7)
0

Demonstracao: As hipdteses do lema garantem que o operador G em (4.6) estd bem
definido em uma vizinhanca O ¢ L°([0,1];R!) de #. Temos ainda que o operador no lado
direito de (4.7)

L2([0,1:;RY 5 h o / Dag(s, 2(s))h(s) ds € C([0, 1; RY)
0
é linear e continuo se z € O. Portanto, para provar o lema basta verificar (4.7) em um tinico

ponto x € O, por exemplo em = = Z.
Seja h € L>®([0,1]; RY) com ||k < 1. Entéo, para todo 7 € [0,1] temos

GG +h)(r) — G@)(r) - /0 " Dag(s, #(s))h(s) ds|

1
< / l9(s,2(s) + h(s)) = g(s,2(s)) = Dxg(s, &(s))h(s)| ds
0
1
< / [h(s)|* sup{|Dazg(s, )] |€ — 2(s)] < |h(s)[} ds
0
< Al limlls
Portanto,
L [IGG 1)~ 6@~ fy Deglo 26D dslle |
Illoe—0 [172/loo ’
provando assim que (DG(%) =[5 Da2y(s, 2(s))h(s)ds. [ |

Uma vez esclarecida esta questao sobre a equagao integral para z em PA(w,), podemos
enfim aplicar o teorema de multiplicadores 4.1.1 ao problema PA(w,).

Lema 4.2.3 Seja (ts, x«,vs) um minimo local do problema auziliar PA(w,) e T* = t.(1).
Suponha que para t € [0,T* + 1] e x € R"™ com |z| < ||z«||co + 1 tenhamos

[L(t, 2, we ()], [DeL(t, 2, we ()], [DaL(t, z,wa())| < m(),

[DatL(t, 2, wi ()], | Do L(t, 2, w4 ()] |Daw L(E, 2, we ()] < m(), (4.8)
[f @tz we (D), [Def (8@, we())], [Daf(t 2, wi())] < m(), '

1 Dit f(t, 2, wa ()]s [Dea f(t, 2, we ()]s [Daa f (82, 0:())] < m(o),

com m € L'Y0,1]. Entdo existem n > 0, u € RP e funcdoes absolutamente continuas
q:[0,1] = R", r:[0,1] — R, tais que (n,p,7,q) # 0,

I (1) = —0u(7) [Def (b (7), 2 (1), 0o (7))"q(7) + NDL(t(T), 24(7), wi(7))]

(4.9)
33( ) = =0u(7) [Da f (t:(7), 24 (1), 0 (7)) () + NDg L(tu(7), 2:(7), wi(7))]
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para todo T € [0, 1],

{ 1) = MDA (D) — Dl (e (w10)
a(1) = DL La(t (1), (1) = Dot (1), (1) |

e ainda

1
/0 [r(7) + f(te(7), 24 (7), (7)) (7)
+0L(t(7), 24(7), wi (7))] (v(7) —vi(7))dr > 0, (4.11)

para todo v € V.

Demonstragao: A fim de escrever o problema PA(w,) na forma do problema abstrato de
otimizagao (P) introduzido no Pardgrafo 4.1, definimos

X = C(0,1;R) x C([0,1}; R"™) x L*[0,1], J :=1,

Y = C([0,1;R) x C([0,1];IR") x RP, K :={(6,0)} C Y,
C = {(t,z,v) € X|v(t) >0qs.},

O = {(t,z,v) € X| ||t —tilloo <1, || — 2o < 1}

A aplicacdo F': O — Y é definida por

t(j)—/o v(s)ds
F(t,z,v) = x@_%_él@ﬁm$M$w@»w
B(t(1), 2(1))

A hipétese sobre ¢ garnte que a aplicagao (t,x) — ¥ (t(1),z(1)) é continuamente diferen-
cidvel, enquanto que o Lema 4.2.2 garante que F' é continuamente (Fréchet-) diferencidvel
com derivada?

| t(-)—/o v(s)ds
x(')—/o (v (8)[Drf (s)t(s) + Do f(s)z(s)] + v(s) f(s)) ds
Dyp(t(1), 24(1))E(1) + Dath(t(1), 2 (1))"2(1)

A aplica¢ao J : O — R também é continuamente diferencidvel (pelo mesmo argumento) e
sua derivada é dada por?

DF(t*,x*,U*)(taxa U) =

1
DJ(ty,zs,vi)(t, z,0) = /0 (vk(8)[DeL(8)t(s) + Dy L(s)* z(s)] + v(s)L(s)) ds
T+ DALy + Dy Ly (1) (1)

2Para simlpificar a notacgdo escrevemos f(s) no lugar de f(t.(s),z(s), w«(s)).
$Novamente adotamos uma notacio simplificada: L(s) := L(t«(s), «(s),w«(s)) e L1(1) := L1(1, z.(1)).
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(1) Provamos inicialmente o lema no caso em que DF (t,, x4, vs) : X — Y nao é sobrejetiva.
E suficiente provar que

3 (u,q,7) #0 com r(7)+ f(7)"q(r) = 0 q.s. (4.12)

e que a equacao adjunta (4.9) vale com n = 0.
Considere o problema de valor inicial

dy

o = Ay + b(r)v, y(0) =0, y1 = Cy(1) (4.13)

onde

' @ A= (v*lo?tf v*gxf)’ "= <J1f> €= O D)

Note que o fato de todo y; € IR? poder ser alcangado como valor final em (4.13) por uma
escolha adequada de v € L*°[0, 1] implica na sobrejetividade de DF (t,, x., v.). De fato, seja
®(-,-) a matriz de transicao de (4.13), i.e. as colunas de ®(-,-) geram solugoes linearmente

independentes de g—?_ = A(7)y. Seja (y,71) € Y qualquer (j = (£,7)). Logo, existe §j = (£, %)
tal que

i(r) - /0 " A()i(s)ds = g(r), 7€ [0,1].

(Aplicagao do teorema de ponto fixo de Banach para operadores integrais de Volterra; veja
[Kre, Pardgrafo 5.4].)

Escolha v de modo que (4.13) possua solucio y = (t,z) com yi(= Cy(1)) = 71 — Cj(1). E
facil ver que (§ +y,v) = (t +t,% + z,v) € X satisfaz

DF(t*,;c*,v*)(g+y,v) = (E’j’gl) = (g,gl),

ficando assim verificada a sobrejetividade de DF (., ., vy).
Como supomos que DF(t., T, vs) nao é sobrejetiva, necessariamente existe (a0 menos
um) p € RP\{0} ortogonal ao subespago

{y1 € R”| y; é atingivel por algum v € L*°[0, 1]}.
Note que

1
0 = u'Cy(l) = /0 p*Co(1,7)b(r)v(r)dr, Yv e L=[0,1].

Logo, —pu*C®(1,7)b(t) = 0 q.s. em [0,1]. Defina ¢ = (r,q) € C([0,1];IR**1) por g(7) :=
—®(1,7)*C*p. Temos entao

{ %(7) = —A(r)*q(r), 7 €[0,1] (provando (4.9) com n = 0)
q(1) = -C*u (provando (4.10))

e ainda 0 = b(7)*q(r) = r(7) + f(7)*q(7), q.s. em [0,1], provando assim (4.12) e, por
conseguinte, (4.11).
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(2) Consideramos agora o caso em que DF(t,,z,,v.) : X — Y é sobrejetiva. Neste caso
(ty,Ts,vs) é um ponto fracamente regular para PA(w,). De fato, como int(C) # () temos
que o cone tangencial C(ty, T4, v.) também possui interior nao vazio. O teorema da aplicagao
aberta (Teorema A.2.6 e Observagao A.2.8) garante que int{ DF (¢, Z«, Vi) C(tx, T+, vi) } # 0.

O Teorema 4.1.2 (veja também Observacao 4.1.3) garante a existéncia de n > 0, p* €
C(ts, x4, )" e y* € Y* com n+ ||p*|| + |ly*|| # 0 satisfazendo

p*(t,x,v) = nDJ(ts, i, vi)(t,2,0) — Y (DF(ty, Ty, v4) (L, 2,0)), (4.14)

para todo (t,z,v) € X. Note que p*(¢,z,0) > 0 para todo par t,xz. De fato, isto segue da
identidade p*(t,x,0) = p*((t + e, T+ Tiy Vi) — (t*,x*,v*)) e do fato (t 4 te, @ + T4, v4) €
C(ts, T4, vs)*. Logo, como p* é linear em todos os argumentos, segue que p*(t,z,0) = 0
para todo par t,z. Desta forma, podemos concluir que p*(t,z,v) = p*(v) e da definicao do
cone tangencial C(tx, Ty, v)* temos

prv—uv) > 0, Vv e V. (4.15)
Escrevendo agora y* = ((*,v*,u) € Y*, obtemos para todo par ¢, x

1
p(v) = 77/0 [v4(s) (D L(s)t(s) + DaL(s)"x(s)) + v(s)L(s)] ds

/ (s) ds>

+mmhuwm+D@mmmm-—ch—o

—f(MJ—A¢A$WJ®M$+DUEM®H+M@ﬂ$®>

— 1w (Dep(E(1) + Deo(1)*2(1)), (4.16)

com (1, C*, 7%, ) # 6.4
Defina r e ¢ como solugao do problema de valor final (retrocedendo no tempo) definido em

(4.9), (4.10). Temos que provar que (n, i, r,q) satisfazem (4.11) e (n, u,r, q) # 6.
Escolha (;) = y como solugao do problema de valor inicial (4.13). Substituindo em (4.16),
os termos (*(---) e v*(---) desaparecem. Para o primeiro termo em 7 obtemos

1
77/0 v (8) Dy L(s) 1x(s) ds =
= [ 30 v Das () () () ds
0
::Awgwm—m@mm—ﬁwmmmmwmws
1
- A 0(5) [oe(5) DuF (5)t(5) + v () D F(5)2(5) + v(3) £(5)] ds
1
—qmwu>—/’m@awDJ@me
0
1
:(A«WM@&ﬂW@+mvww—wm%m

“Notacio simplificada: (1) = 9 (t«(1), z«(1)).
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e ainda

r

1 1
77/0 v (8)DeL(8)t(s)ds = /0 [_E(S) —v*(s)q(s)*th(s)] t(s)ds
1 1
= / r(s)v(s)ds — r(1)t(1) — / 04(8)q(s)* Dy f(8)t(s) ds.
0 0

Substituindo as duas tltimas expressoes em (4.16) e observando que

<T(1)t(1 ) _ <[77DtL1(1) —Dﬂ/)(l)*u]f(l)>
q(1)*z(1) 1Dy L1 (1) — Datp(L)pu]*a(1) )

1 1 1
RO /O o(s)L(s)ds + /0 v(s)a(s)* () ds + /0 a(s)" v () Do f(s)t(s) ds

1
—q(1)"z(1) + / v(s)r(s)ds — /0 q(s) vs(s)Def(s)t(s)ds — r(1)t(1)

0
+ 0D Ly (1)E(1) + Do Lo (1)*2(1)] — w7 (Dep(1)E(1) + Datp(1) (1))

1

- /O o(8)[r(s) + F(s)7a(s) + AL(s)] ds.

De (4.15) segue agora

1
/O [r(3) + F(5)7a(s) + AL()] (v(s) — vu(s))ds = p"(v—v.) > 0, Vo€ Vi,

provando (4.11). Se (A, pu,7,q) = 6, terfamos p = 0 e, como conseqiiencia de (4.14), y* =0
(supomos DF'(t.,x.,vs) sobrejetora). Isto entretanto contradiz a desigualdade n + ||p*| +
lly*|| # 0, garantida pelo Teorema 4.1.2. Fica assim provado o lema. [ |

4.3 Condicoes Necessarias de Otimalidade

A demonstragao do principio do méximo (ver Teorema 3.1.2) é constituida basicamente da
transformagao das equagoes e inequagdes do Lema 4.2.3 ao intervalo [0, 7%]. A condigao de
otimalidade (veja {tem iv) do Teorema 3.1.2) é, em particular, obtida através da escolha
adequada de w, e v,. A demonstracao estd dividida em seis passos principais:

(1) Obtencao da equagao adjunta.

Usando a notacao do Lema 4.2.3 definimos

7(s) :=inf{7 | t(1) = s}, A(s):=r(7(s)), A(s):=q(7(s)),
para s € [0,7%]. Logo A(t(7)) = r(7), A(t(7)) = q(7). De (4.9) segue que

dX dt

2 () = 0D (7)q(r) ~ Do L(r)]
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Como 4 (7) = v,(7), obtemos a equacio adjunta®

dr
%t) — D f[]"\(t) =D, L{f] = —D,H[{]

com a condicao de contorno
AT?) = q(1) = nDLy[T7] = Dptp[T7]p.

Analogamente, obtemos para A o problema de valor inicial

By = i
MT*) = nD:Ly[T*] = Dep[T*]* .

(2) A escolha de v, € V.

Definimos a seguir v, : [0,1] — IR, de modo que {7 € [0,1] | v«(7) = 0} seja uma unido
enumeravel de intervalos disjuntos By e que {t.(Bx) | k£ € IN} seja um subconjunto denso
de [0,T7].

oo
Tome {t)}rew um subconjunto denso de [0,7*], B, >0 com Y B = 1 e defina
k=1

t
o= o=+ Y B, Br o= [mm+ ), B = |J B

2T'*
1 <ty keIN

Definimos agora a funcao v, da seguinte forma:

o(r) = { 0,7€B

2T, senao.

Note que t.(1) = fol v.(T)dr = T*, pois pu([0,1]\ B) = 4. Note ainda que para todo 7 € By,
temos

t*(T):/OT vo(r)dr = 2T*u([0,7k]\ U Bi> - zT*(Tk_ 3 @) _—

1<ty i<ty

Portanto {t.(By) | k € IN} é denso em [0, T*], completando assim a construgao.
(3) Provamos que

A(t) + H(t,z*(t),\(t),u*(t)) = 0, q.s. em [0,T7].

Suponha por contradicao que A(t)+ f(t, 2*(t), w*(¢))*A(t) +nL(t, z*(t),u*(t)) > 0 em algum
subconjunto com medida positiva de [0, 7*]. Como ¢, é absolutamente continua, a mudanga
de varidveis t = ¢.(7) nos permite conluir que

(1) 4+ f(7), 2(7), 0o (7))7q(T) + NL(ta(7), 24(7), wi(7)) > 0

"Notagdo: f[t] = f(t,2*(t),u*(t)), L[t] = L(t,z*(t),u*(t)), Li[t] = Li(t,z*(t)), ¥[t] = t
Analogamente, escrevemos para a fun¢éo hamiltoniana (veja Defini¢ao 3.1.1) H[t] = H (¢, z*(t), A(t),u" (1))
(A@), f(t,27 (), u™ (1)) + nL(t, 2" (), u" (¢)).
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em um subconjunto A de {7 € [0,1] | vi(7) > 0} com p(A) > 0. Definindo agora

. ve(T), TE A
v(r) = { 0 ,7€A

obtemos
1
/0 [r(T) + f(7)"q(7) + nL(7)] (v(7) — vi(7)) dT < 0,

contradizendo (4.11).
(4) Obtencao da equagao de evolugao da funcao de Hamilton.
Note que de (1) e (3) segue
T*
H(t,z"(t),A\(t),u"(t)) = —At) = — DiHls|ds — nD:I1[T*] + Dp[T*]*p.
t
(5) Escolha de w, no subconjunto {7 € [0,1] | v.(7) = 0}.
Sejam ¢; € R para j € IN, tais que para todo [t] < T* + 1, |z| < [|z4]leo + 1, |u| < j
tenhamos

|L(t,z,u)|, |f(t,z,u)|, |DyL(t,z,u)|, |Daf(t,z,u)|, |DL(t,z,u)|, |Def(t,z,u)| < ¢,

|D£B$L(t>xvu)|> |D:B:Bf(taxau)|’ |DItL(taIau)|’ |thf(t,x,u)| < Cj,s
| Dy L(t, x,w)|, |Def(t,z,u)|, |DizpL(t,z,u)|, |Dzf(t,z,u)] < ¢j.

Escreva agora By, = J;cn Br,j: kK € IN, onde pu(By,j) < co/(2Fc;) para alguma constante
co. (Este passo é desnecessédrio quando €2 é limitado.)

Para cada j € IN seja {UZ}ze]N um subconjunto denso de QN {u € R™ | j — 1 < |u| < j}.
Escreva By ; = UiE]N By ji, onde By, j; sao intervalos disjuntos. Defina agora

wi(T) = uz, se T € By ji.

Note que a condigao (4.8) do Lema 4.2.3 é satisfeita para essa escolha de w,. De fato, para
todo [t| <T*+1, |z| < ||z4]|co + 1 temos

1
/ L(t, 2w, (7)) dr = / Lt 2" (0 (7)) | dr + / Lt 2, u* (t.(7)))] dr
0 [0,1]\B B
< M +/ \L(t, z,ul)| dr
UBw,j,i
< M+ ) u(Brye
k,j

€0
ki ©

Provando assim que L, f e suas derivadas pariciais de ordem < 2 sdo majoradas por uma
funcdo L.
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(6) Obtencao da condigao de otimalidade.
Tome v € Vi com v = v, q.s. fora de By, j;. De (4.11) segue que

/B [r(7) + ftr, 2 (tr), wl ) q(7) + nL(tg, 2* (t), ul)o(r) dr > 0.

L

Como t.(7) =ty para 7 € By, j;, temos r(7) = A(tx), ¢(7) = A(tx) em By j;. Logo,
A(tk) + f(trs 2" (t),u)"A(tk) + nL(te, 2" (t),u]) > 0,

isto é A
A(tk) + H(tkyz*(tk%ug?)‘(tk)) > 0.

Como {tx}ren € denso em [0, 7], obtemos da continuidade de A e H
A(t) + H(t,z*(t),ul, A(t)) > 0, Vt € [0,T%].
A densidade de {uz}” em ) nos permite concluir, por argumento semelhante, que
A(t) + H(t,z*(t),u,A(t)) > 0, VueQ, t€[0,T7].
Esta desigualdade, juntamente com (3), implica na condi¢ao de otimalidade
H(t,z"(t),u, \(t)) > H(t,z*(t),u"(t),\(t)), q.s. em [0,T7],

para todo u € ).

4.4 Exercicios

93

4.1 Considere o problema de otimizagao (P) do Paragrafo 4.1. Mostre que x € O é ponto

regular para (P) se e somente se

Y = dF(z)C(z) — K(F(x)).

4.2 De exemplo de um problema de otimizagdo (P) que possua um ponto fracamente

regular que nao seja regular.

4.3 (Teorema da aplicagao aberta) Sejam X,Y espagos de Banach. Mostre que se

T € B(X,Y) é sobrejetora, entao existe r > 0 tal que B, C T'(By).
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Apéndice A
Otimizacao Infinita

Neste apéndice discutimos os detalhes do desenvolvimento apresentado no Pardgrafo 4.1. As
definigoes pertinentes sao fornecidas assim como as demonstracées completas dos resultados
daquele paragrafo.

A.1 Um Problema Abstrato de Otimizacao

A titulo de motivagao, suponha que J : IR" — R é uma aplicacdo diferencidvel. Se z € R"
é tal que
J(Z) = min J(x),
rz€R™
entao o gradiente de J se anula em Z, i.e. VJ(Z) = 6. A reciproca é verdadeira se J for
convexo. Considere agora o problema de otimizagao com restricoes diferencidveis:

Minimizar J(z)
sujeto a

gi(x) <0, 1<i<m,
hi(x) =0, 1<i<lI

onde J: U =R, G=(g1,... ,gm): U — R™ H=(hy,... ) : U — R sio aplicacoes
diferencidveis no aberto U C IR". Representamos as restrigbes de forma simplificada por
G(z) <0, H(x)=90.

As condigoes necessdrias para uma solucdo Z deste problema sao fornecidas pelo teorema
dos multiplicadores de Lagrange.

Teorema A.1.1 Sejam J,G,H funcgoes satisfazendo as condigcoes acima. Se a fungao J
sujeita as restrigoes G(z) < 0, H(x) = 0 possui um extremo local (maz/min) em T, entdo
ezistemn € R, A= (A1,... , Am) € R™, = (p1,... ) € R tais que:

’L) nVJ(x*) + ZIAZng(x*) + Zl,uthj(:C*) = 0;
i= j=

95
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ii) 120, [nf+|A[+ || # 0.

Neste paragrafo desenvolvemos um resultado andlogo em espacos de Banach. Tal resul-
tado é usado na demonstracao do principio do maximo, apresentada no Paragrafo 4.2.

Antes de formular o problema abstrato de otimizagao em espacos de Banach necessitamos
de alguns conceitos. Sejam X, Y espacgos normados, M C X, z € X, usamos a notacao:

o B(2) :={x | |lx =2l <r} Br:=B(0), >0
e int(M):={zre X |3Ir>0com B(x) C M}; (M) := X\int(X\M);
e B(X,Y):={T|T:X — Y linear, continua }; X*:= B(X,R).

Note que B(X,Y) é também um espaco normado que é completo quando Y for completo.
O espaco X™* é o dual topoldgico de X. O tltimo conceito que necessitamos diz respeito a
regularidade de aplicagoes entre espagos de Banach.

Definicao A.1.2 Sejam X, Y Espacos de Banach e O C X aberto. Uma aplicacao F' : O —
Y é dita (Frechet-) diferencidvel em = € O, quando existe T' € B(X,Y) satisfazendo

. |[F(x+h)—F(z) = Th|

lim = 0.

h—0 It
dF(z) := T ¢é denominada derivada de F em x (unicamente determinada). F ¢é dita
continuamente (Frechet-) diferencidvel em O, quando for diferenciavel em todo x € O
e a aplicagao dF' : O — B(X,Y) é continua. O 00

Formulamos novamente o problema abstrato de otimizagao introduzido no Pardgrafo 4.1:

») { Minimizar J(x)

sujeitoa z € C, F(z) e K

onde X, Y sdo espacos de Banach; O C X aberto; C' C X, K C Y sao fechados e convexos;
J:0— 1R, F:0 — Y sao continuamente diferencidveis.

A seguir obtemos o teorema de multiplicadores desejado (veja conjectura na pagina 82)
aproximando localmente o conjunto dos pontos admissiveis X,q = C N FY{K)NO
para (P) por conjuntos convexos apropriados e utilizando um teorema de separagao para
conjuntos convexos em espacos de Banach.

A.2 Linearizacao do Problema de Otimizacao
Definicao A.2.1 Seja X um espaco de Banach, C' C X convexo, x € C. O conjunto
C(z) := {alc—2)|a>0, ce C}

¢ denominado cone tangencial em x por C (veja Figura A.1). O o aog
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(C—z) (C—2x)

C(x)

T(C,x)

—

Figura A.1: Cones tangenciais C(x) e T(C, x).

Definicao A.2.2 Seja X um espago de Banach, M C X, z € M. O conjunto

T(M,z) == {heX|3ty>0 e r:[0,t9] = X tal que
x +th+r(t) € M parat € [0,t], lglr(r]l r(t)/t = 0}
é denominado cone tangencial a M por x (veja Figura A.1). O o g

Lema A.2.3 Seja X um espaco de Banach, C C X fechado e convexo, x € C. Sao
verdadeiras as afirmacoes:

i) C —x, (C—x), C(x) sao convexos;
it) C —x, (C —x)1 sdo fechados;
iii) C(x) C T(C,x);
onde (M)y := M N By, para todo subconjunto M de um espag¢o normado Z.
Demonstragao: Segue imediatamente das Definigbes A.2.1 e A.2.2. [ |
Teorema A.2.4 Se T € X9 = CNFYK)N O é um minimo local de (P), entio para

todo h € T'(Xuq,Z) temos
dJ(z)h > 0.

Demonstracgao: Sejam ¢y € R e 7 : [0,%9] — X escolhidos como na Definicao A.2.2 para
o cone tangencial T'(X,4,Z). Logo, para todo t € (0, tg] temos

NI (@ +th+r(t) — J(2))

t N (J(@ 4+ th) — J(3)) + t N J(@ +th+r(t) — J(Z +th))

7 (J(@ + th) — (@) + tHdI &) (D],

0

ININ A

~— —

onde a existéncia de & € X é garantida pelo teorema do valor médio. O teorema segue
agora tomando o limite ¢ | 0, uma vez que lilrél rt)t =0 e liﬁ)l & =1T. [ |
t t
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Defini¢ao A.2.5 Seja x € O. Dizemos que x é um ponto regular para (P) quando 6 €
int[dF (z)(C —z) — (K — F(x))]. Caso int[dF(X)(C —xz)— (K — F(x))] # 6, x é dito ponto
fracamente regular para (P). 000

O resultado a seguir representa um passo fundamental para a demonstracao do desejado
teorema de condigOes necessarias. O leitor atento observa que este resultado pode ser

interpretado como uma generalizacao do teorema da aplicacao aberta. Para detalhes veja
[ZoKu].

Teorema A.2.6 Sejam X, Y espagos de Banach, T € B(X,Y) eC C X, K CY fechados
e converos. Para v € C, y € K sdo equivalentes as afirmagoes:

a) Y = T(C(z)) — K(y);
b) Existe r >0, tal que B, CT((C —x)1) — (K —y)1.

Demonstragao: (a) = (b)

(1) Provamos que C(z) = [J,en n(C — 2)1. A inclusao C(x) D |U,en n(C — )1 segue
diretamente da definicao de C'(z). Seja agora z = a(c — x) € C(z). Escolha b € (0,1) tal
que b(c — z) € By. Como B; e C — x sdo conjuntos convexos, temos que

r(c—z) € (C—x); paratodo r € [0,b].

Logo z = a(c — x) = "*(c — x) € n(C — )1 para n suficientemente grande. Como z € C(x)
¢ arbitrario, temos C'(z) C J,en n(C — 2)1.

(2) Analogamente prova-se que K (y) = U,cn n(E — y)1.

(3) Defina A, := s[T((C —x)1) — (K —y)1], s € R. Afirmamos que Y = {J, ey An- De

fato, basta observar que

Y = T(C(z)) — K(y) = T(U n(C—xh) - J mE —yn
nelN

= U hT(C-2))-mE -yl = |J nlT(C -a)) - (K -yl

m,nelN nelN

(Na tltima igualdade usamos a inclusao m(K — y); C n(K — y)1, para m < n, a qual se
deve a 0 € (K — y)1 e a convexidade de (K — y);1.)

(4) Do teorema de Baire segue que existe pelo menos um m € IN com int(cl(A,,)) # 0.
(Teorema de Baire: Se um espago métrico completo é escrito como unido enumeravel de
subconjuntos, entao pelo menos um destes contém um aberto; veja [Kre] ou [Rul].)

(5) Provamos que 6 € int(cl(A1)). De fato, (4) implica que 3 a € int(cl(A;,)) e de (3) temos
que 3 k € IN com —a € cl(Ay). Logo, pela definicio de Ay, temos que —mk~la € cl(A,).
Como a € int(cl(An)), entdo 3§ > 0 com Bs(a) C int(cl(Ay,)). Mas —mk~la € cl(A,,) e
cl(Ay,) é convexo, entdao 3 € > 0 tal que 0 € B: C cl(A,,). Portanto, B.,,-1 C cl(A1).

(6) Seja r > 0 com By, C cl(A;1). Provamos que B, C Aj, obtendo assim (b). Note que

B, C Cl(Al/g) - {g ey ‘ diSt(gj,Al/Q) < g} = Ay + By-1,.
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Reduzindo o didmetro dos conjuntos pelo fator 2¢ temos
By-i, C AQ—(i-H) + BQ_(i+1)T’ Ve N

Dado y € B, definimos as sequéncias {z; }ieny C X e {y; }ien, {ri}iew C Y indutivamente

i=1: gy =T ) — 27y +n
com z1 € (C—x)1, y1 € (K —y)1, |Ir] <27r;

7 >1: r; = T(2’(”1)xi+1) — 2’(i+1)yi+1 + r141
com zi41 € (C— )1, yis1 € (K —y)1, [Iripa] < 27CHDr
n n
Definindo agora u,, := Z 27 'x; e vy = Z 27"y;, temos
i=1 i=1

gy = Tup — vy + rp, n €N (A.1)

Note que limr,, = 0 e ainda que u,, ¢ de Cauchy em X pois ||z;|| <1, i€ Ne

n+m

ltnsm =l < IS 27 < 27,
i=n+1

Como X ¢é Banach, existe © € X com limu,, = u e como T é continua entao Tu = lim T'u,,.
Logo (A.1) garante que v, converge para algum v € Y e temos §y = Tu — v. Verificamos
por fim que u € (C —xz)y ev € (k—y)1.

Note que u, = > 1, 27z; + 27", n € IN. Logo u, é combinacio linear convexa dos
elementos 1, x2, -+ , 2y, 0 de (C — x);. Como (C' — z); é convexo, temos u € (C' —x);. A
inclusao v € (k — y)1 é demonstrada de forma andloga.

(b) = (a) Obviamente § € T(C(z)) — K(y). Se g € Y, § # 0 entdo r||g| "'y € B,. Logo

rlgll ™'y = T(alc—=)) = bk —y),
para a,b >0, c € C e k € K apropriados. Isto prova que

g = T gllalc—=)) — ¢~ lglbk —y)) € T(C(x)) — K(y).

Corolario A.2.7 Seja x admissivel para (P), i.e. © € X,g = CNFYK)NO. Sao
equivalentes as afirmativas:

a) x € um ponto regular para (P);

b) Y = dF(z)C(z) — K(F(x)).
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Demonstragao: (b) = (a): Segue da aplicagdo do Teorema A.2.6 aT = dF(z), y = F(z).
(a) = (b): Sejay e Y. Como z é regular, existem € > 0 e § > 0 tais que
ey € Bs CdF(z)(C —z) — (K — F(x)).
Portanto,
jedF(z)eY(C—x) — e Y (K — F(z)) C dF(2)C(z) — (K(F(z))
e o teorema fica provado. |

Observacao A.2.8 Para C = X, K = {#} obtemos como corolario do Teorema A.2.6 o
conhecido teorema da aplicagao aberta da andlise funcional:

Se T € B(X,Y) é sobrejetiva, entao existe r > 0 com B, C T'(By).

(Veja [Kre, Pardgrafo 4.12].) 000
Definigdo A.2.9 Sejar € X,y = CNF1(K)NO. O conjunto

L(Xqq,2) == {he X | heC(x), dF(x)h € K(F(x))}.
¢ denominado cone linearizado em x para (P). O 00

O teorema a seguir nos permite acoplar a desigualdade dJ(xzo)h > 0, Vh € T(Xuq, T+ ),
obtida no Teorema A.2.4 com a derivada de F'. Este é exatamente o fato que fornece as
condigoes necessérias para o problema abstrato de otimizacao (veja Teoremas A.3.3 e A.3.4).

Teorema A.2.10 Se x € um ponto regular para (P) entao
L(Xad, .%') C T(Xad, 1‘)

Demonstracao:! Seja h € C(x) com h = a(c — ), dF (x
c€ Ceke K. Temos que provar que 3 tg > 0 e r : [0,
tc [O,to]:

)h = b(k — F(z)), onde a,b > 0,
to] — X satisfazendo para todo

x+th+rt)eC, Fla+th+r(t)) e K
ind li t)/t =0.
e ainda que tllr(IJW( )/

Como z é ponto regular, entao = + 2th € C e F(x) + 2t dF(x)h € K para t suficientemente
pequeno. Como C e K sao ambos convexos, basta provar que 3 tg > 0 e r : [0,t9] — X
satisfazendo

x4+ 2r(t) e C, F(x)+ 22(t) € K, Vt € [0,t0] e ltilrélr(t)/t =0, (A.2)

com z : [0,t9] — Y definida por z(t) := F(x + th + r(¢ )) F(z) —tdF(x)h.
Para cada t € [0,tp], construimos os vetores r(t) € X e 2(t) € Y tomando limites de

! Conforme [Al].
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sequéncias que sao construidas por uma variante do método de Newton. Vamos a cons-
trugao:

Se h = 0 tome simplesmente 7(t) = 6. Seja entdao h € X \ {0} com h = a(c — z),
dF(x)h =b(k — F(x)), onde a,b >0,ce€ C ek € K. O Teorema A.2.6 e o Corolario A.2.7
garantem a existéncia de s > 0 tal que

Bs; C dF(z)(C —z)1 — (K — F(z));. (A.3)

Escolha § € [0, 1] com Bys C O e ||[dF(§) — dF(z)|| < s/2, para todo & € Bys. Defina agora
to := 26||h||~! e tome t € [0,¢p] qualquer. Nos passos a seguir definimos os valores de r(t) e
z(t) e provamos que satisfazem (A.2).

(1) Provamos inicialmente que ||F(z) — F(2) — dF(z)(z — 2)|| < 5[z — Z|| para todo
T, € Bys.

De fato, definindo g(v) := F(vz + (1 — v)&) — vdF(z)(Z — ) para v € [0, 1] temos

lg(1) =g < sup [lg'@)]

vel0,1]
= sup{[|(dF(€) — dF(x))(z — 2)|| | € entre 7 e & }
< Slz—ill

(2) Definimos indutivamente sete sequéncias que nos permitirao construir r(¢) e z(t). Para
que a construgao faca sentido definimos r_1 = z_1 = z_; = y_; = 0. Para k € NU {0}
tome

Tk = Tk—1+Tk—1,

2 = Zk—1 1+ Yk-1,

dp = zp— F(x+th+ry)+ F(x)+tdF(x)h,

sedp, =0, up,=uvp =20,
Ug, Vg sedy #0, ug € (C—x), vp € (K — F(z)); com
dF(x)uk — Vg = SHdkH_ldk,
= s Y|dy|ug,
gk = s ldx o

(3) Provamos usando argumento indutivo que as sequéncias em (2) estdo bem definidas e
que para todo k£ € IN vale

ri € 257 |do[|(C — )1, 2 € 257 Y|do[|(K — F())1, |ldil| < 27| do]l < 27%s6.
e Para k=0 temos rg = zp = 0 e ||z + th + 19 — z|| < t||h]| < 2J. Logo, de (1) segue
lldoll = ||F(z+th) — F(z) — dF(z)th|| < %tHhH < sd.

Note ainda que ug e vg estao bem definidos por (A.3).
e Para k > 1 temos

[y

k—1 k— k—1

_ _ il
e =y m o= Y s Ydillug = 257 |do|| Y o]

=0 = i=0
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com u; € (C—x)1. Note que 0 < ||d;||(2]|do]|) 1 <1,0<i<k—1e Zf:_ol Idill(2l|do|) ! <
1. Logo s(2||do||)~'rx é combinacio linear convexa de ug,--- ,ur_1,0 € (C — x)1, ie.
ri € 257 Y| do||(C — x)1. A estimativa para ||z;| é obtida de forma andloga.

Como ||dpl| < s, temos

lo+th+ri—a| < tlhll + el < 46, o+ th+ry—2] < 4

e
—dy = F(x+th+ry) — F(z) — tdF(z)h — 2z
= Fx+th+ry) — F(z) — tdF(x)h — zg—1 — Yk—1
= Flx+th+ry) — F(z) — tdF(x)h — zx—1 + dg_1 — dF(z)zK_1
= Fx+th+ry) — Flx+th+rg_1) — dF(x)zp_q.

De (1) obtemos agora
S 1 1 —k
ldill < Sllzrll < Sllde-1llllue—ll < Flide-all < 27"]doll,

completando assim a prova por inducao.

(4) Sobre a convergéncia das sequéncias 7y e z:

o {ri}ren ¢ de Cauchy pois > 27 ||zx]| < 26 < oo. Definindo r(t) := klim Tk, temos que
—00

r(t) € 257 Y|do||(C — )1, pois (C — x); é fechado.

o {zi}rew é de Cauchy pois > 0 [lyk|l < 20 < co. Definindo z(t) := klim 2k, temos que
— 0

2(t) € 257 Y|do||(K — F(x))1, pois (K — F(z)); é fechado.

Como t € [0, 1] é arbitrério, r e z estdao bem definidas no intervalo [0, to].

(5) Verificagao de (A.2).

Em (3) vimos que s~!||do|| <

§ < 1. Logor(t) € 1(C—a)ezt) € (K —yh, ie.
x + 2r(t) e C, F(z) + 2z2(t) € K, Vt € [0,%0)].

Para completar note que
0 < ¢t r@)ll < t7'2s7 doll < 25THTH|F(x + th) — F(x) — tdF(x) ()],

provando assim que 1ilr(r)1 r(t)t~! =4. [ |
t

A.3 Condigoes Necessarias para o Problema Abstrato

Neste paragrafo provamos uma versao do teorema de multiplicadores de lagrange, que nos
permite obter condigdes necessarias para a otimalidade do problema (P).

Definicao A.3.1 Seja X um espaco de Banach e M C X. O conjunto
M* = {eX" | (A\m)>0Vme M}

é denominado cone dual a M em X*.2 O oo

2A aplicacdo de um funcional A € X* ao elemento = € X é aqui denotada por (\, z).
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Observacao A.3.2 Um subconjunto M de um espaco vetorial é denominado cone, quando
x € M implica em ax € X para todo a € (0,00). E fécil ver que o conjunto M™* na
Definicao A.3.1 satisfaz essa propriedade. Outra propriedade de fécil verificacdo do cone
dual é que

(M —2)* = M(z)*

parax € M C X. O oo

Teorema A.3.3 Seja z. um minimo local de (P). Se x, é um ponto regular para (P),
entao existem ¢ € C(xy)*, ¢ € K(F(x4))* satisfazendo a condicao de Kuhn—Tucker:

dJ(zy) — podF(xzy) = 1. (A4)

Demonstragao: Dos Teoremas A.2.4 e A.2.10 temos dJ(z.)h > 0, para todo h €
L(Xgq4,T4), isto é

dJ(x)h > 0,V heC(zy) com dF(xy)h € K(F(xy)).

Fazemos agora uma construcdo que nos permite utilizar um teorema de separacao para
conjuntos convexos para provar o teorema.
(1) Definimos o conjunto A C Y x R por

A = {(y —dF(z.)z, dJ(z )z +a) |z € C(zy), y € K(F(x4)), a>0}.

A é obviamente convexo e ainda (0,0) € A (tome z = 6, y = 0, a = 0). Note ainda que
(0,0) ¢ int(A) pois (0,b) ¢ A para b < 0.
(2) Provamos que int(A) # 0.
Como z, é um ponto regular para (P), o Coroldrio A.2.7 e o Teorema A.2.6 garantem que
37 >0 tal que

B, C —dF(z:)(C —x4)1 + (K — F(z4))1.
Defina v := sup{dJ(z.)z |z € (C — z.)1}. Basta provarmos que B, x {b€ R | b > v} C A.
Sejam § € B, e b >+, entao existem = € (C' —x,)1 C C(z4), y € (K — F(x4))1 C K(F(z4))
com § =y — dF(z.)z. Tomando a := b —dJ(z.)z, temos a >b—7v > 0eb=dJ(z,)x + a.
Logo (g,b) € A.
(3) Provamos que

(pyy —dF(zs)x) + n(dJ(zs)z+a) > 0, VaeClxy), ye K(F(zy)), a>0.

De (1) e (2) podemos aplicar um teorema de separagao a (0,0) € A (veja [We]) que, neste
caso particular, nos garante a existéncia de A € (Y x R)*, A # 0 satisfazendo

(Nz) > (A (0,0)), V z € A

Podemos decompor A em A = (p,n) € Y* x R, onde ||p|| + |n| # 0. Temos entdao para
z=(y,b)e A
0 < A(@b) = (py) + nb.
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A desigualdade desejada segue agora da definicao de A.
(4) Provamos que n > 0.
Tomando z = y = 6 em (3) obtemos na > 0 para todo a > 0; logo n > 0. Se n = 0, entao

(p,dF(z)x —y) < 0, Vael(zy), ye K(F(x)).
Entretanto, do Corolério A.2.7 temos dF(z,)C(z,) — K(F(z4)) =Y, o que implica em
(py) < 0,VyeY.

De onde concluimos que p = 6, o que contradiz o fato de ||p|| + |n| # 0.
(5) Construcao de ¢ € C(zy)*, ¢ € K(F(z4))*.

Podemos supor sem perda de generalidade que n = 1. Tomando x = 6, a = 0 em (3) temos
(py) = 0, Vye K(F(z.)),
provando que p € K(F(x,))*. Tomando agora y = 6, a = 0 em (3) obtemos
dJ(z)r — (p,dF(x)x) > 0, Ve C(xy),

provando que dJ(z.) — po dF(z,) € C(x)*.
A equagao (A.4) segue agora tomando ¢ := dJ(z,) — p o dF(z,) e ¢ := p, completando
assim a demonstracao. [ ]

Teorema A.3.4 Seja x, um minimo local de (P). Se x, é um ponto fracamente reqular
para (P), entdo existem n > 0, ¥ € C(z,)*, ¢ € K(F(x4))* satisfazendo a condi¢iao de
Fritz—John:

ndJ(xy) — ¢odF(x.) = 1, (A.5)

onde |n| + [[v]| + [[¢]] # 0.
Demonstragao: Se xz, for ponto regular para (P), basta aplicar o Teorema A.3.3 e

obtemos (A.5) com n = 1.

Suponha agora que x, é ponto fracamente regular para (P), mas nao é regular. Definindo o
conjunto A := dF (z.)(C—x.)—(K—F(z,)), temos que int(A) # (), A é convexo, 0 ¢ int(A).
Portanto, o mesmo teorema de separacao usado na demonstragdo do Teorema A.3.3 (veja
[We]) nos garante a existéncia de ¢ € Y*, ¢ # 0 satisfazendo

(p,a) < 0VaecA
Da definicdo de A segue
(9, dF(z)x —y) < 0, Vae (C—ux), ye (K —F(x)).

Tomando z = 6, temos ¢ € (K — F(z,))*. Tomando y = 6, segue que —¢ o dF (z,) €
(C — x4)*. Defina agora ¢ := —¢ o dF'(z,). Note que a Observacao A.3.2 garante que

Cle.)" = (C—w) (K- F(z.))" = K(F(z.))".
Logo, ¢ € C(z.)*, ¢ € K(F(x))* e a equagao (A.5) segue com 1 = 0. [ |
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