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88010-970 Florianópolis – SC, Brasil

email: aleitao@mtm.ufsc.br

1Notas de Minicurso: 23o CBM





Conteúdo

1 Introdução ao Cálculo de Variações 3

1.1 Problemas Variacionais e Convexidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 Lemas de du Bois–Reymond e Lagrange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3 Equação de Euler–Lagrange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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A.3 Condições Necessárias para o Problema Abstrato . . . . . . . . . . . . . . . 102

Bibliografia 105
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Caṕıtulo 1

Introdução ao Cálculo de Variações

Este caṕıtulo é dedicado ao estudo de uma famı́lia particular de problemas de otimização,
denominados na literatura moderna por prolemas variacionais. A análise formal de tais
problemas leva o nome de cálculo variacional. Tais problemas de otimização se caracterizam
por estarem definidos em espaços (de funções) de dimenção infinita e pelo fato da função
objetivo ser descrita por um operador integral.

De especial interesse é o estudo de condições necessárias e/ou suficientes para caracte-
rização das soluções (pontos de máximo/mı́nimo) destes problemas otimização. Simplifi-
cadamente, tais condições são obtidas a partir da extenção aos problemas variacionais de
resultados da análise em várias variáveis, que permitem caracterizar os candidatos a solução
dos problemas de otimização em espaços de dimenção finita.

Neste caṕıtulo estudamos prolemas variacionais sem restrições (somente com condições
de contorno). Os problemas variacionais sujeitos a restrições são analisados no Caṕıtulo 2,
onde o teorema de multiplicadores de Lagrange desempenha papel fundamental.

No Parágrafo 1.1 são introduzidos os problemas variacionais e apresentados os conceitos
de extremos locais e de variações de Gâteaux. Sob hipóteses adicionais de convexidade, é ob-
tido um resultado preliminar sobre condições suficientes para otimalidade. No Parárgrafo 1.2
é apresentado um resultado auxiliar (lema de du Bois–Raymond), essencial para obtenção
das condições necessárias. No Parágrafo 1.3 analisamos condições necessárias para otima-
lidade, que são apresentadas na forma da equação de Euler–Lagrange e de sua primeira
integral. No Parágrafo 1.5 considerados problemas com trajetórias cont́ınuas por partes,
enquanto que no Parágrafo 1.6 são estudados problemas vetoriais.

1.1 Problemas Variacionais e Convexidade

Um problema clássico do cálculo de variações é a minimização de funcionais do tipo

I(y) :=

∫ b

a
L(t, y(t), y′(t)) dt, (1.1)

onde o intervalo [a, b] é fixo e a aplicação L : [a, b]×IR×IR → IR é conhecida. A minimização
do funcional definido em (1.1) é realizada entre as funções y : [a, b] → IR continuamente

3



4 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO AO CÁLCULO DE VARIAÇÕES

diferenciáveis em [a, b].1

O problema de minimizar o funcional em (1.1) é, via de regra, sujeito a diferentes tipos
de restrição como:

• Impor condições a y nas extremidades do intervalo, i.e. y(a) = ya e/ou y(b) = yb;

• Exigir que g(t, y(t), y′(t)) ≡ 0 para t ∈ [a, b], onde g : [a, b] × IR × IR → IR;

• Exigir que
∫ b
a g(t, y(t), y

′(t)) dt = c, onde g : [a, b] × IR × IR → IR e c ∈ IR;

O primeiro tipo de restrição é denominado condição de contorno e pode ser exigido em
ambos ou em apenas um dos extremos do intervalo [a, b]. O segundo tipo de restrição é
denominada restrição Lagrangeana, devido a sua semelhança com as restrições presentes
nos problemas da mecânica Lagrangeana. O terceiro tipo é denominda restrição isoperi-
métrica (ou integral), uma vez que os primeiros problemas de interesse relacionados à esta
restrição apresentavam a exigência dos candidatos y terem todos o mesmo comprimento
(fato relacionado com a escolha g(t, y, y′) = |y′|).

O intervalo [a, b] não precisa ser necessariamente fixo. Este é o caso quando uma das
condições de contorno é descrita pela curva de ńıvel de uma função σ : IR2 → IR. Temos
assim uma restrição do tipo:

• σ(T, y(T )) = 0, com T > a,

que é denominada condição (de contorno) transversal. Note que a função objetivo é

da forma I(y, T ) :=
∫ T
a L(t, y(t), y′(t))dt e T > a, o extremo direito do intervalo, também

precisa ser determinado.
As restrições acima podem aparecer de forma combinada, de modo que um mesmo pro-

blema pode estar sujeito a restrições de diferentes tipos, ou a várias restrições do mesmo
tipo. Analisamos neste caṕıtulo somente os problemas variacionais com condições de contor-
no. Problemas sujeitos a restrições lagrangeanas e isoperimétricas, assim como problemas
com condições de contorno transversais são discutidos no Parágrafo 2.2.

Considere a seguinte famı́lia de problemas variacionais




Minimzar I(y) :=

∫ b

a
L(t, y(t), y′(t)) dt

sujeito a

y ∈ Yad := {y ∈ C1[a, b] | y(a) = ya, y(b) = yb}.

(1.2)

O conjunto Yad é denominado conjunto das funções admisśıveis (ou viáveis). Da análise
real, sabemos que é preciso distinguir entre mı́nimos locais e globais do funcional I:

Definição 1.1.1 ȳ ∈ Yad é denominado mı́nimo global de I : Yad → IR quando a desi-
gualdade

I(y) ≥ I(ȳ),
1Adotamos no texto a seguinte notação:

C[a, b] := {y : [a, b] → IR | y cont́ınua},

C1[a, b] := {y : [a, b] → IR | y diferenciável em [a, b], y′ ∈ C[a, b]}.
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é satisfeita para todo y ∈ Yad. 2 2 2

Definimos na seqüência os mı́nimos locais de I. A importância destes mı́nimos vem
do fato de que condições apenas necessárias, em geral, os englobam juntamente com os
mı́nimos globais. Antes de apresentar a definição, relembramos alguns fatos importantes
sobre a topologia dos espaços C[a, b] e C1[a, b].

Observação 1.1.2 O espaço vetorial C[a, b] é completo (Banach) com a norma do supremo
(ou de Tschebyscheff)

‖f‖∞ := sup
t∈[a,b]

|f(t)|, f ∈ C[a, b].

Logo, d(f, g) := ‖f − g‖∞ define uma distância (métrica) em C[a, b]. De forma análoga é
posśıvel construir uma métrica para C1[a, b] com a distância ‖f−g‖1,∞ := ‖f−g‖∞+‖f ′−
g′‖∞, f, g ∈ C1[a, b]. 2 2 2

Definição 1.1.3 ȳ ∈ Yad é denominado minimo local fraco de I quando

∃δ > 0 tq ∀y ∈ Yad com ‖y − ȳ‖1,∞ < δ temos I(y) ≥ I(ȳ).

ȳ ∈ Yad é denominado minimo local forte de I quando

∃δ > 0 tq ∀y ∈ Yad com ‖y − ȳ‖∞ < δ temos I(y) ≥ I(ȳ).

2 2 2

De especial interesse para os problemas variacionais são os mı́nimos locais fracos. Note
que uma vizinhança forte de y ∈ Yad possui mais elementos do que a vizinhança fraca
correspondente. Portanto, a exigência de y ser mı́nimo local forte é mais restritiva.

A seguir, é apresentada uma definição que estende o conceito de derivada direcional de
aplicações f : IRn → IR e é de importância fundamental para a caracterização de soluções
do problema variacional (1.2).

Definição 1.1.4 Seja Y um espaço vetorial e I : Y → IR. Dados y, v ∈ Y definimos a
variação de Gâteaux de I em y na direção v através de

δI(y; v) := lim
ε→0

I(y + εv) − I(y)

ε
,

quando o limite existe. 2 2 2

Note que, caso a derivada total em relação à variável ε da função real IR ∋ ε 7→ I(y+εv) ∈
IR esteja bem definida em ε = 0, podemos escrever

δI(y; v) =
d

dε
I(y + εv)

∣∣∣∣
ε=0

.

Da Definição 1.1.4 segue ainda a linearidade da variação de Gâteaux em relação ao funcional
I, i.e., fixados y, v ∈ Y temos

δ(αI1 + βI2)(y; v) = αδI1(y; v) + βδI2(y; v), α, β ∈ IR. (1.3)
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(Pressuposto, obviamente, que as variações envolvidas existam.) Outra propriedade inte-
ressante se verifica em relação à direção de derivação:

δI(y;αv) = αδI(y; v), α ∈ IR. (1.4)

(Novamente supondo a existência da variação.)

Exemplo 1.1.5 Seja Y = IRn e f ∈ C1(Y ; IR). Dados y, v ∈ Y temos

δf(y; v) = lim
ε→0

f(y + εv) − f(y)

ε
= 〈∇f(y), v〉,

que é a derivada parcial de f em y na direção do vetor v. 2 2 2

Exemplo 1.1.6 Seja Y = C1[a, b] e I : Y ∋ y 7→
∫ b
a L(t, y(t), y′(t)) dt ∈ IR, onde L é uma

aplicação C1([a, b] × IR2; IR). Dados y, v ∈ Y temos

δI(y; v) =
d

dε
I(y + εv)

∣∣∣∣
ε=0

=

∫ b

a

[
d

dε
L(t, y + εv, y′ + εv′)

]

ε=0

dt

=

∫ b

a

[
Ly(t, y(t), y

′(t))v(t) + Ly′(t, y(t), y
′(t))v′(t)

]
dt.

2 2 2

Os primeiros resultados sobre condições suficientes de otimalidade para o problema (1.2)
surgem quando fazemos hipóteses de convexidade sobre a função objetivo. Isto justifica a
introdução do seguinte conceito.

Definição 1.1.7 Dado um espaço vetorial Y e um funcional I : D ⊂ Y → IR, dizemos que
I é convexo em D quando para todo par de elementos y, v ∈ Y temos

I(αy + (1 − α)v) ≤ αI(y) + (1 − α)I(v), α ∈ [0, 1].

I é denominado estritamente convexo em D, quando a desigualdade na expressão acima
for estrita. 2 2 2

Caso a variação de Gâteuax δI(y; v) do funcional I esteja definida para todos elementos
y, y + v ∈ D, é posśıvel fornecer uma definição equivalente de convexidade:

Lema 1.1.8 Seja Y um espaço vetorial e I : D ⊂ Y → IR tal que para todo par de elementos
y, v de Y satisfazendo y, y+ v ∈ D, a variação de Gâteaux δI(y; v) existe. São equivalentes
as afirmações:

a) I é convexo em D;

b) Para todo par de elementos y, v ∈ Y com y, y + v ∈ D, temos

I(y + v) − I(y) ≥ δI(y; v).
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Temos ainda que I é estritamente convexo em D, quando a igualdade na desigualdade do
ı́tem b) ocorre se e somente se v = 0.

Demonstração: É bastante demonstrarmos a equivalência entre a) e b).
(a) =⇒ (b) Note que para 0 < ε < 1 podemos escrever y + εv na forma da combinação
linear convexa

y + εv = (1 − α)y + α(y + v),

com α = ε ∈ [0, 1]. Da definição de convexidade segue que

I(y + εv) ≤ (1 − ε)I(y) + εI(y + v),

de onde obtemos
1

ε

[
I(y + εv) − I(y)

]
≤ I(y + v) − I(y).

Tomando agora o limite quando ε→ 0, obtemos a desigualdade em b).
(b) =⇒ (a) Dados y, v ∈ Y e α ∈ [0, 1], defina w := αy + (1 − α)v. Da hipótese b) segue

δI(w;h1) ≤ I(v) − I(w), δI(w;h2) ≤ I(y) − I(w),

para h1 = α(v − y), h2 = (1 − α)(y − v). De (1.4) segue agora que

1

α

[
I(v) − I(w)

]
≥ δI(w; (v − y)) ≥ 1

(1 − α)

[
I(w) − I(y)

]
,

de onde obtemos αI(y) + (1 − α)I(v) ≥ I(w) e o teorema fica provado.

Apresentamos a seguir uma condição suficiente de otimalidade para um problema abs-
trato em que a função objetivo é convexa.

Lema 1.1.9 Dado um espaço vetorial Y e um funcional convexo I : D ⊂ Y → IR, então
cada ȳ que satisfaz

δI(ȳ; v) = 0, ∀ ȳ + v ∈ D,

minimiza I em D. Se I é estritamente convexo, então ȳ é único.

Demonstração: Dado y ∈ D defina v := y − ȳ ∈ Y . Logo

I(y) − I(ȳ) = I(ȳ + v) − I(ȳ) ≥ δI(ȳ; v) = 0.

A unicidade de ȳ é conseqüência imediata da definição de convexidade estrita.

Estamos agora em condições de formular um resultado que fornece condições suficientes
de otimalidade para o problema (1.2).

Teorema 1.1.10 Seja Y = C1[a, b], Yad = {y ∈ Y ; y(a) = ya, y(b) = yb}, I : Yad ∋ y 7→∫ b
a L(t, y, y′)dt ∈ IR, onde L ∈ C1([a, b] × IR2; IR) satisfaz

L(t, y + v, z + w) − L(t, y, z) ≥ Ly(t, y, z)v + Lz(t, y, z)w, (1.5)
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para todo (t, y, z), (t, y + z, z + w) ∈ [a, b] × IR2. São verdadeiras as afirmações:

a) I é convexo em Yad;

b) Se L é tal que a igualdade em (1.5) ocorre sse vw = 0, então I é estritamente convexo
em Yad;

c) Cada ȳ ∈ Yad que satisfaz a equação diferencial

d

dt
Ly′(t, ȳ, ȳ

′) = Ly(t, ȳ, ȳ
′), t ∈ [a, b] (1.6)

é um mı́nimo global de I em Yad.

d) Se a hipótese do ı́tem (b) é verificada, o elemento ȳ ∈ Yad que satisfaz a equação dife-
rencial do ı́tem c) é o único mı́nimo global de I em Yad.

Demonstração: Dados y, y + v ∈ Yad, a desigualdade (1.5) implica em

L(t, y + v, y′ + v′) − L(t, y, y′) ≥ Ly(t, y, y
′)v + Ly′(t, y, y

′)v′. (1.7)

Integrando obtemos

∫ b

a
[L(t, y + v, y′ + v′) − L(t, y, y′)] dt ≥

∫ b

a
[Ly(t, y, y

′)v + Ly′(t, y, y
′)v′] dt,

i.e. I(y + v) − I(y) ≥ δI(y; v), provando o ı́tem (a). Se a hipótese em (b) é verdadeira,
então dados y, y + v ∈ Yad a igualdade em (1.7) ocorre sse v(t)v′(t) ≡ 0 em [a, b]. Note que
v(t)v′(t) = 1/2(v2(t))′, logo v(t)v′(t) ≡ 0 sse v2(t) é constante. Note ainda que v2(a) = 0.2

Portanto I(y + v) − I(y) = δL(y; v) sse v ≡ 0 e o ı́tem (b) fica provado.
Os ı́tens (c) e (d) são os mais importantes do teorema. Suponha que ȳ ∈ Yad é solução

da equação diferencial (1.6). Logo, para v ∈ Y com ȳ + v ∈ Yad temos

δI(ȳ; v) =

∫ b

a
[Ly(t, y, y

′)v + Ly′(t, y, y
′)v′] dt

=

∫ b

a

[
d

dt
Ly′(t, y, y

′)v

]
dt

= [Ly′(t, y(t), y
′(t))v(t)]ba = 0.

Como I é convexo (veja o ı́tem (a)), o ı́tem (c) segue do Lema 1.1.9. Se a hipótese do ı́tem
(b) é verificada, então I é estritamente convexo e a unicidade de ȳ segue da segunda parte
do Lema 1.1.9.

A equação diferencial (1.6) é denominada equação de Euler–Lagrange e desempe-
nha um papel ı́mpar no cálculo variacional. O Teorema 1.1.10, além de fornecer condições
suficientes para garantir a convexidade do funcional I, caracteriza (no caso I convexo) a
equação de Euler–Lagrange como condição suficiente de otimalidade para o problema 1.2.
Voltaremos a analisar esta equação diferencial de segunda ordem no Parágrafo 1.3, onde são
investigadas condições necessárias para otimalidade.

2De fato, como y e y + v pertencem a Yad, então v(a) = v(b) = 0.
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1.2 Lemas de du Bois–Reymond e Lagrange

Neste parágrafo estudamos um lema, cuja formalização impulsionou fortemente o desenvol-
vimento do cálculo variacional. Trata-se do lema de du Bois–Reymond, que foi objeto
de investigação por matemáticos como Euler e Lagrange, tendo sido apresentado por P. du
Bois–Reymond no ano de 1879. Foi entretanto K. Weierstraß, que em seus seminários (1875–
1882) apresentou pela primeira vez uma demonstração clara e completa. A demonstração
deste lema utiliza um resultado auxiliar que enunciamos a seguir.

Lema 1.2.1 Seja h ∈ C[a, b] tal que

∫ b

a
h(t) v′(t) dt = 0,

para todo v ∈ C1
0 [a, b] := {w ∈ C1[a, b] | w(a) = w(b) = 0}. Então a função h é constante

no intervalo [a, b].

Demonstração: Dado c ∈ IR, defina a função v(t) :=
∫ t
a(h(s) − c)ds, t ∈ [a, b]. Por

construção v ∈ C1[a, b] e v(a) = 0. A escolha particular c̄ := 1/(b − a)
∫ b
a h(s)ds gera uma

uma função v̄ que satisfaz

0 ≤
∫ b

a
(h(t) − c̄)2 dt =

∫ b

a
(h(t) − c̄)v̄′(t) dt =

∫ b

a
h(t)v̄′(t) dt − [c̄v̄]ba = 0,

provando assim que h(t) = c̄, para t ∈ [a, b].

Lema 1.2.2 (du Bois–Reymond) Seja f ∈ C[a, b] tal que para todo v ∈ C1[a, b] com
v(a) = v(b) = 0 tenhamos ∫ b

a
f(t) v(t) dt = 0.

Então f ≡ 0 em [a, b].

Demonstração: Definindo g(t) :=
∫ t
a f(s)ds, segue da hipótese (integrando por partes)

que

−
∫ b

a
g(s)v′(t) dt = 0, ∀ v ∈ C1

0 [a, b].

O Lema 1.2.1 implica que g(t) = c, t ∈ [a, b]. O lema de du Bois-Reymond segue agora da
identidade g′ = f .

As funções v utilizadas nos Lemas 1.2.1 e 1.2.2 são denominadas funções teste, devido
ao papel por elas desempenhado. O espaço C1

0 [a, b] é também denominado espaço de
funções teste. Discutimos a seguir uma generalização do lema de du Bois–Reymond,
formulada por Lagrange.
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Lema 1.2.3 (Lagrange) Seja f ∈ C[a, b] tal que para todo v ∈ Ck0 [a, b] := {v ∈ Ck[a, b] |
v(j)(a) = v(j)(b) = 0, j = 0, 1, . . . , k} tenhamos

∫ b

a
f(t) v(t) dt = 0.

Então f ≡ 0 em [a, b].

Demonstração: Suponha que f(t0) > 0 para algum t0 ∈ (a, b). Como f é cont́ınua, existe
[c, d] ⊂ (a, b) tal que

t0 ∈ (c, d) e f(t) ≥ 1

2
f(t0) > 0, t ∈ (c, d).

Definindo a função

v(t) :=

{
[(t− c)(d− t)]k+1 , t ∈ [c, d]

0 , t ∈ [a, b]/[c, d]

observamos que v é não negativa e v ∈ Ck0 [a, b]. Por construção temos que
∫ b
a fv dt =∫ d

c fv dt > 0, o que contradiz a hipótese. Logo f(t) ≤ 0, t ∈ (a, b). A continuidade de f
implica que f(t) ≤ 0 em [a, b]. Analogamente, provamos que f(t) ≥ 0 em [a, b].

1.3 Equação de Euler–Lagrange

Suponha que L : [a, b]× IR2 → IR é duas vezes continuamente diferenciável e que o funcional
I possui um mı́nimo local fraco ȳ ∈ Yad := {y ∈ C1[a, b] | y(a) = ya, y(b) = yb} satisfazendo
ȳ ∈ C2[a, b]. Dados η ∈ C1

0 [a, b] e ε0 > 0 suficientemente pequeno, definimos a famı́lia de
funções admisśıveis

y(·; ε) := ȳ(·) + εη(·), ε ∈ (−ε0, ε0).

Por construção temos ‖y(·; ε) − ȳ‖1,∞ = |ε|‖η‖1,∞. Note ainda que, pelo fato de ȳ ser
mı́nimo local fraco de I em Yad, temos

J(ε) := I(y(·; ε)) ≥ I(ȳ) = J(0), ∀ε ∈ (−ε0, ε0).

Portanto, ε̄ = 0 é mı́nimo local da função real J , definida pela composição de I com a
famı́lia y(·; ε). Da análise real, sabemos que uma condição necessária para que isto aconteça
(supondo J diferenciável) é que

d

dε
J(ε)

∣∣∣∣
ε=0

= 0.

Da Definição 1.1.4, segue que

δI(ȳ; η) =
d

dε
I(ȳ + εη)

∣∣∣∣
ε=0

=
d

dε
J(ε)

∣∣∣∣
ε=0

= 0 (1.8)
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é uma condição necessária para que ȳ seja mı́nimo local de I em Yad. Uma vez que L é, em
particular, continuamente diferenciável, temos (veja Exemplo 1.1.6)

δI(ȳ; η) =

∫ b

a
[Ly(t, ȳ(t), ȳ

′(t))η(t) + Ly′(t, ȳ(t), ȳ
′(t))η′(t) ] dt. (1.9)

Note que a função
λ : [a, b] ∋ t 7→ Ly′(t, ȳ(t), ȳ

′(t)) ∈ IR

é continuamente diferenciável em [a, b], devido as hipóteses feitas em L e ȳ. Como η satisfaz
as condições de contorno η(a) = η(b) = 0, obtemos integrando (1.9) por partes

δI(ȳ; η) =

∫ b

a

[
Ly(t, ȳ(t), ȳ

′(t)) − d

dt
λ(t)

]
η(t) dt. (1.10)

Note que (1.10) é válida para todo η ∈ C1
0 [a, b]. Logo, segue do lema de du Bois–Reymond

(Lema 1.2.2) que

Ly(t, ȳ(t), ȳ
′(t)) − d

dt
Ly′(t, ȳ(t), ȳ

′(t)) = 0, ∀t ∈ [a, b]. (1.11)

Em (1.11) podemos reconhecer a equação de Euler–Lagrange, obtida no Parágrafo 1.1 (ve-
ja equação (1.6)). Esta equação diferencial de segunda ordem nos fornece uma condição
necessária para determinação de mı́nimos locais de um funcional. Como foi visto no Teo-
rema 1.1.10, esta condição é também suficiente para otimalidade, caso o funcional I seja
convexo. Podemos resumir a discussão acima no seguinte teorema:

Teorema 1.3.1 Seja L : [a, b] × IR × IR → IR duas vezes continuamente diferenciável e
ȳ ∈ C2[a, b] um mı́nimo local fraco do problema (1.2). Então ȳ é solução do problema de
valor de contorno

{
Ly(t, y, y

′) − d
dtLy

′(t, y, y′) = 0, t ∈ (a, b)

y(a) = ya, y(b) = yb.
(1.12)

Demonstração: Veja acima.

Observação 1.3.2 (problemas com fronteira livre) Suponha que apenas uma condi-
ção de contorno seja fornecida no problema (1.2), por exemplo y(b) = yb. Construindo a
famı́lia de funções admisśıveis

y(·; ε) := ȳ(·) + εη(·), η ∈ C1[a, b], η(b) = 0,

obtemos através de um desenvolvimento análogo ao anterior, a condição necessária

0 = δI(ȳ; η)

= Ly′(a, ȳ(a), ȳ
′(a)) η(a) −

∫ b

a

[
Ly(t, ȳ, ȳ

′) − d

dt
Ly′(t, ȳ, ȳ

′)

]
η(t) dt, (1.13)
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para todo η ∈ C1[a, b] com η(b) = 0. Note que (1.13) vale em particular para η ∈ C1
0 [a, b],

de onde segue (novamente argumentando com o Lema 1.2.2) a equação de Euler–Lagrange.
Tomando agora em (1.13) η ∈ C1[a, b] com η(b) = 0 e η(a) 6= 0, obtemos a condição extra

Ly′(a, ȳ(a), ȳ
′(a)) = 0. (1.14)

Sendo assim, para problemas com fronteira livre obtemos, além da equação de Euler–
Lagrange, uma condição de contorno para ȳ no extremo do intervalo [a, b] onde o problema
não possui nenhuma restrição. Tal condição surge naturalmente da formulação variacional
do problema de otimização, sendo por isso denominada condição de contorno natural.
Resumindo, para que ȳ seja solução do problema





Minimzar I(y) :=

∫ b

a
L(t, y(t), y′(t)) dt

sujeito a

y ∈ {y ∈ C1[a, b] | y(b) = yb}

é necessário que ȳ seja solução do problema de valor de contorno

{
Ly(t, y, y

′) − d
dt
Ly′(t, y, y

′) = 0

y(b) = yb, Ly′(a, y(a), y
′(a)) = 0.

Observe que, como no Teorema 1.3.1, a condição necessária é expressa na forma (impĺıcita)
de uma equação diferencial de segunda ordem (equação de Euler–Lagrange) com duas con-
dições de contorno. 2 2 2

As hipóteses ȳ ∈ C2[a, b] e L ∈ C2([a, b] × IR2; IR) são por demasiado restritivas e
devem ser enfraquecidas. Com isso em mente, analisamos uma aplicação do lema de du
Bois–Reymond semelhante a utilizada na obtenção da equação (1.10) (veja Exerćıcio 1.2).

Teorema 1.3.3 Seja L : [a, b] × IR × IR → IR continuamente diferenciável e ȳ ∈ C1[a, b]
um mı́nimo local fraco do o problema (1.2). Então a aplicação

[a, b] ∋ t 7−→ Ly′(t, ȳ(t), ȳ
′(t)) ∈ IR

é continuamente diferenciável e ȳ é solução do problema de valor de contorno (1.12).

Demonstração: Repetindo a argumentação feita na demonstração do Teorema 1.3.1, ob-
temos para η ∈ C1

0 [a, b]

∫ a

b
[Ly(t, ȳ(t), ȳ

′(t)) η(t) + Ly′(t, ȳ(t), ȳ
′(t)) η′(t)] dt = 0. (1.15)

Integrando por partes e observando que η(a) = η(b) = 0, segue que

∫ b

a

[
−
∫ t

a
Ly(s, ȳ(s), ȳ

′(s)) ds + Ly′(t, ȳ(t), ȳ
′(t))

]
η′(t) dt = 0.
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O Lema 1.2.1 implica na existência de uma constante c, que safisfaz

−
∫ t

a
Ly(s, ȳ(s), ȳ

′(s)) ds + Ly′(t, ȳ(t), ȳ
′(t)) = c, t ∈ [a, b]. (1.16)

Como a aplicação

[a, b] ∋ t 7−→ −
∫ t

a
Ly(s, ȳ(s), ȳ

′(s)) ds ∈ IR

é continuamente diferenciável, segue de (1.16) que a aplicação

[a, b] ∋ t 7−→ Ly′(t, ȳ(t), ȳ
′(t)) ∈ IR

também é continuamente diferenciável (apesar de exigirmos nas hipóteses do teorema apenas
ȳ ∈ C1[a, b]). Podemos então derivar a expressão (1.16) em relação a t, obtendo assim a
equação de Euler–Lagrange.

Não é posśıvel deduzir a equação de Euler–Lagrange integrando (1.15) por partes, como
na demonstração do Teorema 1.3.1, pois para diferenciar a aplicação t 7→ Ly′(t, ȳ(t), ȳ

′(t)) é
preciso usar a regra de cadeia e a função ȳ, envolvida na composição, não é suficientemente
regular. Entretanto é posśıvel provar a diferenciabilidade de ȳ′ em todo t0 ∈ [a, b] com
Ly′y′(t0, ȳ(t0), ȳ

′(t0)) 6= 0, caso L seja uma função C3.
As considerações feitas na Observação 1.3.2, sobre as condições de contorno naturais,

continuam válidas no caso L ∈ C1, ȳ ∈ C1, como o leitor pode facilmente verificar.

Definição 1.3.4 As soluções da equação diferencial de Euler–Lagrange (desconsiderando
as condições de contorno) são denominadas funções estacionárias ou extremais, inde-
pendente do fato de serem ou não soluções do problema variacional. 2 2 2

Observação 1.3.5 Suponha que L é uma aplicação continuamente diferenciável e que y ∈
Yad é uma função estacionária. Integrando a equação de Euler–Lagrange obtemos

Ly′(t, y, y
′) =

∫ t

a
Ly(s, y(s), y

′(s)) ds + const. (1.17)

Fazendo a hipótese extra y ∈ C2[a, b], segue da equação de Euler–Lagrange

d

dt
L(t, y, y′) = Lt(t, y, y

′) + Ly(t, y, y
′)y′ + Ly′(t, y, y

′)y′′ = Lt(t, y, y
′) +

d

dt
[Ly′(t, y, y

′)y′],

que pode ser reescrito como

Lt(t, y, y
′) =

d

dt
[L(t, y, y′) − y′Ly′(t, y, y

′)].

Integrando esta expressão, obtemos a equação

L(t, y, y′) − y′Ly′(t, y, y
′) =

∫ t

a
Lt(s, y(s), y

′(s)) ds + const. (1.18)
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que é conhecida como primeira integral da equação de Euler–Lagrange. Note a seme-
lhança com a equação (1.17), assim como o fato da exigência ȳ ∈ C2[a, b] não aparecer
explicitamente na equação.

A equação (1.18) pode ainda ser deduzida no caso geral em que o extremal y é uma
função apenas C1[a, b]. Uma demonstração simples, porém trabalhosa, pode ser encontrada
em [Tr, Caṕıtulo 6]. A demonstração é levada a cabo acoplando-se a abordagem variacional
com mudanças de coordenadas convenientes. 2 2 2

1.4 Três Problemas Variacionais Clássicos

Os exemplos a seguir ilustram como a equação de Euler–Lagrange é utilizada para determi-
nar a solução de alguns problemas clássicos do cálculo variacional. São esses: determinação
de geodésicas no plano; determinação de geodésicas na esfera; a Braquistócrona.

Exemplo 1.4.1 Analisamos o problema de encontrar, dados dois pontos (t0, y0) e (t1, y1)
no plano, a curva de menor comprimento que os une. Representamos as curvas admisśıveis
com parametrizações do tipo

y : [t0, t1] ∋ t 7→ y(t) ∈ IR ; y(t0) = y0, y(t1) = y1.

Supondo as curvas admisśıveis continuamente diferenciáveis, obtemos o seu comprimento
pela expressão

J(y) :=

∫ t1

t0

√
1 + y′(t) dt.

Logo, o problema variacional pode ser formulado como:




Minimizar J(y) =

∫ t1

t0

L(t, y(t), y′(t)) dt

sujeito a

y ∈ {C1[t0, t1] | y(t0) = y0, y(t1) = y1}

com L(t, y, y′) = (1+(y′)2)1/2. Da equação de Euler–Lagrange concluimos que um extremal
satisfaz

0 = Ly − d

dt
Ly′ = 0 − d

dt

[
y′

(1 + (y′)2)1/2

]
.

Portanto,
y′

(1 + (y′)2)1/2
= const.

O que implica em y′ ser constante, ou seja, em y ser linear. 2 2 2

Exemplo 1.4.2 Consideramos agora o problema de, fixados dois pontos P e Q na superf́ıcie
da esfera de raio r, encontrar a curva de menor comprimento que os une. Estando a esfera
centrada na oŕıgem, parametrizamo-a localmente pelas coordenadas:

r(cos t cos y, sin t cos y, sin y) com t ∈ (0, 2π), y ∈ (−π
2
,
π

2
).
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t
t=a

Meridianos

(t,y(t))

P
Q

t=b

Figura 1.1: Curva admisśıvel unindo os pontos P e Q.

por simplicidade são consideradas apenas curvas que cortam cada meridiano em apenas
um ponto. Tais curvas podem ser parametrizadas usando a latitude t como parâmetro. A
longitude y de um ponto da curva é dada por uma função y(t) da variável independente t
(veja Figura 1.1). Uma curva é então representada por

[a, b] ∋ t 7−→ r(cos t cos y(t), sin t cos y(t), sin y(t)) ∈ IR3.

Suponha que os pontos a serem unidos sejam parametrizados por: (a, ya), (b, yb). Quando
y é continuamente diferenciável, o comprimento da curva correspondente é dado por

I(y) =

∫ b

a
r
√

cos2 y(t) + y′(t)2 dt.

Logo, L(t, y, y′) = r(cos2 y(t) + y′(t)2)1/2. Da primeira integral da equação de Euler (1.18)
obtemos a identidade

− cos2 y = A
√

cos2 y + (y′)2,

com A constante. Obviamente A ∈ (−1, 0) e ainda

A2(y′)2 = cos4 y −A2 cos2 y.

Usando separação de variáveis, conclúımos que

Ady

(cos4 y −A2 cos2 y)1/2
= dt.

Logo ∫
Ady

cos y(cos2 y −A2)1/2
= ±(t− a) + B,

com B constante. Fazendo a mudança de variáveis u = tan y, obtemos finalmente

y(t) = arctan(

√
1 −A2

A
sin(±(t− a) +B)),
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onde as constantes A e B são determinadas apartir dos dados a, b, ya, yb.
Note que o equador ȳ = 0 (A = −1) é um extremal. Contudo, se b − a > π, uma das

partes do equador não é o caminho mais curto. Tal fato nos leva a concluir que pequenas
partes desta curva determinam o caminho mais curto, enquanto que longas partes não o
fazem.3 2 2 2

Exemplo 1.4.3 (Braquistócrona) Discutimos neste exemplo um problema que influenci-
ou fortemente o desenvolvimento inicial do cálculo de variações. Em 1696 Johann Bernoulli
propôs o seguinte problema:

Sejam P0 e P1 dois pontos dados sobre um plano vertical. Deve ser
encontrada uma curva unindo esses dois pontos do sorte que um ponto
de massam partindo de P0 que a percorra sob a influência somente
de seu próprio peso, alcance P1 no menor tempo posśıvel. Considere
ainda a velocidade inicial v0 dada.

Tal problema foi formulado originalmente por Galileo em 1638, que acreditava ser a solução
do problema um arco de circunferência. Outros matemáticos da época como Leibniz, Jakob
Bernoulli e Newton (que resolveu o problema anonimamente, usando um pseudônimo) se
interessaram pelo problema, que possui a peculiaridade de ter sido proposto por Johann
Bernoulli na forma de desafio.4

Influenciado por Leibnitz, J. Bernoulli deu ao problema o nome de Braquistócrona (do
grego brachystos – mı́nimo, chronos – tempo) e usando o prinćıpio de refração de Fermat
(veja, e.g, [Wei, Caṕıtulo 5]) obteve a seguinte formulação variacional para o problema:5





Minimizar J(y) :=

∫ x1

x0

(
1 + (y′)2

2gy + c

)1/2

dx

sujeito a

y ∈ {C1[x0, x1] | y(x0) = y0, y(x1) = y1}

onde g é a constante gravitacional e c = cg,v0,y0 é a energia total do corpo (cinética +
potencial) no instante inicial. Note que o integrando é autônomo, i.e. L = L(y, y′). Logo,
segue da primeira integral da equação de Euler (1.18) que

const. = L(y, y′) − y′Ly′(y, y
′) =

(1 + (y′)2)1/2

(2gy + c)1/2
− y′

(1 + (y′)2)−1/2

(2gy + c)1/2
y′.

Após alguma manipulação algébrica, obtemos a equação diferencial

(2gy + c) (1 + (y′)2) = const. (1.19)

3O tratamento de problemas como o surgido neste exemplo foi motivo de investigação por Karl Jakobi,
que através da teoria de campos de extremais conseguiu esclarecer quando uma função estacionária deixa
de ser solução do problema variacional. Maiores detalhes podem ser encontrados, e.g. em [Tr, Caṕıtulo 9].

4Para mais detalhes históricos consulte [Gol].
5Para detalhes veja, e.g., [Gol], [Tr].
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P0

P1

x

y

Figura 1.2: Ciclóide: solução do problema da Braquistócrona

Fazendo a hipótese simplificadora c = 0 (que corresponde ao caso particular v0 = y0 =
0), obtemos no lugar de (1.19) a equação diferencial

y (1 + (y′)2) = A. (1.20)

Para resolver esta equação diferencial, supomos o extremal y da forma y(x) = A sin2(1
2θ(x)).

Substituindo esta expressão em (1.20), obtemos y′ =
√

(A− y)/y; de onde segue

A sin(θ2 ) cos(θ2 )
dθ

dx
=

cos(θ2)

sin(θ2)
.

Portanto, dx = A sin2(θ2 )dθ, ou ainda

x = B +
1

2
A (θ − sin θ).

Sendo assim, obtemos para o extremal y a seguinte pramatrização:

γ : [θ0, θ1] ∋ θ 7−→ (b+ a(θ + sin θ), a(1 + cos θ)) ∈ IR2,

onde os parâmetros a, b são determinados pelas condições de contorno γ(θ0) = (x0, y0),
γ(θ1) = (x1, y1). Tal curva é denominada ciclóide (veja Figura 1.2). 2 2 2

1.5 Extremais Diferenciáveis por Partes

No Parágrafo 1.3, consideramos como admisśıveis apenas as funções continuamente diferen-
ciáveis. Essa hipótese é bastante restritiva e faz com que determinados problemas varia-
cionais não possuam solução (veja, e.g., Exemplo 1.5.1). Neste parágrafo exigimos menos
regularidade dos candidatos à solução do problema variacional e novamente buscamos con-
dições necessárias para otimalidade.
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Exemplo 1.5.1 Considere um problema variacional escalar com integrando

L(t, y(t), y′(t)) := (1 − (y′)2)2.

Obviamente temos L(t, y, y′) = 0 quando |y′| = 1 e L(t, y, y′) > 0 caso contrário. Portanto,
as funções com derivada igual a ±1 por partes são as candidatas naturais à solução do
problema variacional





Minimzar I(y) :=

∫ b

a
(1 − [y′(t)]2)2 dt

sujeito a

y ∈ Yad := {y ∈ C1[0, 1] | y(0) = y0, y(1) = y1}.

Entretanto, apenas para poucos pares de condições de contorno {y0, y1}, existe uma solução
C1[0, 1] para o problema variacional. Em muito maior número são as condições de contorno
para as quais os extremais são funções apenas cont́ınuas, do tipo zig-zag. 2 2 2

O Exemplo 1.5.1 ilustra a necessidade de definirmos classes de funções, que são cont́ınuas
a menos de um núnero finito de pontos.

Definição 1.5.2 Uma função y : [a, b] → IR é denominada cont́ınua por partes, nota-
se y ∈ Ĉ[a, b], quando existe uma partição a = t0 < · · · < tn+1 = b tal que para todo
i = 0, . . . , n a restrição y|(ti,ti+1) possui uma extenção cont́ınua ao intervalo [a, b].

Uma função cont́ınua y : [a, b] → IR é denominada cont́ınuamente diferenciável por
partes, nota-se y ∈ Ĉ1[a, b], quando existe uma partição a = t0 < · · · < tn+1 = b tal que
para todo i = 0, . . . , n a restrição y|(ti,ti+1) possui uma extenção continuamente diferenciável
ao intervalo [a, b]. 2 2 2

Observação 1.5.3 Os conjuntos Ĉ[a, b] e Ĉ1[a, b] são espaços vetoriais (normalisáveis) so-
bre IR. Como Ĉ1[a, b] ⊂ C[a, b], então ‖ · ‖∞ define uma norma em Ĉ1[a, b]. Entretanto, de
especial interesse para este espaço é a norma definida por

||f ||1,∞ := max
t∈[a,b]

|f(t)| + max
t∈[a,b]

|f ′(t)|.

É importante ressaltar que o espaço vetorial normado assim obtido não é completo (Banach),
pois o número de pontos de discontinuidade em uma sequência de funções pode se tornar
ilimitado. 2 2 2

No lema a seguir é apresentada uma versão do teorema fundamental do cálculo para
funções em Ĉ1[a, b]. Este resultado será utilisado no final deste parágrafo, para obter as
desejadas condições necessárias de otimalidade.

Lema 1.5.4 Seja y ∈ Ĉ1[a, b]. Então vale a identidade

y(t) = y(a) +

∫ t

a
y′(s) ds, t ∈ [a, b].
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Demonstração: Note que y′ é cont́ınua a menos de um número finito de pontos, portanto
existe a integral (de Riemann)

∫ t

a
y′(s) ds, t ∈ [a, b].

Sejam t1, . . . , tn os pontos de discontinuidade de y′. Para t ∈ [tk, tk+1] temos

y(t) − y(a) = y(t) − y(tk) +

k−1∑

l=0

[y(tl+1) − y(tl)]

=

∫ t

tk

y′(s) ds +
k−1∑

l=0

∫ tl+1

tl

y′(s) ds =

∫ t

a
y′(s) ds

e o lema fica provado.

Corolário 1.5.5 Seja y ∈ Ĉ1[a, b]. São verdadeiras as afirmações:

a) Se
∫ b
a y

′(s)2ds = 0 então y′ ≡ 0;

b) Se y′(t) = 0 em todos os pontos t onde y é diferenciável, então y é constante.

Demonstração: Sejam t1, . . . , tn os pontos de discontinuidade de y′, t0 = a e tn+1 = b.
Da identidade

0 =

∫ b

a
y′(s)2 ds =

n∑

k=0

∫ tk+1

tk

y′(s)2 ds,

temos que

y′|[tk,tk+1] = 0, 0 ≤ k ≤ n.

Provando assim o ı́tem (a). O ı́tem (b) segue imediatamente do Lema 1.5.4.

O lema a seguir discute um modo de encontrar uma aproximação suave para uma função
diferenciável por partes, isto é, como aproximar uma função apenas Ĉ1 por outra C1.
É importante observar que, no processo descrito, a derivada da aproximação é mantida
limitada pela derivada da função original.

Lema 1.5.6 Seja ŷ ∈ Ĉ1[a, b] e t1, . . . , tn os pontos de discontinuidade de ŷ′. Então é
posśıvel encontrar constantes A ∈ IR e δ0 > 0, tais que para todo δ ∈ (0, δ0) existe y ∈
C1[a, b] satisfazendo

a) y|R = ŷ, onde R = [a, b] \⋃nl=0[tl − δ, tl + δ];

b) max
t∈[a,b]

|y′(t)| ≤ 4 max
t∈[a,b]

|ŷ′(t)|;

c) max
t∈[a,b]

|y(t) − ŷ(t)| ≤ Aδ.

Demonstração: Basta provar o resultado para partições com apenas um ponto t̂. Escolha
δ0 > 0 tal que [t̂− δ0, t̂+ δ0] ⊂ (a, b). Seja δ ∈ (0, δ0).
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t̂−δ t̂ t̂+δ

h g(t)
ŷ′(t)

A1

A2

Figura 1.3: Construção da função g no Teorema 1.5.6

A idéia por trás da suavisação consiste em substituir a derivada ŷ′ por uma poligonal
cont́ınua em [t̂ − δ, t̂ + δ] e não alterar ŷ fora deste intervalo. Dada uma constante h ∈ IR
defina a função

g(t) :=





ŷ′(t) , |t− t̂| > δ
−(t− t̂)δ−1ŷ′(t̂− δ) + (t− t̂+ δ)δ−1h , t ∈ [t̂− δ, t̂]

−(t− t̂− δ)δ−1h+ (t− t̂)δ−1ŷ′(t̂+ δ) , t ∈ [t̂, t̂+ δ]

Apartir dáı, defina a função y ∈ C1[a, b]

y(t) := ŷ(a) +

∫ t

a
g(s) ds, t ∈ [a, b].

Escolhemos agora h de modo que y = ŷ em [a, b] \ [t̂− δ, t̂+ δ], satisfazendo assim (a). Este
é o caso quando a condição

∫ t̂+δ

t̂−δ
g(s) ds =

∫ t̂+δ

t̂−δ
ŷ′(s) ds =: Aδ

é satisfeita. Na Figura 1.3, observamos que isto equivale a exigir que as áreas A1 e A2 sejam
iguais. Note que Aδ = hδ + δ

2 [ŷ′(t̂− δ) + ŷ′(t̂+ δ)]. Escolhemos portanto

h =
Aδ
δ

− 1

2
[ŷ′(t̂− δ) + ŷ′(t̂+ δ)].

Definindo agora M := max
t∈[a,b]

|ŷ′(t)| obtemos

|Aδ| ≤ 2δM e |h| ≤ 3M.

Da definição de g, segue que para todo t ∈ [a, b]

|y′(t)| = |g(t)|
≤ max{ |ŷ′(t)|, |ŷ′(t̂− δ)| + |h|, |h| + |ŷ′(t̂+ δ)| }
≤ M + |h|
≤ 4M,
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provando assim (b). Para determinar A em (c) basta observar que

|y(t) − ŷ(t)| ≤
∫ t

t̂−δ
|y′(s) − ŷ′(s)| ds ≤

∫ t̂+δ

t̂−δ
(|y′(s)| + |ŷ′(s)|) ds ≤ 10M δ.

Fica assim provado o teorema.

Estamos agora em condições de obter condições necessárias de otimalidade para pro-
blemas variacionais formulados em Ŷad. Antes porém, analisamos uma importante corres-
pondência existente entre as soluções do problema (1.2) e do problema





Minimzar I(y) :=

∫ b

a
L(t, y(t), y′(t)) dt

sujeito a

y ∈ Ŷad := {y ∈ Ĉ1[a, b] | y(a) = ya, y(b) = yb}.

(1.21)

A fim de simplificar a notação, denominamos os problemas (1.2) e (1.21) por problemas (P )
e (P̂ ) respectivamente. Observe que o conceito de mı́nimo local fraco na Definição 1.1.3 é
naturalmente extendido ao problema (P̂ ), bastando para isso substituir o espaço Yad por
Ŷad naquela definição.

Teorema 1.5.7 Seja L : [a, b]× IR× IR → IR uma aplicação cont́ınua. Se ȳ ∈ Yad é mı́nimo
local fraco do problema (P ), então ȳ também é mı́nimo local fraco do problema (P̂ ).

Demonstração: Se ȳ é mı́nimo local fraco de (P ) então existe ε > 0 tal que

I(ȳ) ≤ I(v), ∀v ∈ Sε := {v ∈ Yad | ‖v − ȳ‖1,∞ < ε}.

Tome ŷ ∈ Ŷad com ‖ŷ − ȳ‖1,∞ < ε/5. Dado δ > 0 suficientemente pequeno, o Lema 1.5.6
garante a existência de vε,δ ∈ C1[a, b] tal que

‖vε,δ − v‖∞ ≤ Aδ e ‖v′ε,δ‖∞ ≤ 4‖v′‖∞,

onde v := ŷ − ȳ ∈ Ĉ1[a, b] e a constante A depende apenas de ŷ e ȳ. Definindo a função
yε := ȳ + vε,δ ∈ Yad, temos

‖yε − ȳ‖1,∞ = ‖vε,δ‖1,∞ = ‖vε,δ‖∞ + ‖v′ε,δ‖∞
≤ ‖vε,δ − v‖∞ + ‖v‖∞ + 4 ‖v′‖∞
≤ Aδ + 4 ‖ŷ − ȳ‖1,∞

≤ Aδ +
4 ε

5
.

Logo, yε ∈ Sε se escolhermos δ < ε/5A. Temos assim

I(ŷ) ≥ I(yε) − |I(yε) − I(ŷ)|
≥ I(ȳ) − |I(ȳ + vε,δ) − I(ȳ + v)|

≥ I(ȳ) −
∫ t̂+δ

t̂−δ
|L(t, ȳ + vε,δ, (ȳ + vε,δ)

′) − |L(t, ȳ + v, (ȳ + v)′)| dt.
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Tomando o limite δ → 0, a integral do lado direito converge a zero e obtemos a desigualdade
I(ŷ) ≥ I(ȳ).

Resumindo, o Teorema 1.5.7 garante que toda solução C1 é também uma solução Ĉ1 de
um problema variacional. Este resultado permanece válido para problemas com condições
de contorno naturais (veja Observação 1.3.2). É ainda posśıvel provar um resultado análogo
para mı́nimos globais.

A rećıproca do Teorema 1.5.7 não é verdadeira, conforme ilustra o exemplo a seguir.

Exemplo 1.5.8 Considere a função L(t, y, y′) := y2(1 − y′)2 definida em [a, b] = [−1, 1], e
as condições de contorno ya = 0, yb = 1. Observe que a função

ȳ(t) :=

{
0 , t ≤ 0
t , t ≥ 0

é um mı́nimo global de I em Ŷad, pois I(ȳ) = 0. Verificamos a seguir que não existe outro
mı́nimo global. Suponha que y ∈ Ŷad é um outro mı́nimo. Como y(1) = 1, o escalar α
definido por

α := inf{β ∈ [−1, 1] | y(t) > 0, β < t ≤ 1}
necessariamente satisfaz α ∈ [−1, 1]. Da identidade I(y) = I(ȳ) = 0, obtemos y′(t) = 1
para t ∈ (α, 1], i.e.

y(t) = t, t ∈ [α, 1].

Como y é cont́ınua, segue da definição de α que α = 0. Logo

y(t) = t, t ∈ [0, 1].

Note agora que y(−1) = y(0) = 0. Note ainda que para todo t ∈ (−1, 0) com y(t) 6=
0, temos necessariamente y′(t) = 1. Logo, podemos concluir que y(t) = 0, t ∈ [−1, 0].
Conseqüentemente, o problema variacional não possui solução em Yad e a única solução em
Ŷad é a função ȳ. 2 2 2

O próximo teorema fornece as procuradas condições necessárias de otimalidade para o
problema variacional (P̂ ).

Teorema 1.5.9 Seja L : [a, b] × IR × IR continuamente diferenciável. Se ŷ ∈ Ŷad é um
mı́nimo local fraco do problema (P̂ ), então

a) existe uma constante c ∈ IR tal que

Ly′(t, ŷ(t), ŷ
′(t)) =

∫ t

a
Ly(s, ŷ(s), ŷ

′(s)) ds + c, t ∈ [a, b]; (1.22)

b) ŷ satisfaz a condição de Weierstrass–Erdmann

Ly′(t, ŷ(t−), ŷ′(t−)) = Ly′(t, ŷ(t+), ŷ′(t+)), t ∈ (a, b); (1.23)

c) ŷ satisfaz a equação de Euler–Lagrange nos pontos t ∈ (a, b) de continuidade de ŷ′.
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Demonstração: Dado ε0 > 0 escolha η ∈ Ĉ1[a, b] com η(a) = η(b) = 0. Como ŷ é mı́nimo
local temos δI(ŷ; η) = 0. Da hipótese de difenciabilidade de L, segue que 0 = δI(ŷ; η) =
d
dεI(ŷ + εη)|ε=0, i.e.

∫ b

a
[Ly(s, ŷ(s), ŷ

′(s)) η(s) + Ly′(s, ŷ(s), ŷ
′(s)) η′(s) ] ds = 0.

Integrando por partes obtemos

∫ b

a

[
−
∫ s

a
Ly(r, ŷ(r), ŷ

′(r)) dr + Ly′(s, ŷ(s), ŷ
′(s))

]
η′(s) ds = 0. (1.24)

Escolhemos agora a constante c (usando o teorema do valor médio) de forma que a função
v ∈ Ĉ1[a, b] definida por

v(t) :=

∫ t

a

[
−
∫ s

a
Ly(r, ŷ(r), ŷ

′(r)) dr + Ly′(s, ŷ(s), ŷ
′(s)) − c

]
ds

satisfaça a condição
v(a) = v(b) = 0.

Tomando agora f(s) := −
∫ s
a Ly(r, ŷ(r), ŷ

′(r)) dr + Ly′(s, ŷ(s), ŷ
′(s)), s ∈ [a, b], segue da

equação (1.24)

∫ b

a
v′(s)2 ds =

∫ b

a
[f(s) − c]2 ds =

∫ b

a
f(s) [f(s) − c] ds − c

∫ b

a
[f(s) − c] ds

= 0 − c

∫ b

a
f(s) ds + c2(b− a) = 0.

O Corolário 1.5.5 nos permite concluir que v′ ≡ 0 em [a, b], o que implica em

−
∫ t

a
Ly(s, ŷ(s), ŷ

′(s)) ds + Ly′(t, ŷ(t), ŷ
′(t)) − c = 0, t ∈ [a, b].

Fica assim provado o ı́tem a). Para provar b), basta observar que (1.22) implica na conti-
nuidade da aplicação t 7→ Ly′(t, ŷ(t), ŷ

′(t)) em [a, b].
Provamos agora c). Se ŷ′ é cont́ınua no ponto t ∈ (a, b), segue de (1.22) que a aplicação

s 7−→ Ly′(s, ŷ(s), ŷ
′(s))

é continuamente diferenciável em uma vizinhança de t. Logo, a Equação de Euler–Lagrange
é obtida simplesmente derivando-se (1.22), como na demonstração do Teorema 1.3.3.

Resumindo, o Teorema 1.5.9 garante que um mı́nimo local fraco do problema (P̂ ) satisfaz
a equação de Euler–Lagrange nos pontos de continuidade de sua derivada. Mais ainda, as
únicas discontinuidades posśıveis em um mı́nimo local fraco, são aquelas que preservam a
continuidade da aplicação

t 7−→ Ly′(t, ŷ(t), ŷ
′(t)).
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Esta condição (veja também (1.23)) é denominada condição de Weierstraß–Erdmann.
É posśıvel ainda provar que um mı́nimo local fraco do problema (P̂ ) satisfaz a primeira
integral de equação de Euler–Lagrange e que a aplicação

t 7−→ L(t, ŷ(t), ŷ′(t)) − ŷ′(t)Ly′(t, ŷ(t), ŷ
′(t))

é cont́ınua (veja Exerćıcios 1.3 e 1.4). Esta última condição é conhecida como segunda
condição de Weierstraß–Erdmann.

1.6 Problemas Vetoriais

Extendemos neste parágrafo, para problemas variacionais vetoriais, as condições necessárias
de otimalidade obtidas para os problemas escalares. Considere para tanto o problema
variacional





Minimzar I(y) :=

∫ b

a
L(t, y(t), y′(t)) dt

sujeito a

y ∈ Ŷad := {y ∈ Ĉ1([a, b]; IRn) | y(a) = ya, y(b) = yb},

(1.25)

onde L ∈ C1([a, b] × IR2n; IR) e ya, yb ∈ IRn são dados. Nos problemas vetoriais as funções
admisśıveis são aplicações vetoriais: y(t) = (y1(t), . . . , yn(t)), com yj ∈ Ĉ1[a, b].

O resultado a seguir generaliza para o problema (1.25) as condições necessárias obtidas
para o problema variacional escalar (1.21).

Teorema 1.6.1 Seja L : [a, b] × IR2n → IR continuamente diferenciável. Se ŷ ∈ Ŷad é
mı́nimo local fraco do problema (1.25), então ŷ satisfaz a equação vetorial de Euler–Lagrange

d

dt
Ly′(t, ŷ, ŷ

′) = Ly(t, ŷ, ŷ
′)

nos pontos t ∈ [a, b] de continuidade de ŷ′. Também é satisfeita a primeira integral da
equação de Euler6

L(t, ŷ, ŷ′) − 〈ŷ′(t), Ly′(t, ŷ, ŷ′)〉 =

∫ t

a
Lt(s, ŷ(s), ŷ

′(s)) ds + const., t ∈ [a, b].

Além disso, nos pontos t ∈ [a, b] de discontinuidade de ŷ′ são satisfeitas as condições de
Weierstraß–Erdmann

Ly′(t−, ŷ(t−), ŷ′(t−)) = Ly′(t+, ŷ(t+), ŷ′(t+)) e [L− 〈ŷ′, Ly′〉](t−) = [L− 〈ŷ′, Ly′〉](t+).

(Note que a primeira condição de Weierstraß–Erdmann é vetorial, enquanto que a segunda
é dada por uma equação escalar.)

Demonstração: É deixada como exerćıcio por ser análoga a demonstração do Teore-
ma 1.5.9 (basta deduzir as equações vetoriais componente a componente).

6Note que a primeira integral é uma equação é escalar, enquanto que a equação de Euler–Lagrange é
vetorial.
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Nos problemas vetoriais considerados neste parágrafo a função objetivo é escalar. Em
muitos problemas de controle ótimo (e em seus correspondentes variacionais) é conveniente
considerar funções objetivo vetoriais, i.e. I : Ŷad → IRk. Uma alternativa neste caso é
utilizar o conceito de Pareto otimalidade para eleger uma estratégia ótima (veja, e.g.,
[Lei, Caṕıtulo 17]).

1.7 Exerćıcios

1.1 Calcule a primeira integral da Equação de Euler–Lagrange quando L = L(t). Mostre
que as funções lineares são estacionárias.

1.2 Prove que se g, h ∈ C[a, b] são tais que

∫ b

a
[g(t)v(t) + h(t)v′(t)] dt = 0,

para todo v ∈ C1
0 [a, b], então h ∈ C1[a, b] e h′ = g.

(Sugestão: Veja demonstração do Teorema 1.3.3.)

1.3 Seja L uma aplicação C1. Mostre que todo mı́nimo local fraco ŷ ∈ Ŷad ∩ C2[a, b] do
problema (P̂ ) satisfaz a primeira integral da Equação de Euler–Lagrange

L(ŷ, ŷ′) − ŷ′Ly′(ŷ, ŷ
′) = const.

1.4 Seja L uma aplicação C1 e ŷ ∈ Ŷad um mı́nimo local fraco do problema (P̂ ). Mostre
que a segunda condição de Weierstrass–Erdmann

(
L− ŷ′Ly′

)
(t−) =

(
L− ŷ′Ly′

)
(t+), t ∈ (a, b)

é satisfeita.
(Sugestão: Use o fato de ŷ satisfazer a primeira integral da equação de Euler–Lagrange.)
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Caṕıtulo 2

Problemas Variacionais e Controle

Ótimo

Neste caṕıtulo apresentamos um paralelo entre problemas do cálculo de variações e proble-
mas de controle ótimo. O objetivo principal é comparar as condições de otimalidade para
ambas as famı́lias de problemas.

Iniciamos o caṕıtulo apresentando os problemas de controle ótimo. A seguir, estudamos
condições necessárias de otimalidade para problemas variacionais restritos e aplicamo-as a
problemas de controle ótimo correspondentes. Os dois últimos parágrafos são dedicados a
análise de condições de otimalidade para problemas de controle.

O Parágrafo 2.1 é dedicado a formulação matemática dos problemas de controle ótimo.
Na seqüência, são estudados no Parágrafo 2.2 problemas variacionais com condições de con-
torno transversais, restrições isoperimétricas e restrições lagrangeanas (veja Parágrafo 1.1).
As condições de otimalidade obtidas para estes problemas são aplicadas na análise de pro-
blemas de controle ótimo correspondentes.

No Parágrafo 2.3 analisamos problemas de controle ótimo sujeitos a um tipo de restrição
muito utilisada em aplicações modeladas por equações escalares. O desenvolvimento é base-
ado na análise dos problemas variacionais correspondentes. O interesse em tais problemas
de controle está no fato das soluções serem do tipo bang-bang.

Nos dois últimos Parágrafos, 2.4 e 2.5, estudamos, sob hipóteses adicionais de conve-
xidade, a suficiência e necessidade para otimalidade de um conjunto especial de condições
(prinćıpio do máximo).

2.1 Problemas de Controle Ótimo: Apresentação

Em um problema de controle, uma variável de estado z = z(t) ∈ IRn dependente do
tempo evolui de acordo com uma dada dinâmica

z′(t) = f(t, z(t), u(t)), t > t0 (2.1)

apartir de um estado (condição) inicial z(t0) = z0. Aqui f : IR×IRn×IRm → IRn corresponde
ao modelo estudado, z0 ∈ IRn é o estado inicial do sistema e u : IR → IRm é um parâmetro

27
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livre influenciando a dinâmica, denominado controle do sistema. Em muitos problemas é
também fornecida uma condição de contorno final z(t1) = z1, ou ainda uma condição de
contorno transversal. A equação (2.1) é denominada equação de estado.

Nos problemas de controle ótimo considerados neste caṕıtulo, a tarefa que se impõe é a
de minimizar funcionais do tipo

J(u, z) :=

∫ t1

t0

L(t, z(t), u(t)) dt,

com L : IR × IRn × IRm → IR, onde z e u estão relacionados pela dinâmica z′ = f(t, z, u),
t ∈ (t0, t1) e ainda z(0) = z0, z(t1) = z1, u ∈ Uad.

O conjunto Uad é denominado conjunto de controles admisśıveis, sendo usualmente
escolhido como subconjunto de C([t0, t1]; IR

m), Ĉ([t0, t1]; IR
m) ou L1([t0, t1]; IR

m). Note que
diferentes escolhas de Uad implicam em diferentes graus de regularidade de z e também
determinam o conceito que deve ser utilizado para definir a solução do problema de valor
inicial em (2.1).

Podemos formular o problema de controle ótimo descrito acima na forma resumida





Minimzar J(u, z) :=

∫ t1

t0

L(t, z(t), u(t)) dt

sujeito a u ∈ Uad,
z′ = f(t, z, u), t ∈ (t0, t1), z(0) = z0, z(t1) = z1.

A analogia entre os problemas de controle ótimo e os problema do cálculo de variações se
torna evidente quando observamos que, no caso particular f(t, z, u) = u, o problema acima
toma a forma do problema variacional (1.2). É exatamente esta semelhança que nos permite
comparar as condições de otimalidade para ambas as classes de problemas.

Assim como os problemas variacionais, os problemas de controle ótimo podem ser for-
mulados com condições de contorno transversais, restrições lagrangeanas ou restrições isope-
rimétricas. No próximos dois parágrafos tratamos problemas variacionais restritos e proble-
mas de controle que podem ser analisados usando as condições obtidas para tais problemas
variacionais.

No problema acima os tempos inicial e final são dados (tempo fixo), porém o tempo
final pode ser uma das incógnitas no problema de controle ótimo (tempo livre). De
interesse são ainda os problemas formulados no intervalo [t0,∞) (horizonte infinito), assim
como problemas em que são admitidas discontinuidades na variável de estado z (problemas
impulsivos). Tais problemas de controle são abordados no caṕıtulo seguinte, juntamente
com uma formulação bastante geral do problema acima.

2.2 Problemas Variacionais com Restrição

Com a intenção de contruir um paralelo entre as condições de otimalidade do cálculo vari-
acional e do controle ótimo, analizamos neste parágrafo problemas variacionais em que são
impostas restrições as trajetórias admisśıveis.
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O interesse no estudo dos problemas (2.2), (2.6) e (2.10) para a teoria de controle ótimo
se deve ao fato de que diversas famı́lias de problemas possuem equação de dinâmica da
forma: z′(t) = u(t); ou ainda z′(t) = f1(t, z) + f2(t, z)u(t), com f2(t, z) 6= 0. Neste caso
é posśıvel reescrever os problemas de controle ótimo como problemas variacionais e assim
utilizar as condições necessárias apresentadas neste parágrafo.

Antes de iniciarmos a análise dos problemas variacionais restritos, apresentamos uma
versão do teorema de multiplicadores de Lagrange em espaços vetoriais genéricos. Para tan-
to, consideramos que tanto a função objetivo quanto a restrição são descritas por aplicações
Gâteaux diferenciáveis.

Teorema 2.2.1 (Lagrange) Seja Y um espaço vetorial normado e I, G aplicações de Y
em IR. Suponha que as variações de Gâteaux δI(y, v), δG(y, v) estão bem definidas para
y, v ∈ Y e ainda que para cada y, v ∈ Y tenhamos δI(yn, v) → δI(y, v), δG(yn, v) → δG(y, v)
sempre que yn → y em Y .1 Se ȳ é um mı́nimo local de I sujeito a restrição G(y) = 0, então
ou δG(ȳ, ·) ≡ θ, em Y ou existe um multiplicador λ ∈ IR, tal que

δI(ȳ, v) = λ δG(ȳ, v), ∀v ∈ Y.

Demonstração: Veja, e.g., [Tr, Caṕıtulo 5].

Na realidade o teorema acima continua válido se exigimos continuidade fraca de δI e
δG apenas em ȳ. Uma conseqüência imediata do teorema de Lagrange é que os conjuntos
de ńıvel {y ∈ Y ; I(y) = I(ȳ)} e {y ∈ Y ;G(y) = 0} possuem o mesmo hiperplano tangente
em ȳ.

Condições de Contorno Transversais

Começamos por estudar os problemas variacionais com condições de contorno transversais.
Considere o problema





Minimzar I(y, T ) :=

∫ T

a
L(t, y(t), y′(t)) dt

sujeito a

T > a; σ(T, y(T )) = 0; y ∈ {y ∈ C1[a, T ] | y(a) = ya};

(2.2)

onde L ∈ C1([a, b]× IR2; IR), ya ∈ IR e σ ∈ C1([a, b]× IR; IR) com ∇σ 6= θ (a constante b ∈ IR
é tomada grande o bastante, de forma a não interferir na formulação do problema).

Note que nem o tempo final nem a condição de contorno final são especificados. A
condição final para as funções admisśıveis é fornecida pela curva de ńıvel zero da função σ
(veja Figura 2.1).

Suponha que (ȳ, T̄ ) com ȳ ∈ C1[a, T̄ ] é um mı́nimo local fraco para o problema (2.2).
Logo, para funções teste η ∈ C1

0 [a, T̄ ], temos

d

dε
I(ȳ + εη, T̄ )

∣∣∣∣
ε=0

= 0.

1Tal propriedade é denominada continuidade fraca da variação de Gâteaux.



30 CAPÍTULO 2. PROBLEMAS VARIACIONAIS E CONTROLE ÓTIMO

a

ya

T1 T2

σ(t, y) = 0

y1(t)

y2(t)

t

y

Figura 2.1: Condição de contorno transversal e funções admisśıveis

Argumentando agora como no Parágrafo 1.3, concluimos que ȳ satisfaz a equação de Euler–
Lagrange em (a, T̄ ). Temos assim as condições necessárias

y(a) = ya,
d

dt
Ly′(t, ȳ, ȳ

′) = Ly(t, ȳ, ȳ
′), t ∈ (a, T̄ ).

Falta ainda obter, como na Observação 1.3.2, uma condição de contorno natural que relaci-
one T̄ , o tempo final, com a função σ, que descreve a condição final. Essa condição natural é
obtida como conseqüência do teorema de multiplicadores de Lagrange (veja Teorema 2.2.1).

Defina Yad := {y ∈ C1[a, b] | y(a) = ya}. Note que os candidatos a solução do problema
variacional (2.2) são pares da forma (y, T ) ∈ Yad×IR ⊂ C1[a, b]×IR =: Y . Note ainda que Y
é um espaço vetorial normado com a norma do produto cartesiano ‖(y, T )‖ := ‖y‖1,∞ + |T |.
A função objetivo I está bem definida como uma aplicação de Y em IR e a variação de I
em (ȳ, T̄ ) na direção (η, γ) ∈ Y é dada por2

δI(ȳ, T̄ ; η, γ) = L(T̄ , ȳ, ȳ′) γ +

∫ T̄

a
[Ly(t, ȳ, ȳ

′)η(t) + Ly′(t, ȳ, ȳ
′)η′(t)] dt.

Como ȳ é estacionária em (a, T̄ ), podemos usar a equação de Euler–Lagrange para reescrever
o integrando da expressão acima. Obtemos assim

δI(ȳ, T̄ ; η, γ) = L(T̄ , ȳ, ȳ′) γ +

∫ T̄

a

d

dt

[
Ly′(t, ȳ, ȳ

′)η(t)
]
dt

= L(T̄ , ȳ, ȳ′) γ +
[
Ly′(t, ȳ, ȳ

′)η(t)
]T̄
a
.

Observe que a condição final transversal pode ser reescrita como G(y, T ) = 0, onde G : Y ∋
(y, T ) 7→ σ(T, y(T )) ∈ IR. Calculando a variação de Gâteaux de G em (ȳ, T̄ ) na direção
(η, γ) ∈ Y obtemos3

δG(ȳ, T̄ ; η, γ) = σt(T̄ , ȳ)γ + σy(T̄ , ȳ) [ȳ′(T̄ )γ + η(T̄ )].
2Lembre que δI(ȳ, T̄ ; η, γ) = (d/dε) I(ȳ + εη, T̄ + εγ)|ε=0.
3Note que δG(ȳ, T̄ ; η, γ) = (d/dε)σ(T̄ + εγ, (ȳ+ εη)(T̄ + εγ))|ε=0. Para simplificar a notação escrevemos

σ(T̄ , ȳ) ao invés de σ(T̄ , ȳ(T̄ )).
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O teorema de multiplicadores de Lagrange garante que se (ȳ, T̄ ) é um mı́nimo local de
I sujeito a restrição G(y, T ) = 0, então ou δG(ȳ, T̄ ; ·, ·) ≡ 0, ou existe um multiplicador
λ ∈ IR tal que δ(I + λG)(ȳ, T̄ ; ·, ·) ≡ 0. Como o primeiro caso implica em ∇σ(T̄ , ȳ(T̄ )) = θ,
podemos descartá-lo devido as hipóteses do problema (2.2).

Tomando funções teste η ∈ C1
0 [a, T̄ ] e γ 6= 0, temos

0 = δ(I + λG)(ȳ, T̄ ; η, γ) = L(T̄ , ȳ, ȳ′) γ + λ [σt(T̄ , ȳ) + σy(T̄ , ȳ) ȳ
′(T̄ )] γ. (2.3)

Enquanto que escolhendo (η, γ) com γ = η(a) = 0 e η(T̄ ) 6= 0, obtemos

Ly′(T̄ , ȳ, ȳ
′) η(T̄ ) + λσy(T̄ , ȳ) η(T̄ ) = 0,

i.e. λ = −Ly′(T̄ , ȳ, ȳ′) /σy(T̄ , ȳ). Substituindo em (2.3) temos

L(T̄ , ȳ, ȳ′)σy(T̄ , ȳ) = Ly′(T̄ , ȳ, ȳ
′) [σt(T̄ , ȳ) + σy(T̄ , ȳ) ȳ

′(T̄ )], (2.4)

que é a condição natural procurada. A condição (2.4) é denominada condição de trans-
versalidade. Podemos resumir a discussão acima na forma do seguinte teorema:

Teorema 2.2.2 Seja L ∈ C1([a, b]× IR2; IR), σ ∈ C1([a, b]× IR; IR) com ∇σ 6= θ. Se (ȳ, T̄ )
é um mı́nimo local fraco de I em Yad × IR restrito a σ(T, y(T )) = 0, então (ȳ, T̄ ) é solução
do problema de valor de contorno

{
Ly(t, y, y

′) − d
dt
Ly′(t, y, y

′) = 0, t ∈ (a, T )

y(a) = ya, L(T, y, y′)σy(T, y) = Ly′(T, y, y
′) [σt(T, y) + σy(T, y) y

′(T )].

Demonstração: Veja acima.

Observação 2.2.3 Tomando σ(T, y) = t−b no Teorema 2.2.2, fixamos o tempo final T = b
e deixamos livre a condição de contorno final. Podemos assim representar os problemas com
fronteira livre vistos no Parágrafo 1.3. Neste caso a condição de transversalidade se escreve
como

Ly′(b, y(b), y
′(b)) = 0,

que é exatamente a condição de contorno natural obtida na Observação 1.3.2.
Tomando σ(T, y) = y − yb no Teorema 2.2.2, deixamos o tempo final livre e fixamos a

condição de contorno final y(T ) = yb. Obtemos assim os denominados de problemas com
horizonte livre. Neste caso a condição de transversalidade toma a forma

L(T, y(T ), y′(T )) = y′(T )Ly′(T, y(T ), y′(T )).

2 2 2

Exemplo 2.2.4 (Controle Ótimo a uma Curva Alvo) Consideramos um problema de
controle ótimo sujeito a uma condição de contorno transversal. Suponha que a condição
inicial z(t0) = z0 ∈ IRn é fornecida e que, no tempo final t = t1, o estado final tenha que
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pertencer a uma dada curva C, a qual é descrita por C := {z ∈ Rn | σ(z) = 0}. Temos assim
o seguinte problema de controle:





Minimizar J(z, u) :=

∫ t1

t0

L(t, z(t), u(t))dt

sujeito a u ∈ Uad := Ĉ([t0, t1]; IR
m),

z′ = f(t, z, u), t ∈ (t0, t1), z(0) = z0, σ(z(1)) = 0,

com f : [t0, t1] × IRn × IRm → IRn, L : [t0, t1] × IRn × IRm → IR, σ : IRn → IR. No caso
particular m = n, f(t, z, u) = u, temos o seguinte prolema variacional correspondente:





Minimizar I(y) :=

∫ t1

t0

L(t, z(t), z′(t))dt

sujeito a

y ∈ Yad := {y ∈ Ĉ1([t0, t1]; IR
n) | y(t0) = z0}, σ(y(t1)) = 0.

Condições necessárias de otimalidade para o problema acima são dadas pela versão do
Teorema 2.2.2 para problemas vetoriais (veja Parágrafo 1.6), na forma da equação vetorial
de Euler–Lagrange e da condição de transversalidade

L(t1, y, y
′)∇yσ(t1, y) = Ly′(t1, y, y

′)
[
σt(t1, y) + 〈∇yσ(t1, y), y

′〉
]

(Verifique!). Como σ = σ(y), esta condição se reduz a

L(t1, y, y
′)∇σ(y) = 〈∇σ(y), y′〉Ly′(t1, y, y′) = cLy′(t1, y, y

′).

Usando a equação de Euler–Lagrange obtemos

L(t1, y, y
′)∇σ(y) = −cLy′(t1, y, y′).

Definindo o multiplicador de Lagrange (Prinćıpio do Máximo) λ(t) := −Ly′(t, y, y′) temos

λ(t1) = c∇σ(y(t1)). (2.5)

Portanto, a condição de transversalidade se traduz no fato do multiplicador de Lagrange ser
perpendicular a curva C no tempo final t1. O problema de controle ótimo acima se inclui na
classe de problemas abordada no Parágrafo 3.1. Compare a equação (2.5) com a condição
de contorno no ı́tem ii) do Teorema 3.1.2 (tome p = 1, L1 ≡ 0).

No caso escalar m = n = 1, o problema variacional se reduz a um problema com horizonte
livre e a condição de transversalidade é dada na Observação 2.2.3. 2 2 2
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Restrições Lagrangeanas

Obtemos agora condições necessárias para problemas variacionais com restrições lagrangea-
nas. Considere o problema





Minimzar I(y) :=

∫ b

a
L(t, y(t), y′(t)) dt

sujeito a

y ∈ Yad := {y ∈ C1([a, b]; IRn) | y(a) = ya, y(b) = yb} ;

G(t, y(t)) = 0, t ∈ [a, b] ;

(2.6)

onde L : [a, b] × IR2n → IR, G : [a, b] × IRn → IR e ya, yb ∈ IRn são dados. Note que no caso
escacalar n = 1, o problema de minimização perde o sentido, pois na maioria dos casos a
restrição G(t, y(t)) = 0 determina y completamente.

Teorema 2.2.5 Sejam L ∈ C2([a, b]×IR2n;R), G ∈ C2([a, b]×IRn;R) com Gy(t, y) 6= θ. Se
ȳ ∈ Yad é um mı́nimo local fraco de I em Yad sujeito a restrição lagrangeana G(t, y(t)) = 0,
t ∈ [a, b], então existe uma função (multiplicador) λ ∈ C[a, b] tal que

d

dt
[L+ λG]y′ = [L+ λG]y, t ∈ (a, b).

Demonstração: Seja τ ∈ (a, b). Como Gy(τ, ȳ(τ)) 6= θ, então para pelo menos um ı́ndice
1 ≤ j ≤ n temos Gyj (τ, ȳ(τ)) 6= 0. Por conveniência representamos y ∈ IRn por (yj , Y ), onde
yj é a j-ésima componente de y e Y ∈ IRn−1 é o vetor contendo as demais componentes.4

O teorema da função impĺıcita (ver [Ru2] ou [Wa1]) garante a existência de uma função
g ∈ C2(IR × IRn−1, IR) definida em uma vizinhança de (τ, Ȳ (τ)) tal que G(t, y) = 0 sse
yj = g(t, Y ). Sendo assim, podemos reescrever (localmente) a restrição do problema (2.6)
como: ∃ [c, d] ⊂ (a, b) com τ ∈ (c, d) e yj(t) = g(t, Y (t)), t ∈ [c, d].

Definindo o conjunto V := {Y ∈ C1([a, b]; IRn−1) |Y (t) = Ȳ (t), t 6∈ (c, d)}, podemos
construir para cada Y ∈ V a função

yj(t) :=

{
g(t, Y (t)) , t ∈ (c, d)
ȳj(t) , t 6∈ (c, d)

obtendo assim y(t) := (yj(t), Y (t)) ∈ Yad que obviamente satisfaz G(t, y(t)) = 0, t ∈ [a, b].
Definimos agora o funcional

Ĩ : C1([a, b]; IRn−1) −→ IR
Y (t) 7−→ I(g(·, Y ), Y )

Por construção temos

Ĩ(Y ) =

∫ b

a
L(t, yj , Y, y

′
j, Y

′) dt,

4Em particular temos ȳ(t) = (ȳj(t), Ȳ (t)).
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onde yj(t) = g((t), Y (t)) e y′j(t) = (d/dt) g((t), Y (t)) = gt(t, Y ) + gY (t, Y )Y ′. Definindo

L̃(t, Y, Y ′) := L(t, yj, Y, y
′
j, Y

′) podemos escrever

Ĩ(Y ) =

∫ b

a
L̃(t, Y, Y ′) dt =

∫ d

c
L̃(t, Y, Y ′) dt + const.

para todo Y ∈ V . Como ȳ é mı́nimo local do problema (2.6), então Ȳ é mı́nimo local de Ĩ
em V (por que?). Portanto Ȳ satisfaz

d

dt
L̃Y ′ = L̃Y , t ∈ (c, d). (2.7)

Por construção temos L̃Y ′ = Ly′j gY + LY ′ e L̃Y = Lyj gY + LY + Ly′j [gt + gY Y
′]Y .

Substituindo em (2.7) temos

d

dt
[Ly′j gY + LY ′ ] = Lyj gY + LY + Ly′j [gt + gY Y

′]Y , t ∈ (c, d). (2.8)

Usando agora a identidade [gt + gY Y
′]Y = (d/dt) gY obtemos de (2.8)

d

dt
LY ′ − LY =

[
− d

dt
Ly′j + Lyj

]
gY , t ∈ (c, d).

Como G(t, g(t, Y ), Y ) ≡ 0 em uma vizinhança de (τ, Ȳ (τ)), temos que Gyj (t, g(t, Y ), Y )gY +
GY (t, g(t, Y ), Y ) = 0. Logo, para qualquer função λ ∈ C[c, d] temos

d

dt
[L+ λG]Y ′ − [L+ λG]′Y =

d

dt
LY ′ − LY − λGY

=
d

dt
LY ′ − LY + λGyjgY

=

[
− d

dt
Ly′j + Lyj + λGyj

]
gY .

A escolha λ(t) = [(d/dt)Ly′j −Lyj ]/Gyj ∈ C[c, d] (lembre que Gyj 6= 0 em [c, d]) nos fornece
a equação

d

dt
[L+ λG]Y ′ − [L+ λG]′Y = 0, t ∈ (c, d). (2.9)

Provamos assim que para essa escolha de multiplicador, a equação de Euler–Lagrange é
satisfeita em uma vizinhança de t = τ . Como τ ∈ (a, b) é arbitrário, concluimos que o
teorema é válido localmente no intervalo (a, b).

Note que é posśıvel cobrir o intervalo compacto [a, b] com uma famı́lia finita de sub–
intervalos, tais que em cada um deles Gyj 6= 0 para algum j. A escolha do multiplicador
λ em cada sub–intervalo depende apenas deste fato, o que justifica a conclusão de que é
posśıvel escolher λ ∈ C[a, b] de modo que (2.9) seja satisfeita em todo intervalo (a, b).

Observação 2.2.6 É posśıvel formular o problema (2.6) com G = G(t, y, y′) e, ainda assim,
obter um resultado análogo ao apresentado no Teorema 2.2.5. A verificação deste resultado
mais geral pode ser encontrada por exemplo em [Tr, Caṕıtulo 11]. 2 2 2

No Exemplo 2.2.9 é estudado um problema de controle ótimo com restrições lagrangeana
e isoperimétrica.
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Restrições Isoperimétricas

Tratamos a seguir dos problemas variacionais com restrições isoperimétricas (ou integrais).
Considere o problema





Minimzar I(y) :=

∫ b

a
L(t, y(t), y′(t)) dt

sujeito a

y ∈ Yad := {y ∈ C1[a, b] | y(a) = ya, y(b) = yb} ;

F (y) :=

∫ b

a
G(t, y(t), y′(t)) dt = c ;

(2.10)

onde L, G ∈ C1([a, b] × IR2; IR) e ya, yb, c ∈ IR são dados. Como conseqüência imediata do
Teorema 2.2.1 (Lagrange), obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.2.7 Sejam L, G ∈ C1([a, b]× IR2; IR), F definida como em (2.10) e c ∈ IR tais
que δF (y; ·) 6≡ 0 no conjunto de ńıvel c do funcional F , definido por

Fc := {y ∈ C1[a, b] | F (y) = c}.

Se ȳ é um mı́nimo local fraco do problema (2.10), então existe um multiplicador λ ∈ IR tal
que ȳ é solução do problema de valor de contorno

{
(L+ λG)y(t, y, y

′) − d
dt

(L+ λG)y′(t, y, y
′) = 0, t ∈ (a, b)

y(a) = ya, y(b) = yb.

Demonstração: É deixada como exerćıcio para o leitor.

Exemplo 2.2.8 Considere o problema de controle ótimo




Minimizar J(u, z) =

∫ 1

0
u(t)2 dt

sujeito a u ∈ Ĉ[0, 1],

z′ = u, z(0) = z0, z(1) = z1, F (u, z) =

∫ 1

0
tu(t) dt = c.

O problema variacional correspondente é




Minimizar I(y) =

∫ 1

0
y′(t)2 dt

sujeito a

y ∈ Yad = {y ∈ Ĉ1[0, 1] | y(0) = z0, y(1) = z1}
∫ 1

0
ty′(t) dt = c.

Do Teorema 2.2.7, temos que se y é solução, então existe λ ∈ IR com

d

dt

(
2y′(t) + λt

)
= 0.
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Logo, 2y′(t) + λt = const. Temos então

y(t) = −1

4
λt2 + at+ b.

Usando as condições de contorno obtemos a e b em função de λ (além é claro de z0 e z1,
que são dados). Para determinar o valor de λ, basta substituir y′ = a(λ)− 1

2λt na restrição
isoperimétrica.

Em muitas aplicações as restrições isoperimétrica e/ou lagrangeana são dadas na forma
de uma desigualdade. No exemplo a seguir estudamos tal situação.

Exemplo 2.2.9 (Lançamento de um Foguete) Um foguete deve ser lançado apartir do
solo na vertical e deve, apartir da escolha de uma estratégia de consumo de combust́ıvel,
alcançar a maior altitude posśıvel. O modelo para o problema é representado por

t : tempo;
m(t) : massa do foguete;
v(t) : velocidade do foguete;
h(t) : altura do foguete.

Uma equação de balanço de forças (Taxa de variação do impulso = Soma das forças agindo
sobre o corpo) nos fornece a dinâmica

mv′ + ρm′ = −mG(h) − D(v, h),

onde ρ > 0 é a velocidade com que o combust́ıvel, depois de queimado, é expelido, G é a
força gravitacional (depende da altura), D é a resistência do ar (depende da velocidade e
da altura).

A fim de simplificar o modelo supomos G(h) = g (constante) e desprezamos a resistência
do ar (D(v, h) ≡ 0). Logo,

mv′ = −gm − ρm′. (2.11)

Suponha que podemos controlar o empuxo do foguete (dado por −ρṁ). Note que, se
denotamos por Mf > 0 a massa do foguete sem combust́ıvel, temos que m(t) ≥ Mf > 0.
Portanto, escolhemos como variável de controle u := ρm′/m, obtendo o sistema

{
h′ = v(t) , h(0) = 0
v′ = u(t) − g , v(0) = 0

Supomos ainda o controle limitado, i.e., 0 ≤ u(t) ≤ umax. O problema exige que, dada
uma quantidade fixa de combust́ıvel Mc, a estratégia de controle deve ser tal que o foguete
alcance a maior altitude posśıvel. Logo, temos as condições de contorno m(0) = Mf +Mc e
m(T ) = Mf . Note que a última condição de contorno pode ser escrita na forma da restrição
isoperimétrica ∫ T

0
u(t) dt = ρ log[(Mf +Mc)/Mf ] =: K.
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A função objetivo é dada por

J(u, z) = h(T ) =

∫ T

0
v(t) dt =

∫ T

0
(T − t)v′(t) dt =

∫ T

0
(T − t)u(t) dt − gT 2/2.

Definindo as variáveis de estado z1 = h, z2 = v, podemos escrever o problema de controle
ótimo na forma:





Minimizar J(u, z) = z1(T ) =

∫ T

0
(t− T )u(t) dt

sujeito a u ∈ Ĉ[0, T ],

z′1 = z2, z
′
2 = u− g, z1(0) = z2(0) = 0,

F (u, z) =

∫ T

0
u(t) dt = K, 0 ≤ u(t) ≤ umax

A restrição isoperimétrica juntamente com as condições de contorno z2(0) = z2(T ) = 0
nos permitem determinar o tempo final: T = K/g.

Observe que neste problema de controle temos, além da restrição isoperimétrica, uma
restrição lagrangeana (na forma de desigualdade) para a variável de controle. Note ainda
que tanto a função objetivo quanto as restrições dependem somente da variável de controle.
Podemos escrever a restrição 0 ≤ u ≤ umax na forma de uma única restrição quadrática:
u(u− umax) ≤ 0. A Função hamiltoniana se escreve então

H(t, u) = (t− T )u+ λu+ Λ(t)(u2 − umaxu),

com λ ∈ IR e Λ ∈ C[0, T ].

Se conseguirmos encontrar multiplicadores λ, Λ e controle ū tais que

0 =
d

du
H(t, ū) = (t− T + λ) + Λ(t)(2ū− umax),

Λ(t)ū(t)(ū− umax) = 0, com Λ(t) > 0.

e ainda
∫ T
0 ū(t)dt = K, então ū é solução (e é única, pois a hamiltoniana é estritamente

convexa para Λ > 0). Tal fato se justifica por estarmos trabalhando com uma restrição la-
grangeana na forma de desigualdade (a segunda condição acima significa que o multiplicador
Λ é positivo quando a restrição lagrangeana se torna ativa).

Uma análise de sinais nos permite concluir que Λ(t) = 0 somente para t = τ := T − λ.
Para t 6= τ temos Λ(t) > 0, o que implica em ū(t) = 0 ou umax. A fim de satisfazer a
restrição isoperimétrica, escolhemos λ = T −K/umax < T . Temos assim o controle ótimo

ū(t) :=

{
umax , t ∈ [0, τ)

0 , t ∈ (τ, T ]

do tipo bang-bang (i.e., assume apenas valores extremos). 2 2 2
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2.3 Extremais Singulares e Trajetórias Ótimas

Neste parágrafo utilizamos o formalismo do cálculo variacional para obter, através da análise
de condições necessárias, a solução para uma importante famı́lia de problemas de controle
ótimo, a saber: problemas em que as variáveis de controle são limitadas por funções que
dependem do tempo e da variável de estado.

Sob hipóteses adequadas é posśıvel encontrar uma relação entre as soluções da equação de
Euler–Lagrange (extremais) e as trajetórias ótimas do problema de controle correspondente.
Começamos por analisar o seguinte problema variacional





Minimizar I(z) :=

∫ t1

t0

[G(t, z(t)) + H(t, z(t))z′(t)] dt

sujeito a

A(t, z(t)) ≤ z′(t) ≤ B(t, z(t)), t ∈ [t0, t1] ;

z(t0) = z0, z(t1) = z1.

(2.12)

Note que no problema (2.12) são feitas restrições sobre a derivada das funções admisśıveis.
Importante na análise a seguir é o fato de L(t, z, z′) ser uma função afim na variável z′.
Observe ainda que o problema (2.12) pode ser interpretado como decorrente do seguinte
problema de controle ótimo





Minimizar I(z) :=

∫ t1

t0

[L1(t, z(t)) + L2(t, z(t))u(t)] dt

sujeito a

z′ = g(t, z) + f(t, z)u(t), t ∈ [t0, t1] ;

z(t0) = z0, z(t0) = z1, u(t) ∈ Ω := [um, uM ].

De fato, explicitando u em função de z e z′ na equação diferencial (supondo f(t, z) 6= 0) e
substituindo no funcional I obtemos um problema como (2.12) onde

G(t, z) = L1(t, z) − L2(t, z)
g(t, z)

f(t, z)
; H(t, z) = L2(t, z)

1

f(t, z)
;

A(t, z) = min
u(t)∈Ω

{g(t, z) + f(t, z)u} ; B(t, z) = max
u(t)∈Ω

{g(t, z) + f(t, z)u}.

Suponha agora as aplicações G, H, A, B : [t0, t1] × IR → IR continuamente diferenciáveis e
defina o conjunto das trajetórias admisśıveis

Zad := {z ∈ Ĉ1[t0, t1] | A(t, z(t)) ≤ z′(t) ≤ B(t, z(t)), t ∈ [t0, t1]; z(t0) = z0, z(t1) = z1}.

Esquecendo por um momento as restrições sobre a derivada das funções admisśıveis, o
problema (2.12) pode ser escrito como um problema usual do cálculo das variações:





Minimizar I(z) :=

∫ t1

t0

[G(t, z(t)) + H(t, z(t))z′(t)] dt

sujeito a z ∈ Ĉ1[t0, t1], z(t0) = z0, z(t1) = z1.
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A equação de Euler–Lagrange associada a esse problema é

∂G

∂z
(t, z(t)) − ∂H

∂t
(t, z(t)) = 0, t ∈ (t0, t1). (2.13)

Fazemos agora as seguintes hipóteses:

h1) Existe um extremal singular z∗ para o problema variacional, isto é uma função
z∗ ∈ Ĉ1[t0, t1] que é solução da equação diferencial (2.13) e satisfaz simultaneamente
a restrição A(t, z∗(t)) ≤ z∗′(t) ≤ B(t, z∗(t)), t ∈ (t0, t1).

5

h2) O extremal singular z∗ divide a faixa S := [t0, t1] × IR em duas semi-faixas:

E+ := {(t, z) ∈ [t0, t1] × IR | z > z∗(t)}, E− := {(t, z) ∈ [t0, t1] × IR | z < z∗(t)},

nas quais se verifica:

∂G

∂z
(t, z) − ∂H

∂t
(t, z) > 0, (t, z) ∈ E+,

∂G

∂z
(t, z) − ∂H

∂t
(t, z) < 0, (t, z) ∈ E−.

Como o funcional I é linear no argumento z′, é de se esperar que, nos pontos em que uma
solução não coincide com o estremal singular, ela está na fronteira da admissibilidade, i.e.
z′(t) = A(t, z(t)) ou z′(t) = B(t, z(t)). A fim de formular mais presisamente esta idéia
definimos a função de identificação Σ : S → IR

Σ(t, z) :=





A(t, z) , (t, z) ∈ E+

z∗(t) , z = z∗(t)
B(t, z) , (t, z) ∈ E−

(2.14)

Estamos agora em condições de formular um resultado que nos permite identificar as
soluções do problema variacional (2.12) e do problema de controle ótimo correspondente.

Teorema 2.3.1 Suponha que G, H, A e B são funções continuamente diferenciáveis e
que as condições (h1) e (h2) são satisfeitas. Seja Σ a função de identificação definida em
(2.14). Se existir uma trajetória admisśıvel z ∈ Zad que intercepta o extremal singular z∗

em um ponto de (t0, t1), então a função z̄ definida por

{
z̄′ = Σ(t, z̄(t)), t ∈ [t0, t1]
z̄(t0) = z0, z̄(t1) = z1

é uma trajetória ótima de (2.12).

Demonstração: Suponha z∗(0) < z0 (o caso z0 < z∗(0) é análogo). Seja z uma trajetória
admisśıvel qualquer que intercepta z∗ no ponto τ ∈ (t0, t1). Considere agora o problema de
valor inicial

z′ = A(t, z(t)), z(t0) = z0.

5Note que z∗ não pertence necessariamente a Zad.
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Figura 2.2: Trajetória admisśıvel interceptando o extremal singular

Tal problema possui uma solução local, que denominamos z̃. Como

z′(t0) ≥ A(t0, z(t0)) = z̃′(t0),

então z(t) ≥ z̃(t) para t ∈ [t0, t0 + ε]. Por hipótese z(τ) = z∗(τ) então existe τ1 ∈ (t0, τ ] tal
que z̃(τ1) = z∗(τ1) (veja Figura 2.2). Note ainda que da desigualdade z∗(t0) < z0 = z̃(t0)
temos

z̃(t) > z∗(t), t ∈ (t0, τ1).

Defina agora a função ẑ por

ẑ(t) :=





z̃(t) , t ∈ [t0, τ1)
z∗(t) , t ∈ [τ1, τ ]
z(t) , t ∈ (τ, t1]

que é admisśıvel por construção. Seja D ⊂ E+ a região cuja fornteira ∂D é a curva de
Jordan formada pelos segmentos

(t, z̃(t)), t ∈ [t0, τ1] ; (t, z∗(t)), t ∈ [τ1, τ ] ; (t, z(t)), t ∈ [t0, τ1] ;

orientada no sentido anti-horário. Como ẑ(t) = z(t), t ≥ τ , temos

I(z) − I(ẑ) =

∫ τ

t0

[G(t, z(t)) + H(t, z(t))z′(t)] dt −
∫ τ

t0

[G(t, ẑ(t)) + H(t, ẑ(t))ẑ′(t)] dt

=

∮

∂D
[G(t, z) dt + H(t, z) dz]

=

∫ ∫

D

[
∂G

∂z
− ∂H

∂t

]
(t, z) dz dt

(para obter a última igualdade utilizamos a fórmula de Green). Como a hipótese (h2)
implica que [∂G∂z − ∂H

∂t ](t, z) > 0, para (t, z) ∈ E+, temos então

I(z) − I(ẑ) > 0,
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Figura 2.3: Trajetória admisśıvel que não intercepta o extremal singular

quando τ1 < τ . (Caso contrário obtemos apenas I(z)−I(ẑ) ≥ 0.) Repetindo a argumentação
na extremidade t1 do intervalo obtemos I(z) ≥ I(z̄).

Para comlpetar a demonstração basta provar para toda trajetória admisśıvel z que não
intercepta z∗ temos I(z) ≥ I(z̄). Como supomos z∗(0) < z0, uma condição necessária para
que exista uma trajetória admisśıvel nessas condições é z∗(t1) < z1. Temos então

I(z) − I(ẑ) =

∫ t1

t0

[G(t, z) + H(t, z)z′] dt −
∫ t1

t0

[G(t, z∗) + H(t, z∗)(z∗)′] dt

=

∫ ∫

D

[
∂G

∂z
− ∂H

∂t

]
(t, z) dz dt > 0,

onde D é a região situada entre as curvas z e ẑ, conforme a Figura 2.3

Observação 2.3.2 Caso uma das condições de contorno não seja fornecida, por exemplo
z(t1) = z1, obtemos em seu lugar a condição de contorno natural (veja Observação 1.3.2)

Ly′(t1, z(t1), z
′(t1)) = H(t1, z(t1)) = 0.

Neste caso, mesmo que a condição H(t1, z(t1)) = 0 defina z(t1) de forma única, é ainda
posśıvel aplicar o Teorema 2.3.1. 2 2 2

Observação 2.3.3 O Teorema 2.3.1 garante que a trajetória ótima para o problema é da
forma bang–singular–bang.

No caso particular em que o extremal satisfaça z∗(t0) = z0 ou z∗(t1) = z1, as trajetórias
ótimas são do tipo singular–bang e bang–singular respectivamente. 2 2 2

2.4 Convexidade I: condições suficientes

Continuamos neste parágrafo a analogia iniciada no Parágrafo 2.2 entre os problemas do
cálculo variacional e os problemas de controle ótimo. Nosso objetivo é mostrar que, sob
certas hipóteses de convexidade, a equação de Euler–Lagrange é uma condição suficiente de
otimalidade para problemas que não possuem restrições nas variáveis de controle.
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O leitor atento nota a semelhança entre o resultado principal deste parágrafo (Teo-
rema 2.4.1) e o Teorema de condições suficientes 1.1.10. Começamos por considererar o
problema de controle ótimo





Minimizar I(z, u) :=

∫ t1

t0

L(t, z(t), u(t)) dt

sujeito a z ∈ Ĉ1([t0, t1]; IR
n) ; u ∈ Ĉ([t0, t1]; IR

m) ;

z′(t) = f(t, z, u), t ∈ (t0, t1) ;

z(t0) = z0, z(t1) = z1 ;

(2.15)

onde os tempos inicial e final t0, t1 são fixos, L : [t0, t1]× IRn× IRm → IR, f : [t0, t1]× IRn×
IRm → IRn, z0, z1 ∈ IRn são dados. O conjunto das trajetórias admisśıveis é dado por

Zad := {z ∈ Ĉ1([t0, t1]; IR
n) | z(t0) = z0, z(t1) = z1}.

Como não são feitas restrições as variáveis de controle em (2.15), o conjunto dos controles
admisśıveis é simplesmente Uad := Ĉ([t0, t1]; IR

m).

Os candidatos a solução do problema de otimização restrita (2.15) são os processos
admisśıveis (z, u) ∈ Zad × Uad. Podemos então considerar o problema (2.15) como um
problema variacional com restrições lagrangeanas





Minimizar I(z, u)
sujeito a (z, u) ∈ Zad × Uad
G(t, z, u) = f(t, z, u) − z′ = θ, t ∈ (t0, t1) ;

(2.16)

Nossa experiência com problemas variacionais sujeitos a restrições lagrangeanas (ve-
ja Parágrafo 2.2) sugere que a solução de (2.16) está relacionada com a minimização do
funcional extendido

Ĩ(z, u, λ) :=

∫ t1

t0

L̃(t, z(t), u(t)) dt,

onde L̃(t, z, u) = L(t, z, u) + λ(t)G(t, z, u) e λ ∈ Ĉ1([t0, t1]; IR
n) é um multiplicador. Defini-

mos agora a função auxiliar

H : [t0, t1] × IRn × IRm × IRn −→ IR
(t, z, u, λ) 7−→ 〈λ, f(t, z, u)〉 + L(t, z, u),

denominada função de Hamilton. Por construção temos L̃(t, z, u) = H(t, z, u, λ)−λ(t)z′.
A equação de Euler–Lagrange para o problema variacional irrestrito em Ĩ possui uma com-
ponente relativa a z e outra a u.6 Temos assim

d

dt
[L+ λG]z′ = [L+ λG]z e

d

dt
[L+ λG]u′ = [L+ λG]u.

6A componente da equação de Euler–Lagrange relativa ao multiplicador λ é simplesmente a restrição
G(t, z, u) ≡ θ do problema (2.16), como o leitor pode facilmente verificar.
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Utilizando a definição de H, podemos reescrever as equações acima na forma

λ′(t) = −Hz(t, z, u, λ) e θ = Hu(t, z, u, λ).

Note ainda que a equação de evolução do problema (2.15), z′ = f(t, z, u), (que corresponde
a restrição lagrangeana do problema (2.16)) pode ser reescrita como z′ = Hλ(t, z, u, λ).

Observe que as condições de Weierstraß–Erdmann, que dizem respeito a continuidade
das aplicações

L̃z′(t, z, u) = −λ(t) e L̃u′(t, z, u) = θ,

são trivialmente satisfeitas devido as hipóteses de regularidade do multiplicador λ.

A pergunta que investigamos neste parágrafo é a seguinte: As condições

z′(t) = Hλ(t, z, u, λ), λ′(t) = −Hz(t, z, u, λ) e Hu(t, z, u, λ) = θ

são suficientes para caracterizar um mı́nimo local (ou global) do problema (2.15)? A resposta
é sim, desde que façamos hipótesees adequadas sobre a convexidade da função de Hamilton.
No Parágrafo 2.5 investigamos a necessidade destas mesmas condições.

O desenvolvimento conduzido neste parágrafo utilisa apenas argumentos elementares de
análise real, devido ao fato de supormos convexidade parcial da função de Hamilton, em
relação as variáveis z e u. No caṕıtulo seguinte analisamos o papel das condições acima em
problemas de controle genéricos.

Teorema 2.4.1 Seja L ∈ C1([t0, t1] × IRn × IRm; IR), f ∈ C1([t0, t1] × IRn × IRm; IRn).
Suponha que a função de Hamilton H satisfaz

H(t, z + v, u+ w, λ) −H(t, z, u, λ) ≥ Hz(t, z, u, λ) v +Hu(t, z, u, λ) w, v ∈ IRn, w ∈ IRm

(2.17)

em [t0, t1] × IRn × IRm × IRn. São verdadeiras as afirmações:

a) Se (z̄, ū, λ̄) ∈ Ĉ1([t0, t1]; IR
n) × Ĉ([t0, t1]; IR

m) × Ĉ1([t0, t1]; IR
n) é solução de

{
z′(t) = Hλ(t, z, u, λ), λ′(t) = −Hz(t, z, u, λ), Hu(t, z, u, λ) = θ, t ∈ (t0, t1),
z(t0) = z0, z(t1) = z1,

(2.18)

então (z̄, ū) é mı́nimo global de I em Zad ×Uad sujeito a restrição lagrangeana G(t, z, u) =
f(t, z, u) − z′ = θ, t ∈ [t0, t1].

b) Caso a igualdade em (2.17) ocorra sse |v||w| = 0, então o processo (z̄, ū) no ı́tem (b) é
o único mı́nimo global de I em Zad × Uad.

Demonstração: Da hipótese (2.18) segue imediatamente que (z̄, ū) ∈ Zad × Uad e ainda
que G(t, z̄, ū) ≡ θ em [t0, t1]. Seja (z, u) ∈ Zad × Uad um processo admisśıvel satisfazendo a
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restrição G(t, z, u) ≡ θ. Temos então

I(z, u) − I(z̄, ū) = Ĩ(z, u, λ̄) − Ĩ(z̄, ū, λ̄)

=

∫ t1

t0

[H(t, z, u, λ̄) −H(t, z̄, ū, λ̄) − λ̄(t)(z′(t) − z̄′(t))] dt

≥
∫ t1

t0

[Hz(t, z̄, ū, λ̄)(z − z̄) +Hu(t, z̄, ū, λ̄)(u− ū) − λ̄(z − z̄)′] dt (2.19)

=

∫ t1

t0

[−λ̄′(z − z̄)′ − λ̄(z − z̄)′] dt

= [−λ̄(z − z̄)]t1t0 = 0,

provando o ı́tem (a). Para provar o ı́tem (b), basta observar que se (z, u) 6= (z̄, ū) é ou-
tro processo admisśıvel satisfazendo a restrição G(t, z, u) ≡ θ, então (2.19) é obtida com
desigualdade estrita, provando assim que I(z, u) − I(z̄, ū) > 0.

Observação 2.4.2 Caso a condição de contorno z(t1) = z1 não seja fornecida, o conjunto
das trajetórias admisśıveis correspondente é Zad := {z ∈ Ĉ1([t0, t1]; IR

n) | z(t0) = z0} e o
Teorema 2.4.1 continua válido se substituimos a condição de contorno z(t1) = z1 em (2.18)
pela condição natural λ(t1) = θ.

Analogamente, se a condição de contorno final para o problema (2.15) for da forma
σ(z(t1)) = θ, onde a aplicação σ : IRn → IRp satisfaz ∇σ 6= θ, o conjunto das trajetórias
admisśıveis correspondente é Zad := {z ∈ Ĉ1([t0, t1]; IR

n)| z(t0) = z0, σ(z(t1)) = θ}.
Neste caso o Teorema 2.4.1 continua válido se substituimos a condição z(t1) = z1 em

(2.18) pela condição natural de transversalidade λ(t1) = Λσz(z(t1)) para Λ ∈ IRp e pela
exigência que Λσ(z) : IRn → IR seja uma função convexa. De fato, Se (z, u) ∈ Zad × Uad
satisfaz G(t, z, u) ≡ θ, definimos Ĩ(z, u, λ,Λ) := Ĩ(z, u, λ) + Λσ(z(t1)) e obtemos

I(z, u) − I(z̄, ū) = Ĩ(z, u, λ̄,Λ) − Ĩ(z̄, ū, λ̄,Λ)

≥ [−λ̄(z − z̄)]t1t0 + Λσ(z(t1)) − Λσ(z̄(t1))

≥ [−λ̄(z − z̄)]t1t0 + Λσz(z̄(t1)) [z(t1) − z̄(t1)]

= [−λ̄(t1) + Λσz(z̄(t1))] [z(t1) − z̄(t1)] = 0.

Para obter a última das desigualdade acima usamos a convexidade de Λσ(z). Note que
Λ ∈ IRp é o multiplicador associado com a restrição σ(z(t1)) = θ. 2 2 2

Das hipóteses do Teorema 2.4.1 conclúımos que, fixados os valores de t, z, λ, a função
H(t, z, ·, λ) : IRm → IR é convexa, no sentido da Definição 1.1.8. De fato, tomando v = θ
em (2.17) temos

H(t, z, u+ w, λ) −H(t, z, u, λ) ≥ Hu(t, z, u, λ) w, u,w ∈ IRm.

Logo, uma conseqüência da condição Hu(t, z̄(t), ū(t), λ̄(t)) = θ, t ∈ (t0, t1) em (2.18) é que
ū(t) é um mı́nimo local de H(t, z̄(t), ·, λ̄(t)) para cada t ∈ (t0, t1), fato que pode ser escrito
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na forma

H(t, z̄(t), ū(t), λ̄(t)) = min
u∈IRm

{H(t, z̄(t), u, λ̄(t))}, t ∈ (t0, t1). (2.20)

A condição expressa em (2.20), que é conseqüência do pacote de condições suficientes (2.18),
é extremamente importante na teoria de controle ótimo. No Parágrafo 2.5, ainda utilizando
a hipótese de convexidade parcial da função de Hamilton, provamos que esta condição
é também necessária para otimalidade de soluções do problema 2.15. A verificação da
necessidade dessa condição no caso geral é tecnicamente mais complicada e é discutida no
Caṕıtulo 3.

A condição (2.20) é denominada condição de máximo ou de otimalidade, apesar de ser
aqui apresentada na forma de mı́nimo. Isto, entretanto, se deve tão somente a natureza do
problema de controle ótimo a ser estudado, cujo objetivo pode ser tanto maximizar quanto
minimizar o funcional I.

2.5 Convexidade II: condições necessárias

Verificamos neste parágrafo que as condições propostas em (2.18) e em especial a condição
de máximo (2.20) são, sob hipóteses adequadas, necessárias para otimalidade de soluções do
problema de controle ótimo (2.15). Como nos problemas variacionais restritos, as condições
necessárias são obtidas utilizando um teorema de multiplicadores.

Suponha que, fixados (t, z, λ) ∈ IR × IRn × IRn, a aplicação H(t, z, ·, λ) : IRm → IR é
convexa (utilizamos a notação do Parágrafo 2.4). Seja (z̄, ū) ∈ Yad×Uad um processo ótimo
para o problema (2.15). O teorema de multiplicadores de Lagrange garante a existência de
λ̄ ∈ Ĉ1([t0, t1]; IR

n) tal que (z̄, ū, λ̄) é mı́nimo local do funcional Ĩ.

Dada uma tripla qualquer de funções teste (η1, η2, η3) ∈ Ĉ1
0 × Ĉ0 × Ĉ1

0 , sabemos que a
variação

δI(z̄, ū, λ̄; η1, η2, η3) =

∫ t1

t0

[η1(Lz + λ̄fz) − η′1λ̄ + η2(Lu + λ̄fu) + η3(f − z̄′)] dt

=

∫ t1

t0

[η1(Lz + λ̄fz + λ̄′) + η2(Lu + λ̄fu) + η3(f − z̄′)] dt

sempre se anula. Sendo assim, escolhendo η1 = η2 ≡ θ e η3 ∈ Ĉ1
0 [t0, t1] qualquer, obtemos

a equação de estado

z̄′(t) = f(t, z̄, ū), t ∈ (t0, t1).

Tomando η1 ∈ Ĉ0[t0, t1] qualquer e η2 ≡ θ, obtemos a equação adjunta

λ̄′ = −Lz(t, z̄, ū) − λ̄fz(t, z̄, ū), t ∈ (t0, t1).

Tomando agora η2 ∈ Ĉ0[t0, t1] qualquer, obtemos a equação de otimalidade

θ = Lu(t, z̄, ū) + λ̄fu(t, z̄, ū) = Hu(t, z̄, ū, λ̄), t ∈ (t0, t1).
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Como z̄ satisfaz por construção as condições de contorno do problema (2.15), conclúımos
que (z̄, ū, ¯lbd) satisfazem (2.18). A condição de máximo (2.20) é portanto satisfeita para o
controle ótimo ū.

Podemos resumir a argumentação acima na forma do seguinte teorema:

Teorema 2.5.1 (Prinćıpio do Máximo) Sejam L e f aplicações continuamente diferen-
ciáveis, t0 < t1 fixos, z0, z1 ∈ IRn dados. Suponha ainda que a função de Hamilton H é
convexa na variável u. Se (z̄, ū) é um mı́nimo local fraco de I em Yad × Uad, sujeito a
restrição G(t, z, u) := f(t, z, y) − z′ ≡ θ, então existe um multiplicador λ̄ ∈ Ĉ1([t0, t1]; IR

n)
tal que 




z′(t) = Hλ(t, z, u, λ),
λ′(t) = −Hz(t, z, u, λ), t ∈ (t0, t1),
z(t0) = z0, z(t1) = z1,

e ainda, o controle ótimo ū satisfaz a condição de máximo

H(t, z̄(t), ū(t), λ̄(t)) = min
u∈IRm

{H(t, z̄(t), u, λ̄(t))}, t ∈ (t0, t1).

Demonstração: Veja acima.

2.6 Exerćıcios

2.1 Verifique os detalhes da demonstração do Teorema 2.2.7.

2.2 Considere o problema





Minimizar I(z, u) :=

∫ 1

0
(u(t) + 1)dt

s.a.

z′ = −u, t ∈ (0, 1);
z(0) = z(1) = 0.

Mostre que cada controle û ∈ Ĉ[0, 1] que satisfaz
∫ 1
0 u(t)dt = 0, é ótimo para o problema.

2.3 Encontre a solução do problema





Minimizar I(z, u) :=

∫ 1

0
[z′(t) − 2t+ 1]2dt

s.a.

z′ = u, t ∈ (0, 1);
z(0) = z(1) = 0; z(t) ≥ 0.
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2.4 Considere o problema escalar





Minimizar

∫ 1

0
[3z(t)2 + u(t)2]dt

s.a.

z′ = −z + u, t ∈ (0, 1), z(0) = 1.

a) Obtenha o problema variacional correspondente.

b) Encontre a equação de Euler–Lagrange e as condições de contorno correspondentes.

c) Determine o controle ótimo.
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Caṕıtulo 3

Prinćıpio do Máximo de

Pontryagin

Neste caṕıtulo é analisado um conjunto de condições necessárias de otimalidade para pro-
blemas de controle ótimo. Tal resultado é conhecido na literatura como prinćıpio do
máximo1 e pode ser interpretado como um teorema de multiplicadores de Lagrange em
espaços de dimenção infinita.

No Parágrafo 2.5, sob hipóteses adicionais de convexidade, obtivemos uma versão simpli-
ficada do prinćıpio do máximo utilizando argumentos elementares de análise. Como foi visto,
a condição de máximo (2.20) pode ser obtida diretamente a partir da equação de Euler–
Lagrange. No caso geral (sem a hipótese de convexidade da Hamiltoniana) a demonstração
da necessidade da condição de máximo é mais complexa e necessita de resultados proveni-
entes da teoria de otimização em espaços de dimenção infinita. consulte o Apêndice A). A
autoria do prinćıpio do máximo é controversa. A maioria dos autores credita o resultado ao
grupo liderado pelo matemático russo L.S. Pontryagin (1956). Entretanto, tal condição po-
de ser encontrada em um texto anterior, porém pouco divulgado, de M.R. Hestenes (1950).
Para maiores detalhes consulte [He1], [PBG], assim como as referências em [He2].

No Parágrafo 3.1 apresentamos o prinćıpio do máximo para problemas de controle ótimo
com horizonte finito. Algumas variantes do teorema, correspondentes a diferentes tipos de
condições de contorno, são analisadas. No Parágrafo 3.2 consideramos o prinćıpio do máximo
para problemas com horizonte infinito. No Parágrafo 3.3 são discutidas condições necessárias
para problemas impulsivos (que admitem trajetórias discont́ınuas). No Parágrafo 3.4 são
discutidas diversas aplicações, onde o prinćıpio do máximo é utilizado na identificação de
processos ótimos.

3.1 Problemas com Horizonte Finito

Começamos por apresentar uma formulação bastante geral para os problemas de controle
ótimo com horizonte finito. Considere o problema de controle

1Também conhecido como prinćıpio do mı́nimo, ou prinćıpio de Pontryagin.

49
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P (t0, z0)





Minimizar J(z, u) := L1(t1, z(t1)) +

∫ t1

t0

L(t, z(t), u(t)) dt

sujeito a

t1 ≥ t0 ; u ∈ L1([t0, t1]; IR
m), u(t) ∈ Ω q.s. em [t0, t1] ;

z(t) = z0 +

∫ t

t0

f(s, z(s), u(s)) ds, t ∈ [t0, t1] ; ψ(t1, z(t1)) = θ

onde
L : [t0,∞) × IRn × IRm → IR, L1 : [t0,∞) × IRn → IR,

f : [t0,∞) × IRn × IRm → IRn, ψ : [t0,∞) × IRn → IRp

e Ω ⊂ IRm. O tempo inicial t0 e a condição inicial z0 são fornecidos, enquanto que o
tempo final t1 e/ou a condição final podem ser ou não conhecidos. Por analogia ao cálculo
variacional, tal problema é denominado problema de Bolza. Caso a função objetivo seja
da forma

J(z, u) :=

∫ t1

t0

L(t, z(t), u(t)) dt,

o problema é denominado problema de Lagrange. Uma terceira variante são os pro-
blemas de Mayer, em que a função objetivo é da forma J(z, u) := L1(t1, z(t1)). A
denominação aqui empregada corresponde a utilizada no clássico cálculo de variações. As
três formulações acima são equivalentes, no sentido de que um mesmo problema de controle
ótimo pode sempre ser colocado em qualquer uma das formas acima.

Note que o fato da dinâmica do sistema ser descrita por uma equação integral, ao invés
de diferencial, nos permite considerar trajetórias admisśıveis menos regulares. O conjunto
das estratégias de controle admisśıveis é

Uad := L1
loc([0,∞); IRm),

de forma que as trajetórias correspondentes são funções absolutamente cont́ınuas em [t0, t1].

Definição 3.1.1 Sejam f , L as funções definidas acima. A aplicação

H : [t0,∞) × IRn × IRn × IRm −→ IR,

(t, z, λ, u) 7−→ 〈λ, f(t, z, u)〉 + η L(t, z, u).

é denominada função de Hamilton (note que a oŕıgem da constante η precisa ainda ser
esclarecida). 2 2 2

Os problemas P (t0, z0) podem ser divididos em dois tipos: problemas com tempo final
fixo (t1 = T conhecido) ou com tempo final desconhecido. A demonstracção do prinćıpio
do máximo para os problemas do primeiro tipo é ligeiramente mais simples e pode ser
encontrada e.g. em [Tr, Teorema 11.8] (somente caso autônomo). Uma demonstração
bastante compreenśıvel para problemas de tempo ótimo (i.e., do tipo J(z, u) =

∫ t1
t0
dt)

autônomos com dinâmica linear pode ainda ser encontrada em [Ho, Caṕıtulo 9].
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No teorema a seguir apresentamos o prinćıpio do máximo. Por ser longa e técnica,
a demonstração é deixada para o Caṕıtulo 4. A argumentação utilizada na demontração
segue a linha das notas de aula de M. Brokate (veja [Br]). Uma comparação com a de-
monstração proposta por W. Fleming e R. Rishel (veja [FlRi, Caṕıtulo 2]) é inevitável: os
autores também utilizam um problema (auxiliar) abstrato de otimização para obter as con-
dições necessárias para otimalidade. Como referências auxiliares o leitor pode consultar as
referências clássicas [PBG], [He1], [Ber], [Bo] ou ainda os textos modernos [FlRi], [Know],
[LiYo], [MaSt], [Tr], [Za].

Teorema 3.1.2 Suponha que L, f são aplicações C2 e que L1, ψ são C1. Se (z∗, u∗, t∗1)
é uma solução do problema P (t0, z0) com ψz(t

∗
1, z

∗(t∗1)) 6= θ e (L1)z(t
∗
1, z

∗(t∗1)) 6= θ, então
existe uma função λ : [t0, t

∗
1] → IRn e constantes η ≥ 0, µ ∈ IRp que satisfazem:

i) Equação de estado

z∗(t) = z0 +

∫ t

t0

f(s, z∗(s), u∗(s)) ds, t ∈ [t0, t
∗
1] ;

ii) Equação adjunta





λ(t) = λ1 +

∫ t∗1

t

∂H

∂z
(s, z∗(s), λ(s), u∗(s)) ds, t ∈ [t0, t

∗
1],

λ1 := η ∂L1
∂z

(t∗1, z
∗(t∗1)) − ∂ψ

∂z
(t∗1, z

∗(t∗1))µ ;

iii) Equação de evolução da função de Hamilton





H(t, z∗(t), λ(t), u∗(t)) = H1 −
∫ t∗1

t

∂H

∂t
(s, z∗(s), λ(s), u∗(s)) ds, t ∈ [t0, t

∗
1],

H1 := −η ∂L1
∂t (t∗1, z

∗(t∗1)) +
〈
∂ψ
∂t (t∗1, z

∗(t∗1)), µ
〉

;

iv) Condição de otimalidade

H(t, z∗(t), λ(t), u∗(t)) = min
u∈Ω

H(t, z∗(t), λ(t), u), q.s. em [t0, t
∗
1] ;

v) Condição de não acoplamento η + |µ| 6= 0.

Demonstração: Veja Caṕıtulo 4.

A demonstração do Teorema 3.1.2 se constitui na aplicação de um teorema de mul-
tiplicadores a um problema auxiliar, obtido de P (t0, z0) por uma mudança de variáveis
denominada transformação no tempo e cuja solubilidade está relacionada à de P (t0, z0). As
constantes η e µ surgem na demonstração como componentes de um vetor normal a um
hiperplano, que separa conjuntos de ńıvel associados a função objetivo J e a condição final
ψ(t, z(t)) = θ.
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Observação 3.1.3 A denominação prinćıpio do máximo é motivada pelo ı́tem iv) do
Teorema 3.1.2, que, entretanto, se refere à determinação de um mı́nimo. Este fato se deve à
escolha do sinal do multiplicador de Lagrange η ≥ 0. Tal escolha é arbitrária e a formulação
do teorema com η ≤ 0 altera o min da condição iv) para um max. Sem dúvida, as condições
mais interessantes do Teorema 3.1.2 são

•





z′ = Hλ(t, z, λ, u), z(t0) = z0, ψ(t1, z(t1)) = 0,

λ′ = −Hz(t, z, λ, u), λ(t1) = η ∂L1
∂z

(t1, z(t1)) − ∂ψ
∂z

(t1, z(t1))
∗ µ ;

• H(t, z, λ, u) = min
w∈Ω

H(t, z(t), λ(t), w), q.s. em [t0, t1].

Note que o par (z, λ) é solução de um sistema Hamiltoniano para a função H.

Os problemas em que o multiplicador escalar η assume o valor zero são denominados
anormais. Neste caso o controle ótimo fornecido pela condição de máximo não depende da
função objetivo, mas somente das restrições do problema de otimização. 2 2 2

Observação 3.1.4 Analogamente aos problemas variacionais, os problemas de controle
ótimo também podem ser formulados com diferentes tipos de condições de contorno. A
cada um destes tipos corresponde uma variante do Teorema 3.1.2, que se diferencia deste
apenas pelas condições de contorno para a variável adjunta e para a função de Hamil-
ton. Enunciamos a seguir algumas variantes do problema P (t0, z0) que surgem com maior
frequência em aplicações. Apresentamos ainda as condições de contorno correspondentes
(condições naturais de contorno).

Considere o problema P (t0, z0) com t1 fixo (t1 > t0) e L1 ≡ θ (problema de Lagrange).
• Se a condição final é fixada (z(t1) = z1) não há nenhuma condição para λ(t1) (corresponde
a escolha ψ(t, z) := (t− t1, z − z1)

∗ ∈ IR2).

• Se a condição final é livre (z(t1) qualquer) a variável adjunta satisfaz λ(t1) = θ (corres-
ponde a escolha ψ(t, z) := t− t1 ∈ IR).

• Se a condição final é da forma: z(t1) ≥ z1 (no caso escalar) a variável adjunta satisfaz:
λ(t1) ≥ 0 e a igualdade ocorre quando z(t1) > z1.

Considere agora o problema P (t0, z0) com t1 livre e L1 ≡ θ. Neste caso as condições
para λ(t1) discutidas acima não se alteram e, além disso,

H(t1, z(t1), λ(t1), u(t1)) = 0.

Esta equação extra corresponde a variável adicional do problema: o tempo final desconhe-
cido t1 ∈ (t0,∞). 2 2 2

O prinćıpio do máximo pode, em alguns casos, ser utilizado para efetivamente determinar
uma solução do problema P (t0, z0). Para tanto, aplica-se a seguinte estratégia: Inicialmente
a condição de máximo é usada para explicitar o controle ótimo u em função das variáveis z
e λ. Obtemos assim

u(·) = U∗(·, z(·), λ(·)).
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1. Estime λ0 := λ(t0) e µ;

2. Resolva o problema de valor inicial





z′ = +∂H
∂λ

(t, z, λ, 1, U∗(t, z, λ)), z(t0) = z0,

λ′ = −∂H∂z (t, z, λ, 1, U∗(t, z, λ)), λ(t0) = λ0 ;

3. Aprimore a estimativa (e.g. através do método de Newton)

com o objetivo de satisfazer as equaç~oes

ψ(t1, z(t1)) = 0, λ(t1) =
∂L1

∂z
(t1, z(t1)) −

∂ψ

∂z
(t1, z(t1))

∗µ ;

4. Retorne ao passo 2.

Figura 3.1: Algoritmo do método de shooting para resolver um sistema Hamiltoniano.

O passo seguinte consiste em substituir esta expressão no sistema Hamiltoniano (veja Ob-
servação 3.1.3), eliminando deste a variável u. Obtemos assim

z′ = Hλ(t, z, λ, U∗), z(t0) = z0, ψ(t1, z(t1)) = 0 ; (3.1)

λ′ = −Hz(t, z, λ, U∗), λ(t1) = η
∂L1

∂z
(t1, z(t1)) − ∂ψ

∂z
(t1, z(t1))

∗ µ ; (3.2)

H ′ =
∂H

∂t
(t, z, λ, U∗), (3.3)

H(t1, z(t1), λ(t1), U∗(t1)) = −η ∂L1

∂t
(t1, z(t1)) +

〈∂ψ
∂t

(t1, z(t1)), µ
〉

Resolvendo este sistema, obtemos um candidato a solução do problema P (t0, z0).
Nem sempre é viável aplicar tal abordagem, pois em certos problemas não é posśıvel

obter a representação U∗(·, z, λ) para o controle ótimo (e.g., o extremal singular no Pará-
grafo 2.3).

O sistema resultante de (3.1), (3.2), (3.3) pela substituição u(·) = U∗(·, z, λ) pode ser
resolvido por um método do tipo shooting, conforme o esquema na Figura 3.1 (neste esquema
aplicamos o Teorema 3.1.2 com η = 1).

Observação 3.1.5 O problema de valor de contorno (3.1), (3.2), (3.3) possui, tomando o
controle u fixo, 2n+ 1 variáveis (z, λ,H) e p+ 1 parâmetros (η, µ). Temos assim 2n+ p+ 2
graus de liberdade, os quais estão sujeitos a 2n+ p+ 1 equações. Aparentemente temos um
grau de liberdade a mais. Note porém que a condição de não acoplamento v) garante que
η e µ não são ambos nulos. Logo, é sempre posśıvel simplificar o sistema (3.1), (3.2), (3.3)
em relação a η ou a uma das componentes de µ. Sendo assim, o Teorema 3.1.2 pode ser
formulado alternativamente como:

. . . existem λ : [t0, t
∗
1] → IRn, η = 0 ou η = 1, µ ∈ IRp que satisfazem i), . . . , v).
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2 2 2

Observação 3.1.6 É simples verificar que a equação de Euler–Lagrange do cálculo varia-
cional pode ser obtida a partir do prinćıpio do máximo. De fato, o problema variacional de
minimização (1.2) pode ser interpretado como





Minimzar J(z, u) :=

∫ b

a
L(t, z(t), u(t)) dt

sujeito a z′ = u(t).

Logo, a condição de máximo iv) do Teorema 3.1.2 implica em

0 =
∂H

∂u
(t, z∗, λ∗, u∗) =

∂

∂u
[〈λ∗, u∗〉 + ηL(t, z∗, u∗)] = λ∗ + η

∂L

∂u
(t, z∗, u∗)

e, portanto,

λ∗ = −η ∂L
∂u

(t, z∗, u∗). (3.4)

O sistema Hamiltoniano para as variáveis de estado e adjunta se escreve





dz∗

dt
= +∂H

∂λ
= u∗

dλ∗

dt
= −∂H

∂z
= −η ∂L

∂z
(t, z∗, u∗)

(3.5)

De (3.4) e (3.5) temos

−η∂L
∂z

(t, z∗, u∗) =
d

dt

(
−η∂L

∂u
(t, z∗, u∗)

)

ou
∂L

∂z
(t, z∗, (z∗)′) − d

dt

(
∂L

∂z′
(t, z∗, (z∗)′)

)
= 0,

que é a equação de Euler-Lagrange. 2 2 2

3.2 Problemas com Horizonte Infinito

Analisamos neste parágrafo condições necessárias para problemas de controle ótimo com
horizonte infinito. Os problemas de controle desta natureza tem ganho importância nas
últimas décadas devido aos modelos de problemas oriundos das ciências econômicas e bio-
lógicas que os utilizam.

Os primeiros trabalhos a tratar de problemas de controle com horizonte infinito são
devidos aos economistas. Uma referência clássica é o artigo escrito em 1928 por F. Ramsey
(veja [Ra]), que discute modelos para problemas do tipo consumo × investimento (veja
Aplicação 3.4.3). A primeira extenção do prinćıpio do máximo para problemas com hori-
zonte infinito foi apresentada por H. Halkin em 1964 (veja [Ha]); todavia, a caracterização
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de otimalidade proposta neste trabalho é deveras restritiva. Um detalhado resumo do de-
senvolvimento da teoria pode ser encontrado em [CaHa]. Uma abordagem mais recente é
encontrada em [BaCa]; entretanto, somente problemas autônomos são considerados. Na
abordagem aqui apresentada, seguimos os passos descritos em [Leit], que trata problemas
com horizonte infinito não autônomos e utiliza um conceito de otimalidade (diferente dos
encontrados em [Ha] e [CaHa]) que extende de forma natural o conceito usado em problemas
com horizonte finito.

Inúmeros modelos econômicos (de horizonte finito e infinito) são tratados, sob a ótica do
controle ótimo e programação dinâmica, em [SeSy]. Entre outros, são analisados problemas
de exploração de recursos naturais. O leitor interessado em aplicações desta natureza deve
consultar ainda [SeZh]. Aplicações a modelos biológicos podem ser encontradas em [Cl]. Um
interessante problema relacionado com a exploração ótima de recursos naturais renováveis
(pescaria ótima) é analisado em [CCM] e [BaLe] (veja Aplicação 3.4.4).

Antes de discutirmos os problemas com horizonte infinito, analisamos um problema
auxiliar com horizonte finito. Trata-se de um caso particular do problema abordado no
Parágrafo 3.1, a saber, problemas de controle ótimo com tempo final fixo. As condições
necessárias para este problema auxiliar são utilizadas na demonstração do prinćıpio do
máximo para os problemas com horizonte infinito.

Suponha que no problema P (t0, z0), o tempo final t1 = T e o estado final z1 = zT são
dados. Temos assim o seguinte problema de controle ótimo:

PT (z0)





Minimizar J(z, u) :=

∫ T

0
L(t, z(t), u(t)) dt

sujeito a

z(t) = z0 +

∫ t

0
f(s, z(s), u(s)) ds, t ∈ [0, T ], z(T ) = zT ;

u ∈ L1([0, T ]; IRm), u(t) ∈ Ω q.s. em [0, T ] ;

Argumentando como na Observação 3.1.4, obtemos o seguinte conjunto de condições neces-
sárias para otimalidade de uma solução do problema PT (z0):

Corolário 3.2.1 Suponha que L, f são aplicações C2. Se (z∗, u∗) é uma solução do pro-
blema PT (z0), então existe uma função λ : [0, T ] → IRn e η = 1 ou η = 0 que satisfazem

i) Sistema Hamiltoniano





(z∗)′(t) = Hλ(t, z
∗, λ, u∗), q.s. em [0, T ],

λ′(t) = Hz(t, z
∗, λ, u∗), q.s. em [0, T ],

z∗(t0) = z0, z
∗(T ) = zT ;

ii) Condição de otimalidade

H(t, z∗(t), λ(t), u∗(t)) = min
u∈Ω

H(t, z∗(t), λ(t), u), q.s. em [0, T ] ;

iii) Condição de não acoplamento η + ‖λ‖∞ 6= 0.

Demonstração: Segue imediatamente do Teorema 3.1.2 e da Observação 3.1.4.
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Analisamos agora os problemas com horizonte infinito. Considere o seguinte problema
de controle ótimo:

P∞(z0)





Minimizar J(z, u) :=

∫ ∞

0
e−δt L(z(t), u(t)) dt

sujeito a

z(t) = z0 +

∫ t

0
f(z(s), u(s)) ds, t ∈ [0,∞) ;

u ∈ L1
loc([0,∞); IRm), u(t) ∈ Ω q.s. em [0,∞) ;

onde as funções L : Rn × IRn → IR, f : Rn × IRn → IRn, o conjunto Ω ∈ IRm e a constante
δ > 0 são dados. O resultado a seguir fornece condições necessárias para otimalidade de
uma solução de P∞(z0).

Teorema 3.2.2 Suponha que L, f são aplicações C2. Se (z∗, u∗) é uma solução de P∞(z0),
então existe uma aplicação λ : [0,∞) → IRn e constantes η = 0 ou η = 1, λ0 ∈ IRn que
satisfazem:

i) Equação de estado

z∗(t) = z0 +

∫ t

0
f(s, z∗(s), u∗(s)) ds, t ∈ [0,∞) ;

ii) Equação adjunta

λ(t) = λ0 +

∫ t

0

∂H

∂z
(s, z∗(s), λ(s), u∗(s)) ds, t ∈ [0,∞) ;

iii) Condição de otimalidade

H(t, z∗(t), λ(t), u∗(t)) = min
u∈Ω

H(t, z∗(t), λ(t), u), q.s. em [0,∞).

Demonstração: Seja (z∗, u∗) um processo ótimo para P∞(z0). Dado T > 0, as funções
e−δtL : [0, T ]× IRn× IRm e f : [0, T ]× IRn× IRm satisfazem as condições do Corolário 3.2.1.
Logo, obtemos deste corolário condições necessárias para otimalidade de cada um dos pro-
blemas

PTk(z0)





Minimizar J(z, u) :=

∫ Tk

0
e−δtL(t, z(t), u(t)) dt

sujeito a

z(t) = z0 +

∫ t

0
f(s, z(s), u(s)) ds, t ∈ [0, Tk], z(Tk) = zk := z∗(Tk) ;

u ∈ L1([0, Tk]; IR
m), u(t) ∈ Ω q.s. em [0, Tk] ;

onde Tk → ∞. Como conseqüência do prinćıpio de otimalidade de Bellman (veja [Leit]),
temos que (z∗, u∗)|[0,Tk ] é uma solução de PTk(z0). Juntando os fatos, podemos garantir a
existência de ηk ≥ 0, λk : [0, Tk] → IRn tal que
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• ‖λk‖∞ + ηk > 0 ;

• (z∗, λk) é solução do sistema Hamiltoniano2

dz∗(t) = Hλ(t, z
∗(t), λk(t), u

∗(t)) dt, t ∈ [0, Tk]

dλk(t) = −Hx(t, z
∗(t), λk(t), u

∗(t)) dt, t ∈ [0, Tk]

z∗(0) = z0, z
∗(Tk) = zk ;

• H(t, z∗(t), λk(t), u
∗(t)) = max

u∈Ω
{H(t, z∗(t), λk(t), u)}, q.s. in [0, Tk].

Considere agora a sequência {λk(0), ηk}k∈IN. Normalizando os multiplicadores de Lagrange,
podemos supor que |λk(0)| + ηk = 1, k ∈ IN. Tomando subsequências (se necessário)
podemos garantir a existência de λ0 ∈ IRn e η ≥ 0 satisfazendo

|λ0| + η = 1, lim
k
λk(0) = λ0, lim

k
ηk = η. (3.6)

Seja agora T > 0 fixo. Logo Tk > T , para k > k0 e como o sistema Hamiltoniano desfruta
da propriedade de depêndencia cont́ınua das condições iniciais, podemos garantir que existe
λ : [0, T ] → IRn, tal que λk converge uniformemente para λ em [0, T ]. Essa convergência
implica nas desejadas condições de otimalidade para o problema P∞(x0), uma vez que T > 0
é arbitrário.

Duas diferenças básicas devem ser observadas na formulação do Teorema 3.2.2 em re-
lação ao Teorema 3.1.2: i) Falta uma condição de contorno final para a variável adjunta λ
(eventualmente uma condição de decaimento do tipo lim

t→∞
λ(t) = θ); ii) Falta a condição de

não acoplamento (neste caso η + |λ0| 6= 0).

Observação 3.2.3 Uma análise dos problemas (com horizonte infinito) com dinâmica line-
ar e custo quadrático pode ser feita, alternativamente, utilizando-se programação dinâmica.
Através de um processo de limite, é posśıvel obter a função valor resolvendo-se a equação
algébrica de Riccati (veja [So, Caṕıtulo 7]). Uma vez conhecida a função valor, a variável
adjunta3 pode ser calculada (λ(t) = ∂

∂xV (t, x)) e o controle ótimo é obtido através da
condição de otimalidade. 2 2 2

3.3 Problemas Impulsivos

Apresentamos neste parágrafo uma variante do prinćıpio do máximo para problemas com
controle impulsivos. Neste tipo de problema, são permitidos saltos (discontinuidades) nas
trajetórias admisśıveis. Considere o problema impulsivo de controle ótimo

2Note que H(t, z, λk, u) = 〈λk, F (t, z, u)〉 + ηkL(t, z, u).
3A variável adjunta corresponde à derivada parcial da função valor em relação a variável de estado.
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PI∞(x0)





Minimizar J(z, u, µ) :=

∫ ∞

0
e−δtf0(t, z(t), u(t)) dt +

∫

[0,∞)
e−δtg0(t)µ(dt)

sujeito a

dz(t) = f(t, z(t), u(t))dt + g(t)µ(dt), t ∈ [0,∞) ;

z(0) = z0 ; u(t) ∈ Ω q.s. em [0,∞) ; µ ≥ 0 ;

onde as funções f0 : [0,∞)×IRn×IRm → IR, f : [0,∞)×IRn×IRm → IRn, g0, g : [0,∞) → IR,
o conjunto Ω ⊂ IRn e a taxa de desconto δ > 0 são dados. Os controles admisśıveis são
pares do tipo (u, µ). A componente convencional do controle, u, é uma função mensurável
satisfazendo a restrição u(t) ∈ Ω q.s. com respeito a medida de Lebesgue. A componente
impulsiva do controle, µ, corresponde a uma medida de Borel não negativa.

Consideramos o problema impulsivo PI∞(x0) sob as seguintes hipóteses:

H1) Existe K1 > 0 tal que para todo t ∈ [0,∞), u ∈ Ω

|f0(t, x, u) − f0(t, y, u)| + |f(t, x, u) − f(t, y, u)| ≤ K1|x− y|,∀ x, y ∈ IRn ;

H2) f(·, x, ·), f0(·, x, ·) são L × B–mensuráveis, g(·) e g0(·) são L–mensuráveis;

H3) Existe K2 > 0 tal que para todo t ∈ [0, T ] e u ∈ Ω

|f(t, x, u)| + |f0(t, x, u)| ≤ K3(1 + |x|),∀ x ∈ IRn ;

H4) As funções f(t, ·, u), f0(t, ·, u) são continuamente diferenciáveis para todo t ∈ [0,∞),
u ∈ Ω. A aplicação

(t, x, u) 7→ (f0,x(t, x, u), fx(t, x, u))

é cont́ınua em [0,∞) × IRn × Ω;

H5) Ω é fechado.

O teorema a seguir deriva do resultado discutido em [BLS1]. Este, por sua vez, é a
generalização para horizonte infinito do resultado obtido por R. Rishel para horizonte finito
em 1965 (veja [Ri, Teorema 4]). A verificação do teorema a seguir segue essencialmente a
linha de demonstração do Teorema 3.2.2, utilizando como argumentos principais: prinćıpio
de otimalidade de Bellman (para problemas impulsivos); dependência cont́ınua de condições
iniciais para soluções do sistema Hamiltoniano.

É importante ressaltar que em [BLS1] são considerados problemas PI∞(x0) com g0 =
g0(t, x) e g = g(t, x), enquanto que em [Ri] são tratados problemas impulsivos com horizonte
finito e g0 = g0(t), g = g(t).

Teorema 3.3.1 Suponha que (z, u, µ) é um processo ótimo para PI∞(z0). Então existem
constantes η = 1 ou η = 0, λ0 ∈ IRn e uma função λ ∈ BV +

loc([0,∞); IRn) tais que

i) O par (z, λ) é solução do sistema Hamiltoniano

dz(t) = f(t, z(t), u(t))dt + µ(dt)

dλ(t) = −fz(t, z(t), u(t))λ(t)dt − ηe−δtf0,z(t, z(t), u(t))dt

z(0) = z0, λ(0) = λ0 ;
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ii) É verificada a condição de otimalidade

〈f(t, z(t), u(t)), λ(t)〉 + ηe−δtf0(t, z(t), u(t)) =

max
u∈Ω

{〈f(t, z(t), u), λ(t)〉 + ηe−δtf0(t, z(t), u)} q.s. ;

iii) É verificada a condição de salto

〈g(t), λ(t)〉 + ηe−δtg0(t) ≤ 0, q.s.

〈g(t), λ(t)〉 + ηe−δtg0(t) = 0, µ–q.s.

Demonstração: Veja [BLS1, Teorema 6].

Uma análise detalhada dos problemas impulsivos PI∞(x0), assim como a demonstração
do Teorema 3.3.1, requer boa dose de conhecimentos sobre teoria de medida de Lebesgue
e análise convexa, que estão além do escopo deste manuscrito. Entretanto, os argumentos
principais utilizados na demonstração do prinćıpio do máximo se assemelham aos utiliza-
dos na demonstração do resultado análogo para problemas com controles regulares (men-
suráveis). Nosso interesse pelos problemas impulsivos (com horizonte infinito) é justificado
pela importância das aplicações destes a modelos econômicos e biológicos, em que as tra-
jetórias ótimas são sabidamente discont́ınuas. Um exemplo da utilização do Teorema 3.3.1
na detecção de trajetórias ótimas é apresentado na Aplicação 3.4.4 (veja ainda [BaLe]).

Maiores detalhes sobre condições necessárias para problemas impulsivos com horizonte
finito podem ser encontrados em [Mu], [ViPe], [SiVi]. Para problemas impulsivos com
horizonte infinito citamos ainda [BLS1], [BLS2].

3.4 Aplicações do Prinćıpio do Máximo

Neste parágrafo analisamos, sob a ótica do prinćıpio do máximo, alguns problemas de
controle ótimo. Na Aplicação 3.4.1 são discutidos os problemas de tempo mı́nimo até a
oŕıgem. O modelo aqui discutido é simples, porém possui diversas variantes relacionadas
com aplicações tecnológicas (piloto automático, acoplamento de satélites, . . . ).

Utilizamos na Aplicação 3.4.2 o prinćıpio do máximo para verificar que uma estratégia
do tipo bang-bang é a única estratégia ótima admisśıvel para o problema da alunissagem.

Na Aplicação 3.4.3, consideramos um modelo econômico clássico, formulado por F. Ram-
sey em 1928 (veja [Ra]). Utilizando a equação de Euler–Lagrange, obtemos a poĺıtica ótima
para um problema do tipo consumo× investimento com horizonte infinito.

Um problema de exploração ótima de recursos naturais renováveis é considerado na
Aplicação 3.4.4. A abordagem aqui apresentada segue a linha de [BaLe]. O modelo utilizado
foi proposto em [CCM] e analisado por diversos autores. São levados em conta controles do
tipo impulsivos e processos definidos em horizonte infinito de tempo.

Em [BMS] podem ser encontradas diversas aplicações do prinćıpio do máximo a pro-
blemas aeroespaciais, dentre as quais citamos: Desenho ótimo de uma missão a Netuno;
Ascenssão ótima de um véıculo espacial hipersônico; Alcance máximo de vôo para uma
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asa delta atravessando uma térmica. Em [Ho] são discutidas (entre outras) as seguintes
aplicações: Oscilador harmônico com custo de combust́ıvel; Controle de epidemias; Pescaria
ótima; Contração do ventŕıculo esquerdo do coração; Compra e venda de ações.

Aplicação 3.4.1 (Tempo mı́nimo) Suponha que no tempo t = 0 um carro se encontra
na posição a ∈ IR com velocidade b ∈ IR. Nosso objetivo é encontrar uma estratégia u∗

(aceleração e frenagem) que permita levá-lo até a oŕıgem no menor tempo posśıvel. É
exigido ainda que, ao chegar ao destino, o carro tenha velocidade nula.4 Temos assim o
seguinte problema de controle ótimo





Minimizar
∫ T
0 1 dt

sujeito a

z′ =
(
0 1
0 0

)
z +

(
0
1

)
u, z(0) = (ab ) ;

ψ(T, z(T )) := z(T ) = θ

onde T ≥ 0, u ∈ L1[0, T ] e u(t) ∈ Ω := [−1, 1] q.s. em [0, T ]. As condições necessárias
fornecidas pelo prinćıpio do máximo são

z′ =
(
z2
u

)
, z(0) =

(
a
b

)
, z(T ) = θ ;

λ′ = −
(

0
λ1

)
, λ(T ) = (µ1

µ2) ;

H(t, z, λ, u) = z2λ1 + uλ2 + η ;

z2λ1 + U∗(z, λ)λ2 + η = min
u∈[−1,1]

{z2λ1 + uλ2 + η}, q.s. em [0, T ] ;

η + |µ1| + |µ2| 6= 0.

Da condição de otimalidade obtemos

U∗(z, λ) =

{
−signλ2 , λ2 6= 0

? , λ2 = 0
(3.7)

Calculando agora λ(t) para t ∈ [0, T ] temos:

λ1(t) = µ1, λ2(t) = (T − t)µ1 + µ2, t ∈ [0, T ]. (3.8)

Portanto, λ2 é linear e muda de sinal no máximo uma vez em [0, T ]. Sendo assim, basta
estudar os seguintes casos:

1o Caso: u∗ não muda de sinal em [0, T ].
• Se u∗ ≡ 1 temos

z2(t) = b+ t, z1(t) = a+ bt+
t2

2
, t ∈ [0, T ].

4Tal problema é apresentado por alguns autores como problema da acoplagem. Para uma descrição do
problema veja [Tr, Caṕıtulo 11].
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z2

z1

C
u≡−1

u≡1

a

b

Figura 3.2: Trajetórias ótimas para os controles u∗ ≡ 1 e u∗ ≡ −1

Como z(T ) = θ, tais estratégias são admisśıveis apenas para condições iniciais do tipo
(a, b) = (T 2/2,−T ), com T > 0.
• Se u∗ ≡ −1 temos

z2(t) = b− t, z1(t) = a+ bt− t2

2
, t ∈ [0, T ].

Como z(T ) = θ, tais estratégias são admisśıveis apenas para condições iniciais do tipo
(a, b) = (−T 2/2, T ), com T > 0.

A curva C na Figura 3.2 é composta pelas condições iniciais (a, b), para as quais as
estratégias u∗ ≡ 1 ou u∗ ≡ −1 são ótimas. As respectivas trajetórias correspondem a parte
da curva C limitada por (a, b) e pela oŕıgem.

2o Caso: u∗ muda de sinal em τ ∈ (0, T ).
No caso anterior vimos que se u∗ ≡ 1, então z2(t)

2 = 2z1(t) + const; enquanto que u∗ ≡ −1
implica em z2(t)

2 = −2z1(t)+const. Portanto, as trajetórias correspondentes a tais controles
são necessariamente paralelas a um dos arcos de parábola mostrados na Figura 3.3. De
onde conclúımos que a trajetória ótima é necessariamente composta por dois arcos: cada
um pertencente a uma das famı́lias na Figura 3.3 (lembre que u∗ muda de sinal uma única
vez no intervalo [0, T ]).

Note que a parte final da trajetória ótima é necessariamente como na Figura 3.2 (caso
contrário a trajetória não seria admisśıvel). Para determinar a parte inicial da trajetória,

z2

z1

z2

z1

Figura 3.3: Trajetórias correspondentes a controles constantes
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z2

z1

C

u≡−1

u≡1

a

b
E

P

Figura 3.4: Trajetórias ótimas correspondentes aos controles u∗ ≡ 1 e u∗ ≡ −1

observe que, dada uma condição inicial (a, b) ∈ IR2, existe uma única curva pertencente as
famı́lias mostradas na Figura 3.3, que intercepta tanto o ponto (a, b) quanto a curva C (o
caso a > 0, b > 0 é mostrado na Figura 3.4). O prinćıpio do máximo nos permite concluir
que existe uma única trajetória associada a controles do tipo

u∗(t) =

{
1, t < τ

−1, t > τ
ou u∗(t) =

{
−1, t < τ

1, t > τ

que é admisśıvel para a condição inicial (a, b). Tal trajetória é composta por dois arcos:
um da curva E limitado por (a, b) e pelo ponto P e outro da curva C limitado por P e pela
oŕıgem. Para calcular τ (instante em que trocamos o controle de −1 para 1) não é necessário
calcular as constantes µ1, µ2 na equação (3.8). No caso a > 0, b > 0, basta descobrir para
qual τ > 0 a curva (z1(t), z2(t)) = (a+ bt− t2/2, b − t) satisfaz a condição

z2(τ) < 0, z2(τ)
2 = 2z1(τ).

Um cálculo simples mostra que τ é dado por uma das raizes b±
√
b2/2 − a. 2 2 2

Aplicação 3.4.2 (Alunissagem) Considere o problema de controlar a descida de uma
espaçonave na Lua, utilizando para isso a menor quantidade posśıvel de combust́ıvel. Em
um modelo simplificado temos5

t : tempo;
h(t) : altura da espaçonave;
v(t) : velocidade da espaçonave;
m(t) : massa da espaçonave + combust́ıvel;
u(t) : empuxo dos motores da espaçonave.

Seja M a massa da espaçonave sem combust́ıvel, F a quantidade inicial de combust́ıvel,
h0 a altura inicial, v0 a velocidade inicial, umax o empuxo máximo dos motores da nave
(0 ≤ u(t) ≤ umax, t ≥ 0), g a constante gravitacional da Lua (considerada constante) e k

5Este modelo é também discutido em [FlRi], [Ho] e [Know].
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a constante de proporcionalidade entre o empuxo e a taxa de queima do combust́ıvel. As
variáveis de estado (h, v,m) satisfazem a seguinte dinâmica:





h′ = v(t)
v′ = −g + u(t)/m(t)
m′ = −ku(t)

Definindo z(t) = (h(t), v(t), m(t))∗ temos o sistema não linear





z′ =




z2
−g + u/z3

−ku


 =: f(t, z, u)

z(0) = (h0, v0, M + F )∗, z(T ) = (0, 0, ?)∗.

(3.9)

A condição final segue da hipótese que um pouso suave ocorre quando h(T ) = v(T ) =
0, sendo para m somente relevante que m(T ) ≥ M . Como o custo a ser minimizado
corresponde ao gasto de combust́ı vel, temos que maximizar

m(T ) = M + F − k

∫ T

0
u(t) dt.

O problema de controle ótimo pode ser escrito como:





Minimizar J(T, z, u) =

∫ T

0
u(t) dt

sujeito a

u ∈ {L1[0, T ] | u(t) ∈ Ω := [0, umax] q.s. em [0, T ]},
z′ = f(z, u), z(0) = (h0 v0 M + F )∗ ∈ IR3,

ψ(T, z(T )) = (z1(T ) z2(T ))∗ = θ ∈ IR2

A função de Hamilton é

H(t, z, λ, u) = 〈λ, u〉 + ηL(t, z, u) = λ1z2 + λ2(−g + u/z3) − λ3ku+ ηu.

Minimizando a função de Hamilton em relação a u obtemos

U∗(z, λ) =





0 , η + λ2/z3 − kλ3 > 0
? , η + λ2/z3 − kλ3 = 0

umax , η + λ2/z3 − kλ3 < 0
(3.10)

Tomamos por simplicidade umax = 1. A fim de tornar o problema fisicamente coerente
supomos ainda

1 = empuxo máximo > força gravitacional = (M + F )g,
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z1 = h

z2 = v

ξ=T−F/k

Figura 3.5: Condições iniciais (h, v) que são levadas pelo controle u∗ ≡ 1 à condição final
(0, 0, m(T ))∗ com m(T ) ≥M .

isto é 1/(M + F ) > g. É razoável considerar que existe uma estratégia ótima do tipo
bang–bang, i.e. da forma

u∗(t) =

{
0 , t ∈ [0, ξ)
1 , t ∈ [ξ, T ]

(3.11)

Calculamos inicialmente a trajetória associada a estratégia u∗. Como u∗ ≡ 1 em [ξ, T ],
usamos o sistema (3.9) e as condições de contorno z1(T ) = z2(T ) = 0 e z3(ξ) = M + T a
fim de determinar z no instante t = ξ. Obtemos assim





z1(ξ) = −1
2g(T − ξ)2 − M+F

k2 ln
(
M+F−k(T−ξ)

M+F

)
− T−ξ

k

z2(ξ) = g(T − ξ) + 1
k ln

(
M+F−k(T−ξ)

M+F

)

z3(ξ) = M + F

Traçando o gráfico de z1(ξ) por z2(ξ) obtemos a curva da Figura 3.5, que é formada pelos
estados da forma z(ξ) = (h(ξ) v(ξ) M + F )∗ que são levados pelo controle u∗(t) = 1,
t ∈ [ξ, T ] no estado final z(T ) = (0 0 m(T ))∗ com m(T ) ≥ M . Note que o comprimento
dessa curva é limitado, pois como u∗ ≡ 1 temos m′ = −k e o combust́ıvel se esgotará
após F/k unidades de tempo. Temos assim a limitação T − ξ ≤ F/k (além obviamente de
T − ξ ≥ 0).

Como inicialmente u∗ ≡ 0, a nave se encontra em queda livre durante o intervalo de
tempo [0, ξ]. A trajetória correspondente é





z1(t) = −1
2gt

2 + v0t+ h0

z2(t) = −gt+ v0

z3(t) = M + F

t ∈ [0, ξ].

Explicitando z1 (= h) em função de z2 (= v) obtemos:

h(t) = h0 − 1

2g
[v2(t) − v2

0 ], t ∈ [0, ξ].
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A curva (v(t), h(t)) é uma parábola no plano de fase v × h. Unindo os dois trechos da
trajetória correspondente a u∗ obtemos a curva mostrada na Figura 3.6. Segundo essa
trajetória a nave cai em queda livre até que o estado (v, h) alcance a curva da Figura 3.5.
Nesse momento os motores são acionados na potência máxima até o estado final admisśıvel
ser atingido (ψ(T, z(T )) = θ).

Observe que se a intersecção das duas curvas na Figura 3.6 ocorre num ponto (v(ξ), h(ξ))
com ξ < T−F/k, a quantidade de combustivel não é suficiente para realizar um pouso suave.
Enquanto que se a condição inicial (v0, h0) se encontra abaixo da curva na Figura 3.5, mesmo
empregando empuxo máximo u(t) = 1, t ∈ [0, T ], o solo lunar é atingido com v(T ) < 0.

Através do prinćıpio do máximo verificamos agora que a estratégia de controle definida
em (3.11) é um candidato a controle ótimo. Suponha λ(0) = (l1 l2 l3)

∗. Substituindo na
equação adjunta 




λ′1 = 0
λ′2 = −λ1

λ′3 = λ2u/z
2
3

temos:

λ1(t) = l1, t ∈ [0, T ] ; λ2(t) = l2 − l1t, t ∈ [0, T ] ; λ3(t) = l3, t ∈ [0, ξ].

Como z3(t) = M +F − k(t− ξ), t ∈ [ξ, T ], podemos calcular λ3 no intervalo final de tempo,
obtendo

λ3(t) = l3 +

∫ t

ξ

l2 − l1s

[k(ξ − s) +M + F ]2
ds, t ∈ [ξ, T ].

Defina agora r(t) := η + λ2(t)/z3(t) − kλ3(t), t ∈ [0, T ]. De (3.10) sabemos que a escolha
do controle u∗ no tempo t depende de sign(r(t)). Portanto, como a estratégia de controle
u∗ salta de 0 para 1 em t = ξ temos obrigatoriamente

r(ξ) = η +
λ2(ξ)

z3(ξ)
− kλ3(ξ) = 0.

Escolhendo η = 1 (que satisfaz condição de transversalidade) reescrevemos a equação acima
como

1 +
l2 − l1ξ

M + F
− k l3 = 0.

z1 = h

z2 = v

u∗=0

u∗=1

(v0,h0)

Figura 3.6: Trajetória correspondente à estratégia bang-bang u∗.
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A escolha de u∗ em (3.11) implica em r(t) > 0, t ∈ [0, ξ). Portanto l1 > 0 necessariamente.
O prinćıpio do máximo nos fornece ainda uma condição inicial para a equação adjunta:

λ(T ) = −∂ψ
∂z

(T, z(T ))∗ µ = −
(

1 0 0
0 1 0

)∗ (
µ1

µ2

)
= −




µ1

µ2

0


 ,

de onde conclúımos que λ3(T ) = 0. Obtemos assim para l1, l2, l3 o sistema sub-determinado
de equações lineares





1 + (M + F )−1(l2 − l1ξ) − k l3 = 0

l3 +

∫ T

ξ

l2 − l1s

[k(ξ − s) +M + F ]2
ds = 0

Considerando λ2 como parâmetro o sistema se reescreve como
{

(M + F )−1ξ l1 + k l3 = 1 + l2(M + F )−1

P l1 − l3 = Q l2

onde P =
∫ T
ξ s[k(ξ − s) +M + F ]−2 ds e Q =

∫ T
ξ [k(ξ − s) +M + F ]−2 ds são constantes

positivas. Resolvendo o novo sistema obtemos:
(
l1
l3

)
=

(
[1 + ((M + F )−1 + kQ)l2] / [ξ(M + F )−1 + kP]

P[1 + ((M + F )−1 + kQ)l2] / [ξ(M + F )−1 + kP] − Ql2

)
(3.12)

Note que para t ∈ [ξ, T ) temos

r(t) = 1 + (l2 − l1 t)/z3(t) − kλ3(t)

< 1 + l2/M − k l3 + (P − ξ/(M + F ))l1. (3.13)

Substituindo em (3.13) as expressões encontradas em (3.12) para l1 e l3, obtemos uma
restrição linear para escolha de l2. Outra restrição (também linear) para l2 é dada por
l1 > 0 e (3.12). Como o problema assim colocado possui solução não única, é posśıvel
encontrar condição inicial (l1 l2 l3)

∗ de forma que a função r satisfaça
{
r(t) > 0, t ∈ [0, ξ)
r(t) < 0, t ∈ (ξ, T ]

provando que u∗ satisfaz as condições do prinćıpio do máximo.
Verificamos agora que u∗ é o único candidato fornecido pelo prinćıpio de Pontryagin.

A função r(t) obtida de (3.10) determina quando ocorrem saltos na estratégia de controle.
Note ainda que como λ1 ≡ l1 então λ′2 ≡ −l1 e temos

r′(t) = (λ′2z3 − λ2z
′
3)z

−2
3 − kλ′3

= λ′2/z3 − λ2(−ku)z−2
3 − kλ2uz

−2
3

= −l1/z3(t), t ∈ [0, T ].

Analisamos separadamente as situações posśıveis:
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• l1 6= 0: Como z3(t) = m(t) > 0 então r é monótona. Se l1 > 0 obtemos um controle
do tipo u∗. Se l1 < 0 obtemos uma estratégia oposta, i.e. inicialmente u = 1 e depois
u = 0. Com essa estratégia não é posśıvel obter um pouso suave. De fato, ou (v0, h0)
se situa abaixo ou acima do grafico na Figura 3.5 No primeiro caso já vimos que
v(T ) < 0. No segundo caso, como u é da forma

u(t) =

{
1, t ∈ [0, τ)
0, t ∈ [τ, T ]

obtemos do sistema adjunto

v(T ) − v(τ) =

∫ T

τ
v′(t) dt =

∫ T

τ
−g dt = −g(T − τ).

Logo uma condição necessária para v(T ) = 0 é que T = v(τ)/g + τ . Novamente do
sistema adjunto obtemos

−h(τ) = h(T )−h(τ) =

∫ T

τ
h′(t) dt =

∫ T

τ
v(t) dt =

∫ T

τ
g(T − t) dt =

g

2
(T −τ)2,

isto é h(τ) = −v2(τ)/2g < 0. Portanto a transição de 1 para 0 na estratégia de
controle ocorre abaixo da superf́ıcie da Lua, e o pouso obviamente não é suave.

• l1 = 0: Neste caso r′ = 0 e r é constante. Se r 6= 0 os posśıveis candidatos são u ≡ 0
e u ≡ 1. O primeiro controle obviamente não permite pouso suave. Já o segundo será
ótimo somente se (v0, h0) pertence à curva na Figura 3.5, quando a estratágia se torna
idêntica a u∗. Por fim, se r = 0 temos

1 + l2
1

z3(t)
+ k λ3(t) = 0, t ∈ [0, T ],

isto é, as funções {1, z−1
3 , λ3} são linearmente dependentes. Mas isto é uma contra-

dição pois

z3(t) = M + F − k

∫ t

0
u(s) ds, λ3(t) = l2

∫ t

T
u(s)z3(s)

−2 ds.

Portanto o único controle admisśıvel que satisfaz as condições do prinćıpio do máximo é u∗

definido em (3.11). 2 2 2

Aplicação 3.4.3 (Consumo × Investimento) Tratamos a seguir um problema clássico
da economia, que foi um dos primeiros a ser tratado sob a ótica do cálculo variacional. Con-
sideramos o seguinte problema macroeconômico: Como equacionar a relação entre consumo
e investimento, a fim de otimizar o desenvolvimento econômico?

Suponha que a economia de uma nação é representada pelas variáveis
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K(t) : Capital;
C(t) : Consumo;
Y (t) : Produção (produto interno);
K ′(t) : Investimento (variação do Capital);

ao longo do intervalo de tempo t ∈ [0,∞). Considere ainda o seguinte modelo simplificado:

i) Y = g(K), onde g′ > 0 e g′′ ≤ 0;

ii) C = Y −K ′ (parte da produção é consumida e o restante é reinvestido);

iii) K(0) = K0 (o capital inicial é conhecido);

iv) U = U(C) é a utilidade do capital, onde U ′ > 0, U ′′ < 0;

v) δ > 0 é o fator de desconto.

A tarefa a ser realizada é a de encontrar uma poĺıtica ótima de investimento para o problema:




Maximizar

∫ ∞

0
e−δtU(C(t))dt

sujeito a K ′ = g(K) − C, K(0) = K0.

Este problema foi originalmente formulado e resolvido por Ramsey em 1928 (veja [Ra]). A
hipótese C = g(K) −K ′ nos permite analizar este problema utilizando cálculo variacional
(veja Parágrafo 2.2). Note que a equação de Euler–Lagrange é dada por

K ′′ − g′(K)K ′ +
U ′(g(K) −K ′)

U ′′(g(K) −K ′)
(δ − g′(K)) = 0.

No caso geral esta equação não pode ser resolvida analiticamente. Fazemos aqui a hipótese
simplificadora:

U(r) =
1

1 − q
r1−q, g(r) = br,

onde b > 0, q ∈ (0, 1). Neste caso particular a equação de Euler–Lagrange se simplifica para
uma equação que sabemos resolver, a saber:

qK ′′ + (δ − b− qb)bK ′ + b(b− δ)K = 0.

Calculando as raizes do polinômio caracteŕıstico, temos λ1 = b, λ2 = a := q−1(b − δ).
Portanto, as soluções que satisfazem a condição inicial K(0) = K0 são da forma:

K∗(t) = (K0 −A)eat +Aebt, t ≥ 0,

onde A é um parâmetro livre. Suponha agora que b > a, i.e. δ > (1 − q)b. Neste caso as
hipóteses do modelo:

C(t) = g(K(t)) −K ′(t) > 0, t ≥ 0 e lim
t→∞

K(t) ≥ 0

são satisfeitas respectivamente para A ≥ 0 e A < K0. Para determinar o parâmetro A ∈
[0,K0) é necessária uma condição de contorno para a equação da dinâmica – por exemplo
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K ′(0) ou K(∞). Como tal condição não é explicitamente fornecida, é preciso analizar a
equação de Hamilton–Jacobi–Bellman, que para este problema autônomo se escreve como

−δV (x) + min
u∈Ω

{
〈∂V
∂x

, g(x) − u〉 +
1

1 − q
u1−q

}
= 0, x ∈ IRn

(note que δ = b− qa). É fácil verificar que V (x) := (1− q)/(b− a)qx1−q, x ≥ 0 é solução da
equação acima. Note ainda que se A = 0 a condição

lim inf
t→∞

e−δtV (K∗(t)) = 0

é satisfeita, pois a(1 − q) < 0 por hipótese. Portanto V (x) e a trajetória K∗(t) = K0e
at

satisfazem as condições do teorema , de onde conclúımos que uma estratégia ótima de
consumo é dada por

C∗(t) = (b− a)K0e
at, t ≥ 0.

2 2 2

Aplicação 3.4.4 (Pescaria ótima) Consideramos a seguir um modelo bio-econômico pa-
ra pescaria comercial controlada por monopólio. O modelo em questão é representado pelas
seguintes quantidades:

t : tempo;
x(t) : população de peixes (biomassa);
h(t) : taxa de captura;
E(t) : esforço de pesca;
K(t) : capital investido na atividade pesqueira;
I(t) : taxa de investimento.

O modelo é baseado nas seguintes hipóteses:

• h(t) = qE(t)x(t); q é um coeficiente de captura;
• x′(t) = F (x(t)) − qE(t)x(t), t ≥ 0, x(0) = x0; F é a função de crescimento natural;
• K ′(t) = −γK(t) + I(t), t ≥ 0, K(0) = K0; γ ≥ 0 é a taxa de depreciação do capital;
• Restrições: 0 ≤ x(t),K(t), E(t); E(t) ≤ K(t);
• Não-maleabilidade: 0 ≤ I(t) ≤ ∞, t ≥ 0;
• Existência de dois pontos de equiĺıbrio biológico: F (0) = F (x̄) = 0, x̄ > 0;
• Propriedades da função F :
F ∈ C2[0,∞), F (x) > 0, 0 < x < x̄, F ′′(x) < 0, 0 ≤ x ≤ x̄;

• Função objetivo (fluxo descontado de dinheiro):
∫∞
0 e−δt{ph(t) − cE(t) − rI(t)} dt;

• δ > 0 é a taxa instantânea de desconto; p ≥ 0 é o preço de mercado do peixe; c ≥ 0
é o custo de operação por unidade de esforço de pesca; r ≥ 0 é o preço do capital.

Um exemplo concreto para a função de crescimento natural satisfazendo as hipóteses acima
é dado pela função loǵıstica: F (x) := ax(1− x

k
) (a > 0, k > 0). Para construção das figuras

na seqüência do texto foi utilizada esta função.
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O problema de controle ótimo
Definimos E = uK, com u ∈ [0, 1] e obtemos assim uma segunda variável de controle: u.
Podemos supor sem perda de generalidade q = 1. Assim sendo, escrevemos o problema de
controle ótimo da seguinte forma:

Q(x0,K0)





Minimizar J(x0,K0; I, u) :=

∞∫

0

e−δt{rI(t) + cu(t)K(t) − pu(t)K(t)x(t)}dt

sujeito a
x′ = F (x) − u(t)K(t)x, t ≥ 0, x(0) = x0,
K ′ = −γK + I(t), t ≥ 0, K(0) = K0,
x(t) ≥ 0, K(t) ≥ 0, 0 ≤ u(t) ≤ 1, I(t) ≥ 0, t ∈ [0,∞).

Este problema foi formulado em [CCM], onde foi considerado através de uma abordagem
variacional. Entretanto a análise apresentada não é rigorosa nos detalhes. Em [Mu] o modelo
acima é utilizado para ilustrar os problemas considerados no artigo, entretando os resultados
lá obtidos não se aplicam a este problema (prova de existência). Em [ViPe] também pode
ser encontrada uma referência a este problema. Finalmente em [Cl] o problema Q(x0,K0)
é apresentado como uma aplicação do prinćıpio do máximo, mas o tratamento novamente
não é rigoroso. Para uma melhor descrição do modelo bio-econômico o leitor deve consultar
[An] ou [SeSy].

É um fato conhecido (veja e.g [Mu]) que problemas de controle podem não possuir
solução caso a variável de controle não seja limitada e tanto a função objetivo quanto
a dinâmica sejam lineares no controle. Este é exatamente o caso acima em relação ao
controle I. A fim de evitar problemas de não-existência, temos que substituir o controle
convencional I por um controle impulsivo. Uma conseqüência imediata desta escolha é que
a trajetória da variável de estado correspondente ao capital se torna descont́ınua. Sendo
assim, consideramos I como uma medida de Borel e K como uma função de variação
limitada. O problema Q(x0,K0) se reescreve da seguinte forma:

P (x0,K0)





Minimzar J(x0,K0;µ, u) :=

∞∫

0

e−δtr µ(dt) +

∞∫

0

e−δt{c− pqx(t)}u(t)K(t) dt

sujeito a (u, µ) ∈ Uad × C∗,
x′ = F (x) − u(t)Kx, x(0) = x0,

dK = −γKdt+ µ(dt), K(0) = K0,

onde

Uad := {v ∈ L∞[0,∞) | 0 ≤ v(t) ≤ 1 q.s. em [0,∞)},
C∗ := {µ | µ medida de Borel não-negativa em [0,∞)}.

Observe que as restrições x(t) ≥ 0, K(t) ≥ 0 em [0,∞) são satisfeitas (devido as hipóteses
acima), caso x0 ≥ 0, K0 ≥ 0. O problema de valor inicial

dK = −γKdt+ µ(dt), K(0) = K0 (3.14)
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tem que ser considerado como uma equação diferencial com medida. Uma função K :
[0, t1) → IR (t1 ∈ (0,∞]) é solução de (3.14) quando

K(t) = K0 −
∫ t

0
γK(s)ds +

∫

[0,t]
µ(ds), 0 ≤ t < t1. (3.15)

Isto imlica que K é cont́ınua pela direita em (0, t1) e K(0) = K0,+µ({t0}), onde K0,+

representa limt↓0K(t).

Observação 3.4.5 O conceito de soluções definido acima caracteriza as denominadas solu-
ções de Young (veja [Ri]). Podemos aqui usar este conceito pois os coeficientes g, g0 não
dependem das variáveis de estado x, K. Se fosse este o caso, teŕıamos que utilizar o conceito
de soluções robustas (veja e.g. [SiVi], [BLS1]). 2 2 2

A seguir definimos as constantes κ := δ + γ, r′ := rκ, c∗ := c + r′ e as funções
g(x) := δ − F ′(x) + x−1F (x),

ψ(x) := (px− c)(δ − F ′(x)) − cF (x)

x
, ψ∗(x) := (px− c∗)(δ − F ′(x)) − c∗F (x)

x

em (0, x̄). Fazemos ainda as seguintes hipóteses (notação: K∗ := F (x∗)/x∗, K̃ := F (x̃)/x̃)

(V 1) F ∈ C2[0,∞) ∩ C3(0, x̄); F (0) = F (x̄) = 0; F (x) > 0, 0 < x < x̄; F ′′(x) < 0,
0 ≤ x ≤ x̄;

(V 2) δ > 0, r > 0, c > 0, γ > 0;

(V 3) c∗ − px̄ < 0;

(V 4) Existem x̃, x∗ ∈ (0, x̄) com

ψ(x) < 0, 0 < x < x̃, ψ(x̃) = 0, ψ(x) > 0, x̃ < x < x̄,

ψ∗(x) < 0, 0 < x < x∗, ψ∗(x
∗) = 0, ψ∗(x) > 0, x∗ < x < x̄ ;

(V 5) ψ′(x) > 0, x ∈ (0, x̃), ψ′
∗(x) > 0, x ∈ (x̃, x̄);

(V 6) g′(x) > 0, x ∈ (0, x̄).

As abordagens em [CCM] e [BaLe]
Em [CCM] a equação de Hamilton–Jacobi–Bellman é considerada em (0, x̄) × (0,∞) e é
obtido um candidato a controle ótimo para cada condição inicial nesta faixa. Isto resulta na
definição de uma função S : (0, x̄)× (0,∞) → IR, tal que para todos (x,K) ∈ (0, x̄)× (0,∞),
u ∈ [0, 1] e I ≥ 0, tem-se

δS(x,K) + F (x)Sx(x,K) − γKSK(x,K) ≥
I(SK(x,K) + r) + uK{qxSx(x,K) − pqx+ c}. (3.16)
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É então afirmado que S é a função valor para o problema.6 Implicitamente, são utilizados
na argumentação somente controles cujos estados correspondentes satisfazem

lim
t→∞

e−δtS(x(t),K(t)) = 0.

A análise apresentada em [CCM] pode ser seguida parcialmente, mas em algumas passagens
as hipóteses não são suficientes e a argumentação não está completa. Como S não é dife-
renciável em toda a faixa, os autores argumentam que cada problema P (x0,K0) pode ser
aproximado por uma problema Q(x0,K0) correspondente. Para tanto é necessário um
argumento de densidade rigoroso, que não é fornecido e tão pouco pode ser encontrado na
literatura especializada. Portanto, a verificação da otimalidade das estratégias discutidas
em [CCM] tem que ser considerada como um problema em aberto. Esta é a justificativa
apresentada em [BaLe] para uma nova análise do problema, a qual descrevemos a seguir.

As demonstrações dos resultados discutidos a seguir são, em sua maioria, longas (apesar
de utilizarem essencialmente resultados de análise no IRn e da teoria de equações diferen-
ciais ordinárias). Devido a este fato, limitamo-nos a enunciar e interpretar os resultados
principais, que ilustram a aplicação do prinćıpio do máximo para este problema impulsivo
com horizonte infinito. O objetivo principal da discussão aqui apresentada é obter, para
cada condição inicial no plano de fase, a trajetória e o controle ótimo correspondente (veja
Teorema 3.4.12). O leitor interessado encontra mais detalhes em [BaLe].

Condições necessárias
A seguir utilizamos o prinćıpio do máximo para obter condições necessárias de primeira
ordem para o problema P (x0,K0). Além disso são definidas, apartir dos multiplicadores de
Lagrange, duas funções auxiliares (switches) que desempenham um papel chave na análise
das trajetórias ótimas. Começamos definindo a função de Hamilton H̃ por

H̃(t, x̃, K̃, w, λ̃1, λ̃2, η) := λ̃1(F (x̃) − wK̃x̃) − λ̃2γK̃ − ηe−δt(c− px̃)wK̃.

Seja (u, µ) um controle ótimo para P (x0,K0) e (x,K) os estados correspondentes. O Te-
orema 3.3.1 garante a existência de constantes λ̃1,0, λ̃2,0, η ∈ IR e funções adjuntas λ̃1,

λ̃2 : [0,∞) → IR satisfazendo o sistema Hamiltoniano, a condição de salto e a condição de
otimalidade (com relação a H̃). Defina agora

H(t, x̃, K̃, w, λ, η) := (−λx̃+ η(px̃− c))K̃w,

onde
λ1(t) := λ̃1(t)e

δt, λ2(t) := λ̃2(t)e
δt, λ1,0 := λ1(0), λ2,0 := λ2(0).

Definimos ainda as funções auxiliares z, λ : [0,∞) → IR por

z := −λ1x+ η(px− c), λ := λ2, z0 := λ1,0, λ0 := λ2,0,
6Lembre que a função valor V é definida por:

V (x0,K0) := inf{J(x0,K0; I, u) | (I, u) admisśıvel}, (x0,K0) ∈ (0, x̄) × (0,∞).
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As funções z e λ são denominadas switches, devido ao seu papel na obtenção dos controles
ótimos. Note que z define juntamente com a condição de máximo o valor de u(t). A saber,
u(t) = 0 se z(t) < 0 e u(t) = 1 se z(t) > 0. Se z(t) se anula, o valor de u(t) tem que ser
determinado de outra forma. A função λ define um switch para os saltos de K, uma vez
que a condição µ({t}) > 0 para algum t ∈ [0,∞) implica em λ(t) = ηr.

Desta forma podemos reescrever as condições necessárias do prinćıpio do máximo como:
z2
0 + λ2

0 + η2 6= 0, η ≥ 0,

(
x′

dK

)
=

(
F (x) − u(t)Kx

−γKdt+ µ(dt)

)
,

(
x(0)

K(0)

)
=

(
x0

K0

)
,

(
z′

λ′

)
=

(
zg(x) − ηψ(x)

κλ− zu(t)

)
,

(
z(0)

λ(0)

)
=

(
z0
λ0

)
,

λ(t) − ηr ≤ 0 para todo t ∈ [0,∞),

λ(t) − ηr ≤ 0 µ–q.s. em [0,∞),

z(t)K(t)u(t) ≤ max
w∈[0,1]

z(t)K(t)w q.s. em [0,∞).

Inicialmente excluimos o caso irregular η = 0 (de modo que possamos escolher η = 1). Isto
é conseqüência do

Lema 3.4.6 [BaLe, Teorema 6] Seja (x,K, u, µ) um processo ótimo e η, z, λ as variáveis
adjuntas correspondentes. Então η 6= 0.

Análise das condições necessárias
O problema central da análise das condições necessárias consiste em descobrir condições
iniciais λ0 = λ(0), z0 = z(0) que estejam de acordo com a condição

(R) λ(t) ≤ r, for all t ∈ [0,∞).

É de simples verificação o fato de que a igualdade λ(τ) = r para algum τ > 0 implica em
λ′(τ) = 0 e λ′′(τ) ≤ 0. É igualmente claro que K0,+ 6= K0 somente ocorre quando λ(0) = r.

A seguir apresentamos um lema que discute propriedades de trajetórias ótimas seus
correspondentes controles e variáveis adjuntas. Tal resultado é utilizado na seqüência para
obter a solução do problema de controle ótimo (para demonstração veja [BaLe, Parágrafo 3]).

Lema 3.4.7 Seja (x,K, u, µ) um processo ótimo com variáveis adjuntas z, λ. São verda-
deiras as afirmações:

a) Para cada τ > 0 existe t > τ com λ(t) = r;

b) Não existe τ > 0 com x(τ) > x∗ e F (x(τ)) ≥ K(τ)x(τ);

c) Para x0 = x∗, K0 > K∗ as condições iniciais λ0 = r, z0 ≥ r′ não podem ser assumidas;

d) Se x0 = x∗, K0 = K∗, então µ = γK∗dt e ainda x(t) = x∗, K(t) = K∗, λ(t) = r,
z(t) = r′, u(t) = 1, para t ≥ 0;

e) Para x0 = x∗, K0 ≤ K∗, temos necessariamente os valores iniciais λ0 = r, z0 = r′,
λ′(0) = 0, z′(0) = 0. Além disso temos K0,+ = K∗.
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Figura 3.7: Curvas Γ1 e Σ∗

f) Se x0 > x∗ e K0 < F (x0)/x0, temos necessariamente: λ0 = r, z0 > r′, K0,+ > K0.

O Lemma 3.4.7 possui algumas conseqüências interessantes:
— Do ı́tem b) conclúımos que uma trajetória ótima não pode entrar na região hachurada
da Figura 3.7.
— O ı́tem f) garante ainda que caso a condição inicial (x0,K0) pertença a região hachurada
da Figura 3.7, então K0,+ é tal que (x0,K0,+) está acima desta região, i.e. uma trajetória
ótima com tal condição inicial salta no tempo t = 0 para algum estado fora desta região.

A seguir definimos algumas curvas no plano de fase. Seja (x,K) a solução do sistema

(
x′

K ′

)
=

(−F (x) +Kx

γK

)
,

(
x(0)

K(0)

)
=

(
x∗

K∗

)
.

Denotamos por Γ1 a curva definida por [0, t̄] ∋ t 7→ (x(t),K(t)) ∈ [x∗, x̄]× [K∗,∞). A curva
[0,K∗] ∋ K 7→ (x∗,K) ∈ [0,∞) × [0,K∗] é denotada por Σ∗ (veja Figura 3.7).

Ainda uma conseqüência do Lemma 3.4.7: Caso a condição inicial (x0,K0) pertença a
curva Σ∗, segue dos ı́tens d) e e) que devemos saltar no instante t = 0 para o estado (x∗,K∗)
e lá permanecer (pescando com u = 1) até o fim dos tempos.

No próximo resultado usamos as curvas definidas acima para definir uma região de saltos
no plano de fase.

Lema 3.4.8 Seja (x,K, u, µ) um processo ótimo com variáveis adjuntas z, λ. Se x0 > x∗ e
a condição inicial (x0,K0) está abaixo da curva Γ1, então as condições iniciais satisfazem:
λ0 = r, z0 > r′, K0,+ ≥ h1(x0).

7

Demonstração: Veja [BaLe, Lema 14].

Note que o Lemma 3.4.8 engloba o resultado do Lemma 3.4.7 f). A seguir verificamos
que se uma trajetória ótima encontra a curva Σ∗ (i.e. (x(τ),K(τ)) ∈ Σ∗ para algum τ > 0),
certas condições precisam ser satisfeitas pelas variáveis adjuntas.

7Notação: [x∗, x̄] ∋ x 7→ (x, h1(x)) é uma parameterização de Γ1.
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Lema 3.4.9 Seja (x,K, u, µ) um processo ótimo com variáveis adjuntas z, λ. Suponha que
x(σ) = x∗, K(σ) ∈ (0,K∗) para algum σ > 0. Temos então λ(σ) = r, λ′(σ) = 0, z(σ) = r′,
z′(σ) = 0.

Demonstração: Veja [BaLe, Lema 15].

O Lemma 3.4.9 garante que caso um processo ótimo encontre a curva Σ∗, ele o faz
com λ(σ) = r. Combinando este resultado com os ı́tens d) e e) do Lemma 3.4.7, obtemos
o comportamento de uma trajetória ótima após esta escontrar a curva Σ∗. O próximo e
natural passo é analisar o comportamento das trajetórias ótimas que encontram a curva
Σ∗ (antes do encontro obviamente). Para tanto é necessário acompanhar a dinâmica da
evolução das variáveis de estado para atrás no tempo.

Lema 3.4.10 Para cada K1 ∈ [0,K∗], seja (x, z) a solução do problema de valor inicial(x′
z′

)
=
( −F (x)+K1eγtx
−(z−r′)g(x)+ψ∗(x)

)
,
(x(0)
z(0)

)
=
(x∗
r′

)
. Então, para cada K1 ∈ (0,K∗) existe τ := τK1 > 0

com x(τ) = x∗. Além disso, existe K̃1 ∈ (0,K∗) satisfazendo:

a) Se K1 ∈ (0, K̃1), então z possui um único zero σ ∈ (0, τ), onde z′(σ) < 0 e x(σ) ∈ (0, x̃);

b) Se K1 ∈ (K̃1,K
∗), então z(t) > 0 para todo t ∈ [0, τ ];

c) Se K1 = K̃1, então existe um único σ em (0, τ) com z(σ) = z′(σ) = 0; além disso

x(σ) = x̃ e
≈

K := K1e
γσ > F (x̃)/x̃ = K̃.

Demonstração: Veja [BaLe, Lema 16].

Argumentando com o Lema 3.4.10 e o teorema da função impĺıcita, construimos uma
curva Σ0 tal que as soluções (x,K, z) do sistema




x′

z′

K ′


 =




−F (x) +Kx
−(z − r′)g(x) + ψ∗(x)

−γK


 ,




x(0)
z(0)
K(0)


 =




x∗

r′

K1


 ,

onde K1 ∈ [0,K∗], satisfazem uma das seguintes alternativas:

(i) Se K1 ∈ (K̃1,K
∗], então z(t) > 0, para todo t ≥ 0 (veja curva γ1 na Figura 3.8);

(ii) Se K1 = K̃1, então z(t) > 0 exceto em um único instante de tempo, quando (x,K) =

(x̃,
≈

K) (veja curva γ2 na Figura 3.8);

(iii) Se K1 ∈ [0, K̃1), então z(t) > 0 antes da trajetória interceptar Σ0 e z(t) < 0 após a
intercepção (veja curva γ3 na Figura 3.8).

Fica assim claro comportamento das trajetórias ótimas antes do encontro com Σ∗, em
uma vizinhança de Σ0. A fim de analisar as demais condições iniciais, precisamos definir
ainda algumas curvas no plano de fase. Seja (x,K) a solução do problema de valor inicial( x′
K ′

)
=
(−F (x)+Kx

γK

)
,
( x(0)
K(0)

)
=
( x̃
≈

K

)
. Denotamos por Γ3 a curva [0, t̄] ∋ t 7→ (x(t),K(t)) ∈

[x̃, x̄] × [
≈

K,∞) (veja Figura 3.9). Seja agora (x,K) a solução do problema de valor inicial( x′
K ′

)
=
(F (x)−Kx

−γK

)
,
( x(0)
K(0)

)
=
(x̃
≈

K

)
. Esta solução encontra a curva Σ∗ em (x∗, K̃1) para algum

τ > 0 (veja Lema 3.4.10). A curva definida por esta trajetória é denominada Γ2 (veja
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Figura 3.9). Por fim definimos a curva Γ4, a qual é parametrizada pela solução (x,K) de( x′
K ′

)
=
(−F (x)
γK

)
,
( x(0)
K(0)

)
=
( x̃
≈

K

)
.

Analisamos novamente a região x > x∗, mais especificamente a parte acima da curva Γ1.
O objetivo é determinar uma curva Σs, acima de Γ1, sobre a qual devem saltar as trajetórias
com condição inicial contida na região de salto. Argumentando como na demonstração do
Lema 3.4.10 obtemos o seguinte resultado:

Lema 3.4.11 Existe K̃2 ∈ (0, K̃1) e a > 0, tais que a solução (x(·;K1), z(·;K1), λ(·;K1))

do sistema
(
x′

z′

λ′

)
=
(

−F (x)+K1e
γtx

−(z−r′)g(x)+ψ∗(x)

−(λ−r)κ+z−r′

)
,
(
x(0)
z(0)
λ(0)

)
=
(
x∗

r′

r

)
existe em [0, a] para cada K1 ∈

(K̃2,K
∗). Além disso, para cada K1 ∈ (K̃2,K

∗) existem escalares ρ(K1), σ(K1), τ(K1)
satisfazendo

a) 0 < ρ(K1) < σ(K1) < τ(K1) < a;

b) x(t;K1) ≤ x∗, t ∈ (0, ρ(K1)), x(ρ(K1);K1) = x∗, x(t;K1) > x∗, t ∈ (ρ(K1), a],
x(a;K1) ≥ x̄;

c) 0 < z(t;K1) < r′, t ∈ (0, σ(K1)), z(σ(K1);K1) = r′, z(t;K1) > r′, t ∈ (σ(K1), a];

d) λ(t;K1) < r, t ∈ (0, τ(K1)), λ(τ(K1);K1) = r, λ′(τ(K1);K1) > 0;

e) lim
K1↑K∗

τ(K1) = 0.

Demonstração: Veja [BaLe, Lema 19].

Argumentando com o Lema 3.4.11 e o teorema da função impĺıcita, é posśıvel construir
uma curva Σs no plano (x,K), tal que as soluções (x, z, λ) do sitema no Lemma 3.4.11
satisfazem:

(i) A trajetória (x(·;K1), z(·;K1)) intercepta a curva Σs com λ = r, λ′ > 0 e z > r′, para
K1 ∈ (K̃2,K

∗);

(ii) A curva Σs começa em (x∗,K∗) e alcança a reta vertical x = x∗;

(iii) A curva Σs fica estritamente acima de Γ1.
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Figura 3.9: Cenário para o problema da pescaria ótima

A curva Σs conecta o ponto x∗ ao ponto x̄ e deve ser usada como curva de salto na região
[x∗, x̄] × [0,∞). Esta curva de salto nos permite encontrar, dado (x0,K0) com x0 ∈ (x∗, x̄)
e K0 < hs(x0), o valor inicial ótimo K0,+ := hs(K0).

8

Observe que na vizinhança das curvas Γ1, Σ∗, e Σs o comportamento dos extremais já
foi determinado. Note ainda que a construção das curvas Σs e Γ3 possibilita distinguir dois
casos distintos: Σs e Γ3 possuem um ponto em comum; Σs e Γ3 não se interceptam.

Foram construidas em [0, x̄]×[0,∞) as curvas Σ∗, Σ̃, Σs, Σ0 assim como as trajetórias Γ1,
Γ2, Γ3, Γ4. Nosso próximo passo é obter, para cada condição inicial (x0,K0) ∈ (0, x̄)×(0,∞),
a trajetória ótima correspondente.

Trajetórias ótimas
A seguir determinamos um cenário de todas as trajetórias ótimas no plano de fase. Também
são determinados os controles ótimos correspondentes, baseado em informações fornecidas
pelos switches z e λ. Começamos definindo as regiões determinadas em [0, x̄] × [0,∞) por
Σ∗, Σ̃, Σs, Σ0, Γ1, Γ2, Γ3 e Γ4 (na Figura 3.10 são esboçadas as cinco regiões principais
para o caso da função loǵıstica):

Domı́nio (R1): fronteiras Σ∗, Σs, {(x,K) ∈ [0, x̄] × [0,∞) | x = x̄};
Domı́nio (R2): fronteiras Σ0, Σ∗, Σs, Γ3 e eventualmente {(x, k) ∈ [0, x̄]× [0,∞) | x = x̄};
Domı́nio (R3): fronteiras {(x,K) ∈ [0, x̄] × [0,∞) | x = 0}, Σ0, Γ4;

Domı́nio (R4): fronteiras {(x,K) ∈ [0, x̄] × [0,∞) | x = 0}, Γ4, Σ̃;

Domı́nio (R5): fronteiras Σ̃, Γ3, {(x,K) ∈ [0, x̄] × [0,∞) | x = x̄}.

O próximo teorema fornece uma completa descrição das trajetórias ótimas (e correspon-
dentes controles e switches) para todas as posśıveis condições iniciais no plano de fase.

Teorema 3.4.12 Seja (x,K, u, µ) um processo ótimo com variáveis adjuntas z, λ. São
verdadeiras as afirmações:

8Notação: x 7→ (x, hs(x)) é uma parametrização local de Σs.
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Figura 3.10: Regiões principais do plano de fase

a) Se (x0,K0) pertence a (R1), então z0 > r′, λ0 = r, (x0,K0,+) ∈ Σs e ∃ τ > 0 com
(x(τ),K(τ)) ∈ Σ∗ e u ≡ 1, µ ≡ 0 em (0, τ);

b) Se (x0,K0) pertence a (R2), então z0 > 0, λ0 < r e ∃ τ > 0 com (x(τ),K(τ)) ∈ Σ∗ e
u ≡ 1, µ ≡ 0 em (0, τ);

c) Se (x0,K0) pertence a (R3), então z0 < 0, λ0 < r e ∃ τ > 0 com (x(τ),K(τ)) ∈ Σ0 e
u ≡ 0, µ ≡ 0 em (0, τ);

d) Se (x0,K0) pertence a (R4), então z0 < 0, λ0 < r e ∃ τ > 0 com (x(τ),K(τ)) ∈ Σ̃ e
u ≡ 0, µ ≡ 0 em (0, τ);

e) Se (x0,K0) pertence a (R5), então z0 > 0, λ0 < r e ∃ τ > 0 com (x(τ),K(τ)) ∈ Σ̃ e
u ≡ 1, µ ≡ 0 em (0, τ).

Demonstração: Veja [BaLe, Lema 27].

Se a condição inicial (x0,K0) pertence a uma das curvas Γ3, Γ4, Σ∗, Σ0, Σ̃, o processo
ótimo é obtido argumentando-se como no Teorema 3.4.12 (veja [BaLe, Lemas 28 e 29]).

A interpretação do Teorema 3.4.12 é simples. Por exemplo, se (x0,K0) pertence a (R1),
escolhemos K0,+ tal que (x0,K0,+) ∈ Σs; prosseguimos pescando com u ≡ 1 e sem investir
(µ ≡ 0) até a trajetória (x,K) encontrar a curva Σ∗; saltamos uma segunda (e última)
vez para alcançar o estado (x∗,K∗) e permanecemos neste estado (pescando com u ≡ 1 e
investindo µ ≡ γK∗dt) até o fim dos tempos.

Para certas condições iniciais é necessário decretar uma moratória ao longo de determi-
nados trechos da trajetória. Por exemplo, se (x0,K0) pertence a (R3), não se pesca nem
investe (u ≡ 0, µ ≡ 0) até que a trajetória alcance a curva Σ0; a partir deste instante
pesca-se com u ≡ 1 (ainda sem investir) até que a trajetória alcance a curva Σ∗; saltamos
então para alcançar o estado (x∗,K∗) e permanecemos neste estado (pescando com u ≡ 1 e
investindo µ ≡ γK∗dt) até o fim dos tempos.

Nos dois exemplos anteriores a estratégia ótima correspondente a pesca (controle u) é
do tipo bang-bang. Entretanto, este não é sempre o caso. Uma interessante situação ocorre
quando (x0,K0) pertence a (R4). Neste caso é decretada inicialmente moratória (u ≡ 0, µ ≡
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0) até que a trajetória alcance a curva Σ̃; a partir dáı pesca-se com u(t) = K(t)−1F (x̃)x̃−1

e não se investe (µ ≡ 0) até que a trajetória alcance o estado (x̃,
≈

K); pesca-se então com
u ≡ 1 (ainda sem investir) até alcançar a curva Σ∗ (este trecho da trajetória corresponde à
curva Γ2); agimos agora como nos exemplos anteriores.

3.5 Exerćıcios

3.1 Considere o problema de Bolza




Minimizar
1

2

∫ 1

0
u(t)2 dt+ z1(1)

2 + z2(1)
2

sujeito a

u ∈ L1[0, 1], z′1 = z2, z
′
2 = u, z1(0) = z2(0) = 0.

a) Obtenha condições necessárias para o problema acima.

b) Encontre o processo ótimo.

3.2 (Um problema de Investimento) Suponha que um determinado produto é fabri-
cado com a taxa z(t). No tempo t > 0 uma fração u(t) da produção é reinvestida para
aumentar a produção, sendo o restante vendido para geração de lucro. O objetivo é deter-
minar uma poĺıtica de investimento ótima, de forma a maximizar o lucro total no horizonte
fixo de tempo [0, T ]. Temos assim o problema





Maximizar

∫ T

0
(1 − u(t))z(t)dt

sujeito a

z′ = uz, z(0) = z0 > 0, z(t) ≥ 0, u ∈ Ĉ[0, T ]

a) Reescreva o problema como um problema variacional com restrições lagrangeanas:
y′(t) ≥ 0, y′(t) ≤ y(t).

b) Obtenha condições necessárias para o novo problema.

c) Encontre a taxa ótima de produção ȳ.

3.3 (Problema do Café) Uma x́ıcara cheia de café a temperatura de 100oC deve ser
esfriada a temperatura de 0oC por adição de uma quantidade fixa de creme de leite. Uma
equação aproximada para evolução da temperatura z da mistura é dada por

z′ = −z − 25u− uz/4.

As condições de contorno são z(0) = 100, z(T ) = 0.

a) Obtenha condições necessárias para o problema de tempo ótimo sujeito as restrições

0 ≤ u(t) ≤ 1, t ∈ [0, T ],
∫ T
0 u(t)dt = 1, impostas ao fluxo externo de ĺıquido u.

b) Use o fato z′ < 0 para obter um problema equivalente com intervalo de tempo fixo. O
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que se pode afirmar sobre a unicidade da solução obtida no ı́tem a).
(Dica: A nova variável livre é s = z.)



Caṕıtulo 4

Demonstração do Prinćıpio do

Máximo

Apresentamos neste caṕıtulo uma demonstração do prinćıpio de Pontryagin para problemas
com horizonte finito e tempo final desconhecido. O desenvolvimento apresentado aqui se
baseia nas notas de aula de M. Brokate (veja [Br]) e se dividide em três partes principais:

• No Parágrafo 4.1 obtemos um conjunto de condições necessárias para otimalidade de
soluções de um problema abstrato de otimização em espaços de dimenção infinita (os
detalhes são discutidos no Apêndice A);

• No Parágrafo 4.2 aplicamos os resultados do ı́tem anterior a um problema auxiliar,
construido apartir do problema de controle ótimo através de uma reparametrização
da variável de tempo;

• No Parágrafo 4.3 invertemos esta parametrização, a fim de reinterpretar as condições
necessárias obtidas para o problema auxiliar e obter as desejadas condições necessárias
para o problema de controle ótimo.

Citamos [FlRi], [LiYo] e [Tr] como literatura alternativa, onde podem ser encontradas outras
demonstrações (recentes) do prinćıpio do máximo para problemas com horizonte finito e
tempo final desconhecido.

4.1 Otimização Infinita

Este parágrafo é dedicado à análise de condições necessárias para otimalidade. Os proble-
mas de otimização estudados são formulados em espaços de dimenção infinita e envolvem
funções continuamente diferenciáveis. Detalhes sobre o desenvolvimento apresentado neste
parágrafo são discutidos no Apêndice A.

Considere o seguinte problema abstrato de otimização:

(P )

{
Minimizar J(x)
sujeito a x ∈ C, F (x) ∈ K,

81
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onde X, Y são espaços de Banach; O ⊂ X aberto; C ⊂ X, K ⊂ Y são fechados e convexos;
J : O → IR, F : O → Y são continuamente diferenciáveis.

Na teoria de controle ótimo, a condição x ∈ C está associada a uma limitação no controle
(e.g. u(t) ∈ Ω q.s.) e a restrição F (x) ∈ K representa a equação diferencial (ou integral),
assim como outras equações envolvendo a variável de estado (e.g. ψ(t1, z(t1)) = θ).

A forma desejadada do teorema de multiplicadores que procuramos é a seguinte:

Conjectura: [Lagrange generalizado] Se x̄ é um mı́nimo local do problema (P ), então
existem η ∈ IR, ψ ∈ X∗, φ ∈ Y ∗ tais que

i) η dJ(x∗) − ψ ◦ dF (x∗) = φ;

ii) η ≥ 0, η + ‖ψ‖ + ‖φ‖ 6= 0;

onde ψ e φ satisfazem eventualmente outras restrições com relação aos conjuntos C e K
(de preferência com η 6= 0).

Para obter o resultado desejado é necessário aproximar localmente o conjunto dos pontos
admisśıveis Xad := C ∩ F−1(K) ∩ O para o problema (P ) por conjuntos convexos apro-
priados e, posteriormente, aplicar um teorema de separação para conjuntos convexos em
espaços de Banach.

Antes de apresentarmos os resultados principais deste parágrafo, esclarecemos a notação
utilizada no texto subseqüente. Dado X um espaço de Banach, C ⊂ X, x ∈ C, y ∈ Xad,
denotamos por

• C(x) o cone tangencial em x por C (somente para C convexo); (veja Definição A.2.1)

• T (C, x) o cone tangencial a C por x; (veja Definição A.2.2)

• C⋆ o cone dual a C em X∗. (veja Definição A.3.1)

• L(Xad, y) o cone linearizado em y para o problema (P ) (veja Definição A.2.9)

A seguir enunciamos os teoremas de multiplicadores usados na demonstração do prinćıpio
do máximo. Demonstrações completas destes resultados são fornecidas no Parágrafo A.3.

Teorema 4.1.1 Seja x∗ um mı́nimo local de (P ). Se x∗ é um ponto regular para (P ), então
existem ψ ∈ C(x∗)

⋆, φ ∈ K(F (x∗))
⋆ tais que

dJ(x∗) − φ ◦ dF (x∗) = ψ. (4.1)

A equação (4.1) é denominada condição de Kuhn–Tucker (veja Definição A.2.5 para
o conceito de ponto regular).

Teorema 4.1.2 Seja x∗ um mı́nimo local de (P ). Se x∗ é um ponto fracamente regular
para (P ), então existem η ≥ 0, ψ ∈ C(x∗)

⋆, φ ∈ K(F (x∗))
⋆ tais que

ηdJ(x∗) − φ ◦ dF (x∗) = ψ, (4.2)

onde |η| + ‖ψ‖ + ‖φ‖ 6= 0.
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A equação (4.2) é denominada condição de Fritz–John (veja Definição A.2.5 para o
conceito de ponto fracamente regular).

Observação 4.1.3 Para problemas de otimização da forma especial





Minimizar J(x)
s.a. x ∈ IRn

gi(x) ≤ 0, i = 1, · · · ,m
hj(x) = 0, j = 1, · · · , l

é posśıvel obter uma condição suficiente (condição de Slater) para que uma solução x∗
seja sempre regular (veja [We]). Neste caso obtemos um teorema de multiplicadores com
η > 0 (compare com a conjectura discutida na página 82). 2 2 2

4.2 Um Problema Auxiliar

A fim de simplificar a notação, consideramos o problema P (t0, z0) – veja Parágrafo 3.1 –
com tempo inicial t0 = 0 e tempo final t1 = T . Temos assim o seguinte problema de controle
ótimo

P (0, z0)





Minimizar J(z, u) := L1(T, z(T )) +

∫ T

0
L(t, z(t), u(t)) dt

sujeito a

T ≥ 0 ; u ∈ L1([0, T ]; IRm), u(t) ∈ Ω q.s. em [0, T ] ;

z(t) = z0 +

∫ t

0
f(s, z(s), u(s)) ds, t ∈ [0, T ] ; ψ(T, z(T )) = θ

onde as funções L, f , L1, ψ e H são definidas como no Parágrafo 3.1. Seja agora (z∗, u∗, T ∗)
uma solução qualquer para o problema P (0, z0).

Neste parágrafo, obtemos através de uma mudança de variáveis denominada transfor-
mação no tempo um problema auxiliar. Tal problema nos permite investigar o problema
P (0, z0) sob a ótica do prinćıpio do máximo. Começamos por definir o conjunto

V+ := {v ∈ L∞(0, 1) | v(τ) ≥ 0 q.s.}.

Dada agora uma função v ∈ V+, definimos a aplicação t ∈ C[0, 1] e o escalar T ≥ 0 da
seguinte forma:

t(τ) :=

∫ τ

0
v(s) ds, τ ∈ [0, 1], T := t(1). (4.3)

Observe que para cada trajetória z ∈ C([0, T ]; IRn), é posśıvel associar a função x ∈
C([0, 1]; IRn) definida pela correspondência

x(τ) := z(t(τ)), τ ∈ [0, 1]. (4.4)
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Seja ainda v ∈ V+. Note que, uma vez fixada w̄ ∈ L∞
loc([0,∞); IRm) com w̄(t) ∈ Ω q.s., para

cada controle u ∈ L∞([0, T ]; IRm) corresponde o controle w ∈ L∞([0, 1]; IRm) da forma

w(τ) :=

{
u(t(τ)), se τ ∈ {s ∈ [0, 1] | v(s) > 0}
w̄(t(τ)), se τ ∈ {s ∈ [0, 1] | v(s) = 0}

(4.5)

(a escolha da função w̄ é esclarecida no Parágrafo 4.3). Formulamos a seguir um problema
de otimização auxiliar nas variáveis t, x, v.

PA(w∗)





Minimizar I(t, x, v) := L1(t(1), x(1)) +

∫ 1

0
v(τ)L(t(τ), x(τ), w∗(τ)) dτ

sujeito a

x ∈ C([0, 1]; IRn), t ∈ C([0, 1]; IR), v ∈ V+, ψ(t(1), x(1)) = θ,

x(τ) = z0 +

∫ τ

0
v(s) f(t(s), x(s), w∗(s)) ds, τ ∈ [0, 1],

t(τ) =

∫ τ

0
v(s) ds, τ ∈ [0, 1],

onde w∗ ∈ L∞([0, 1]; IRm) é dado (a escolha do ”parâmetro”w∗, função correspondente
ao controle ótimo u∗, é esclarecida no decorrer do texto). Verificamos inicialmente que
toda solução (z∗, u∗, T ∗) do problema P (0, z0) induz uma solução (t∗, x∗, v∗) do problema
PA(w∗).

Lema 4.2.1 Seja (z∗, u∗, T ∗) uma solução de P (0, z0). Sejam ainda w∗ ∈ L∞ e funções
t∗, x∗, v∗ satisfazendo (4.3), (4.4) e (4.5). Então (t∗, x∗, v∗) é mı́nimo local de PA(w∗).

Demonstração: Verificamos inicialmente que t∗, x∗, v∗ satisfazem as restrições de PA(w∗).

• x∗(τ) = z∗(t(τ)) = z0 +

∫ t∗(τ)

0
f(s, z∗(s), u∗(s)) ds

= z0 +

∫ τ

0
f(t∗(r), z

∗(t∗(r)), u
∗(t∗(r))) v∗(r) dr

= z0 +

∫ τ

0
v∗(r) f(t∗(r), x∗(r), w∗(r)) dr;

• ψ(t∗(1), x∗(1)) = ψ(T ∗, z∗(T ∗)) = θ;

Note anda que I(t∗, x∗, v∗) = J(z∗, u∗, T ∗). De fato,

I(t∗, x∗, v∗) = L1(t∗(1), x∗(1)) +

∫ 1

0
v∗(τ)L(t∗(τ), x∗(τ), w∗(τ)) dτ

= L1(T
∗, z∗(T ∗)) +

∫ T ∗

0
L(s, z∗(s), u∗(s)) ds

= J(z∗, u∗, T ∗).



4.2. UM PROBLEMA AUXILIAR 85

Definimos a vizinhança O de (t∗, x∗) da seguinte forma:

O := {(t, x) ∈ C([0, 1]; IRn) × C([0, 1]; IR) | ‖t− t∗‖∞ < 1, ‖x− x∗‖∞ < 1}.

Seja agora (t, x) ∈ O satisfazendo as restrições de PA(w∗). Definimos as funções z ∈
L∞([0, t(1)]; IRn) e u ∈ L∞([0, t(1)]; IRm) por

z(s) := x(τ(s)), u(s) := w∗(τ(s)),

onde τ(s) := inf{τ ∈ [0, 1] | t(τ) = s}.1 Temos assim

z(t(τ)) = x(τ), ∀τ ∈ [0, 1], u(t(τ)) = w∗(τ), ∀τ com v(τ) > 0.

Com uma simples mudança de variável nas integrais que surgem em (4.3) – (4.5) verificamos
que (z, u, t(1)) satisfaz as restrições do problema P (0, z0). Logo, a trajetória z é cont́ınua,
de onde conclúımos que

J(z, u, t(1)) = I(t, x, v).

A otimalidade de (z∗, u∗, T ∗) implica agora em

I(t, x, v) = J(z, u, t(1)) ≥ J(z∗, u∗, T ∗) = I(t∗, x∗, v∗),

ficando assim provado o teorema. (Usamos tacitamente na demonstração o fato de que,
caso Ω seja ilimitado, então L e f satisfazem

sup{ |L(t, x, w∗(·))| ; t ∈ [0, t∗ + 1], x ∈ IRn} ≤ m(·),

sup{ |f(t, x, w∗(·))| ; t ∈ [0, t∗ + 1], x ∈ IRn} ≤ m(·),
para alguma função m ∈ L1[0, 1].)

Antes de prosseguirmos com a análise dos extremais do problema PA(w∗), é necessário
esclarecer a seguinte questão: A equação integral para x em PA(w∗) define um operador
continuamente diferenciável. Este resultado é verificado no lema a seguir, que trata a forma
geral do operador em questão.

Lema 4.2.2 Seja g : [0, 1] × IRl → IRl mensurável no primeiro argumento e duas vezes
continuamente diferenciável no segundo. Seja ainda x̂ ∈ C([0, 1]; IRl). Suponha que existe
m ∈ L1[0, 1] tal que para todo τ ∈ [0, 1] e y ∈ IRn com |y| ≤ ||x̂||∞ + 1 tenhamos

max{ |g(τ, y)|, |Dxg(τ, y)|, |Dxxg(τ, y)| } ≤ m(τ).

Seja O uma vizinhança aberta de x̂. A aplicação G : O ⊂ L∞([0, 1]; IRl) → C([0, 1]; IRl)
definida por

(Gx)(τ) :=

∫ τ

0
g(s, x(s)) ds (4.6)

1O conjunto {τ ∈ [0, 1] | t(τ ) = s} é um intervalo fechado para todo s ∈ [0, 1].
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é continuamente diferenciável em O e sua derivada (de Fréchet) em x ∈ O é dada por

(DG(x)(h))(τ) =

∫ τ

0
Dxg(s, x(s))h(s) ds, τ ∈ [0, 1]. (4.7)

Demonstração: As hipóteses do lema garantem que o operador G em (4.6) está bem
definido em uma vizinhança O ⊂ L∞([0, 1]; IRl) de x̂. Temos ainda que o operador no lado
direito de (4.7)

L∞([0, 1]; IRl) ∋ h 7→
∫ ·

0
Dxg(s, x(s))h(s) ds ∈ C([0, 1]; IRl)

é linear e cont́ınuo se x ∈ O. Portanto, para provar o lema basta verificar (4.7) em um único
ponto x ∈ O, por exemplo em x = x̂.

Seja h ∈ L∞([0, 1]; IRl) com ‖h‖∞ < 1. Então, para todo τ ∈ [0, 1] temos

|G(x̂+ h)(τ) − G(x̂)(τ) −
∫ τ

0
Dxg(s, x̂(s))h(s) ds|

≤
∫ 1

0
|g(s, x̂(s) + h(s)) − g(s, x̂(s)) −Dxg(s, x̂(s))h(s)| ds

≤
∫ 1

0
|h(s)|2 sup{|Dxxg(s, ξ)| ; |ξ − x̂(s)| ≤ |h(s)|} ds

≤ ‖h‖2
∞ ‖m‖1.

Portanto,

lim
‖h‖∞→0

{
‖G(x̂+ h) −G(x̂) −

∫ ·
0 Dxg(s, x̂(s))h(s) ds‖∞

‖h‖∞

}
= 0,

provando assim que (DG(x̂)(h))(τ) =
∫ τ
0 Dxg(s, x̂(s))h(s) ds.

Uma vez esclarecida esta questão sobre a equação integral para x em PA(w∗), podemos
enfim aplicar o teorema de multiplicadores 4.1.1 ao problema PA(w∗).

Lema 4.2.3 Seja (t∗, x∗, v∗) um mı́nimo local do problema auxiliar PA(w∗) e T ∗ = t∗(1).
Suponha que para t ∈ [0, T ∗ + 1] e x ∈ IRn com |x| ≤ ‖x∗‖∞ + 1 tenhamos

|L(t, x, w∗(·))|, |DtL(t, x, w∗(·))|, |DxL(t, x, w∗(·))| ≤ m(·),
|DttL(t, x, w∗(·))|, |DtxL(t, x, w∗(·))|, |DxxL(t, x, w∗(·))| ≤ m(·),

|f(t, x, w∗(·))|, |Dtf(t, x, w∗(·))|, |Dxf(t, x, w∗(·))| ≤ m(·),
|Dttf(t, x, w∗(·))|, |Dtxf(t, x, w∗(·))|, |Dxxf(t, x, w∗(·))| ≤ m(·),

(4.8)

com m ∈ L1[0, 1]. Então existem η ≥ 0, µ ∈ IRp e funções absolutamente cont́ınuas
q : [0, 1] → IRn, r : [0, 1] → IR, tais que (η, µ, r, q) 6= θ,




dr
dτ

(τ) = −v∗(τ) [Dtf(t∗(τ), x∗(τ), w∗(τ))
∗q(τ) + ηDtL(t∗(τ), x∗(τ), w∗(τ))] ,

dq
dτ

(τ) = −v∗(τ) [Dxf(t∗(τ), x∗(τ), w∗(τ))
∗q(τ) + ηDxL(t∗(τ), x∗(τ), w∗(τ))] ,

(4.9)
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para todo τ ∈ [0, 1],

{
r(1) = ηDtL1(t∗(1), x∗(1)) − Dtψ(t∗(1), x∗(1))

∗µ,
q(1) = ηDxL1(t∗(1), x∗(1)) − Dxψ(t∗(1), x∗(1))µ,

(4.10)

e ainda

∫ 1

0

[
r(τ) + f(t∗(τ), x∗(τ), w∗(τ))

∗q(τ)

+ ηL(t∗(τ), x∗(τ), w∗(τ))
]
(v(τ) − v∗(τ)) dτ ≥ 0, (4.11)

para todo v ∈ V+.

Demonstração: A fim de escrever o problema PA(w∗) na forma do problema abstrato de
otimização (P ) introduzido no Parágrafo 4.1, definimos

X := C([0, 1]; IR) × C([0, 1]; IRn) × L∞[0, 1], J := I,

Y := C([0, 1]; IR) × C([0, 1]; IRn) × IRp, K := {(θ, θ)} ⊂ Y,

C := {(t, x, v) ∈ X | v(t) ≥ 0 q.s.},
O := {(t, x, v) ∈ X | ‖t− t∗‖∞ < 1, ‖x− x∗‖∞ < 1}.

A aplicação F : O → Y é definida por

F (t, x, v) :=




t(·) −
∫ ·

0
v(s) ds

x(·) − z0 −
∫ ·

0
v(s)f(t(s), x(s), w∗(s)) ds

ψ(t(1), x(1))



.

A hipótese sobre ψ garnte que a aplicação (t, x) 7→ ψ(t(1), x(1)) é continuamente diferen-
ciável, enquanto que o Lema 4.2.2 garante que F é continuamente (Fréchet-) diferenciável
com derivada2

DF (t∗, x∗, v∗)(t, x, v) =




t(·) −
∫ ·

0
v(s) ds

x(·) −
∫ ·

0
(v∗(s)[Dtf(s)t(s) +Dxf(s)x(s)] + v(s)f(s)) ds

Dtψ(t∗(1), x∗(1))t(1) +Dxψ(t∗(1), x∗(1))
∗x(1)



.

A aplicação J : O → IR também é continuamente diferenciável (pelo mesmo argumento) e
sua derivada é dada por3

DJ(t∗, x∗, v∗)(t, x, v) =

∫ 1

0
(v∗(s)[DtL(s)t(s) +DxL(s)∗x(s)] + v(s)L(s)) ds

+ DtL1(1)t(1) +DxL1(1)
∗x(1)

2Para simlpificar a notação escrevemos f(s) no lugar de f(t∗(s), x∗(s), w∗(s)).
3Novamente adotamos uma notação simplificada: L(s) := L(t∗(s), x∗(s), w∗(s)) e L1(1) := L1(1, x∗(1)).
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(1) Provamos inicialmente o lema no caso em que DF (t∗, x∗, v∗) : X → Y não é sobrejetiva.
É suficiente provar que

∃ (µ, q, r) 6= 0 com r(τ) + f(τ)∗q(τ) = 0 q.s. (4.12)

e que a equação adjunta (4.9) vale com η = 0.
Considere o problema de valor inicial

dy

dτ
= A(τ)y + b(τ)v, y(0) = 0, y1 = Cy(1) (4.13)

onde

y =

(
t

x

)
, A(τ) =

(
0

v∗Dtf

0

v∗Dxf

)
, b(τ) =

(
1

f

)
, C = (Dtψ, Dxψ

∗).

Note que o fato de todo y1 ∈ IRp poder ser alcançado como valor final em (4.13) por uma
escolha adequada de v ∈ L∞[0, 1] implica na sobrejetividade de DF (t∗, x∗, v∗). De fato, seja
Φ(·, ·) a matriz de transição de (4.13), i.e. as colunas de Φ(·, ·) geram soluções linearmente

independentes de dy
dτ

= A(τ)y. Seja (ȳ, ȳ1) ∈ Y qualquer (ȳ = (t̄, x̄)). Logo, existe ỹ = (t̃, x̃)
tal que

ỹ(τ) −
∫ τ

0
A(s)ỹ(s) ds = ȳ(τ), τ ∈ [0, 1].

(Aplicação do teorema de ponto fixo de Banach para operadores integrais de Volterra; veja
[Kre, Parágrafo 5.4].)
Escolha v de modo que (4.13) possua solução y = (t, x) com y1(= Cy(1)) = ȳ1 − Cỹ(1). É
fácil ver que (ỹ + y, v) = (t̃+ t, x̃+ x, v) ∈ X satisfaz

DF (t∗, x∗, v∗)(ỹ + y, v) = (t̄, x̄, ȳ1) = (ȳ, ȳ1),

ficando assim verificada a sobrejetividade de DF (t∗, x∗, v∗).
Como supomos que DF (t∗, x∗, v∗) não é sobrejetiva, necessariamente existe (ao menos

um) µ ∈ IRp\{θ} ortogonal ao subespaço

{y1 ∈ IRp | y1 é atinǵıvel por algum v ∈ L∞[0, 1]}.

Note que

θ = µ∗Cy(1) =

∫ 1

0
µ∗CΦ(1, τ)b(τ)v(τ) dτ , ∀ v ∈ L∞[0, 1].

Logo, −µ∗CΦ(1, τ)b(τ) = 0 q.s. em [0,1]. Defina q̄ = (r, q) ∈ C([0, 1]; IRn+1) por q̄(τ) :=
−Φ(1, τ)∗C∗µ. Temos então

{
dq̄
dτ

(τ) = −A(τ)∗q̄(τ), τ ∈ [0, 1] (provando (4.9) com η = 0)

q̄(1) = −C∗µ (provando (4.10))

e ainda 0 = b(τ)∗q̄(τ) = r(τ) + f(τ)∗q(τ), q.s. em [0, 1], provando assim (4.12) e, por
conseguinte, (4.11).
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(2) Consideramos agora o caso em que DF (t∗, x∗, v∗) : X → Y é sobrejetiva. Neste caso
(t∗, x∗, v∗) é um ponto fracamente regular para PA(w∗). De fato, como int(C) 6= ∅ temos
que o cone tangencial C(t∗, x∗, v∗) também possui interior não vazio. O teorema da aplicação
aberta (Teorema A.2.6 e Observação A.2.8) garante que int{DF (t∗, x∗, v∗)C(t∗, x∗, v∗)} 6= ∅.

O Teorema 4.1.2 (veja também Observação 4.1.3) garante a existência de η ≥ 0, ρ∗ ∈
C(t∗, x∗, v∗)

⋆ e y∗ ∈ Y ⋆ com η + ‖ρ∗‖ + ‖y∗‖ 6= 0 satisfazendo

ρ∗(t, x, v) = ηDJ(t∗, x∗, v∗)(t, x, v) − y∗(DF (t∗, x∗, v∗)(t, x, v)), (4.14)

para todo (t, x, v) ∈ X. Note que ρ∗(t, x, 0) ≥ 0 para todo par t, x. De fato, isto segue da
identidade ρ∗(t, x, 0) = ρ∗

(
(t + t∗, x + x∗, v∗) − (t∗, x∗, v∗)

)
e do fato (t + t∗, x + x∗, v∗) ∈

C(t∗, x∗, v∗)
⋆. Logo, como ρ∗ é linear em todos os argumentos, segue que ρ∗(t, x, 0) = 0

para todo par t, x. Desta forma, podemos concluir que ρ∗(t, x, v) = ρ∗(v) e da definição do
cone tangencial C(t∗, x∗, v∗)

⋆ temos

ρ∗(v − v∗) ≥ 0, ∀v ∈ V+. (4.15)

Escrevendo agora y∗ = (ζ∗, γ∗, µ) ∈ Y ⋆, obtemos para todo par t, x

ρ∗(v) = η

∫ 1

0
[v∗(s)(DtL(s)t(s) +DxL(s)∗x(s)) + v(s)L(s)] ds

+ η[DtL1(1)t(1) +DxL1(1)
∗x(1)] − ζ∗

(
t(·) −

∫ ·

0
v(s) ds

)

− γ∗
(
x(·) −

∫ ·

0
v∗(s)[Dtf(s)t(s) +Dxf(s)x(s)] + v(s)f(s) ds

)

− µ∗(Dtψ(1)t(1) +Dxψ(1)∗x(1)), (4.16)

com (η, ζ∗, γ∗, µ) 6= θ.4

Defina r e q como solução do problema de valor final (retrocedendo no tempo) definido em
(4.9), (4.10). Temos que provar que (η, µ, r, q) satisfazem (4.11) e (η, µ, r, q) 6= θ.
Escolha

(
t
x

)
= y como solução do problema de valor inicial (4.13). Substituindo em (4.16),

os termos ζ∗(· · · ) e γ∗(· · · ) desaparecem. Para o primeiro termo em η obtemos

η

∫ 1

0
v∗(s)DxL(s)∗x(s) ds =

=

∫ 1

0
(−dq
dτ

(s) − v∗(s)Dxf(s)∗q(s))∗x(s) ds

=

∫ 1

0
q(s)∗

dx

dτ
(s) ds −

[
q(s)∗x(s)

]1
0
−
∫ 1

0
(v∗(s)Dxf(s)∗q(s))∗x(s) ds

=

∫ 1

0
q(s)∗[v∗(s)Dtf(s)t(s) + v∗(s)Dxf(s)x(s) + v(s)f(s)] ds

− q(1)∗x(1) −
∫ 1

0
v∗(s)q(s)

∗Dxf(s)x(s) ds

=

∫ 1

0
q(s)∗[v∗(s)Dtf(s)t(s) + v(s)f(s)] ds − q(1)∗x(1)

4Notação simplificada: ψ(1) = ψ(t∗(1), x∗(1)).
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e ainda

η

∫ 1

0
v∗(s)DtL(s)t(s) ds =

∫ 1

0

[
− r

dτ
(s) − v∗(s)q(s)

∗Dtf(s)
]
t(s) ds

=

∫ 1

0
r(s)v(s) ds − r(1)t(1) −

∫ 1

0
v∗(s)q(s)

∗Dtf(s)t(s) ds.

Substituindo as duas últimas expressões em (4.16) e observando que

(
r(1)t(1)

q(1)∗x(1)

)
=

(
[ηDtL1(1) −Dtψ(1)∗µ] t(1)

[ηDxL1(1) −Dxψ(1)µ]∗x(1)

)
,

obtemos

ρ∗(v) = η

∫ 1

0
v(s)L(s) ds +

∫ 1

0
v(s)q(s)∗f(s) ds +

∫ 1

0
q(s)∗v∗(s)Dtf(s)t(s) ds

− q(1)∗x(1) +

∫ 1

0
v(s)r(s) ds −

∫ 1

0
q(s)∗v∗(s)Dtf(s)t(s) ds − r(1)t(1)

+ η[DtL1(1)t(1) +DxL1(1)
∗x(1)] − µ∗(Dtψ(1)t(1) +Dxψ(1)∗x(1))

=

∫ 1

0
v(s)[r(s) + f(s)∗q(s) + λL(s)] ds.

De (4.15) segue agora

∫ 1

0
[r(s) + f(s)∗q(s) + λL(s)] (v(s) − v∗(s))ds = ρ∗(v − v∗) ≥ 0, ∀v ∈ V+,

provando (4.11). Se (λ, µ, r, q) = θ, teŕıamos ρ = 0 e, como conseqüencia de (4.14), y∗ = 0
(supomos DF (t∗, x∗, v∗) sobrejetora). Isto entretanto contradiz a desigualdade η + ‖ρ∗‖ +
‖y∗‖ 6= 0, garantida pelo Teorema 4.1.2. Fica assim provado o lema.

4.3 Condições Necessárias de Otimalidade

A demonstração do prinćıpio do máximo (ver Teorema 3.1.2) é constitúıda basicamente da
transformação das equações e inequações do Lema 4.2.3 ao intervalo [0, T ∗]. A condição de
otimalidade (veja ı́tem iv) do Teorema 3.1.2) é, em particular, obtida através da escolha
adequada de w∗ e v∗. A demonstração está dividida em seis passos principais:
(1) Obtenção da equação adjunta.
Usando a notação do Lema 4.2.3 definimos

τ(s) := inf{τ | t(τ) = s}, Λ(s) := r(τ(s)), λ(s) := q(τ(s)),

para s ∈ [0, T ∗]. Logo Λ(t(τ)) = r(τ), λ(t(τ)) = q(τ). De (4.9) segue que

dλ

dt

dt

dτ
(τ) = −v∗(τ)[Dxf(τ)∗q(τ) − ηDxL(τ)].
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Como dt
dτ (τ) = v∗(τ), obtemos a equação adjunta5

dλ

dt
(t) = −Dxf [t]∗λ(t) − ηDxL[t] = −DxH[t]

com a condição de contorno

λ(T ∗) = q(1) = ηDxL1[T
∗] −Dxψ[T ∗]µ.

Analogamente, obtemos para Λ o problema de valor inicial

dΛ

dt
(t) = −DtH[t],

Λ(T ∗) = ηDtL1[T
∗] −Dtψ[T ∗]∗µ.

(2) A escolha de v∗ ∈ V+.
Definimos a seguir v∗ : [0, 1] → IR, de modo que {τ ∈ [0, 1] | v∗(τ) = 0} seja uma união
enumerável de intervalos disjuntos Bk e que {t∗(Bk) | k ∈ IN} seja um subconjunto denso
de [0, T ∗].

Tome {tk}k∈IN um subconjunto denso de [0, T ∗], βk > 0 com
∞∑
k=1

βk = 1
2 e defina

τk :=
tk

2T ∗
+
∑

ti<tk

βi, Bk := [τk, τk + βk], B :=
⋃

k∈IN

Bk.

Definimos agora a função v∗ da seguinte forma:

v∗(τ) :=

{
0 , τ ∈ B

2T ∗, senão.

Note que t∗(1) =
∫ 1
0 v∗(τ)dτ = T ∗, pois µ([0, 1]\B) = 1

2 . Note ainda que para todo τ ∈ Bk,
temos

t∗(τ) =

∫ τ

0
v∗(τ) dτ = 2T ∗µ

(
[0, τk] \

⋃

ti<tk

Bi

)
= 2T ∗

(
τk −

∑

ti<tk

βi

)
= tk.

Portanto {t∗(Bk) | k ∈ IN} é denso em [0, T ∗], completando assim a construção.
(3) Provamos que

Λ(t) + H(t, z∗(t), λ(t), u∗(t)) = 0, q.s. em [0, T ∗].

Suponha por contradição que Λ(t)+f(t, z∗(t), u∗(t))∗λ(t)+ηL(t, z∗(t), u∗(t)) > 0 em algum
subconjunto com medida positiva de [0, T ∗]. Como t∗ é absolutamente cont́ınua, a mudança
de variáveis t = t∗(τ) nos permite conluir que

r(τ) + f(t∗(τ), x∗(τ), w∗(τ))
∗q(τ) + ηL(t∗(τ), x∗(τ), w∗(τ)) > 0

5Notação: f [t] = f(t, z∗(t), u∗(t)), L[t] = L(t, z∗(t), u∗(t)), L1[t] = L1(t, z
∗(t)), ψ[t] = ψ(t, z∗(t)).

Analogamente, escrevemos para a função hamiltoniana (veja Definição 3.1.1) H [t] = H(t, z∗(t), λ(t), u∗(t)) =
〈λ(t), f(t, z∗(t), u∗(t))〉 + ηL(t, z∗(t), u∗(t)).
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em um subconjunto A de {τ ∈ [0, 1] | v∗(τ) > 0} com µ(A) > 0. Definindo agora

v(τ) :=

{
v∗(τ), τ 6∈ A

0 , τ ∈ A

obtemos ∫ 1

0
[r(τ) + f(τ)∗q(τ) + ηL(τ)] (v(τ) − v∗(τ)) dτ < 0,

contradizendo (4.11).
(4) Obtenção da equação de evolução da função de Hamilton.
Note que de (1) e (3) segue

H(t, z∗(t), λ(t), u∗(t)) = −Λ(t) = −
∫ T ∗

t
DtH[s] ds − ηDtL1[T

∗] + Dtψ[T ∗]∗µ.

(5) Escolha de w∗ no subconjunto {τ ∈ [0, 1] | v∗(τ) = 0}.
Sejam cj ∈ IR para j ∈ IN, tais que para todo |t| ≤ T ∗ + 1, |x| ≤ ‖x∗‖∞ + 1, |u| < j
tenhamos

|L(t, x, u)|, |f(t, x, u)|, |DxL(t, x, u)|, |Dxf(t, x, u)|, |DtL(t, x, u)|, |Dtf(t, x, u)| ≤ cj,

|DxxL(t, x, u)|, |Dxxf(t, x, u)|, |DxtL(t, x, u)|, |Dxtf(t, x, u)| ≤ cj ,

|DttL(t, x, u)|, |Dttf(t, x, u)|, |DtxL(t, x, u)|, |Dtxf(t, x, u)| ≤ cj .

Escreva agora Bk =
⋃
j∈IN Bk,j, k ∈ IN, onde µ(Bk,j) ≤ c0/(2

kcj) para alguma constante
c0. (Este passo é desnecessário quando Ω é limitado.)
Para cada j ∈ IN seja {uji}i∈IN um subconjunto denso de Ω ∩ {u ∈ IRm | j − 1 ≤ |u| < j}.
Escreva Bk,j =

⋃
i∈IN Bk,j,i, onde Bk,j,i são intervalos disjuntos. Defina agora

w∗(τ) := uji , se τ ∈ Bk,j,i.

Note que a condição (4.8) do Lema 4.2.3 é satisfeita para essa escolha de w∗. De fato, para
todo |t| ≤ T ∗ + 1, |x| ≤ ‖x∗‖∞ + 1 temos

∫ 1

0
|L(t, x, w∗(τ))| dτ =

∫

[0,1]\B
|L(t, x, u∗(t∗(τ)))| dτ +

∫

B
|L(t, x, u∗(t∗(τ)))| dτ

≤ M +

∫
S

Bk,j,i

|L(t, x, uji )| dτ

≤ M +
∑

k,j

µ(Bk,j)cj

≤ M +
∑

k,j

c0
2kcj

cj ≤ ∞.

Provando assim que L, f e suas derivadas pariciais de ordem ≤ 2 são majoradas por uma
função L1.
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(6) Obtenção da condição de otimalidade.
Tome v ∈ V+ com v = v∗ q.s. fora de Bk,j,i. De (4.11) segue que

∫

Bk,j,i

[r(τ) + f(tk, z
∗(tk), u

j
i )

∗q(τ) + ηL(tk, z
∗(tk), u

j
i )]v(τ) dτ ≥ 0.

Como t∗(τ) = tk para τ ∈ Bk,j,i, temos r(τ) = Λ(tk), q(τ) = λ(tk) em Bk,j,i. Logo,

Λ(tk) + f(tk, z
∗(tk), u

j
i )

∗λ(tk) + ηL(tk, z
∗(tk), u

j
i ) ≥ 0,

isto é
Λ(tk) + H(tk, z

∗(tk), u
j
i , λ(tk)) ≥ 0.

Como {tk}k∈IN é denso em [0, T ∗], obtemos da continuidade de Λ e H

Λ(t) + H(t, z∗(t), uji , λ(t)) ≥ 0, ∀t ∈ [0, T ∗].

A densidade de {uji}i,j em Ω nos permite concluir, por argumento semelhante, que

Λ(t) + H(t, z∗(t), u, λ(t)) ≥ 0, ∀u ∈ Ω, t ∈ [0, T ∗].

Esta desigualdade, juntamente com (3), implica na condição de otimalidade

H(t, z∗(t), u, λ(t)) ≥ H(t, z∗(t), u∗(t), λ(t)), q.s. em [0, T ∗],

para todo u ∈ Ω.

4.4 Exerćıcios

4.1 Considere o problema de otimização (P) do Parágrafo 4.1. Mostre que x ∈ O é ponto
regular para (P) se e somente se

Y = dF (x)C(x) −K(F (x)).

4.2 De exemplo de um problema de otimização (P) que possua um ponto fracamente
regular que não seja regular.

4.3 (Teorema da aplicação aberta) Sejam X,Y espaços de Banach. Mostre que se
T ∈ B(X,Y ) é sobrejetora, então existe r > 0 tal que Br ⊂ T (B1).
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Apêndice A

Otimização Infinita

Neste apêndice discutimos os detalhes do desenvolvimento apresentado no Parágrafo 4.1. As
definições pertinentes são fornecidas assim como as demonstrações completas dos resultados
daquele parágrafo.

A.1 Um Problema Abstrato de Otimização

A t́ıtulo de motivação, suponha que J : IRn → IR é uma aplicação diferenciável. Se x̄ ∈ IRn

é tal que
J(x̄) = min

x∈IRn
J(x),

então o gradiente de J se anula em x̄, i.e. ∇J(x̄) = θ. A rećıproca é verdadeira se J for
convexo. Considere agora o problema de otimização com restrições diferenciáveis:





Minimizar J(x)
sujeto a
gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ m,
hi(x) = 0, 1 ≤ i ≤ l

onde J : U → IR, G = (g1, . . . , gm) : U → IRm, H = (h1, . . . , hl) : U → IRl são aplicações
diferenciáveis no aberto U ⊂ IRn. Representamos as restrições de forma simplificada por
G(x) ≤ θ, H(x) = θ.

As condições necessárias para uma solução x̄ deste problema são fornecidas pelo teorema
dos multiplicadores de Lagrange.

Teorema A.1.1 Sejam J,G,H funções satisfazendo as condições acima. Se a função J
sujeita às restrições G(x) ≤ θ, H(x) = θ possui um extremo local (max/min) em x̄, então
existem η ∈ IR, λ = (λ1, . . . , λm) ∈ IRm, µ = (µ1, . . . , µl) ∈ IRl tais que:

i) η∇J(x∗) +
m∑
i=1

λi∇gi(x∗) +
m∑
j=1

µj∇hj(x∗) = θ;

ii) λi ≥ 0, λigi(x∗) = 0, 1 ≤ i ≤ m;

95
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iii) η ≥ 0, |η| + |λ| + |µ| 6= 0.

Neste parágrafo desenvolvemos um resultado análogo em espaços de Banach. Tal resul-
tado é usado na demonstração do prinćıpio do máximo, apresentada no Parágrafo 4.2.

Antes de formular o problema abstrato de otimização em espaços de Banach necessitamos
de alguns conceitos. Sejam X, Y espaços normados, M ⊂ X, z ∈ X, usamos a notação:

• Br(z) := {x | ||x− z|| ≤ r}; Br := Br(θ), r > 0;

• int(M) := {x ∈ X | ∃r > 0 com Br(x) ⊂M}; cl(M) := X\int(X\M);

• B(X,Y ) := {T | T : X → Y linear, cont́ınua }; X∗ := B(X, IR).

Note que B(X,Y ) é também um espaço normado que é completo quando Y for completo.
O espaço X∗ é o dual topológico de X. O último conceito que necessitamos diz respeito à
regularidade de aplicações entre espaços de Banach.

Definição A.1.2 SejamX,Y Espaços de Banach e O ⊂ X aberto. Uma aplicação F : O →
Y é dita (Frechet-) diferenciável em x ∈ O, quando existe T ∈ B(X,Y ) satisfazendo

lim
h→θ

‖F (x+ h) − F (x) − Th‖
‖h‖ = 0.

dF (x) := T é denominada derivada de F em x (unicamente determinada). F é dita
continuamente (Frechet-) diferenciável em O, quando for diferenciável em todo x ∈ O
e a aplicação dF : O → B(X,Y ) é cont́ınua. 2 2 2

Formulamos novamente o problema abstrato de otimização introduzido no Parágrafo 4.1:

(P )

{
Minimizar J(x)
sujeito a x ∈ C, F (x) ∈ K

onde X, Y são espaços de Banach; O ⊂ X aberto; C ⊂ X, K ⊂ Y são fechados e convexos;
J : O → IR, F : O → Y são continuamente diferenciáveis.

A seguir obtemos o teorema de multiplicadores desejado (veja conjectura na página 82)
aproximando localmente o conjunto dos pontos admisśıveis Xad := C ∩ F−1(K) ∩ O
para (P ) por conjuntos convexos apropriados e utilizando um teorema de separação para
conjuntos convexos em espaços de Banach.

A.2 Linearização do Problema de Otimização

Definição A.2.1 Seja X um espaço de Banach, C ⊂ X convexo, x ∈ C. O conjunto

C(x) := {a(c− x) | a ≥ 0, c ∈ C}

é denominado cone tangencial em x por C (veja Figura A.1). 2 2 2
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C(x)

C

x

(C − x)

T (C, x)

C

x

(C − x)

Figura A.1: Cones tangenciais C(x) e T (C, x).

Definição A.2.2 Seja X um espaço de Banach, M ⊂ X, x ∈M . O conjunto

T (M,x) := {h ∈ X | ∃ t0 > 0 e r : [0, t0] → X tal que
x+ th+ r(t) ∈M para t ∈ [0, t0], lim

t↓0
r(t)/t = 0}

é denominado cone tangencial a M por x (veja Figura A.1). 2 2 2

Lema A.2.3 Seja X um espaço de Banach, C ⊂ X fechado e convexo, x ∈ C. São
verdadeiras as afirmações:

i) C − x, (C − x)1, C(x) são convexos;

ii) C − x, (C − x)1 são fechados;

iii) C(x) ⊂ T (C, x);

onde (M)1 := M ∩B1, para todo subconjunto M de um espaço normado Z.

Demonstração: Segue imediatamente das Definições A.2.1 e A.2.2.

Teorema A.2.4 Se x̄ ∈ Xad = C ∩ F−1(K) ∩ O é um mı́nimo local de (P ), então para
todo h ∈ T (Xad, x̄) temos

dJ(x̄)h ≥ 0.

Demonstração: Sejam t0 ∈ IR e r : [0, t0] → X escolhidos como na Definição A.2.2 para
o cone tangencial T (Xad, x̄). Logo, para todo t ∈ (0, t0] temos

0 ≤ t−1(J(x̄+ th+ r(t)) − J(x̄))

≤ t−1(J(x̄+ th) − J(x̄)) + t−1(J(x̄+ th+ r(t)) − J(x̄+ th))

≤ t−1(J(x̄+ th) − J(x̄)) + t−1‖dJ(ξt)‖ ‖r(t)‖,

onde a existência de ξt ∈ X é garantida pelo teorema do valor médio. O teorema segue
agora tomando o limite t ↓ 0, uma vez que lim

t↓0
r(t)t−1 = 0 e lim

t↓0
ξt = x̄.



98 APÊNDICE A. OTIMIZAÇÃO INFINITA

Definição A.2.5 Seja x ∈ O. Dizemos que x é um ponto regular para (P ) quando θ ∈
int[dF (x)(C −x)− (K−F (x))]. Caso int[dF (X)(C −x)− (K−F (x))] 6= θ, x é dito ponto
fracamente regular para (P ). 2 2 2

O resultado a seguir representa um passo fundamental para a demonstração do desejado
teorema de condições necessárias. O leitor atento observa que este resultado pode ser
interpretado como uma generalização do teorema da aplicação aberta. Para detalhes veja
[ZoKu].

Teorema A.2.6 Sejam X, Y espaços de Banach, T ∈ B(X,Y ) e C ⊂ X, K ⊂ Y fechados
e convexos. Para x ∈ C, y ∈ K são equivalentes as afirmações:

a) Y = T (C(x)) − K(y);

b) Existe r > 0, tal que Br ⊂ T ((C − x)1) − (K − y)1.

Demonstração: (a) ⇒ (b)
(1) Provamos que C(x) =

⋃
n∈IN n(C − x)1. A inclusão C(x) ⊃ ⋃

n∈IN n(C − x)1 segue
diretamente da definição de C(x). Seja agora z = a(c − x) ∈ C(x). Escolha b ∈ (0, 1) tal
que b(c− x) ∈ B1. Como B1 e C − x são conjuntos convexos, temos que

r(c− x) ∈ (C − x)1 para todo r ∈ [0, b].

Logo z = a(c− x) = na
n (c− x) ∈ n(C − x)1 para n suficientemente grande. Como z ∈ C(x)

é arbitrário, temos C(x) ⊂ ⋃n∈IN n(C − x)1.
(2) Analogamente prova-se que K(y) =

⋃
n∈IN n(K − y)1.

(3) Defina As := s[T ((C − x)1) − (K − y)1], s ∈ IR. Afirmamos que Y =
⋃
n∈IN An. De

fato, basta observar que

Y = T (C(x)) − K(y) = T

(
⋃

n∈IN

n(C − x)1

)
−

⋃

m∈IN

m(K − y)1

=
⋃

m,n∈IN

[nT ((C − x)1) −m(K − y)1] =
⋃

n∈IN

n[T ((C − x)1) − (K − y)1].

(Na última igualdade usamos a inclusão m(K − y)1 ⊂ n(K − y)1, para m ≤ n, a qual se
deve a θ ∈ (K − y)1 e a convexidade de (K − y)1.)
(4) Do teorema de Baire segue que existe pelo menos um m ∈ IN com int(cl(Am)) 6= ∅.
(Teorema de Baire: Se um espaço métrico completo é escrito como união enumerável de
subconjuntos, então pelo menos um destes contém um aberto; veja [Kre] ou [Ru1].)
(5) Provamos que θ ∈ int(cl(A1)). De fato, (4) implica que ∃ a ∈ int(cl(Am)) e de (3) temos
que ∃ k ∈ IN com −a ∈ cl(Ak). Logo, pela definição de As, temos que −mk−1a ∈ cl(Am).
Como a ∈ int(cl(Am)), então ∃ δ > 0 com Bδ(a) ⊂ int(cl(Am)). Mas −mk−1a ∈ cl(Am) e
cl(Am) é convexo, então ∃ ε > 0 tal que θ ∈ Bε ⊂ cl(Am). Portanto, Bεm−1 ⊂ cl(A1).
(6) Seja r > 0 com B2r ⊂ cl(A1). Provamos que Br ⊂ A1, obtendo assim (b). Note que

Br ⊂ cl(A1/2) ⊂ {ȳ ∈ Y | dist(ȳ, A1/2) ≤
r

2
} = A2−1 +B2−1r.
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Reduzindo o diâmetro dos conjuntos pelo fator 2i temos

B2−ir ⊂ A2−(i+1) +B2−(i+1)r, ∀ i ∈ IN.

Dado ȳ ∈ Br definimos as sequências {xi}i∈IN ⊂ X e {yi}i∈IN, {ri}i∈IN ⊂ Y indutivamente

i = 1 : ȳ = T (2−1x1) − 2−1y1 + r1
com x1 ∈ (C − x)1, y1 ∈ (K − y)1, ‖r1‖ ≤ 2−1r ;

i > 1 : ri = T (2−(i+1)xi+1) − 2−(i+1)yi+1 + r1+1

com xi+1 ∈ (C − x)1, yi+1 ∈ (K − y)1, ‖ri+1‖ ≤ 2−(i+1)r.

Definindo agora un :=

n∑

i=1

2−ixi e vn :=

n∑

i=1

2−iyi, temos

ȳ = Tun − vn + rn, n ∈ IN. (A.1)

Note que lim rn = θ e ainda que un é de Cauchy em X pois ‖xi‖ ≤ 1, i ∈ IN e

‖un+m − un‖ ≤ ‖
n+m∑

i=n+1

2−ixi‖ ≤ 2−n.

Como X é Banach, existe u ∈ X com limun = u e como T é cont́ınua então Tu = limTun.
Logo (A.1) garante que vn converge para algum v ∈ Y e temos ȳ = Tu − v. Verificamos
por fim que u ∈ (C − x)1 e v ∈ (k − y)1.
Note que un =

∑n
i=1 2−ixi + 2−nθ, n ∈ IN. Logo un é combinação linear convexa dos

elementos x1, x2, · · · , xn, θ de (C − x)1. Como (C − x)1 é convexo, temos u ∈ (C − x)1. A
inclusão v ∈ (k − y)1 é demonstrada de forma análoga.

(b) ⇒ (a) Obviamente θ ∈ T (C(x)) −K(y). Se ȳ ∈ Y , ȳ 6= θ então r‖ȳ‖−1ȳ ∈ Br. Logo

r‖ȳ‖−1ȳ = T (a(c− x)) − b(k − y),

para a, b ≥ 0, c ∈ C e k ∈ K apropriados. Isto prova que

ȳ = T (r−1‖ȳ‖a(c− x)) − (r−1‖ȳ‖b(k − y)) ∈ T (C(x)) − K(y).

Corolário A.2.7 Seja x admisśıvel para (P ), i.e. x ∈ Xad = C ∩ F−1(K) ∩ O. São
equivalentes as afirmativas:

a) x é um ponto regular para (P );

b) Y = dF (x)C(x) −K(F (x)).
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Demonstração: (b) ⇒ (a): Segue da aplicação do Teorema A.2.6 a T = dF (x), y = F (x).
(a) ⇒ (b): Seja ȳ ∈ Y . Como x é regular, existem ε > 0 e δ > 0 tais que

εȳ ∈ Bδ ⊂ dF (x)(C − x) − (K − F (x)).

Portanto,

ȳ ∈ dF (x)ε−1(C − x) − ε−1(K − F (x)) ⊂ dF (x)C(x) − (K(F (x))

e o teorema fica provado.

Observação A.2.8 Para C = X, K = {θ} obtemos como corolário do Teorema A.2.6 o
conhecido teorema da aplicação aberta da análise funcional:

Se T ∈ B(X,Y ) é sobrejetiva, então existe r > 0 com Br ⊂ T (B1).

(Veja [Kre, Parágrafo 4.12].) 2 2 2

Definição A.2.9 Seja x ∈ Xad = C ∩ F−1(K) ∩O. O conjunto

L(Xad, x) := {h ∈ X | h ∈ C(x), dF (x)h ∈ K(F (x))}.

é denominado cone linearizado em x para (P). 2 2 2

O teorema a seguir nos permite acoplar a desigualdade dJ(x0)h ≥ 0, ∀h ∈ T (Xad, x∗),
obtida no Teorema A.2.4 com a derivada de F . Este é exatamente o fato que fornece as
condições necessárias para o problema abstrato de otimização (veja Teoremas A.3.3 e A.3.4).

Teorema A.2.10 Se x é um ponto regular para (P ) então

L(Xad, x) ⊂ T (Xad, x).

Demonstração:1 Seja h ∈ C(x) com h = a(c − x), dF (x)h = b(k − F (x)), onde a, b ≥ 0,
c ∈ C e k ∈ K. Temos que provar que ∃ t0 > 0 e r : [0, t0] → X satisfazendo para todo
t ∈ [0, t0]:

x + th + r(t) ∈ C, F (x+ th+ r(t)) ∈ K

e ainda que lim
t↓0

r(t)/t = 0.

Como x é ponto regular, então x+ 2th ∈ C e F (x) + 2t dF (x)h ∈ K para t suficientemente
pequeno. Como C e K são ambos convexos, basta provar que ∃ t0 > 0 e r : [0, t0] → X
satisfazendo

x + 2r(t) ∈ C, F (x) + 2z(t) ∈ K, ∀t ∈ [0, t0] e lim
t↓0

r(t)/t = 0, (A.2)

com z : [0, t0] → Y definida por z(t) := F (x+ th+ r(t)) − F (x) − t dF (x)h.
Para cada t ∈ [0, t0], construimos os vetores r(t) ∈ X e z(t) ∈ Y tomando limites de

1Conforme [Al].
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sequências que são construidas por uma variante do método de Newton. Vamos à cons-
trução:
Se h = 0 tome simplesmente r(t) ≡ θ. Seja então h ∈ X \ {θ} com h = a(c − x),
dF (x)h = b(k − F (x)), onde a, b ≥ 0, c ∈ C e k ∈ K. O Teorema A.2.6 e o Corolário A.2.7
garantem a existência de s > 0 tal que

Bs ⊂ dF (x)(C − x)1 − (K − F (x))1. (A.3)

Escolha δ ∈ [0, 1
4 ] com B4δ ⊂ O e ‖dF (ξ) − dF (x)‖ ≤ s/2, para todo ξ ∈ B4δ. Defina agora

t0 := 2δ‖h‖−1 e tome t ∈ [0, t0] qualquer. Nos passos a seguir definimos os valores de r(t) e
z(t) e provamos que satisfazem (A.2).
(1) Provamos inicialmente que ‖F (x̄) − F (x̂) − dF (x)(x̄ − x̂)‖ ≤ s

2‖x̄ − x̂‖ para todo
x̄, x̂ ∈ B4δ.
De fato, definindo g(ν) := F (νx̄+ (1 − ν)x̂) − νdF (x)(x̄− x̂) para ν ∈ [0, 1] temos

‖g(1) − g(0)‖ ≤ sup
ν∈[0,1]

‖g′(ν)‖

= sup{ ‖(dF (ξ) − dF (x))(x̄ − x̂)‖ | ξ entre x̄ e x̂ }
≤ s

2
‖x̄− x̂‖.

(2) Definimos indutivamente sete sequências que nos permitirão construir r(t) e z(t). Para
que a construção faça sentido definimos r−1 = z−1 = x−1 = y−1 = θ. Para k ∈ IN ∪ {0}
tome

rk := rk−1 + xk−1,

zk := zk−1 + yk−1,

dk := zk − F (x+ th+ rk) + F (x) + t dF (x)h,

uk, vk :





se dk = θ, uk = vk = θ,
se dk 6= θ, uk ∈ (C − x)1, vk ∈ (K − F (x))1 com

dF (x)uk − vk = s‖dk‖−1dk,

xk := s−1‖dk‖uk,
yk := s−1‖dk‖vk.

(3) Provamos usando argumento indutivo que as sequências em (2) estão bem definidas e
que para todo k ∈ IN vale

rk ∈ 2s−1‖d0‖(C − x)1, zk ∈ 2s−1‖d0‖(K − F (x))1, ‖dk‖ ≤ 2−k‖d0‖ ≤ 2−ksδ.

• Para k = 0 temos r0 = z0 = 0 e ‖x+ th+ r0 − x‖ ≤ t‖h‖ ≤ 2δ. Logo, de (1) segue

‖d0‖ = ‖F (x+ th) − F (x) − dF (x)th‖ ≤ s

2
t‖h‖ ≤ sδ.

Note ainda que u0 e v0 estão bem definidos por (A.3).
• Para k ≥ 1 temos

rk =
k−1∑

i=0

xi =
k−1∑

i=0

s−1‖di‖ui = 2s−1‖d0‖
k−1∑

i=0

‖di‖
2‖d0‖

ui,
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com ui ∈ (C−x)1. Note que 0 ≤ ‖di‖(2‖d0‖)−1 ≤ 1, 0 ≤ i ≤ k−1 e
∑k−1

i=0 ‖di‖(2‖d0‖)−1 ≤
1. Logo s(2‖d0‖)−1rk é combinação linear convexa de u0, · · · , uk−1, θ ∈ (C − x)1, i.e.
rk ∈ 2s−1‖d0‖(C − x)1. A estimativa para ‖zk‖ é obtida de forma análoga.
Como ‖d0‖ ≤ sδ, temos

‖x+ th+ rk − x‖ ≤ t‖h‖ + ‖rk‖ ≤ 4δ, ‖x+ th+ rk−1 − x‖ ≤ 4δ

e

−dk = F (x+ th+ rk) − F (x) − t dF (x)h − zk

= F (x+ th+ rk) − F (x) − t dF (x)h − zk−1 − yk−1

= F (x+ th+ rk) − F (x) − t dF (x)h − zk−1 + dk−1 − dF (x)xk−1

= F (x+ th+ rk) − F (x+ th+ rk−1) − dF (x)xk−1.

De (1) obtemos agora

‖dk‖ ≤ s

2
‖xk−1‖ ≤ 1

2
‖dk−1‖‖uk−1‖ ≤ 1

2
‖dk−1‖ ≤ 2−k‖d0‖,

completando assim a prova por indução.
(4) Sobre a convergência das sequências rk e zk:
• {rk}k∈IN é de Cauchy pois

∑∞
k=0 ‖xk‖ ≤ 2δ < ∞. Definindo r(t) := lim

k→∞
rk, temos que

r(t) ∈ 2s−1‖d0‖(C − x)1, pois (C − x)1 é fechado.
• {zk}k∈IN é de Cauchy pois

∑∞
k=0 ‖yk‖ ≤ 2δ < ∞. Definindo z(t) := lim

k→∞
zk, temos que

z(t) ∈ 2s−1‖d0‖(K − F (x))1, pois (K − F (x))1 é fechado.
Como t ∈ [0, t0] é arbitrário, r e z estão bem definidas no intervalo [0, t0].
(5) Verificação de (A.2).
Em (3) vimos que s−1‖d0‖ ≤ δ ≤ 1

4 . Logo r(t) ∈ 1
2(C − x)1 e z(t) ∈ 1

2 (K − y)1, i.e.

x + 2r(t) ∈ C, F (x) + 2z(t) ∈ K, ∀t ∈ [0, t0].

Para completar note que

0 ≤ t−1‖r(t)‖ ≤ t−12s−1‖d0‖ ≤ 2s−1t−1‖F (x+ th) − F (x) − t dF (x)(h)‖,
provando assim que lim

t↓0
r(t)t−1 = θ.

A.3 Condições Necessárias para o Problema Abstrato

Neste parágrafo provamos uma versão do teorema de multiplicadores de lagrange, que nos
permite obter condições necessárias para a otimalidade do problema (P ).

Definição A.3.1 Seja X um espaço de Banach e M ⊂ X. O conjunto

M⋆ := {λ ∈ X∗ | 〈λ,m〉 ≥ 0 ∀ m ∈M}
é denominado cone dual a M em X∗.2 2 2 2

2A aplicação de um funcional λ ∈ X∗ ao elemento x ∈ X é aqui denotada por 〈λ, x〉.
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Observação A.3.2 Um subconjuntoM de um espaço vetorial é denominado cone, quando
x ∈ M implica em ax ∈ X para todo a ∈ (0,∞). É fácil ver que o conjunto M⋆ na
Definição A.3.1 satisfaz essa propriedade. Outra propriedade de fácil verificação do cone
dual é que

(M − x)⋆ = M(x)⋆

para x ∈M ⊂ X. 2 2 2

Teorema A.3.3 Seja x∗ um mı́nimo local de (P ). Se x∗ é um ponto regular para (P ),
então existem ψ ∈ C(x∗)

⋆, φ ∈ K(F (x∗))
⋆ satisfazendo a condição de Kuhn–Tucker:

dJ(x∗) − φ ◦ dF (x∗) = ψ. (A.4)

Demonstração: Dos Teoremas A.2.4 e A.2.10 temos dJ(x∗)h ≥ 0, para todo h ∈
L(Xad, x∗), isto é

dJ(x∗)h ≥ 0, ∀ h ∈ C(x∗) com dF (x∗)h ∈ K(F (x∗)).

Fazemos agora uma construção que nos permite utilizar um teorema de separação para
conjuntos convexos para provar o teorema.
(1) Definimos o conjunto A ⊂ Y × IR por

A := { (y − dF (x∗)x, dJ(x∗)x+ a) | x ∈ C(x∗), y ∈ K(F (x∗)), a ≥ 0 }.

A é obviamente convexo e ainda (θ, 0) ∈ A (tome x = θ, y = θ, a = 0). Note ainda que
(θ, 0) /∈ int(A) pois (θ, b) /∈ A para b < 0.
(2) Provamos que int(A) 6= ∅.
Como x∗ é um ponto regular para (P ), o Corolário A.2.7 e o Teorema A.2.6 garantem que
∃ r > 0 tal que

Br ⊂ −dF (x∗)(C − x∗)1 + (K − F (x∗))1.

Defina γ := sup{dJ(x∗)x |x ∈ (C − x∗)1}. Basta provarmos que Br ×{b ∈ IR | b ≥ γ} ⊂ A.
Sejam ȳ ∈ Br e b ≥ γ, então existem x ∈ (C−x∗)1 ⊂ C(x∗), y ∈ (K −F (x∗))1 ⊂ K(F (x∗))
com ȳ = y − dF (x∗)x. Tomando a := b− dJ(x∗)x, temos a ≥ b− γ ≥ 0 e b = dJ(x∗)x+ a.
Logo (ȳ, b) ∈ A.
(3) Provamos que

〈ρ, y − dF (x∗)x〉 + η(dJ(x∗)x+ a) ≥ 0, ∀ x ∈ C(x∗), y ∈ K(F (x∗)), a ≥ 0.

De (1) e (2) podemos aplicar um teorema de separação a (θ, 0) ∈ ∂A (veja [We]) que, neste
caso particular, nos garante a existência de λ ∈ (Y × IR)∗, λ 6= θ satisfazendo

〈λ, z〉 ≥ 〈λ, (θ, 0)〉, ∀ z ∈ A.

Podemos decompor λ em λ = (ρ, η) ∈ Y ∗ × IR, onde ‖ρ‖ + |η| 6= 0. Temos então para
z = (ȳ, b) ∈ A

0 ≤ 〈λ, (ȳ, b)〉 = 〈ρ, ȳ〉 + ηb.
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A desigualdade desejada segue agora da definição de A.
(4) Provamos que η > 0.
Tomando x = y = θ em (3) obtemos ηa ≥ 0 para todo a ≥ 0; logo η ≥ 0. Se η = 0, então

〈ρ, dF (x∗)x− y〉 ≤ 0, ∀ x ∈ C(x∗), y ∈ K(F (x∗)).

Entretanto, do Corolário A.2.7 temos dF (x∗)C(x∗) −K(F (x∗)) = Y , o que implica em

〈ρ, ȳ〉 ≤ 0, ∀ ȳ ∈ Y.

De onde conclúımos que ρ = θ, o que contradiz o fato de ‖ρ‖ + |η| 6= 0.
(5) Construção de ψ ∈ C(x∗)

⋆, φ ∈ K(F (x∗))
⋆.

Podemos supor sem perda de generalidade que η = 1. Tomando x = θ, a = 0 em (3) temos

〈ρ, y〉 ≥ 0, ∀ y ∈ K(F (x∗)),

provando que ρ ∈ K(F (x∗))
⋆. Tomando agora y = θ, a = 0 em (3) obtemos

dJ(x∗)x − 〈ρ, dF (x∗)x〉 ≥ 0, ∀ x ∈ C(x∗),

provando que dJ(x∗) − ρ ◦ dF (x∗) ∈ C(x∗)
⋆.

A equação (A.4) segue agora tomando ψ := dJ(x∗) − ρ ◦ dF (x∗) e φ := ρ, completando
assim a demonstração.

Teorema A.3.4 Seja x∗ um mı́nimo local de (P ). Se x∗ é um ponto fracamente regular
para (P ), então existem η ≥ 0, ψ ∈ C(x∗)

⋆, φ ∈ K(F (x∗))
⋆ satisfazendo a condição de

Fritz–John:

ηdJ(x∗) − φ ◦ dF (x∗) = ψ, (A.5)

onde |η| + ‖ψ‖ + ‖φ‖ 6= 0.
Demonstração: Se x∗ for ponto regular para (P ), basta aplicar o Teorema A.3.3 e

obtemos (A.5) com η = 1.
Suponha agora que x∗ é ponto fracamente regular para (P ), mas não é regular. Definindo o
conjunto A := dF (x∗)(C−x∗)−(K−F (x∗)), temos que int(A) 6= ∅, A é convexo, θ /∈ int(A).
Portanto, o mesmo teorema de separação usado na demonstração do Teorema A.3.3 (veja
[We]) nos garante a existência de φ ∈ Y ∗, φ 6= θ satisfazendo

〈φ, a〉 ≤ 0 ∀ a ∈ A.

Da definição de A segue

〈φ, dF (x∗)x− y〉 ≤ 0, ∀ x ∈ (C − x∗), y ∈ (K − F (x∗)).

Tomando x = θ, temos φ ∈ (K − F (x∗))
⋆. Tomando y = θ, segue que −φ ◦ dF (x∗) ∈

(C − x∗)
⋆. Defina agora ψ := −φ ◦ dF (x∗). Note que a Observação A.3.2 garante que

C(x∗)
⋆ = (C − x∗)

⋆, (K − F (x∗))
⋆ = K(F (x∗))

⋆.

Logo, ψ ∈ C(x∗)
⋆, φ ∈ K(F (x∗))

⋆ e a equação (A.5) segue com η = 0.
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