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Introdugdo

Problema discreto linear mal-posto

Problema discreto linear mal-posto:

f:argmin||g—Af||% (1)
feRn

A e R™" m > n, mal condicionada.
g = gexato +ec RM™.

Consequéncia: Solucdo fis = Afg sem utilidade.
Alternativa: Tikhonov propds substituir (1) por

f\ = argmin {||g — A3 + N|ILf|3}
FER

A > 0: Pardmetro de regularizacao.
L € RP*"™:. Matriz de regularizacio.
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Escolha do parametro

Métodos para escolha de A

Métodos classicos:
@ Principio da Discrepancia (Morozov, 1966)

o Validagdo Cruzada-Generalizada (Golub, 1979)
@ Critério da Curva-L (Hansen, 1993)

Propostas mais recentes:
@ Ponto-Fixo (Bazan, 2008, Bazan e Francisco, 2009)

@ Validagdo Cruzada-Generalizada com peso (Chung, 2008)

Comparativo entre 20 métodos para escolha de A: F. Bauer e M.
A. Lukas, Comparing parameter choice methods for regularization
of ill-posed problems, 2011.
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Escolha do parametro

Curva-L e o critério do produto minimo

Norma do residuo: x(A\) = ||g — Afy||3, fungdo crescente
(semi-)Norma da solugdo: y()\) = ||Lf |3, fungdo decrescente
Hansen, 1993: Encontrar o ponto de maxima curvatura de
L= {(a,b) € R?/a=logx(\),b=logy(\)}
Reginska, 1996: Encontrar um minimizador local da fun¢do

V) =x(Ay(W)¥, >0

Curva—LI W)

1og y(A)
log W(A)

10 10

10° 10°

log x(A) log A
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Escolha do parametro

Justificativa do critério do produto minimo

Solugdo regularizada: f, = (ATA+ N2LTL)"'ATg = R\g
Cota para o erro:

erxato - f)\HZ — erxato o R)\gexato o R)\eHZ
< [0 — Ryg® ™2 + [ Raell2 = &1(N) + &2(X)

log do critério do produto: log W(\) = log x(\) + plog y(\)

A =0.01452 A =0.023442
min min
— 50 10°" Yo
" —_—0
—_ MM
102.15
100 102.13

0 0.02 0.04 0.06 0 0.02 0.04 0.06
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Algoritmo de ponto fixo

Ponto Fixo (FP) (Bazan, 2008 e Bazan e Francisco, 2009)

Pontos criticos de W(\) estdo associados aos pontos fixos de

lg — Afal2
PN p) = V=
LA 2

W — o y:

10
10 10
log A log A

Algoritmo FP:  Ag > 0: chute inicial
Met1 = (A i), k>0
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Problema de grande porte

Bidiagonalizacao de Golub-Kahan e LSQR

Bidiag. de Golub-Kahan: No passo k existem matrizes Ux11 e Vi
com colunas ortonormais e By € R(+1)*k pidiag. inferior tal que

AV = Ug41 Bk

ATUk+1 = VkB/z— + Ozk+1vk+1e,z—+1
Propriedade: span(Vy) = Kx(ATA, AT b)
Algoritmo LSQR: Construir solu¢cbes fy = Vi yx com

yk = argmin||Brer — Bry|[3
yERk

em que 31 = g2
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Problema de grande porte

LSQR e Tikhonov

No problema regularizado, construir solu¢bes fi x = Vi yx » com

Yir = argmin {||Brer — Bey |3 + Ny|3}
yERK

em que 31 = ||g||2-
Propriedades: para A > 0 fixo,

|Brer — By al|2 é decrescente em k

vk all2 é crescente em k
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Problema de grande porte

GKB-FP (Bazan e Borges, 2010)

Para cada k, k > 2, seja

Yir = argmin {||Brer — Bey |3 + N|y|3}
y€eRK

Ideia: aplicar algoritmo FP para selecionar A(K)* ponto fixo de

U\ ) = fHﬁlel — Biyr |2
1ykall2

Teorema 1:  ¢(\; u) < <Z>(k+1)(/\;u) < ¢(k)()\;u), k=2,...,n—1,

Teorema 2:  Sequéncia de pontos fixos A(K)* & n3o-crescente
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GKB-FP, Estabilizacdo da solucao

Teorema 3

Se o maior ponto fixo convexo de ¢(\; 1) é encontrado no passso
k, isto é, A* = ¢(K)(\*; 1) para algum k, entdo

furs = fugipx == = fp a= £ f,« e como consequéncia, a norma
do erro ||[f9% — f; \«||2 permanece constante para k < j < n.

o AK Norma sol. o Erro rel.
10 10+? 10
10" 10"

. 10" S
10 10
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ExtensSes de GKB-FP

GKB-FP para forma geral (Bazan e Borges, 2011)

Ideias gerais:

1. Transformar o problema na forma geral

f = a;grﬂ‘gin {Hg — Af”% + )\2’|Lf”§} , L#I
e n

para a forma padrao

f = argmin {||g - /_4'?||% + )‘QH’?H%}
feRn

2. Aplicar GKB-FP no problema transformado na forma padrio.
3. Obtida solucdo fy, calcular fy.

Obs: Transformacdo para forma padrido envolve célculos com a
matriz L.
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Regularizador L com estrutura especial

Considerar L com estrutura

[— Iz ® Ly
o Ly ® I

em que Ly € R(A=d)xA,

Propriedade 1: Estrutura especial de L permite usar a SVD de L.
Ly = UgZqV.,] e encontrar matriz Lp com tal que
ILf]l2 = [ILpf[2 com

Lp=D(Vg@ Vy)T e D*’=%lr,0l+10Xlxy

Propriedade 2: Reduc3o do custo comp. para Lif e L' f

Lhf=(Vy@ Vg)DIf e Lhf=DI(Vye Vy)TF
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PROJ-FP (Bazén e Borges, 2011)

Problema na forma geral

fr = argmin {||g — Af[3 + N|ILf|/3}
feRrn
Ideia: Construir solugdes fx x = Viyk x com

Yk = argmin {lIBre1 — Biyll3 + N||1LViy |15}
y€eR

Decomposicdo QR de LV, LV = QxRyx, implica

Yix = argmin {||Brer — Bryll3 + N[ Rey |3}
yERK

Propriedade: Ficil atualizacdo da QR de LVj.1.
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G-LSQR (Bazén e Borges, 2011)

Ideia geral: Aplicar o algoritmo LSQR ao problema

argmin||g — /_4?||§
feRn

Critério de parada: indice k* tal que
k* = argminV,, k>0

em que _ o _
Vi = [|g — Aficl|2] x|l 2

Obs: Obtida solucdo fy, calcular f.
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Experimento numérico

Exemplo - Restauracdo de imagem

Imagem: 512x512 pixels Sistema linear: 262.144 variaveis

Nivel ruido: 0,1% Regularizador: L = [ l® Ly

Liwl :|523264><262144
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Exemplo - Restauracdo de imagem

Lp PROJ-FP G-LSQR

E
tempo
iteracoes

15,92%  12,53% 15,88%
18,8s 188,4s 17,6s
154 171 154

0,1377 0,0114 -
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Tikhonov Multi-paramétrico

Tikhonov Multi-paramétrico

O problema com vdrios pardmetros:

i = argmin {llg = AFIZ + AZILLFIZ + - + AZlILqf 13}
e n

AGRmxn, LI.GRPiX”e)\:()\L...,)\q)GRq: )\l>0

Dificuldade: Falta de decomposicdo “GSVD" para (A, Ly,...,Lq)
do tipo A= UXX, L; = V;M;X, em que U, V; siao ortogonais, ¥ e
M; diagonais e X ndo-singular.

Ideia: Tratar como g A 2
_ 0 A1l
f\ = argmin I _
fERn : :
0 Aglq )
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Generalizagdes

Discrepancia para multiplos parametros

Escolher A = (A1,..., Aq) tal que a solugdo regularizada fy
satisfaca o Principio da Discrepancia

lg — Aflla=cd, c>1
em que |[e]| = [|lg — g™¥™°||3 < 6.

Interpretacdo geométrica usando 1 e 2 parametros:

llg-Afy | = c3 0.13
= 012 =
< -
< i < 012
2 0115 =
0.11 0.1&

0 0.02 0.04
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Generalizagdes

Fung¢des modelo (Lu e Pereverzev, 2011)

Considerar o caso
fr = argmin {[lg — Af|l3 + AT|ILLf[12 + AZ[IF 112}
A equacdo da discrepancia pode ser reescrita como
F(A1, A2) — A0y, F(M1, A2) — 305, F(A1, A2) = c20° ()

Ideia: aproximar F(A1, A2) por uma fungdo mais simples,
m(A1, A2), chamada de fungdo modelo, que seja mais facil de

trabalhar.
C D

A1, o) = —_
m(A1, \2) = ||gH2+>\2+7—+)\§
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Generalizagdes

Combinagdo linear (Brezinski, et al., 2003)

Trabalhar com g subproblemas uniparamétricos

fi, = argmin {llg — AF[13 + g\?||Lif||3)
e n

Obter solugdo f, como combinagdo linear das solugdes fy,

A= fH(a) = Za,ﬁ, S. aZa,—l
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Generalizagdes

Critério do produto minimo - Ponto Fixo

Sejam
x(\) = |lg — AR5, yi(N) = |ILifil3

Escolher como parametro de regularizagcdo o ponto A € R
minimizador local de

V(A) = x(\nn (W) - yg(A)e, i >0
Pontos extremos de W(\) estdo associados aos pontos fixos de

S(A) = (P1( A5 p1)s - - -5 Pg(A; 1g))

em que
g — Afll2

i(A; i) = Vi AP
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Generalizagdes

Pontos extremos de W(\)

Do célculo, A é ponto extremo se VW(\) = 0, entdo

x(A)
— )2
lel()\) 1
VW) =yt () - yg* (M) J : =0
x(A)
.V
Haya()
em que
o . 9%
O\ O\
J= : - : , nao-singular
I O

Ohg ONg
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Generalizagdes

Algoritmo

1. 20 =0 Ay >0
2. )\(k+1) = ()‘g_k—‘rl)a ceey Agk—i_l)) = q)()\(k)), isto é'

A — 600 ), i=1,...,q

em que

g — Af,
oi(A i) = \/,uiH.iA”2
[ Lifxll2
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Generalizagdes

Superficies W(A), ¢1(N) e ¢a(N)
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Experimento numérico

Exemplo - Equacao integral

Discretizagcdo da transformada inversa de Laplace (equagdo integral
de Fredholm de primeira espécie).

/OOO K(x,y)f(y)dy =g(x), 0<x<oo

em que o Nicleo K(x,y), Solugdo f(y) e Lado direito g(x) sdo
dados por

K(x,y) = exp(—xy)

fy) = exp(l—y/2)

g(x)

T x+1/2
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Experimento numérico

Exemplo - Equacao integral

Sistema linear: 512 varidveis
Nivel ruido: 1% Regularizadores: L1 =1 e L, = L;.

FP, FPy, FP Comb. Linear Discrep.
E 20,42% 4,51% | 1,19% 4,50% 3,17%
iteracoes 4 4 6 - 7
A1 0,0281 0,5571 | 0,0276 0,0281 0,0389
A2 - - 0,5581 0,5571 0,0008
15 15
exata FP
1 FP ., 1 Cc.L
0.5 0.5
0 0 -

0 200 400 0 200 400
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Trabalhos futuros

Trabalhos futuros

@ Andlise de erro

@ Possibilidade de estender FP para o caso nao-linear
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