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Complexidade e Multiescala
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Motivagao
O cérebro humano
Complexidade e Multiescala

O cérebro humano

Neurociéncia Matematica:
@ busca compreender o

sistema nervoso via
modelagem matematica

@ area multidisciplinar

Homer Simpson

Alexandre & Daniele Madureira Neurociéncia Matematica e Computacional




Motivagao

O cérebro humano
Complexidade e Multiescala

Complexidade

Processamento Cerebral:

@ sistema complexo: “unidades
simples” (neurdnios?) agindo
em conjunto

@ multiescala: eventos na
microescala (no espaco/tempo)
com efeitos na macroescala

@ sO importa o efeito global,
macroscopico

Cérebro Masculino
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Motivagao
O cérebro humano
Complexidade e Multiescala

Exemplo de multiescala: leitura

Descrigcéo da Leitura

. . ‘ @ microescala: lemos letras
1 Lyt um
formando palavras, formando
frases, etc.
@ sO 0 que importa é o efeito
“macroscopico’, i.e., a
mensagem

@ memoria fazendo “upscaling”

@ Caso de alexia: The mind’s
eye (O. Sacks, 2010)
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Motivagao

O cérebro humano
Complexidade e Multiescala

Outro exemplo de multiescala: Doenca de Huntington

Doenca neurodegenerativa

@ sintomas: declinio de coordenacao
muscular, comportamental, cognitivo, etc

@ causa: disfuncao genética

@ tratamento: minimizar sintomas

@ ironia: conhece-se a causa (microescala),
os efeitos nos neurénios (mezoescala), e

no comportamento (macroescala), mas
nao se sabe como estes estao ligados

George Huntington
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Motivagao
O cérebro humano
Complexidade e Multiescala

Escalas em Neurociéncia

Nivel Escala fisica (metros)
Dinamica Molecular 1010

Canais e sinapses 107

Neurénios 104

Redes de neurénios 103

Sistemas cerebrais 101

Cérebro e comportamento 1

Baseado em De Schutter, 2000
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A multiescala na modelagem computacional . . R .
Defini¢éo, objetivo e idéias principais

Conteudo

e A multiescala na modelagem computacional
@ Defini¢ao, objetivo e idéias principais
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A multiescala na modelagem computacional - . Py L
9 P Definicao, objetivo e idéias principais

Definicao de Problemas Multiescalas

Definicéo (Fisica)
Provém de fendmenos fisicos que ocorrem em diferentes
escalas temporais e/ou espaciais
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9 P Definicao, objetivo e idéias principais

Definicao de Problemas Multiescalas

Definicéo (Fisica)
Provém de fendmenos fisicos que ocorrem em diferentes
escalas temporais e/ou espaciais

Definicdo (Matematica)

S&o problemas cujas solugcbes apresentam “derivadas” de
magnitudes crescentes quando algum parametro vai a zero
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A multiescala na modelagem computacional - . Py L
9 P Definicao, objetivo e idéias principais

Definicao de Problemas Multiescalas

Definicéo (Fisica)
Provém de fendmenos fisicos que ocorrem em diferentes
escalas temporais e/ou espaciais

Definicdo (Matematica)

S&o problemas cujas solugcbes apresentam “derivadas” de
magnitudes crescentes quando algum parametro vai a zero

| A\

Defini¢cdo (Computacional)
S&o0 problemas que demandam capacidade computacional
além do disponivel.

A\
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A multiescala na modelagem computacional - . . L
9 P Definicao, objetivo e idéias principais

Modelagem Multiescala

Incorporar informagdes da microescala sem acoplar todos os
detalhes.
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A multiescala na modelagem computacional - . . L
9 P Definicao, objetivo e idéias principais

Modelagem Multiescala

Incorporar informagdes da microescala sem acoplar todos os
detalhes.

Modelagens computacionais:
@ classica refinada (h < €): acoplamento de muitas
informacdes, custo alto, aproximacao boa
@ classica grosseira (h > ¢): acoplamento de poucas
informacdes, custo baixo, aproximacao ruim
@ multiescala (h > ¢): muitas informagdes em paralelo,
custo baixo, aproximacéo boa
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A multiescala na modelagem computacional - . . L
9 P Definicao, objetivo e idéias principais

Dados oscilatorios

Considere:
_:_X<a(x/e)g—i(x)> =1 em(0,1), u(0) = u(1) = 0,

Gréficos de a(-/¢) e ue, com (e = 1/16):
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A multiescala na modelagem computacional - . . L
9 P Definicao, objetivo e idéias principais

Dados oscilatorios

Solugéo por elementos finitos com h = 1/32 (e e = 1/16):

0.1 / / \

0 02 04 06 08 1

solucao exata
solucao por elementos finitos

Erro de aproximacéo (norma H!) ~ h/e
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A multiescala na modelagem computacional - . . L
9 P Definicao, objetivo e idéias principais

Algumas Licbes

@ Problemas multiescalas séo de dificil resolucdo. A
modelagem multiescala busca aproximar o
comportamento “macroscépico” da solugédo a custos
razoaveis.

@ Nao se pode usar uma aproximacao numérica qualquer.
Métodos tradicionais com malhas grosseiras nédo
funcionam.
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O que é
Modelos

Neurénio: a unidade basica - ~ S
Modelagem multiescala de dendritos

Conteudo

e Neurdnio: a unidade basica
@ Oqueé
@ Modelos
@ Modelagem multiescala de dendritos
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O que é
Modelos

Neurénio: a unidade basica - ~ S
Modelagem multiescala de dendritos

Um neurdnio matematico

N&o parece complicado:

dendrites

dendrites
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O que é
Modelos

Neurénio: a unidade basica
Modelagem multiescala de dendritos

Neurodnios “de verdade”
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O que é
Modelos
Modelagem multiescala de dendritos

Neurénio: a unidade basica

Neurdnios digitalizado:

Modelagem Matematica:
@ dominio dado por uma arvore

@ em cada galho: sistema néo
linear de EDOs e EDPs
acopladas

@ problema multiescalas:
modelagem “fina” de redes de
neurdnios
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O que é
Modelos

Neurdnio: a unidade basica ’
Modelagem multiescala de dendritos

Como 0s neurdnios funcionam

Sinal neuronal:

. @ informacéao via “disparos”
UMY eletricos
o—r @ gradiente de concentracdo

© JD\JUD\_, ibnica gera diferenca de

potencial elétrico (Voltagem)

Portdes idnicos:

@ permitem passagem de ions
pela membrana

@ abertos ou fechados
dependendo da voltagem
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O que é
Modelos

Neurénio: a unidade basica - ~ S
Modelagem multiescala de dendritos

Dinamica do disparo

E - Na* channels
Na close
Na* channels
open

K* channels
open

rest

time
Refractory period
Ex T

Disparo:

@ comportamento ndo-linear controlando aberturas e
fechamentos de canais
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O que é
Modelos
Modelagem multiescala de dendritos

Neurénio: a unidade basica

Lula e seu axo6nio gigante

Recording
|~ electrods

Steliate ganglian

Stellate nerve
contain ng
giant axcn

/C'ﬂuer

axons
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O que é
Modelos

Neurénio: a unidade basica - ~ S
Modelagem multiescala de dendritos

Modelo de Hodgkin Huxley

oV 92V

MG = Caxz T gkn*(V — Ex) — Gnam>h(V — Ena) — GL(V — EL)

T an (V)@ 1)~ (V)1
I an(V)(L 1)~ (V)
= an V)@~ 1)~ (V)

Determinados experimentalmente:
an(V) = 0.001(V + 55)/{1 — exp[—(V + 55)/10]},
Bn(V) = 0.125exp[—(V + 65)/80], ...

Constantes: ¢, Cy, Ok, Ex, Onas Ena, 0Ly EL
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O que é
Modelos

Neurénio: a unidade basica - ~ S
Modelagem multiescala de dendritos

Um modelo mais simples: Fitzhugh-Nagumo

dv
dt

@ para pequenas estimulos, a voltagem cresce

Alexandre & Daniele Madureira Neurociéncia Matematica e Computacional



O que é
Modelos

Neurénio: a unidade basica - ~ S
Modelagem multiescala de dendritos

Um modelo mais simples: Fitzhugh-Nagumo

@ para pequenas estimulos, a voltagem cresce
@ para evitar “explosdes”, subtraimos termo cubico
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O que é
Modelos

Neurénio: a unidade basica - ~ S
Modelagem multiescala de dendritos

Um modelo mais simples: Fitzhugh-Nagumo

dv \VE
G =V g W
dw

o = €(V +07-08w)

@ para pequenas estimulos, a voltagem cresce
@ para evitar “explosdes”, subtraimos termo cubico
@ w: regula a “recuperacao” do fluxo ibnico
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O que é
Modelos

Neurdnio: a unidade basica ’
Modelagem multiescala de dendritos

Modelo de Fitzhugh-Nagumo

dv V3
=V g oWl
dw

S = €(V +0.7-08w) Espagco de fase:

@ bidimensional: espaco de fase
mais facil de analisar
@ teoria matemética mais
robusta
i @ andlise qualitativa de sistemas
dinamicos: estabilidades,
bifurcactes
Al @ concentra grande parte da
neurociéncia matematica
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O que é
Modelos

Neurénio: a unidade basica . .
Modelagem multiescala de dendritos

Problema multiescala: dendritos com sinapses

Seja a voltagem V solucédo de

v v
™Bt T “ox2

N! Ne€
oM = Z g|I5X|i o = Z 9f Oxe
=1 =1

G:Uin+aex f:ViUin+VeUeX

+(1+G)\V =1,

onde 7y, €, g/, g°, V', V® sdo constantes, e x; denotam a
posicdo das sinapses (deltas de Dirac).
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O que é
Modelos

Neurdnio: a unidade basica Modelagem multiescala de dendritos

Dominio espacial
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O que é
Modelos
Modelagem multiescala de dendritos

Neurénio: a unidade basica

Ay
L . L
% Froaamp wpd 7=y
oot

-
.q.'l"'l.
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O que é
Modelos

Neurénio: a unidade basica . .
Modelagem multiescala de dendritos

Por que este problema é interessante?

@ Problemas numéricos: métodos tradicionais ndo sao
robustos

@ Custo computacional: considere uma arvore dendritica
com enorme namero de detalhes fisioldgicos

@ Andlise numérica: analisar métodos numéricos inovadores
em dominios “estranhos”
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O que é
Modelos

Neurdnio: a unidade basica Modelagem multiescala de dendritos

Meétodos de elementos finitos multiescalas (MsFEM)

@ Métodos de elementos finitos tradicionais projetam a
solucdo exata num espaco de funcdes lineares por partes

@ O MsFEM projeta a solugéo exata num espacgo de
solucdes que capturam o “comportamento local” da EDP

@ Problemas locais séo resolvidos (em paralelo) e a
informacéo da pequena escala é computada

@ Ocorre uma “homogeneizacdo numerica”, similar a
homogeneizacéo do problema continuo

@ A analise do método usa teoria da homogeneizacao e as
propriedades de EDP para estimar o erro numerico

Alexandre & Daniele Madureira Neurociéncia Matematica e Computacional



O que é
Modelos
Modelagem multiescala de dendritos

em computacional
Neurénio: a unidade basica
Conclusées Finais

Multinivel
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O que é
P . . Modelos
Neurénio: a unidade basica . .
Modelagem multiescala de dendritos

Elementos Finitos Multiescalas (caso estacionario)

Considere a energia:
1 /dw)? ) !
E(W)_E/0 e<&> + Gw dx—/0 fw dx.

V = argmin E(w).
weH2(0,1)

Apos discretizagdo espacial, considere o espago multiescala

W™ = {w € Hj(0,1) : w resolve (1) localmente (cada elemento)},
2

Entao

— €

ax";' +Gw =0. (1)

A solucéo de elementos finitos multiescala é o minimizante

V =~ V™ = argmin E (wy,)
WhGWr:ns
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O que é
Modelos

Neurénio: a unidade basica . .
Modelagem multiescala de dendritos

Funcdes de base multiescalas

Casos de € grande e pequeno, e trés sinapses no dominio:

@ funcdes multiescalas capturam as propriedades das EDPs
@ é assim que o “upscaling” ocorre
@ elementos finitos classicos usam as lineares por partes.
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O que é
Modelos

Neurdnio: a unidade basica Modelagem multiescala de dendritos

Exemplo estacionario: baixa difusao i6nica

€ pequeno
@ dendritos finos ou longos, ou baixa condutancia
longitudinal

@ dependéncia de V em e: expansfes assintéticas

Seja
V(X) ~ Vo(x) + eV1(X) + Vo (X) + . .., )
onde V; sdo desconhecidos. Substitua (2) na EDP:
0°Vy o 9V,
Vv \Y, ———+V Vv — Vv \Y, <=1
o+G o—|—6< X2 +V1+G 1> +e ( 2 +Vo+G 2>+
Considerando o termo € = 0,

Vo+GVg=f
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O que é

P . . Modelos
Neurénio: a unidade basica

Modelagem multiescala de dendritos

Multiplicando por uma fun¢éo continua ¢:
| o™Vao -+ 3 aiVox)olx) + 3 aVolxe)ot)
I=1 I=1

N Ne
— Vin Z g|i¢(X|i) + V& Z gle (Xle)‘
I=1 I=1
Considerando finalmente uma sequéncia de fungées (¢n,):

0 ifx ¢ {xX{,..., X XE, ... X8},
Vo(x) = q VI ifx € {x],...,x},
Ve i x € {X],..., XQe}-

Conclusoes:
@V - 0emL? eV(x)— Vo(x) nas sinapses, se ¢ — 0;
@ camadas limites: V continua, Vg discontinua
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O que é
Modelos

Neurénio: a unidade basica . .
Modelagem multiescala de dendritos

Potencial da Membrana (mV)

~30 LK | | | | Lk | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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O que é
Modelos

Neurdnio: a unidade basica Modelagem multiescala de dendritos

Comentarios:

@ Solucéo exata proxima de zero exceto em torno das
sinapses

@ Elementos finitos classicos fornecem resultado errado
@ O elemento finito multiescala é nodalmente exato

@ Necessarios muitos pontos para se obter solucdes
razoaveis com metodo classico (129 pontos para 10% de
erro nos nas)
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O que é
Modelos

Neurénio: a unidade basica . .
Modelagem multiescala de dendritos

Exemplo estacionario: grande quantidade de sinapses

SejaN' = N®, a = 1/(2N') < 1, e a formulagio de energia

minima
V = argmin [J(w) + a o (w)],
weH3(0,1)
onde
1 ! m d ? myy2
J(V)_E/o € <d—> + oMV edx,
QN _ Ne
lo(V) = > D givA(x) + > > arVA(x?)
I=1 I=1
—aV" Y gV (x) — eV T gPV(xF).
=1 =1
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O que é
Modelos

Neurénio: a unidade basica . .
Modelagem multiescala de dendritos

Exemplo estacionario: grande quantidade de sinapses

SejaN' = N®, a = 1/(2N') < 1, e a formulagio de energia

minima
V = argmin [J(w) + a o (w)],
weH3(0,1)
onde
1 ! m d ? myy2
J(V)_E/o € <d—> + oMV edx,
QN _ Ne
lo(V) = > D givA(x) + > > arVA(x?)
I=1 I=1
—aV" Y gV (x) — eV T gPV(xF).
I=1 I=1

Advinhe: o que acontece se o — 0?
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O que é
Modelos
Modelagem multiescala de dendritos

Neurénio: a unidade basica

As a — 0, |, dominates the total energy. Thus lim,_gV = Wy,
where

Wg = argmin lim I,.
a—0
For constant g{ and g¢

_ Vingli + Vexgle

W .
Togref

Numerical test

@ 350 inhibitory and excitatory synapses, gli =4 x1072,
gf =1072,V" = —10, and V® = 65
@ In this case, Wg =5
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O que é
Modelos

Neurénio: a unidade basica . .
Modelagem multiescala de dendritos

Membrane Potential(mV)

_1 Il Il Il Il Il Il Il Il Il J
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X
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O que é
Modelos
Modelagem multiescala de dendritos

Neurénio: a unidade basica

Exemplo estacionario: dominio em Y

Main Cable First Branch
80

60
40

20

Membrane Potential (mV)
Membrane Potential (mV)

o
o
3
P

Second Branch
80

60
40,

20

Membrane Potential (mV)
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O que é
Modelos
Modelagem multiescala de dendritos

Neurénio: a unidade basica

Exemplo transiente

=10 =40

Membrane Potential (mV)
Membrane Potential (mV)




O que é
Modelos
Modelagem multiescala de dendritos

Neurénio: a unidade basica

Exemplo transiente: custo computacional

10

10"

Computing time (s)

10 |

107 i i
10 10° 10" 10°
Error in the maximum norm
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Conclusoes Finais

Conteudo

@ Conclus6es Finais
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Conclusoes Finais

Conclusodes Finais

@ Fantastico: neurociéncia matematica funcional!
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Conclusoes Finais

Conclusodes Finais

@ Fantastico: neurociéncia matematica funciona!
@ Desafio: mdltiplas escalas temporais e espaciais escales

Alexandre & Daniele Madureira Neurociéncia Matematica e Computacional



Conclusoes Finais

Conclusodes Finais

@ Fantastico: neurociéncia matematica funciona!
@ Desafio: mdltiplas escalas temporais e espaciais escales

@ Futuro: aumentar o tamanho das redes de neurbnios e
incluir aspectos da fisiologia
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Conclusoes Finais

Conclusodes Finais

@ Fantastico: neurociéncia matematica funciona!
@ Desafio: mdltiplas escalas temporais e espaciais escales

@ Futuro: aumentar o tamanho das redes de neurbnios e
incluir aspectos da fisiologia

@ Avancos devido a melhores computadores e melhor
modelagem matemética
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Conclusoes Finais

Conclusodes Finais

@ Ferramentas mateméaticas em multiescala: anélise
assintotica (homogeneizacao, expansdes “matching” e
multiescalas, perturbacfes singulares, reducéo de
dimens&o) junto com argumentos neurocientificos
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Conclusoes Finais

Conclusodes Finais

@ Ferramentas mateméaticas em multiescala: anélise
assintotica (homogeneizacao, expansdes “matching” e
multiescalas, perturbacfes singulares, reducéo de
dimens&o) junto com argumentos neurocientificos

@ Métodos tradicionais nao sao suficientes. Técnicas
numéricas modernas acopladas com boa matematica, e
com conhecimentos multidisciplinares, sdo a saida.
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Conclusoes Finais

Conclusodes Finais

@ Ferramentas mateméaticas em multiescala: anélise
assintotica (homogeneizacao, expansdes “matching” e
multiescalas, perturbacfes singulares, reducéo de
dimens&o) junto com argumentos neurocientificos

@ Métodos tradicionais nao sao suficientes. Técnicas
numéricas modernas acopladas com boa matematica, e
com conhecimentos multidisciplinares, sdo a saida.

@ Esta é uma ativa e promissora area de pesquisa, com
varios aspectos matematicos e de aplicacBes a serem
investigados.
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E os problemas inversos?
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FIM

Obrigado!
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