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Problemas Inversos Mal Postos

Resolucéo de Problemas Inversos

Problemas Inversos Mal Postos

Sejam X e Y espagos de Hilberte F: D(F) — Y uma fungéo
com D(F) c X aberto. Considere a equagao

F(x) =y, (1)
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Problemas Inversos Mal Postos

Sejam X e Y espagos de Hilberte F: D(F) — Y uma fungéo
com D(F) c X aberto. Considere a equagao

F(x) =y, (1)

O problema direto associado a equagéo (1) consiste em
encontrar o vetor y € Y, supondo-se conhecido o vetor

x € D(F) eafungéo F.

O problema inverso associado a essa equagao consiste na
determinagao de algum vetor x € D (F) (caso exista),
conhecendo-se o vetor y € Y e a fungao F.
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Problemas Inversos Mal Postos

Definicéo

O problema inverso (1) é bem posto (no sentido de
Hadamard) se

(/) (sobrejetividade): Para todo y € Y, existe pelo menos um
x € D(F) tal que a igualdade (1) é verificada;

(ii) (injetividade): Para todo y € Y, existe no maximo um

x € D(F) tal que a igualdade (1) é verificada;

(iii) (estabilidade): Para toda sequéncia (xx) C D(F) com

F (xx) — y, temos que xx — X.

Um problema inverso é mal posto se ele nao for bem posto.

Portanto, o problema inverso (1) € bem posto se F é inversivel
e sua inversa é sequencialmente continua.
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Resolucao de Problemas Inversos

Suponha que o problema inverso (1) seja mal posto e suponha
que para cada y € Y fixado, existe um p > 0 de tal modo que

F(xt) =y

seja a Unica solucao de (1) na bola B, (x*) c D (F) de centro
em x™ e raio p.
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Resolucao de Problemas Inversos

Suponha que o problema inverso (1) seja mal posto e suponha
que para cada y € Y fixado, existe um p > 0 de tal modo que

F(xt) =y

seja a Unica solucao de (1) na bola B, (x*) c D (F) de centro
em x™ e raio p.

Objetivo: Dado o nivel de ruidos ¢ > 0 e o vetor contaminado
por ruidos y° € Y satisfazendo

Hy—ﬁHéd
encontre x; € D(F) tal que a propriedade de regularizacao

Xs — xT quando § — 0, (2)

seja satisfeita.
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Método de Newton (Dados sem ruidos)

Aplicando o método de Newton a equacdo y — F(x) =0
obtemos

Algoritmo (Newton)

Dados(xy, F,y)
Paran=0,1,2,...
Calcule s, € X tal que AnSn = bp;
Xn+1 = Xn + Sp;
n=n+1;
Até que algum critério de parada seja atingido

Utilizamos: A, := F' (xn) € by :=y — F (xn) .
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Taxas de Convergéncia

REGINN

O n—ésimo passo de Newton € determinado resolvendo-se a
equacao
AnSn — bn.

Para determinar o n—ésimo passo do REGINN, deve-se
resolver
AnSp = bf, + In,

onde

il 11, < 1. Ou seja,
[165]]

HA,,s,, "y by

<,Ltn
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Bl ¢ R(An)" = ||Prjay: b3 Al

Se Ansnm — Priay )b5 quando m —s oo, entdo

& 5 S &
HM&m—m wagbh — b ey D)
R(An)*
_
Ao — b, Pria.-b
Ansno
,
Antns e
Apsn, e
_____________ Ao om 28l
Pt R(4n)
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REGINN

Teremos para algum m = mj, suficientemente grande e
suficientemente proximo de 1 que ||AnSam, — B3| < 1n || B3| -
Sn.m, aproxima s, na equagao A,s, = by.

Algoritmo (REGINN)

Dados (x3; F,y°; 7: 6, (un))
Paran=0,1,2...
Sno :=0;
Param=0,1,2, ...
compute sp.m tal que AnSp.m — wag;
Até que ||Ansnm — B3| < pn || B3]
X2 4= X5+ Som;
Até que ||B5|| < 76
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REGINN (Analise de Convergéncia)

Suponha que (Sp,m),, satisfaz
® (AnSnm; b)) >0,Vm > 1 se Asbj # 0;
: _ 5.
® Jm Ansnm = Paaybh:
@ [|Assnmll < ©||b5||, ¥m,n e Nealgum© > 1.
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REGINN (Analise de Convergéncia)

Suponha que (Sp,m),, satisfaz

® (AnSnm; b)) >0,Vm > 1 se Asbj # 0;

° n!i_r}nooA,,smm = Pmbf,;

@ [|Assnmll < ©||b5||, ¥m,n e Nealgum© > 1.
Assuma que existem constantes L, ¢ € [0, 1) tais que

o ||E(v.w)|| < L||F'(w) (v —w)||, onde
E(v,w):=F(v)— F(w)—F (w)(v—w);

o ||Paeray (F(XH) = F(W)]| < olIF (x) = F ().
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REGINN (Analise de Convergéncia)

Se assumirmos que existe A < 1 tal que ©L + p < A, definindo

1+0
T /\—@L—Qe
(14+0)0
. : — + o,
Hmin HbgH 0

entdo tomando un € (umin; A — ©L] , podemos provar que:
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REGINN (Analise de Convergéncia)

Se assumirmos que existe A < 1 tal que ©L + p < A, definindo

1+0
T /\—@L—Qe
(14+0)0
. : — + o,
Hmin HbgH 0

entdo tomando un € (umin; A — ©L] , podemos provar que:
@ O REGINN esta bem definido e termina;
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REGINN (Analise de Convergéncia)

Se assumirmos que existe A < 1 tal que ©L + p < A, definindo

1+0
T /\—@L—Qe
(14+0)0
. : — + o,
Hmin HbgH 0

entdo tomando un € (umin; A — ©L] , podemos provar que:

@ O REGINN esta bem definido e termina;
@ Todas as iteracbes se mantém numa bola;
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REGINN (Analise de Convergéncia)

Se assumirmos que existe A < 1 tal que ©L + p < A, definindo

1+0
T /\—@L—Qe
(14+0)0
. : — + o,
Hmin HbgH 0

entdo tomando un € (umin; A — ©L] , podemos provar que:

@ O REGINN esta bem definido e termina;

@ Todas as iteracbes se mantém numa bola;

@ Os residuos decrescem linearmente segundo a taxa
ILA

ol <n<t
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REGINN (Analise de Convergéncia)

Suponha que

® spo:=0eSym=Snm1+ALVam1COMVypm 1€Y,;
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REGINN (Analise de Convergéncia)

Suponha que

® spo:=0eSym=Snm1+ALVam1COMVypm 1€Y,;
@ Existe V : R — R continua e monotonamente crescente

Anen—b}

comt < W(t),tel0,1]tal que se 5, := W <1

n
entao

2 2 5
sn.m — €nl? = |[snm—1 — nl[* < Cur ||B3| ||| Vam1]| Z0m
A . —pd

onde ep = xT — xJ € zpm =V (Bn) — W;

n

Fabio J. Margotti Métodos do tipo Newton Inexato para Problemas Inversos



REGINN Andlise de Convergéncia
Taxas de Convergéncia

REGINN (Analise de Convergéncia)

Suponha que

® spo:=0eSym=Snm1+ALVam1COMVypm 1€Y,;
@ Existe V : R — R continua e monotonamente crescente

Anen—b}

comt < W(t),tel0,1]tal que se 5, := W <1

n
entao

2 2 5
sn.m — €nl? = |[snm—1 — nl[* < Cur ||B3| ||| Vam1]| Z0m
A . —pd

onde ep = xT — xJ € zpm =V (Bn) — W;

n

° (!in%si m = Sn.m, para cada m < mj, fixado.
4) b
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REGINN (Analise de Convergéncia)

Entéo é possivel provar que:

@ O erro € monotonamente decrescente, isto é,
[xt =] < |[x* = xp_4]l:
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REGINN (Analise de Convergéncia)

Entéo é possivel provar que:

@ O erro € monotonamente decrescente, isto é,
[xt =] < |[x* = xp_4]l:

@ tomando p, € [p; A — ©L) com g > pumin, Prova-se que

XN(s) — X+, 6 — 0.
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REGINN (Analise de Convergéncia)

Uma maneira de definir (Sp,m),, € Sn.m := gm (A3An) Anbj, com
Om: [0, HA,,HZ} — R continua por partes satisfazendo

|tgm (1)] < Cg,
am(t) — 1t pontualmente para todo t > O.
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REGINN (Analise de Convergéncia)

Uma maneira de definir (Sp,m),, € Sn.m := gm (A3An) Anbj, com
Om: [0, HA,,HZ} — R continua por partes satisfazendo

|tgm (1)] < Cg,
am(t) — 1t pontualmente para todo t > O.

Algumas possiveis escolhas de g, séo:
@ Tikhonov:

’
9m(t) = ——,vm > 0eym — 0 quando m — o
t+vm
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REGINN (Analise de Convergéncia)

@ Decomposicao em Valores Singulares Truncada:

1
1 set>
gm(t):—{ 0. set<

3[-3]~

Fabio J. Margotti Métodos do tipo Newton Inexato para Problemas Inversos



REGINN Andlise de Convergéncia
Taxas de Convergéncia

REGINN (Analise de Convergéncia)

@ Decomposicao em Valores Singulares Truncada:

3[-3]~

@ Landweber:

m—1 ;
gm () := Z,-:o (1 —tY, com ||An]| < 1.
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REGINN (Analise de Convergéncia)

@ Decomposicao em Valores Singulares Truncada:

1
1 set>
gm(t):—{ 0. set<

3[-3]~

@ Landweber:
m—1 ;
o J
gm(t) =) =0 (1 -1y, com [|Aq]] < 1.

Também podemos usar o0 método da méxima descida ou do
gradiente conjugado, entre outros.
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REGINN (Taxas de Convergéncia)

Restrinja a iteragéo interna do REGINN para
Sn.m = gm (A%AR) Asb), com gm : J — R continua por partes

satisfazendo
(a) sup |gm ()] < Cgm®;

(b) sup!tpm(t)\ < Cpm™;
(¢) S;gf\pm( =1

comdJ = [0,\|An||2} y,a>0epm(t):=1—1tgm(l).
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REGINN (Taxas de Convergéncia)

Assuma as condicdes sobre a nao linearidade de F
(A)  |IFF(V)ll<1,vveD(F),
(B) F’(V):Q(V,W)F/(W) € )
Il =Q(v,w)|| < Cqllv—w||

para todo v, w € B, (x"), para algum p > 0, onde
Q: XxX— B(Y,Y).
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REGINN (Taxas de Convergéncia)

Com as hipo6teses acima, é possivel provar que existe um

namero positivo Anmin < 1 tal que a condicao de fonte do tipo
Holder

xt—x€eR ((A*A)%) para A € (Amin, 1],

implica na taxa de convergéncia

A—

3ns) — x*|| = o<5 ) Py
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O Problema Inverso
Descrigdo do Algoritmo

Implementagao Numérica do REGINN Reenlianhs NS

O Problema Inverso

O algoritmo REGINN com a iteracao interna de Landweber foi
utilizado para identificar o parametro a na equacéo diferencial

(au’) = fem Q:=(0,1)
{u(0>= u(1)=0 ' )
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O Problema Inverso

O algoritmo REGINN com a iteracao interna de Landweber foi
utilizado para identificar o parametro a na equacéo diferencial

—(av) =femQ:=(0,1)
{ u(0)=u() =0 : 3)

Podemos definir a fungéao

F:D(F)— L[2(Q)
a— Uy

onde
D(F) := {a € H'(Q) : a(x) > aquase sempre em Q} C L?(Q)
e U e a Unica solucéo de (3).
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O Problema Inverso

Fixada uma fungéo f € L2 (Q), gostariamos de determinar no
problema direto, a fungéo u € H} () N H? () na equag&o

dada a funcdo a € D (F).
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O Problema Inverso

Fixada uma fungéo f € L2 (Q), gostariamos de determinar no
problema direto, a fungéo u € H} () N H? () na equag&o

dada a funcdo a € D (F).

No problema inverso, temos disponivel a fungao

u € H} () N H?(Q) e gostariamos de determinar a € D (F)
satisfazendo a equagao acima.

Observacao

O problema inverso é mal posto.
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O Problema Inverso

@ F é continuamente Fréchet diferenciavel;
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O Problema Inverso

@ F é continuamente Fréchet diferenciavel;
@ A condig&o do cone tangencial

1E @3]l <w||F(a) — F(a)l.2

é satisfeita com w < 1 se a e a estiverem suficientemente
proximos.
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O Problema Inverso

@ F é continuamente Fréchet diferenciavel;
@ A condig&o do cone tangencial

1E @3]l <w||F(a) — F(a)l.2

é satisfeita com w < 1 se a e a estiverem suficientemente
proximos.

Podemos tomar i, € (w + (F‘Zf‘)f 1] er >
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Implementagao Numérica do REGINN Resultados NUM&ricos

Descrigao do Algoritmo

Algoritmo

Dados(a5-6; uw: f)

T = —1‘“"
—w'

Paran=0,1,2,...
Snm = 0; Tome pp € (w+ (H gﬂé 1}

Param=0,1,2, ...
Sn,m+1 := Sn,m — Aj, (Ansn,m — bf,) :
m:=m-++1;

& = a)+ Som

n:=n+1;

Até que ||By|| < 76
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O Problema Inverso
Descrigdo do Algoritmo

Implementagdo Numérica do REGINN T IS Mo o

Resultados Numéricos

O programa foi testado utilizando-se as fungfes exatas
at (x)=1+x2ef(x)=-6x2+2x — 2, sendo que a solugao
de (3) nesse caso é dada por u (x) = x2 — x.

191 B
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Resultados Numéricos

Na primeira tabela, ag satisfaz a condicéo de fonte

at—a <R ((A*A)%) e na segunda temos ay = 1, que ndo
satisfaz essa condigdo. Em ambos os casos,

lat — aoll 20y = J5-

| 3 IN®] I ][5 [NO] ! ]
10-T] 0 0 10°T] 0 0
102 | 11 156 102| 5 36
103 | 15 376 1073 | 17 7578
104 | 22 8100 10~ 26 | 130011
1075 | 29 | 89115 105 35 | 8.10°
10| 36 | 713743 10°%| >50| > 108

& versus numero total de iteragdes externas e internas
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Métodos tipo Kaczmarz

Descrigao do Algoritmo

O Problema Inverso
K-Reginn Resultados Numéricos

Kaczmarz-Reginn

Considere o sistema de equacdes

Fi(x) :yf",i: 1,...,p.

Seja
§ = max {5,} .

1<i<p

Objetivo: Determinar x5 ~ x*, onde

Fi (x*) = y;, com Hy/—yf" <6,i=1,..,p,

de modo que x; — x™ quando 6 — 0.

Margotti Métodos do tipo Newton Inexato para Problemas Inversos



Métodos tipo Kaczmarz

Descrigao do Algoritmo

O Problema Inverso
K-Reginn Resultados Numéricos

Sumario

@ K-Reginn
@ Métodos tipo Kaczmarz

Margotti Métodos do tipo Newton Inexato para Probl



Métodos tipo Kaczmarz
Descrigao do Algoritmo
O Problema Inverso

K-Reginn Resultados Numéricos

Métodos tipo Kaczmarz

5 g S
Fi(x)=y;" Fa(X)=yy2  Fo(X)=y," .
Xo = X > .. "F x,  Ciclo 1
S [ $
Fi(x)=y;" Fa(x)=y,2  Fp(X)=y," .
o "' Xpy1 7 .. =" xpp Ciclo2
1 S S
F ()():}/11 F2(X):y22 FP(X):ypp .
Xin—)p —  X(n—1)p+1 — ... — Xmp Ciclo n
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Descri¢ao do Algoritmo (K-Reginn)

Dados (F,-, yf", 0iy X05 T (Mn))

n:=0k:=0;i=1;

" Enquanto k < p
m:=0;Spm:=0;

Se ‘ F,-(x,,)—yf" <70
ki=k+1;

[ Sendo

m:=m+1; Calcule s, m;

Até que HA,-,nsn,m — by

< Hn bgi

i=p=i=1,
i<p=i=i+1;
L Xn+1 = Xn+ Spm; N:=n-+1,
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O Problema Inverso

-V(avu)=0 emQ
u= U,' emr1,- ,i:1,2,3,4, (4)
u=0 emly;

onde Q := (0,1) x (0,1) C R2.

Problema direto: Dada a condutividade elétrica a € LY (Q2),
encontre o operador DpN A, : H'/2 (9Q) — H~1/2(0Q) que a
cada voltagem U; € H'/? (9Q) associa a corrente elétrica
resultante —au, |, , onde u € solugdo de (4).

Problema inverso: Dado o operador DpN A, determine a
condutividade elétrica a.
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Resultados Numéricos

Comportamento das solugdes encontradas com diversos
percentuais de ruidos diferentes.
lteracao interna utilizando o método de Landweber.

2,sey>2x°+0,3 B
a+(x,y):{ 1,cas}:)contré1rio a=15e7=23
Ruidos (%) | Ciclos | Total It. Internas | [|aws) — a+HL2(Q)
4,0 03 2.142 0,121
2,0 04 2.223 0,112
1,0 12 5.547 0,093
0,5 24 12.043 0,074
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Resultados Numéricos

Figuras superiores: fungdo at a ser reconstruida;
Figuras inferiores: fungéo ays) reconstruida usando 1% de
ruidos (original a esquerda e ajustada a direita)
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