Departamento de Matematica - MTM
Universidade Federal de Santa Catarina - UFSC

Notas de aula:
MTM 5186 - Calculo 1V

Prof. Matheus Cheque Bortolan

Floriané6polis - SC
2015 /1



i




Sumario

L Introducia

W&Mw&mﬂm@wﬂmﬂ

|2 1 Definicao e propriedades bési(‘asl ........................

22 Geometriaemd . . . ..

|2 2.1 A desigualdade triangulml .......................

|2 3 Representacao polar em (d

|2 3.1 Tgualdade de niimeros complexos na representacao polml ......

|3 Funcoes de uma variavel complexe]

|3 1 Definicoes bésicasl .....

|5__|_n_t£g_n_a_géo com Dleer

10
11
13

15

17
17
18
18
21
22
26
27

31
31
33
36
37
38

43



SUMARIO

|5 2__Integrais complexasl ............................... 45

|5 4 A formula integral de (‘auchyl ......................... 25
|5 b A férmula integral de Cauchy para derivadas] ................. o6
|5 6 Consequéncias das féormulas integrais de (‘au(’hyl ............... o8
|5 6.1 Derivadas de funcoes analiticas] .................... o8
|5 6.2 Desigualdade de 0&110hy| ........................ 29

|ﬁ_S_eu.es_Qo_m.p_lmgas_¢Les.Ld.u.QA 63
b1 < : . ] I

éncias e séries complexas® . . . . . . .. . 63

|6 1.1 Séries geométri(‘a,sl ............................ 65

ENCIAS . . . . e e e e 66

|6 2 Séries de Tavlorl ................................. 68

L .
O O " QU1 Ponto

|7 3 FEquacao de Legendrel




SUMARIO 3

3.3 Segunda identidade de Green . . . . o oo 118
8.3.4 Foérmula de representacad . . . . . . . ... ... 119




SUMARIO




Capitulo

1

Introducao

Este é um material elaborado para poder ser usado como base nas disciplinas de Cal-
culo IV, ministradas pelos professores do Departamento de Matemaética da Universidade

Federal de Santa Catarina.
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Capitulo

2

O corpo C dos niimeros complexos e o

plano complexo

2.1 Definicao e propriedades basicas

Comecamos este capitulo com a definicao do corpo dos niimeros complexos um pouco

diferente da qual estamos habituados, mas veremos que elas coincidem.

Definigao 2.1.1. Seja C o conjunto dos pares ordenados {(a,b) : a,b € R}. Em C

definimos duas operagoes bdsicas da sequinte maneira, se (ay,by), (asz,be) € C, temos
(a1,b1) + (ag, be) = (a1 + ag, by + by), que é chamada de soma.
(a1,b1) - (ag, ba) = (a1as — byby, a1bs + bras), que é chamada de produto.
Chamamos a tripla (C,+,+) de corpo dos niimeros complexos.

Estas operagoes satisfazem as seguintes propriedades, para (aq,b1), (az,b2) e (as,bs)

em C:

(S1) Associatividade da soma:

[(a1,01) + (a2, b2)] + (as,b3) = (a1, b1) + [(az, b2) + (as, bs)].

(S2) Comutatividade da soma:

(a1,b1) + (az,b2) = (ag, b2) + (a1,b1).



8 O corpo C dos niimeros complexos e o plano complexo
(S3) Elemento neutro da soma: considere o elemento (0,0) € C e temos
(al, bl) + (0, 0) = (CLl, bl)
(S4) Elemento inverso da soma: para (aj,b;) considere o elemento (—aj, —b;) € C
e temos
(ala bl) + (_alv _bl) = (07 0)
Denotamos (—ay, —by) por —(aq, by).
(P1) Associatividade do produto:
[(al, bl) ° (a27 bQ)] ° (a?n b3) - (a'la bl) ° [(ag, b2) ° (a37b3)]'
(P2) Comutatividade do produto:
(a1,b1) - (az, ba) = (az, ba) - (a1,b1).
(P3) Elementro neutro do produto: considere o elemento (1,0) € C e temos
(al,bl) . (1,0) = (al,bl).
P4) Elemento inverso do produto: ara (aj, by 0,0) considere o elemento
( p p , :
(a%“le%, —ﬁ) e temos
ay b1
ay,by) - ,— = (1,0).
(01,51) (a§+b§ a§+b§) (1.0
Denotamos (a%‘ib%, —a%bib%> por (ay,b;) "t
(D) Distributividade
(CLl, bl) : [(CLQ, b2) + (a37 b3)] == (a17 bl) : (CLQ, b2) + (a17 bl) : (a37 b3)
Essas propriedades listadas acima sd@o o motivo pelo qual dizemos que (C,+,) é um
corpo.

Exercicio 2.1.2. Demonstre todas estas propriedades.

Daqui pra frente, omitiremos as operagoes e denotaremos o corpo dos niimeros com-

plexos simplesmente por C.
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Exercicio 2.1.3. Mostre as sequintes propriedades adicionais de C:

(a) Temos
(a1,0) + (az2,0) = (a1 + a2,0) e (a1,0) - (az,0) = (ayas,0).
Também

(0,01) = (0,1) - (bs, 0).

(b) Para qualquer A € R temos

()\,0) . (al,bl) = ()\al, )\bl)

(c) Temos
(0,1)-(0,1) = —(1,0).

Vamos agora ver que essa definicao que demos para o corpo dos nimeros complexos
coincide com a definigao usual. Para isso, seja (a,b) € C, e escrevemos com a ajuda do

item (a) do exercicio acima:
(a,b) = (a,0) + (0,1) - (b,0).

Além disso, os itens (a) e (b) nos permitem identificar o par (a,0) com o nimero real a,
e definindo ¢ = (0, 1) escrevemos
(a,b) = a+ b,

e note que pelo item (c), temos i = —1.

Assim, o corpo C dos nimeros complexos pode ser visto como o conjunto
{z:=a+ib: a,b € R}, onde i* = —1,

com as operacoes de soma e produto definidas anteriormente.

Exercicio 2.1.4. Reintreprete a definicao das operagoes de soma e produto, bem como
suas propriedades, com a defini¢ao usual dos niumeros complexos. Isto é, dados z, =
a1+1by € 29 = as+1iby em C, quem € z1 + 207 Quem € z1.207 Como ficam as propriedades

da soma e produto agora?

Observacgao 2.1.5. Nestas novas notagoes, denotamos o inverso multiplicativo z=' de
um numero complexo z nao-nulo também por %, que também € chamado de reciproco de

zZ.

Para um nimero complexo z = a + ib, chamamos a de parte real de z e b de parte

imaginaria de z e denotamos por a = Re(z) e b = Imz, assim todo nimero complexo 2z
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pode ser escrito na forma
z = Re(z) +ilm(2).

Um namero complexo z com Re(z) = 0 é chamado de nimero imaginario puro.
Sejam z; = aq + ib; e 29 = ag + iby dois nimeros complexos. Usando as propriedades

do conjuntos dos pares ordenados, sabemos que z; = 25 se, e somente se, a; = as € by = by.

2.2 Geometria em C

Em C podemos também colocar uma estrutura geométrica, que nos possibilita traba-

lhar com distancias e angulos. Para isso, definimos primeiramente

Definicao 2.2.1. Seja z = a+ib € C um nimero complexo. Definimos o conjugado de

z como o numero complexo Z dado por
Z=a —ib,
Além disso, definimos a norma de z como o nimero real |z| dado por

|z| = Va? + b2

Exercicio 2.2.2. Mostre as sequintes propriedades da conjugacao e da norma em C:

(@) 21 + 22 =71 + ;5 (8) |z[ =0 se, e somente se, z = 0;
(b) Zi % =721 - Z; (h) |21+ 22| = [z1][22];

(c) z=z; (i) z+ 7z = 2Re(z2);

(d) [zl = |zl; () z—7 = 2idm(z);

(e) z-Z=[z]% (k) [Re(z)| < zl;

(£) 27" =5 se 2 #0; (1) [Im(2)] < [2].

Com estas duas novas definigoes, podemos olhar C como um espago geométrico, que
pode ser representado no plano da seguinte forma, seja z = a + tb um ntimero complexo,
e olhamos o plano cartesiano com o eixo x representando a parte real de z e eixo y

representando a parte imaginaria de z
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Figura 1: Representacao coordenada e vetorial de z = a + ib.

Assim, o namero complexo z pode ser visto tanto como o ponto coordenado (a,b) no
plano ou como o vetor (a,b). Assim, podemos definir a distancia entre dois nimeros

complexos z; e 2y por |z; — 23/

2.2.1 A desigualdade triangular

A norma complexa tem uma propriedade muito importante, que é a chamada desi-

gualdade triangular, que enunciamos e demonstramos a seguir.
Proposicao 2.2.3 (Desigualdade triangular). Sejam z, zo € C. Temos

|21 + 22| < 21| + 22|
Demonstragao: Sabemos que

s+ 2 = (a1 +2)(a+2)=(a+2)(EZ+2)
= 2121 + 2122 + Z122 + 2222
= |z’ + 217 + 2122 + |22]
= |21|* + 2Re(21%2) + |22)?

|21 + 2|Re(217)| + [ 22|

|21|* + 221 || 22| + |22]?

= (|z1] + |22/)?,

<
<

o que mostra o resultado. [

Usando a desigualdade triangular, podemos ver também que |21 — 22| < |21| + |22].

Proposigao 2.2.4. Para quaisquer zy, z2 € C, temos |21 — 22| = ||z1]| — | 22|
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Demonstragao: Temos

|21| = ‘Zl — 29 +22‘ < ‘Zl — 22| + |22‘,

utilizando o item (i) do exercicio anterior. Assim

|21] = [22| < |21 — 22].

Analogamente, obtemos |z3| — |21]| < |21 — 22|, e juntas estas desigualdades nos dao

|21 — 22| = [[21]| — |22]]-

O exemplo abaixo ilustra um pouco da teoria de lugar geométrico, e sera muito util

no Capitulo 4.

Exemplo 2.2.5. Mostre que se p > 0 e p # 1, entao o conjunto I' dos pontos de C que

satisfazem a equagao

|z — 20| = pl|z|, para um zy € C fizado ,

€ um circulo.

Solugao: Vamos supor que p > 1 (0 caso p < 1 € inteiramente andlogo). Assim temos

|2 = zof* = p?l2[%,

e assim temos

2> — 2Re(2%5) + |20)* = p?|2|%.

Usando que p > 1 podemos definir o = 1— p? e reescrever a equacio acima da sequinte

maneira

1

2
|z|2 — —Re(27) + —|zo|2 =0,
« «

M

|z0]

— nos dd
(0%

o que, somando e subtraindo o termo

20
z__
o

que € a equagao de um circulo de centro 2 e raio Wp‘\zo\.

2 2
= |2]* = =Re(2%) + — =
oY
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2.3 Representacao polar em C

Até agora, vimos como representar um nimero complexo z = a + ib como o par
ordenado (a, b) no plano complexo, que chamamos de representagao cartesiana de z. Mas,
podemos também, alternativamente, representar o ntmero z em coordenadas polares.

Sabemos que se z = (a, b) entao existem ndimeros reais r > 0 e 6 € R tais que

a=r7cosf eb=rsind.

Assim, podemos escrever o nimero complexo z como
z=rcosf+irsinf = r(cos@ + isinf).

0

Definindo €% := cosf + isinf, escrevemos entao z = re?. Note que para qualquer

6 € R temos

€| = cos® 0 +sin? 0 = 1,
logo r = |z|. Além disso, um possivel valor para 6 ¢ arctan() e '™ = ¢ para
qualquer n € Z.

Se z = re?, dizemos que 6 ¢ um argumento de z (ndo € wnico) e assim, existe um

tinico 6 € (—m, 7] tal que z = 7e' e a este §; chamamos de argumento principal.

Uma das propriedades mais tteis desta representagao ¢ a facilidade em lidar com

produtos e poténcias de niimeros complexos, como veremos a seguir:

Proposigao 2.3.1. Dados z; = r1€%" e 2y = r9€"2, temos

2179 = T1roe 01102),

e além disso, se zy # 0 temosry >0 e 2zt =1 te ™.

Demonstragao: Sabemos que
2129 = r17r2(cos 6y + isin b )(cos Oy + isin Oy),
logo

2129 = T113[cos 01 cos By — sin 6y sin Oy + i(sin 61 cos Oy + sin O, cos 6;)]

= ryry(cos(0y + 63) + isin(0; + 6))

_ T17’2€i(91+€2) )
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Para a segunda parte, como z; # 0 temos r; = |z1| > 0 e ainda

2 1

_ a1 0 isind
2] PAE T%rl(cos isinf)

= r Y (cos(—0) +isin(—0)) = rte .

]
Utilizando esta proposi¢ao indutivamente, obtemos a seguinte expressao para potén-

cias de nimeros complexos, cuja demonstracao segue diretamente da proposicao anterior.

Proposicao 2.3.2. Para cada z =re? € C en € 77 temos
n __ _.n_ind
2" =rle™. (2.3.1)
Além disso, se z # 0, esta expressao € vdlida para todo n € 7Z.

Ainda, como consequéncia direta da expressdo (2.3.1) obtemos a féormula de de

Moivre (isto mesmo, sao dois ‘de’)
()" = e™ para todo n € Z.

2.3.1 Igualdade de ntimeros complexos na representacao polar

Sabemos como lidar com a igualdade de niimeros complexos em coordenadas cartesi-

anas, agora vamos ver como isto se comporta em coordenadas polares.

Proposicao 2.3.3. Sejam z; = 1€ e 2 = 196" miimeros complexos. Entio z = 2

se, e somente se, 1 =19 € 01 = 0y + 2mm, para algum m € Z.

Demonstragao: Sabemos que
z1 =11c0801 +irysinfy e zo = rycosfy + isin b,
e da igualdade de niimeros complexos, temos
r1cos6; = 1r9cosby e rysinfy = rysin by,
logo, como r; = |z1| = |z2| = 7o, temos 1, =15 €
cosfy = cosfy e sinfy = sin by,

o que implica que existe m € Z tal que 0; = 0 + 2mm. A reciproca é trivial. [
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2.3.2 Raizes de niimeros complexos

Suponhamos que temos n > 2 e w = re? # 0 um ntmero complexo dado. Quantas
possiveis solugoes a equagao z" = w possui?

. . <, 16

Tendo em vista a expressao (2.3.1]), sabemos que uma solucao é dada por z = rne'n.

Mas esta claramente nao é a tnica solucao, e de fato, todos os niimeros

1 i 0+2km

zp=rne’ n  para0<k<n—1 (2.3.2)

sao solucoes de 2" = w.

Proposigao 2.3.4. Os nimeros complexos dados em ([2.32) sao as unicas solugoes da

equacao 2" = w.

Demonstracgao: Ja sabemos que todos os zx, k = 0,--- ,n — 1 sao solucoes da equagao
2" = w. Agora seja z; = r1e"' uma solucdo qualquer de 2" = w. Temos que 2 = r?emel

e assim temos ] =r e nf; = 0 + 2mm, para algum m € Z, portanto

= 1

1 042mm
21 =rne’ n

e claramente podemos tomar 0 < m < n — 1, o que conclui a demonstracao. [
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Capitulo

3

Funcoes de uma variavel complexa

Este capitulo é dedicado ao estudo das fungoes de variavel complexa, que é muito mais

rico do que simplesmente funcoes de R? a R2, como vamos a ver no que segue.

3.1 Definicoes basicas

No que segue vamos considerar G C C e f : G — C uma fun¢ao. Dizemos entao que f
¢ uma funcao complexa de uma variavel complexa, ou simplesmente, uma fungao

complexa.
Exemplo 3.1.1.

1. Seja f: C — C dada por f(z) = z* +iz. Temos neste caso f(0) = 0, f(i) =

P2 +1i-1=2i®> = =2, e assim por diante.
2. f: C— C dada por f(z) =i.

3. Fize w € C e considere f: C\ {w} — C dada por f(z) !

T oz—w”

O conjunto G é chamado dominio de f, e o conjunto f(G) dos pontos {f(z): z €
G} C C é chamado de imagem de G por f. Quando nada é especificado, assumimos
que o dominio da fungao f é o maior subconjunto de C no qual f estda bem definida. Por

exemplo, considerando f(z) = o dominio de f ¢ o C\ {i,—i}; uma vez que 2% +1 ¢

_z
Z2Jr1 I
0 para z = =zi.

Claramente, como R C C, toda func¢ao real pode ser vista como uma fungao complexa.
Além disso, as funcoes complexas podem ser vistas como fungoes definidas no plano, da

seguinte maneira: seja f: G — C uma funcao complexa. Se escrevemos z = x + 1y e
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f(2) = u+ iv, podemos olhar a fun¢ao f como uma fungao de duas variaveis, dada por

flz,y) = ul(z,y) +iv(z,y).

A funcao u é chamada de parte real de f, enquanto a funcao v é chamada de parte
imaginaria de f
Exemplo 3.1.2. Encontre as partes real e imagindria da funcao f(z) = 2% +iz.
Escrevendo z = x+iy, temos f(x+1iy) = (v+iy) > +i(x+iy) = 22 —y* —y+i(2zy + ),
logo temos u(z,y) = 2*> + y*> —y e v(x,y) = 22y — .

3.1.1 A funcgao exponencial

Consideremos a fungao f: C — C definida da seguinte maneira: escrevendo z = x+1y,
definimos

f(z +iy) = e“e” = e“(cosy + isiny),

que denotamos por f(z) = e*. Tal fungao é chamada de fungao exponencial complexa.
Como e* > 0 para todo x € R, vemos que €* # 0, para todo z € C. Ainda, suas partes
real e imaginaria sdo, respectivamente u(x,y) = e* cosy e v(z,y) = e*siny.

Temos também que |e?| = e* = ef**) para todo z € C; logo |¢?¥| = 1 para todo y € R.

Proposigao 3.1.3. Para todos 21, 25 € C, temos

el tee — pF1 %2

Demonstracao: Escrevemos z; = x1 + 1y; € 25 = o + i¥ys, temos

Atz — 1t pi(y1+y2)

— 61’1 61’2 elyl elyQ — 61’1 elyl eZEQ 62y2 — 6Z1 622’
aonde utilizamos a propriedade da exponencial real e a Proposicao 2311 n
Uma curiosidade interessante a respeito da exponencial complexa ¢ que ela é periddica,

z+2im

uma vez que e e®, para todo z € C. Logo ela é periédica com periodo imaginario

puro 2im.

3.2 Limites

Definicao 3.2.1. Dizemos que o limite de uma funcao complexa f quando z tende a 2

€ L, e denotamos por
lim f(z) =L,

Z—r20
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quando dado € > 0 existe § > 0 tal que |f(z) — L| < € sempre que 0 < |z — 2| < 9.

Critério de nao-existéncia de limite: Se f se aproxima de dois niimeros complexos
Ly # Ly quando tomamos dois caminhos diferentes chegando até zy, entao lim, ., f(z)

nao existe.

Exemplo 3.2.2. Mostre que lim,_,o £ nao existe.

Solucao: Consideramos o limite olhando somente o eizo real; isto €, assuma que
z=u1x=u1x+0i. Assim, temosZ = x e temos, para x se aprorimando de zero (mas T nao
é zero):

lim = = lim = = 1.
z—0 2 z—0

Agora, consideramos o limite olhando o eizo imagindrio; isto €, assumimos que z =
iy = 0+ iy. Neste caso, Z = —iy e temos, para y se aproximando de zero (masy nao é
zero):

lim = = lim —2 = —1.
z—0 2 y—0 —Y

Logo, pelo critério de nao-existéncia do limite, seque que lim, o Z nao existe.

Exemplo 3.2.3. Mostre, usando a defini¢ao, que ig)r% 22 =1.

Solugao: Dado € > 0, nosso trabalho é encontrar um nimero real & > 0, tal que
|22 — 1| < ¢, sempre que |z — 1] < §. Mas 2> —1 = (2 + 1)(z — 1) e, supondo que
0<|z—1| <d <1, sabemos que

I1>0>z=1=]z+1-2] > |24+ 1| - 2,
logo |z + 1| < 3 e assim |2*> — 1| = |z + 1||z — 1| < 38, e escolhendo ainda 6 < &, temos
|22 — 1| < €, sempre que 0 < |z — 1] < 4.

Proposicao 3.2.4. Suponha que f e g sejam fun¢ao complexas. Se lim f(z) = L e
Z—r20
lim g(z) = M, temos

Z—r20

(a) lim cf(z) = cL, onde ¢ é um nimero complezo qualquer fizado;
Z—r20

(b) lim (f(2)+g(2)) =L+ M;

Z—20

(c) lim f(2)-g(z)=L-Me

Z—20

o fle) L
(d) Iy =

desde que M # 0.
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Demonstragao: Provemos primeiramente (a). Se ¢ = 0, nada temos a fazer, ja que é
trivial ver que lim 0 = 0, para qualquer que seja zy € C. Assuma entao que ¢ # 0 e dado
2520

e > 0, da defini¢ao de limite, existe § > 0 tal que se 0 < |z —z| < § temos |f(z) — L| < ‘—;

Assim, segue que

€
|ef(2) = L] = [e][f(2) = L| < |C|H =,
o que mostra (a).
Deixamos as demonstragoes de (b), (¢) e (d) como exercicios para o leitor. "

Uma maneira til de se verificar o limite de uma funcao complexa, é usar a teoria de

fungoes em duas variaveis, e o seguinte resultado mostra exatamente isso.

Teorema 3.2.5. Sejam f uma fungao complexa, com f = u-+iv, zg = ro+iyo e L = a+1ib

nimeros complexos, e escrevemos z = x +iy. Entao lim f(z) = L se, e somente se,
Z— 20

lim  w(x,y)=ace lim  o(z,y) =0.
(z,y)—(z0,y0) (@9) (z,y)—(z0,30) (z.9)

Demonstracao: Assuma que lim f(z) = L, entdo isso quer dizer que dado € > 0, existe
Z—r20

0 >0 tal que se 0 < |z — 2| < § temos |f(z) — L| < e. Mas temos

|2 = 20] = V(& —0)? + (y — %0)? = || (2, 9) — (20, y0) [lr2

e
[f(2) = LI = V/(u(z,y) — a)* + (v(z,y) - b)*.

Assim, ¢ facil ver que |u(x,y) —al < |f(2) — L| e |[v(z,y) — b| < |f(2) — L] e portanto

segue que
ue,4) — a] < e ¢ [o(, 5) — b] < e, sempre que 0 < [|(z,4) — (zo0,4o) x> < &
ou seja, lim  w(z,y) =ae lim w(z,y) = b. A reciproca fica como exercicio
(,y)=(z0,0) (#,y)—=(z0,90)

para o leitor. [

Exemplo 3.2.6. Mostre que liII% 22 =1, usando o teorema acima.
_— 2—
2

Solugao: Sabemos que se z = x + 1y, temos z* = 22 —y*> +1i2xy e portanto neste caso
u(x,y) = 22 —y? e v(x,y) = 2zy. Quando z — 1 = 1+ 40 temos que (z,y) — (1,0),
consequentemente

lim w(z,y)= lim (2%—¢?) =1,
(z,y)—(1,0) (@9) (x,y)H(LO)( v)

lim o(z,y)= lim 22y =0,
(x,y)H(LO)( 2 (z,y)—(1,0) Y
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portanto lim 2> =1 +i0 = 1.
Z— 20

3.3 Continuidade

Definicao 3.3.1. Dizemos que uma fung¢ao complexa f € continua em um ponto z

do seu dominio, se

lim f(=) = £(20).

Z—20

Quando f € continua em todos os pontos de seu dominio, dizemos simplesmente que

f € continua.

Observacao 3.3.2. Lembre-se que, para garantir que uma fung¢ao complexa f € continua
em um ponto zy, precisamos verificar trés coisas:

1. lim f(2) existe;
Z—r20

2. f estd definida no ponto zy; isto €, zy estd no dominio de f;

3. lim f(z) = f(20).

Z—r20

Exemplo 3.3.3. A funcgio f(z) = z* € continua em zy = 1.
Solugao: Sabemos que lilq 2?2 existe e que zg = 1 estd no dominio de f(z) = 22
z—

Ainda, jd mostramos que lilq 22 = 1, o que mostra que 2% € continua em zy = 1.
zZ—r

Exemplo 3.3.4 (O logaritmo complexo). Definimos o logaritmo principal complexo

de um numero complexo z por
Log(z) = In |z| + iArg(z).

A funcao Log(z) estd definida para todo nimero complexo nao-nulo; porém, notemos
que ela € descontinua no eizo real negativo.

Solugao: De fato, assuma que zy = —x, x > 0, é um numero complero no eixo real
negativo. Vamos nos aproximar de zy por wvalores no circulo de rato x, com parte real
positiva; isto €, com valores da forma z = xe® onde 0 se aproxima de w, por valores
menores do que w. Temos

Log(z) = Inx + 46,

e portanto lim,_,,, Log(z) = limy_,.[Inz + 0] = Inz + ir.
Analogamente, se z se aproxima de zy pelo circulo de raio x, com parte real negativa;
isto é, com valores da forma z = xe® onde 0 se aprozima de —7, temos lim,_,., Log(z) =

limg , [lnxz+ 6] = Inx — ir.
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Do critério de nao-existéncia do limite, seque que lim,_,,  Log(z) nao existe, e portanto

Log(z) nao € continua no eizo real negativo.

Usando a Proposigao 3.2.4] podemos enunciar algumas propriedades basicas de fungoes

continuas:

Proposicao 3.3.5. Suponha que f e g sejam funcgao complexas continuas em um ponto

2o, entao:
(a) c¢f € continua em zy, onde ¢ € um nimero complezo qualquer fizado;
(b) f+ g € continua em zy;
(c) f-g € continua em z e

(d) g é continua em zy, desde que g(zo) # 0.

Com essa proposi¢ao, podemos provar a continuidade de uma grande classe de funcoes,

como veremos no exemplo a seguir:

Exemplo 3.3.6. Sabemos que a funcao f(z) = z € continua em todos os pontos de C,
assim usando o item (c¢) da proposi¢io acima, qualquer fungdao 2™ € continua, paran € N.

Usando os item (a) e (b), vemos que qualquer fun¢ao complexa polinomial do tipo

n

p(z) =co+crz+ -+ 2" € continua.

q\z
p(2),q(2) sao fungao complexas polinomiais, em todos os pontos zy nos quais q(zp) # 0.

Por fim, usando o item (d), qualquer fun¢ao complexa do tipo ¢ continua, onde

Estas funcoes sao chamadas de fungoes racionais.

Por fim, podemos usar o Teorema [3.2.5] para dar um critério que estabelece a conti-

nuidade de func¢oes complexas, utilizando a teoria de célculo em duas variaveis.

Teorema 3.3.7. Seja f uma fungao complexa com f = u+ v e 2y = xo + 1yy. FEntao

f(2) € continua em zy se, e somente se, u(x,y) e v(z,y) sao continuas em (xq, Yo).

3.4 Diferenciabilidade

Para introduzir o conceito de diferenciabilidade, precisamos antes do conceito de vizi-

nhanca:

Definicao 3.4.1. Seja zy um nimero complero. Uma bola aberta de centro em zy e

raio r > 0 € o conjunto definido por

B (z0) ={2 € C: |z — 2| <1}.
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Uma bola aberta de centro em zy e raio qualquer € também chamada de vizinhanca
de zy e dizemos que um subconjunto D C C ¢ aberto, se para cada ponto zy € D existe

uma vizinhanca de zog inteiramente contida em D; isto €, para cada zy € D existe um
r >0 tal que B.(z9) C D.

C

Figura 2: Vizinhanga de um ponto zg.

Definicao 3.4.2. Seja f uma funcao complexa definida numa vizinhanca de um ponto
z0. Dizemos que f ¢ diferenciavel no ponto zy se existe o limite

f(z) = f(%)

Y

lim
2—20 Z— 2y

e neste caso denotamos este limite por f'(zy); isto é

f,(ZO) — lim f(Z) — f(Zo).
=20 2 — 2

Quando f € diferencidvel em todos os pontos do seu dominio dizemos simplesmente
que f € diferenciavel.

d
Observacao 3.4.3. Também denotamos a derivada f'(z) por d—f(z)
— 2

Exemplo 3.4.4. Mostre que f(z) = 2? € diferencidvel e que f'(z) = 2z, para todo z € C.
Solugao: Notemos que, para zg € C fixado, temos
f(2) = flz0) _ 22 =25 _ (2= 20)(2 + 20)

= = :Z+Zo,
zZ— 20 zZ— 20 zZ— 20

sempre que z # zy. Portanto

lim M = lim 2z 4 zy = 22,

Z— 20 z — 2;0 Z—20
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e logo f € diferencidvel em zy e f'(z0) = 2z9. Como zy € arbitrario, seque que f é

diferencidvel em todos os pontos de C e que f'(z) = 2z.

O exemplo a seguir mostra que os Teoremas B.2.7 e B.3.7 nao tém um correspondente

quando tratamos da diferenciabilidade de fung¢oes complexas.

Exemplo 3.4.5. Considere a fungdo complexa definida por f(x+iy) = x+idy. Mostremos

que esta funcao nao € diferencidvel em nenhum ponto de C.

De fato, seja zy = x¢ + iyo € C um nimero complexo arbitrario fizado. Consideramos

primeiramente o limite lim M
Z— 20 z — ZO

usando o caminho z = xg + 1y. Temos

— 4y — — 4 4(y —
lim f(2) = f(%0) ~ lim To+1 .y (o l Yo) — lim Z. (Y — yo) _y
=20 Z— 2 y=yo T+ 1y — (xo — 1Y) v—vo (Y — Yo)
Agora, tomando z = x + idyy temos
_ Aun — —i4 _
lim f(z) = f(20) ~ lm T+ .?/0 (zo Z Yo) i B0 1
z—z0 2 — 2 =z T+ 1Yo — (To — 1Y) T—T0 T — T

e usando o critério de nao-existéncia do limite, vemos que esta funcao nao € diferencidvel

em 2.

O proximo resultado mostra que diferenciabilidade é ‘mais forte’ do que continuidade;

isto é, uma funcao diferencidvel num ponto zy é automaticamente continua neste ponto.

Proposicao 3.4.6. Seja f uma fungao complexa definida numa vizinhancga de um ponto

20 € C. Se f € diferencidvel em zy entao f é continua em zy.

Demonstragao: Temos que

lim (f(2) — f(z0)) = lim £ =/ 0)

z2—20 z—r20 Z— 20

z) — f(z
e como f é diferenciavel, existe o limite lim M
Z—r20 z — ZO

. (Z - ZO))

e do item (c) da Proposigao
B2 segue que
lim (£(2) — f(z0)) = Tim L =SC0) =0
Z—r20 Z—r20 z — ZO Z—r20
=0
]
Vejamos agora alguma regras de diferenciagao, que sao muito tuteis no calculo de

derivadas e cuja demonstragao fica como exercicio para o leitor:
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Proposicao 3.4.7 (Regras de derivagao). Sejam f e g duas fungoes complezxas diferen-

cidaveis e ¢ um numero complexo firado. Temos

(a) %c =0y
d /
(b) - (cf(2)) = cf'(2);
d

(€) —(f(2) +9(2)) = ['(2) +4'(2);

(d) %(f(Z) +9(2)) = f'(2) - 9(2) + f(2) - g'(2);

410 M@l — [ ()
(@«u[m@]‘ Pk

Uma outra propriedade importante das derivada é a Regra da cadeia, que enunciamos

, desde que g(z) # 0 na vizinhanca de 2.

a seguir.

Teorema 3.4.8 (Regra da cadeia). Sejam f e g fungoes complexas, com g definida numa
vizinhanga de zy, diferencidvel em 2z e f definida numa vizinhanga de g(z) e diferencidvel

em g(z0). Entao a composta f o g € diferencidvel em z e

(7 09)(z0) = I'(0(z0))9'(20)

Demonstragao: Como g é diferenciavel em zj, g é continua em zy e temos lim (g(z) —
Z—Z20

g(z0)) = 0, assim

i 29 = (fog)(z0) _ . [l9(2) = fl9(z0))

zZ—20 Z — ZO Z—20 z — ZO
o F0) ~ flel) | g() — g(z0)
==z g(2) —g(20) Z = Zo
@ o S0 = fol) | 9() — gl=0)
w0 g(z) —g(n) =m0 22
= f"(9(20))g'(20),
onde em (%) utilizamos a diferenciabilidade de f em g(z) e de g em z. ]

Observacao 3.4.9. Note que esta demonstracao nao estd completamente correta; melhor
dizendo, ela so € verdadeira se assumirmos que g(z) # g(zo) para 0 < |z — z9| < r, para

algum r > 0. Caso contrdrio, nao podemos dividir a expressao por g(z) — g(zo)-

Exercicio 3.4.10. Dé uma demonstracao mais precisa deste resultado, que nao exclua o

caso que Mencionamos aCima.
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Usando o item (c) das regras de derivagao é facil mostrar a regra de diferenciagao para

poténcias:
d

EZ

Além disso, usando o item (e), podemos ver que

" =nz""! para todon € N.

d . d1 1 .
—Z = — = —— = —Z
dz dz z 22 ’

e indutivamente podemos mostrar que a regra acima vale também para inteiros negativos.
Logo temos
d n

d—z =nz""!, para todo n € Z.
z

3.5 Analiticidade

Agora veremos o conceito de analiticidade, que é de extrema importancia quando

trabalhamos com fungoes complexas.

Definicao 3.5.1. Seja f uma funcao complexa definida numa vizinhanca de um ponto
20 € C. Dizemos que f € analitica no ponto zy se f € diferencidvel numa vizinhanga

de zy.

Observagao 3.5.2 (CUIDADO!). Note aqui uma diferenga sutil, mas de extrema impor-
tancia, entre as defini¢oes de diferenciabilidade e analiticidade. Para que f seja analitca

em zy ela deve ser diferencidvel em todos os pontos de uma vizinhanca de zy, e nao so-

mente no ponto z.

Definicao 3.5.3. Seja f : D C C — C uma regiao definida num conjunto aberto D. Se f
€ analitica em todos os pontos de D dizemos simplesmente que f € analitica em D. Uma

funcao analitica em todo o plano complexo C é também chamada de funcgao inteira.
Exemplo 3.5.4.
1. Toda fungao polinomial p(z) = co+ c12 4+ -+ + ¢, 2", comn € N € inteira.

2. Uma func¢ao racional da forma f(z) = % ¢ analitica no aberto D definido por
C\ {2 € C: ¢(20) = 0}.

Com estas definigdes, podemos enunciar o seguinte:

Proposicao 3.5.5. Sejam f,g : D — C duas fungoes analiticas num conjunto aberto
D C C. Entao as fungoes cf, onde ¢ é um nimero complexo firado, f+ g e f-g sao

analiticas em D. Ainda, se g(z) # 0 para todo z € D, a fung¢ao £ € analitica em D.
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Ainda, uma regra importante usada no calculo de limites é a Regra de L’Ho6pital, dada

abaixo

Proposicao 3.5.6 (Regra de L’Hopital). Sejam f e g fungdes analiticas num ponto z
com f(zy) = g(20) = 0 e assuma que g'(zo) # 0. Entao

Demonstragao: Exercicio.

3.5.1 Equacoes de Cauchy-Riemann

Usando as partes real e imaginaria de uma fungao complexa, podemos estabelecer um
critério para decidir quando uma func¢ao f nao é diferenciavel em um determinado ponto

20-

Teorema 3.5.7 (Equagdes de Cauchy-Riemann). Assuma que a fung¢io compleza f =
u + v € diferencidvel no ponto zy = xg + iyo. Entao as derivadas parciais de u e v em

(zo,Yo) satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann:

0 0 15} 15}
a—z(ffo,yo) = a—Z(Uo,yo) € 8—Z($o,yo) = _(‘9_;(%’%);

ou resumidamente U, = vV, € Uy = —Uy.

Demonstragao: Como f ¢é diferenciavel em 2z, existe o limite

'(20) = lim f) =) _ o wlzy) vz, y) —ulo, yo) — (o, yo)

Z—+20 Z— 20 (z,y)—(z0,y0) T +1Yy — Ty — 1Yo

Sabemos também que como este limite existe, ele existe independente de que caminho

em C tomamos; isto é, podemos tomar y = yq fixo e temos

f'(20) = lim u(@, yo) + w(x, yo) — u(wo, Yo) — (o, Yo)
T—T0 T — xo

— lim u(z,yo) — ulzo, Yo) 1 lim v(,y0) — v(To, Yo)
T—x0 T — Xo T—xT0 T — 2o
ou ov

= %(%, Yo) + ia—x(%, Yo)-
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Agora, tomando x = x, fixado, temos

f'(20) = lim u(zo,y) + (o, y) — u(zo, yo) — (o, Yo)

Y=Yo i(y - yo)

oy U(SCO,?J) — u(Zo, Yo) 1 lim U($07y) — v(zo, yo)
Y=o i(y — vo) Y=o i(y — yo)

_ hm U@Oa y) - v(xm ?/0) — hm U(l’o, y) - U({Eo, ?/0)
Y=o Y — Yo Yy—Yo Y —"%Yo
ov ou

=—(x —i—(x )
6y< 0:Y0) 6y< 0> Y0)
Igualando as duas expressoes obtemos o resultado desejado. [

Observagao 3.5.8 (CUIDADO!). Este resultado nao diz quando uma fungao f € diferen-

ciavel, ele € simplesmente um critério para definir quando uma fungao f nao € diferencidvel

em um ponto zy, a saber, se uma funcao f nao satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann

num ponto zy entao f nao € diferencidvel em zg.

Exemplo 3.5.9. Mostre que a fungao compleza definida por f(x + iy) = x + idy ndo é
diferencidvel em nenhum ponto de C usando as equagoes de Cauchy-Riemann.

Solugao: Neste caso temos u(z,y) = x ev(x,y) = 4y. Assim u,(x,y) =1, uy(x,y) =
0, vy(x,y) =0 evy(x,y) =4 e como u, # v, em todos os pontos de C, seque que f nao
satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann em nenhum ponto, portanto f nao € diferencidvel

em nenhum ponto de C.

Podemos no entanto, utilizar algumas condi¢oes a mais para ter a reciproca deste
resultado, isto é, utilizando as equagoes de Cauchy-Riemann, sermos capazes de dizer

quando a funcao é diferenciavel. Este é o contetido do proximo resultado.

Teorema 3.5.10 (Equagbes de Cauchy-Riemann v.2). Suponha que f = u + iv seja
uma fungao compleza, seja zog = o + 1yy e assuma que u(x,y),v(z,y) sio fungdes con-
tinuamente diferencidveis; isto €, continuas com todas as derivadas parciais de ordem 1
Uy, Uy, Vg €V, continuas em uma vizinhanga de (xo,yo). Se u e v satisfazem as equagoes
de Cauchy-Riemann no ponto (xg,yo) entao f € diferencidvel em zy e ainda

, 0 0 0 0
f(20) = a—Z(!EO,?/o) + 18_;(%,.@0) = 8_2(%’?/0) - Za—Z(%,yo)-

Exemplo 3.5.11. Encontre 0s pontos nos quais a fun¢io compleza f(z) = |z|*> € diferen-
cidvel.

Solugao: Neste caso, sabemos que f(x + iy) = x* + y%, logo u(x,y) = 2* + y* e
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v(xz,y) =0. Assim temos

um<x7y> = 2.1’, uy<x7y) = 2y7 U:B<x7y> = 0 € Uy(xvy) = 07

assim u e v satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann somente se x =y = 0. Portanto

f(2) = |z]? € diferencidvel somente em z = 0.
No que segue, sempre mencionaremos a palavra dominio, que definimos a seguir:

Definicao 3.5.12. Um dominio D ¢ um subconjunto aberto de C que € conexo; isto €,

um conjunto aberto que nao pode ser escrito como uniao de dois abertos disjuntos.

Observacao 3.5.13. Equivalentemente, um dominio € um conjunto aberto com a sequinte
propriedade: para cada par de pontos distintos z,w € D existe uma fun¢ao continua

~v:[0,1] = D tal que v(0) = z e y(1) = w.
Com esta definicao, podemos enunciar o seguinte resultado
Proposicao 3.5.14. Suponha que f seja uma func¢ao analitica num dominio D.
(a) Se|f(2)| € constante em D entao f também é.
(b) Se f'(z) =0 em D entao f é constante em D.

Demonstracao: As provas destes resultado seguem basicamente das equagoes de Cauchy-
Riemann. Provemos primeiramente (a) e para isso, sabemos que para f = u + iv temos,
como |f(z)| = ¢ para algum ntmero complexo ¢

¢ = |f()! = u'(z,y) + v*(z,y).

Se ¢ = 0, nada temos a fazer, entao podemos supor que ¢ # 0 e derivando a expressao

acima em x e y separadamente, temos

{uu$+vvx:0

uuy, +vv, =0

Como u e v satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann, substituindo v, por —u, e v,
por u, nas equagoes acima, obtemos

Uy — vy = 0
uty +vu, =0
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Multiplicando a primeira equagao por u, a segunda por v e somando as duas equagoes
temos 0 = v?u, + v*u, = (u* + v*)u, = cu,, e como ¢ > 0 segue que u, = 0. Analo-
gamente mostramos que u, = 0 e novamente, as equagoes de Cauchy-Riemann implicam
que v, = 0 e v, = 0. Portanto, usando a teoria de calculo em duas varidveis, sabemos que
u e v sao constantes, o que mostra que f é constante.

A prova de (b) é analoga, e fica como exercicio ao leitor. ]



Capitulo

4

Transformacoes de Mobius

Em muitas aplicagoes que envolvem problemas de valores de contorno associados a
equacao de Laplace, é necessario encontrar aplicacoes conformes; isto é, que preservam
angulos entre curvas, que levam um disco no semiplano y > 0. Tal aplicagao deve levar a
fronteira do disco na reta de fronteira no semiplano. Uma classe importante de aplicacoes
conformes elementares que levam circulos em linhas, e vice-versa, sao as transformagoes
de Mébius, ou também conhecidas como transformacoes lineares fraciondrias.

Neste capitulo vamos definir e estudar esta classe especial de aplicagoes.

4.1 Definicoes e propriedades basicas

Definigao 4.1.1. Sejam a,b,c e d nimeros complexos com ad — bc # 0, entao a fung¢ao

complexa definida por )
az +

T(z) = cz+d

¢ chamada uma transformagao de Mobius.

Se ¢ = 0, entao a transformagao de Mobius T'(z) é uma transformagao linear afim;
logo, toda aplicac@ao linear afim é uma transformacao de Mobius. Agora veremos que

qualquer transformacao de Mébius é dada por compostas de transformagoes lineares afins

e da fungdo g(z2) = 1.

z

Teorema 4.1.2. Sejam a,b,c e d nimeros complexos com ad — bc # 0 e considere a

transformagao de Mdobius T(z) = %' Entao existem duas transformacoes lineares afins

S, R tais que
T(z) =SogoR(2),

onde g(z) = 1.
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Demonstragao: Podemos reescrever T'(z) da seguinte forma

_bc—ad 1 a

T
(2) c cz+d+c’

e definindo o = @ e 3 = ¢ tomamos
S(z)=az+p e R(z)=cz+d,

logo ¢é simples verificar que T'= S o go R. n
Claramente vemos que o dominio de 7' é o conjuntos dos niimeros complexos menos o

ponto z = —%; ja que a funcao T nao esta definida neste ponto.

Observagao 4.1.3. Apesar de nao termos visto a defini¢ao precisa de aplicagoes con-
formes, € possivel mostrar que T satisfaz esta propriedade; e para isto, € de fundamental

importancia que ad — bc # 0.

Além da observagao acima, mostramos mais uma propriedade importante que segue

do fato ad — bc # 0.

Proposicao 4.1.4. Uma transformacao de Mobius € injetora no seu dominio.

Demonstracao: De fato, suponha que T'(z) = gjig com ad — bc # 0. Garantimos que
existe uma transformagao linear afim H tal que H o T(z) = 1, para todo z no dominio
de T.

De fato, da demonstragao do Teorema [4.1.2] sabemos que

bc—ad 1 a
+_7
c cz+d c

T(z)=

temos que H o T'(2) = ﬁ.

logo, definindo H(z) = ;=552 — 3%
Assim, sejam 21, 2o numeros complexos no dominio de T' tais que T'(z1) = T(z2). Do

que provamos acima temos

X 1
g = HoT(a) = HT(2) = H(I(2) = HoT(z) = ——.

e portanto z; = 29, 0 que prova que 7' é injetora no seu dominio. [

Se ¢ # 0, temos a seguinte situagao: escrevamos T da seguinte maneira

az+b laz-+b 1
= — a :(b(z) d
cz+d cz+¢ z+ <

T(z) =
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onde ¢(z) = L(az +b). Como ad — be # 0, vemos que ¢(—2) # 0 e portanto

lim_ T(z) = c0.
z——2
Ainda, vemos que
a+t
lim 7T'(z) = lim z =,
Z—»00 Z—00 C + Z C

e assim, usando estas duas tltimas relacoes, podemos definir 7" em todo o plano complexo

estendido (isto é, o plano complexo unido com o simbolo c0) da seguinte maneira

( b d
s L
T(z) = 4 o, se z = —C—i; (4.1.1)
c
a
-, se 2 = 00.
\ ¢

Exemplo 4.1.5. Encontre a imagem dos pontos 0,1 + 1,1 e oo pela transformagao de

Mébius dada por

2z +1
T(z) = .
(2) = ——
Solucgao: Temos
2-0+1
T(0) = % —i e T(L+i)=3+2i
—1
Para os pontos restantes, identificamos a =2, b=1, c=1 e d = —i; assim —% =1ie
2 =2; logo
. d a
T@)=T(——) =00 e T(o0)=-=2.
c c

4.2 Propriedade de preservacao de circulos

Nao é dificil ver que transformacgoes lineares afins levam retas em retas e circulos em
circulos. Para termos um estudo de como retas e circulos se comportam sob a acao de
transformacoes de Mobius, primeiramente vamos estudar este comportamento conside-

rando primeiramente a fungao g(z) = % Para isto, faremos alguns resultados:

Proposicao 4.2.1 (Eixos real e imaginarios). A fung¢do g(z) = % leva o eizo real estendido

no eixo real estendido e o eixo imagindrio estendido no eixo tmagindrio estendido.

Demonstracgao: Claramente

.0 p— pr—
9(z +i0) r+1:10 x

9
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logo g leva o eixo real estendido no eixo real estendido. A anélise para o eixo imaginario

¢ totalmente anéloga. ]

Proposicao 4.2.2 (Retas verticais com zy # 0). Seja r = {z = zo + iy} uma reta
vertical qualquer no plano complexo estendido com xq # 0. Entdo a imagem de r pela

fungao g(z) = % € um circulo contendo o ponto z = 0.

Demonstragao: Temos

1 _ To— 1y
zo+iy i +y?

g(xo +iy) =

e por célculos simples podemos mostrar que

1 1

A 5| 7 Bl

e portanto a imagem da reta r por g é um circulo. Como a reta r é ilimitada, o ponto
oo do plano complexo estendido pertence a r e como g(oco) = 0, segue que 0 pertence ao

circulo. m

Proposigao 4.2.3 (Retas horizontais com yo # 0). Seja r = {z = x + iyo} uma reta
horizontal qualquer no plano complexo estendido com yy # 0. Entao a imagem de r pela

funcgao g(z) = % € um circulo contendo o ponto z = 0.

Demonstracao: Anéloga a proposicao anterior, obtemos

(24 iyo) +im| = =
g(x +iyy) +i—| = )
2yo 2|yo|
| |
Agora o proximo passo é ver como a funcao g(z) = % age sobre circulos. Como

g7 1(2) = g(z) para todo z no plano complexo estendido, temos facilmente o nosso primeiro

resultado, cuja demonstragao segue do que fizemos acima, e é deixada a cargo do leitor.

Proposicao 4.2.4 (Circulos contendo 0). Seja C' um circulo no plano complexo com

0 € C. Entao g(z) = % leva C' em uma reta horizontal ou vertical.
Agora, vejamos os outros casos.

Proposigao 4.2.5 (Circulos centrados em 0). A fungdo g(z) = L leva circulos centrados
em 0 em circulos centrados em zero.

Demonstragao: Seja C = {z = re? : 0 € [0,2n]}, para algum r > 0. Assim g(z) =

1 1 1

— e~ que esta no circulo de raio r~! centrado em 0. [

:7"7
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Proposigao 4.2.6 (Circulos nao contendo e nao centrados em 0). A fungio g(z) = 1 leva

circulos nao contendo e nao centrados em 0 em circulos nao contendo e nao centrados em
0.

Demonstracao: Considere um circulo C' nao contendo e nao centrado em 0, que tem
como equagao |z — zg| = r. Como C nao contém 0, sabemos que |zg| # 7, e como C' nao
esta centrado em 0, 2y # 0.

Temos
1

B |z — 20| o
a z

g(z)—z—o = z z

)

' 1 1 1

EIETE
e como |zg| # r, segue que ﬁ # 1 e o Exemplo nos diz que a imagem de C por g é
um circulo nao centrado em 0 e nao contendo 0. [
Com estes resultados, fica simples verificar que estas mesmas propriedades valem para
transformacoes de Mobius gerais. Estas propriedades estao no seguinte resultado, cuja

demonstracao fica a cargo do leitor.
Teorema 4.2.7. Seja T uma transformagao de Mobius da forma (EI1T), entao:

1. se C' € um circulo, a imagem de C' por T € ou um circulo ou uma reta no plano
estendido. A imagem € uma reta se, e somente se, ¢ # 0 e o ponto z = —% estd no

circulo C;

2. se r € uma reta, a imagem de v por T € ou uma reta ou um circulo no plano
estendido. A imagem € um circulo se, e somente se, ¢ # 0 e o ponto z = —% nao
estd na reta r.

Além disso, se fizarmos trés pontos zi, zo, z3 em C (ou em r) e especificarmos Tz, Tz e

Tz3, a transformacao T € unica.

Exemplo 4.2.8. Encontre a imagem do circulo unitdrio |z| = 1 pela transformag¢ao de
Mdbius T(z) = 2. Qual é a imagem do interior |z| < 1 deste circulo?

Solugao: O ponto z = —% = 1 estd no circulo unitdrio |z| = 1, entdo pelo Teorema
[4.2.71 a imagem deste circulo € uma reta. Como qualquer reta € determinada por dois
pontos, encontremos dois valores na imagem de T' para encontrd-la. Temos T'(—1) = —%
e T(i) = —5 — i3, logo a imagem de T € a reta r = {—3 +iy: y € R}.

Para responder a ltima pergunta, escolhemos um ponto de teste no disco unitdrio
|z| < 1; por ezemplo, z = 0. Assim T(0) = —2, que estd a esquerda da reta r, portanto a

imagem do disco |z] <1 é o semiplano {z € C: Re(z) < —3}.

Exemplo 4.2.9. Encontre a imagem do circulo |z| = 2 pela transformag¢ao de Mdbius

T(z) = 22, Qual € a imagem do disco |z| < 2 por T'?
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Solugao: O ponto z = —% =1 nao estd no circulo C = {z € C: |z| = 2}, entao
o Teorema [4.2.7] garante que a imagem de C' é um circulo, que chamamos de C. Neste
caso, para encontrar a descrigao exata de C~’, notemos que C' € simétrico com respeito ao
eixo real; isto €, se z estd em C', entdao Z também estd.

Ainda, observamos que

T(z)j”—(zi”):w),

z—1 \z-1

assim, se z € C entio ambos T(z) e T(z) = T(Z) estio em C. Logo, concluimos que C
€ simétrico com respeito ao eixo real. Como z = 2 e z = —2 estao em C e T(2) = 4,

T(—2) =0, concluimos que C ¢ o circulo de centro em 2 e raio 2; isto ¢,
C={zeC:|z-2 =2}

Novamente, para responder a ultima pergunta, utilizando um ponto de teste, por exem-
plo z =0, temos T(0) = —2 que estd fora de C' e portanto a imagem de |z| < 2 ¢ a regido
|z — 2| > 2.

4.2.1 Orientacao

Definigao 4.2.10. Se C' é um circulo, entio uma tripla de pontos (z1,z2,23) de C' é

chamada de orientagao de C. Analogamente, definimos uma orientagao para a reta r.

Intuitivamente, trés pontos em um circulo ou uma reta nos dao uma diregao; isto
¢, nos “vamos” de z; até z e de 2o até z3 (com somente dois pontos, isso claramente
seria ambiguo). Além disso, se caminharmos no sentido dessa orientagao, temos definidos
o lado direito e o lado esquerdo do circulo ou da reta. Podemos entao enunciar o

Principio da Orientacao:

Teorema 4.2.11. Sejam I'1, Ty dois circulos (ou duas retas, ou um circulo e uma reta, ou
uma reta e um circulo) e T uma transformagdao de Mébius tal que T(I'y) = I'y. Considere
(21, 29, 23) uma orienta¢ao para I'y. Entao T leva o lado direito (resp. esquerdo) de I'y no

lado direito (resp. esquerdo) de T's, com respeito a orientagcao (T'z, Tze,Tz3) de T's.

Exemplo 4.2.12. Qual a imagem do semiplano {z € C: Imz > 0} pela transformagao
de Mdobius T que leva zy = —1, 20 = 0, 23 = 1 em wy = —1, wy = 1, wg = —1

(respecitvamente) ?

Solugao: A orientacao (21, 22, 23) do eixo real faz com que o semiplano {z € C: Imz > 0}

seja o seu lado esquerdo. Pelo Teorema [1.2.11] a transformagao T" deve levar este conjunto
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sobre o lado esquerdo do circulo |z| = 1, com a orientagao dada por (wq,wsq, w3) que é o
exterior {z € C: |z] > 1}. O

4.3 Representacao matricial

Quando trabalhamos com transformagoes de Mobius, é 1til utilizar sua representacao

matricial, o que facilita muito o célculo de compostas e inversas.

Definicao 4.3.1. Seja T' uma transformac¢ao de Mdobius dada por

az+b
T() = cz+d

A esta transformagao associamos uma matriz A, definida por

A:@ Z).

Note que, como para qualquer A # 0 complexo temos

(Aa)z + (Ab)

@) = ot )

vemos que esta representagao matricial nao é tnica; isto é, a mesma transformacao pode
nos dar matrizes distintas.
E bem simples verificar (fica a cargo do leitor) que a composta 75 o T7 de duas trans-

formagoes de Mobius 17 e T5, dadas por

. CL22‘|‘b2

b
= en(s) = 2
Coz 2

T - - -
1(2) clz+d1 ¢ iz

é representada pelo produto matricial
as by gt by [ aza1 + baci  agby + bady
¢y dy a coar +dacy coby +dody |

Além disso, a expressao para a inversa 7! da transformacao 7' é representada matri-

cialmente pela inversa A~! da matriz A, dada por

1 d —b
Al = )
ad — be (—c a )

Como podemos eliminar qualquer nimero complexo nao-nulo, concluimos que a repre-
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sentacao matricial de 7! pode ser dada pela matriz

(1))

Exemplo 4.3.2. Sejam T'(z) = ZZZJ:; e S(z) = Z=%. Use a representagdo matricial para

encontrar S~ o T.

Solugao: As representacoes matriciais de T e S, respectivamente, sao

L2) 0 o)

Assim, a representacao matricial de ST1 €

()

e portanto a representagao matricial para S™' o T € dada pelo produto

~1 4 2 -1\ [-2+4i 1+2i
i1 1 2/ \1-2 244

Assim, sabemos que a transformacio S~ o T € dada por

—24+4)z+ 142
(1—-2i)z+2+7

StoT(z) = (

4.4 Razao cruzada

Para terminar este capitulo, apresentamos o conceito de razao cruzada, que é 1til para
encontrar transformacoes de Mobius que levam trés pontos determinados zq, 25 € 23 em

outros trés pontos determinados wy, ws € ws.

Definicao 4.4.1. A razao cruzada entre 0s nimeros complexos z, z1, zo € 23 € 0 NUMETO

complexo definido por
Z — 2129 — X3

(’Za 21722723) = .
Z — 2329 — X

Observagao 4.4.2 (CUIDADO!). Lembre-se de verificar corretamente a ordem dos ni-
meros complexos quando for calcular a razao cruzada. FEla é muito importante, e al-
tera o resultado se for mudada. Por exemplo, mostre que (0,1,7,2) = % + z&, enquanto

(0,4,1,2) = 1 — 1.
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Para completar a definicao de razao cruzada em todo o plano complexo estendido,
definimos

(00, 21, 22, 23) = lim (2, 21, 29, 23).
Z— 00

Para apresentar o resultado principal da razao cruzada, faremos um lema.

Lema 4.4.3. Suponha que T' € uma transformagao de Mébius tal que T(0) =0, T(1) =1

e T'(00) = 00. Entdo T(z) = z para todo z no plano complexo estendido.

Demonstracao: Seja T'(z) = %' Temos
b
0=1T(0) = —;
( ) d’
a+b
1=T(1) = :
(1) c+d’
oo =T(o0) = a
c
Logo temos b = 0,c = 0 e § = 1, logo T'(z) = z, para todo z no plano complexo
estendido. -

O resultado a seguir ilustra muito bem a importancia das razoes cruzadas quando

trabalhamos com transformacgoes de Md&bius.

Teorema 4.4.4. Se T € uma transformacgao de Mobius e z1, zo, 23 SGo numeros complexos

fixados distintos, entao:
(Z, R1, %2, Z3) = (T(Z), T('Zl)a T('Z2)7 T<z3))
Demonstracao: Notemos primeiramente que se definirmos a fungao
R(z) = (2,21, 22, 23),
no plano estendido, entdo R é uma transformagao de Mébius. Além disso, temos R(z1) =
0, R(z2) = 1 e R(z3) = 0o0. Defina wy = T(z1), we = T(22) e wy = T(z3) (que sdo
distintos, ja que T' ¢é injetora) e

S(z) = (z, w1, ws, w3).

Para S, temos S(w;) = 0, S(wy) = 1 e S(ws) = oo. Assim, se considerarmos a
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transformacao S o T o R™!, vemos que

Segue entao do Lema 43 que S oT o R71(2) = 2 para todo z no plano complexo

estendido; equivalentemente, substituindo z por R(z), temos
SoT(z) = R(z), para todo z,

isto é (z, 21, 29, 23) = (T'(2), T(21), T (22), T(23)). =
Usando este teorema podemos construir transformacoes de Mobius que levam pontos

21, 29, 23 determinados em pontos wq, wy e ws determinados, como veremos agora.

Exemplo 4.4.5. Construa uma transformacgao de Mobius que leva o circulo unitdrio

|z| =1 no eizo real.

N

Solugao: Escolhemos trés pontos distintos no circulo unitdrio z; =1, 29 =1 e z3 = —1
e trés pontos distintos no eixo real wy = —1, wy = 0 e wy = 1. Pelo Teorema[{.4.4), se

w =T(z) € a transformac¢ao que buscamos, ela deve satisfazer
(2, 21, 22, 23) = (W, w1, wa, w3).

Assim, usando a defini¢do da razao cruzada, temos

z—1i+1  w+1
2+1i—1  w-—1

e resolvendo esta equacao na varidvel w temos
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que € a transformacgao que buscamos.

Este exemplo é bastante interessante, e merece ser melhor explorado. Vamos ver o
que acontece com o interior do circulo unitario, escolhendo o ponto de teste z = 0. Temos
T'(0) =i, logo o interior do disco ¢ levado no semiplano Im(z) > 0.

Note que, se caminhamos ‘em cima’ do circulo |z| = 1 seguindo a ordem dos pontos
que escolhemos; isto é, indo de z; para 25 e de z3 para z3, o interior do circulo fica do nosso
lado esquerdo. Caminhando pelo eixo real também no sentido dos pontos de escolhemos;
isto é, de wy para wq e de wy para w3, o semiplano Im(z) também do nosso lado esquerdo.

Isso ndo é por acaso. E possivel mostrar que a ordem na qual escolhemos os pontos
definem onde cada “lado” sera levado. Informalmente falando, o lado esquerdo vai no lado
esquerdo e o direito vai no direito.

Imagine que no problema anterior, quiséssemos que o interior do disco fosse levado no
semiplano Im(z) < 0. Como deverfamos proceder?

Refagamos os céalculos escolhendo agora w; = 1, ws = 0 e w3 = —1; isto é, vamos
inverter o lado para o qual estamos ‘caminhando’ (e portanto, direito e esquerdo se inver-
tem).

Queremos

(z,1,i,—1) = (w,1,0,—1),

e resolvendo esta equacao em w temos

—22 421
w="T(2) = —F——
(2) 2iz — 2
e vemos neste caso, que o ponto de teste z = 0 é levado em T'(0) = —i que estd no

semiplano inferior Im(z) < 0. Note que a orientagao nao foi alterada, porque T' agora
também leva o lado ‘esquerdo’ do disco no lado esquerdo do eixo real, considerando claro

a orientacao dada pelos pontos 2, 23 € 23 no circulo e wy, ws € w3 no eixo real.
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Capitulo

5

Integracao complexa

Neste capitulo trabalharemos com integracao de func¢oes complexas. Na teoria da va-
riaveis complexas, a integral tem um papel importantissimo e nos da resultados realmente
impressionantes, se comparados aos resultados obtidos com integrais de funcoes em R2.

Para comegar este estudo, é indispensavel introduzirmos o conceito de curvas em C; e

este ¢ o objetivo da proxima segao.

5.1 Curvas no plano complexo

Definigao 5.1.1. Uma curva no plano complexo é uma aplica¢ao continua -y : [a,b] — C,
de um intervalo real [a,b] tomando valores complexos. Dada uma curva v em C, podemos

escrever

v(t) = x(t) + iy(t), para cadat € [a,b].

As equagoes x = x(t) e y = y(t) sao chamadas de equagoes paramétricas de 7, € o
congunto I' = {y(t): t € [a,b]} C C € chamado de trago de 7.

Exemplo 5.1.2.
1. v (t) = cost +isint, para t € [0,27];

2. Dados dois pontos distintos zy, z1 do plano complezxo, a curva v,(t) = (1 —1t)zo +1t21,

t € [0,1] € o segmento de reta que sai de zy e vai até z;;
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20

AR TN
o ~

Figura 3: Tragos das curvas 1 € 7s.

Para uma curva 7 : [a,b] — C, chamamos o ponto v(a) = z(a) + iy(a) de ponto
inicial e v(b) = z(b) + iy(b) de ponto final da curva . A medida que ¢ varia de a até
b, imaginamos uma particula se deslocando do ponto v(a) até o ponto v(b).

Definigao 5.1.3. Seja 7y : [a,b] — C uma curva. Dizemos que ~y €

(a) suave se v € diferencidvel com ~'(t) continua em [a,b] e v/ (t) # 0, para todo t €
[a, b];

(b) suave por partes se existe uma particio P ={a =1ty <t; <--- <t,1 <t, =0b}

de [a,b] tal que |y, 1) € wma curva suave, para cada i =0,1,--- ,n—1;

(c) simples se | € injetora;
(d) fechada se y(a) = v(b).

Uma curva suave por partes, em analise complexa, é também chamada de contorno
ou caminho.
Um conceito importante que estd ligado as curvas é o conceito de orientacao, que

Veremos a seguir.

Definigao 5.1.4 (Orientagao para curvas nao-fechadas). Sejam zg, z1 dois pontos distintos
de C. Fizado o par ordenado (zo, z1), dizemos que uma curva vy : [a,b] — C com y(a) = z
e v7(b) = 2z, estd orientada positivamente com relagao a (zy, z1), ou simplesmente
orientada positivamente. Se y(a) = 21 e v(b) = 2y, dizemos que ~y estd orientada

negativamente.

Definigao 5.1.5 (Orientacao para curvas fechadas). Dizemos que uma curva fechada
v : la,b] — C estd orientada positivamente se, ao caminharmos em cima da curva,
na direcao crescente de valores de t, a regiao interior da curva fica & nossa esquerda,
equivalentemente, se caminhamos no sentido anti-hordrio. Caso contrdrio, dizemos que

v estd orientada negativamente.



5.2 Integrais complexas 45

Em qualquer um dos casos acima, dada uma curva v : [a,b] — C, a curva —v : [a, b] —

C dada por
—v(t) = v(a+ b —t), para todo t € [a, b],

tem orientacao contraria & orientacao de .

5.2 Integrais complexas

Consideremos um contorno 7 : [a,b] — C e f: G C C — C e assuma que 7(t) € G,
para todo t € [a,b]; isto é, [ esta definida sobre todos os pontos da curva 7. Dizemos
neste caso que vy estd inteiramente contida em G.

Seja P={a =1ty <t; <---<tp_q <t,=>b} uma parti¢cao do intervalo [a,b] e defina
At; = [t;, t;_1] para cada i = 1,--- ,n. Esta particdo P de [a,b] induz uma parti¢ao na

curva v da seguinte forma: tome
e 2, =(t;), paracadai =0, - n;

e Az, =z —z_q,paracadai=1,---,n.

Figura 4: Particao induzida em ~ por P.

Definimos a norma da partigdo P por ||P|| = maxjc;<, At;; isto é, o comprimento
do maior subintervalo de P. Além disso, para cada um destes subintervalos [t;_1,1,],
escolhemos um ponto ¢} e definimos z = ~(¢;). Definimos entdo a soma de f associada

a particao P por

S(f.P) =3 f(=)A%:
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Com todas estas consideracoes, podemos fazer a seguinte defini¢ao:

Definigao 5.2.1. A integral complexa de f em v € definida por

/f ||P|| S( ||P|| Zf JAz,

quando este limite existe, independente da escolha dos pontos t; € [t;_1,t;]. Quando tal

limite existe, dizemos que f ¢ integravel sobre ~.

A seguinte proposi¢ao, cuja demonstracao sera deixada como exercicio, garante uma
grande quantidade de curvas e fungoes que cumprem a defini¢ao acima.

Proposicao 5.2.2. Seja f uma fungao continua em todos os pontos de wma curva -~y

suave por partes. Entdao f € integrdvel sobre .

Demonstracgao:.
Com esta proposicao, assumiremos daqui pra frente que todas as func¢oes e curvas
dadas satisfazem esta condigao; isto é, a curva é suave por partes e a funcao é continua

sobre todos os pontos da curva.

Observagao 5.2.3 (Notagao). Quando v € uma curva fechada, denotamos a integral de

ﬁf(z)dz

Um resultado que nos diz como calcular integrais em determinadas situagoes é o se-

f sobre v por

guinte:

Teorema 5.2.4. Seja f uma fungao continua numa curva suave v : [a,b] — C, entao

b
/ f(2)dz = / Fr )Y (1)t

Exemplo 5.2.5.

1. Calcule f zdz, onde y(t) = 3t + it?, para t € [—1,4].

Solugao: Temos (t) = 3t — it> e também ' (t) = 3 + i2t, assim

4 4
/zdz = / (3t —it?) - (3 +42t)dt = / [2t° 4 9t + i3t?]dt = 195 + i65.
¥ -1 -1

2. C’alculejf f(2)dz, onde f(z) =1 e~(t) = cost +isint, ¢ € [0, 27].
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Solucao: Temos (t) = e e assim 1)) =e " e ~/(t) = ie", portanto
Y Y Y

2 2
%f(z)dz = / e teltdt = z/ 1dt = 2mi.
¥ 0 0

No que segue, listamos algumas propriedades de integrais de fungoes sobre curvas

suaves.

Proposigao 5.2.6 (Propriedades). Sejam f e g duas fungdes continuas num dominio D,

e v uma curva inteiramente contida em D. Entao:

(a) f cf(z)dz = cf f(2)dz, onde ¢ é um nimero complexo fixado;
(b) [lf(2)+ dz—ff Jdz+ [ 9(2)
(c) [, f(z)dz= —f e

Note que tudo que fizemos desde o Teorema [.2.4] foi considerando que v é uma curva
suave. Mas e se quisermos tomar uma curva <y suave por partes? Como fazemos entao?

Notemos que se 7 ¢ uma curva por partes, podemos escrever v como uma concatenagao

de curvas suaves Yy, Y2, -, -+, Yk, onde 7; comeca no ponto final de 7,1, para cada
t=1,---,k—1; e neste caso, escrevemos v = vy U--- U Y.
7 Y2
73
g Y4
Y5

Figura 4: Exemplo de uma curva v = 1 Uy U y3 U4 U 5, suave por partes.
Temos entao, com estas notagoes, o seguinte resultado

Proposicao 5.2.7. Se f é continua sobre uma curva vy suave por partes e vy = vy U- - -U~,

l f(2)dz = ij

entao:
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Exemplo 5.2.8. Calcule a integral f,y f(2)dz, onde f(x+iy) = 2> +iy* ey € o contorno

dado na figura abaizo:

1+ 2:

T+

Solugao: Podemos escrever v = v; U 7y,, onde
() =t+it e yo(t) =1+ i(l+t), parat € [0,1].

Assim, temos
1 . )
/ f(z)dz = / (2 +it?) - (1 +i)dt = (1 + ¢)2/ 2dt = =i,
jai! 0 0 3

e analogamente, mostramos que

A proposicao acima nos dd que

/yf(@dz = /71 f(Z)dH/wf(z)dz _ _g n gz

O resultado a seguir nos d4 uma limitagao para o valor da integral de uma funcao f

sobre uma curva 7, em termos de uma limitacao para f e do comprimento da curva.

Teorema 5.2.9. Assuma que f € continua sobre uma curva suave v e que |f(2)] < M

para todo z € I'. Entao, se c¢(y) denota o comprimento da curva vy, temos que

/V F(2)dz

Demonstragao: Seja P uma partigao de [a,b] e S(f, P) a soma de f associada a P.

Entao

< Mc(y).

1S(f, P)| =

Z f(2))Az

<Y IEDA < MY Az,
i=1 i=1
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uma vez que |f(zF)| < M, para todoi=1,---,n. Como lim Z |Az;| = c(v), temos

Lf(z)dz

< lim \S(fP < M lim Z\AzJ-Mc 7).

I1Pl— I1Pl—

Exemplo 5.2.10. Encontre uma cota superior para o valor absoluto de fv %dz onde ~y
€ o circulo |z| = 4.
Solugao: Primeiramente, sabemos que o comprimento de v é 8m; isto €, c(vy) = 8.

Agora, sabemos da Proposi¢ao[2.2.4), que
lz4+1] = |2| = 1 =3;

e também |e?| = eR°G) | e para |z| = 4, 0 maior valor para Re(2) € 4; portanto |e*| < e* e

e? Smet
dz| <
4 2+ 1 3

assim

5.3 O Teorema de Cauchy-Goursat

O Teorema de Cauchy-Goursat é um dos resultados principais da teoria de fungoes
de variadveis complexas, e ¢ utilizado em intmeras aplicagoes. Mas, antes de enuncia-lo,
precisamos de alguns conceitos adicionais. Lembremos que um dominio D é um conjunto

aberto e conexo por caminhos.

Definicao 5.3.1. Dizemos que um dominio D € simplesmente conexo se todo contorno
fechado simples inteiramente contido em D pode ser deformado continuamente em um

ponto. Basicamente, estamos dizendo que D nao tem buracos.
Exemplo 5.3.2.
1. O plano complexo C € simplesmente conexo.
2. 0 anel formado pelos pontos z € C tais que 1 < |z| < 2 ndo é simplesmente conezo.

Definicao 5.3.3. Um dominio que nao € simplesmente conexo é chamado de multipla-
mente conexo; isto €, o dominio D possui buracos. Se o dominio D possui um buraco
ele ¢ chamado duplamente conexo, se tem dois buracos ele é chamado triplamente

conexo, e assim por diante.
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Com estas defini¢oes, podemos enunciar primeiramente o Teorema de Cauchy, que foi
provado pelo proprio Cauchy em 1825.

Teorema 5.3.4 (Teorema de Cauchy). Seja f uma fungdo analitica num dominio sim-

plesmente conexo D, e assuma que [’ € continua em D. Entao para cada contorno fechado

ﬁf@ﬂzza

A demonstracao deste resultado serd omitida, mas ela é uma aplicagdo direta do

simples em D, temos

Teorema de Green para funcoes em R?, juntamente com as equacoes de Cauchy-Riemann.
Algum tempo depois, em 1883, Goursat conseguiu provar o Teorema de Cauchy, sem
a hipotese de que f’ é continua em D. Com isto, temos o tao famoso Teorema de Cauchy-

Goursat.

Teorema 5.3.5 (Teorema de Cauchy-Goursat). Assuma que f é analitica em um dominio

D. Entao para todo contorno fechado simples v em D, temos

ﬁf@ﬂzza

O Teorema de Cauchy-Goursat pode ainda ser dito de uma forma mais simples: se f

¢ analitica em uma curva 7 e em seu interior, entao 5& f(z)dz = 0.

Exemplo 5.3.6. Calcule f,y e*dz, onde v € o contorno mostrado na figura abaixo:

T/

Solucgao: Seria muito complicado calcular esta integral utilizando o Teoremal[5.2.4), uma

vez que a curva € dificil de ser parametrizada. Assim, vamos usar o Teorema de Cauchy-

Goursat. Como f(z) = €* € uma fungdo inteira, f € analitica em v e seu interior e

%ezdz =0.
¥

portanto, seque que
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A ideia principal do exemplo acima é que fﬁ/ e*dz = 0 para qualquer curva fechada
simples 7. O mesmo é verdade para as fungoes inteiras cos z, sin z, ag + a1z + - - - + a, 2"

Vejamos agora um exemplo com uma fungao que nao ¢é inteira.

Exemplo 5.3.7. Calcule f,y Ldz, onde v € o circulo |z — 2| = 1.
Solugao: Sabemos que f(z) = Z% nao € uma funcgao inteira, pois esta funcao nao estd
definida para z = 0; mas f € analitica em C\ {0}.

Como z = 0 nao estd sobre a curva v nem em seu interior, sabemos que f € analitica

em v e em seu interior. Portanto, o Teorema de Cauchy-Goursat se aplica, e temos

1
—dz = 0.

2
’Y’Z

5.3.1 Dominios multiplamente conexos

Para um dominio multiplamente conexo, nao podemos tirar as mesmas conclusoes do
Teorema de Cauchy-Goursat; isto é, nao é sempre verdade que a integral de uma funcgao

analitica neste dominio é nula, como veremos no seguinte exemplo.

1
zZ—20

Exemplo 5.3.8. Mostre que a integral fv dz = 2mi, onde v € um circulo centrado em

20-

Solugao: Como zy estd no interior de vy, a fungao f(z) = 1Z0 nao € analitica no interior

z—

de . Faremos este exemplo parametrizando a curva -y.

Uma possivel parametrizagio para um circulo centrado em vy é y(t) = 29 + re*™, com

t € [0,1]. Logo
1 1 2 . 2mit 1
f dz :/ T = Qm'/ 1dt = 2.
42— 20 0 re<mt 0

Considere entao o dominio D duplamente conexo e as curvas i, s, orientadas positi-

vamente, como dados na figura abaixo:

Colocamos agora nessa figura um segmento de reta 73, que une as curvas 7; € 7y,, COmMo

na seguinte figura:
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Considerando a curva v = v U y3 U (—72) U (—73), o dominio formado pelo interior

dessa curva é um dominio simplesmente conexo e se f é uma fun¢ao analitica em v e em

fi F(2)dz = 0.

Pela Proposi¢ao B.2.7 e o item (c) da Proposi¢ao (.2.6] temos

seu interior, temos

fiCz= ¢ @ [ et [ st f s

f; f(2)dz = 74 f(2)dz,

e este é o chamado principio da deformacao de curvas.

e portanto

Observacao 5.3.9. Note que em vy, consideramos —vs, pois € a curva que dd a orientagao

positiva.

Este raciocinio pode ser aplicado para um dominio multiplamente conexo e uma quan-

tidade finita de curvas, e podemos entao enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.3.10 (Teorema de Cauchy para dominios multiplamente conexos). Sejam

VoY1, Yk curvas fechadas e simples, satisfazendo:
(1) i estd no interior de 7y, para cada i =1,---  k;
(i) curvas distintas nao se intersectam;
(iii) nenhuma curva v; estd no interior de nenhuma curva v;, parai,j =1,---  k;

(iv) todas as curvas estao orientadas positivamente.
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Assim, se f € analitica na regiao formada pela compreendida entre a curva v e seu

interior, € as curvas yi,--- Y, € seus exteriores (vide exemplo na figura abaizo), entao

%f(z)dz = Z .f(z)dz.

Figura 5: Exemplo de curvas e regiao dadas no teorema acima.

Exemplo 5.3.11. Utilize o Teorema [5.3.10 para calcular §Wg—j1, onde v € o circulo
|z| = 4.

~ . 2 _ . . ~ _ 1
Solugao: Como 2* + 1 = (2 +i)(z — i), seque que a fungao f(2) =
emz=1eemz= —i, e ambos estes pontos estao no interior da regiao delimitada pela

cuTva 7.

Assim, seque do Teorema [2.3.10 que

7{ dz _7{ dz +% dz
L2241 L 2241 7222—1—1’

onde v € o circulo de raio % em torno de z =1 e o € o circulo de raio % em torno de

nao € analitica

z = —1, como mostrado na figura abaizo:
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Usando a decomposicao em fracoes parciais, temos

1 11 1 1
241 2z—14 2iz+1i

e assim
7{ dz 1 dz 1 dz 1 dz 1 dz
A+l 2 ) 2= 20 ), 240 2 ), z2—1 2t ), 2+
Mas a fun¢io —— € analitica em v, e em seu interior, e a funcio —— € analitica em
zZ+1 zZ—1

Yo € seu interior, logo a sequnda e a terceira integrais no lado direito da expressao acima

sao nulas, pelo Teorema de Cauchy-Goursat. Portanto

% dz _i dz i dz
722+1 20 J,,z—i 20 ), 2+

1

Parametrizando estas cuvas e calculando cada uma destas integrais pela definic¢ao,

como no Exemplo[2.3.8, chegamos em

d
% & =rm—7m=0.
A/z2+1

Observagao 5.3.12 (ATENGAO!). Tudo que fizemos até agora, foi assumindo que as

curvas fossem contornos simples; isto €, as curvas nao tinham auto-intersec¢do. Apesar
de nao apresentarmos a demonstracao, o Teorema de Cauchy-Goursat € vdlido também
para quaquer contorno fechado v num dominio simplesmente conexo D, como por exemplo,

para o que aparece na figura abaixo:

Contorno fechado nao-simples v em um dominio simplesmente conezo.

Neste caso, se f € uma fun¢ao analitica em D, temos fﬂ/ f(z)dz = 0.



5.4 A férmula integral de Cauchy 55

5.4 A férmula integral de Cauchy

Se uma fungao f é analitica num dominio simplesmente conexo D e zy é um ponto

f(z)

qualquer de D, entao a funcao quociente 2, hao esta definida no ponto 2, e portanto,

nao ¢ analitica em D. Sendo assim, nao podemos utilizar o Teorema de Cauchy-Goursat

) é zero sobre um contorno fechado que contém zg no seu

e concluir que a integral de
interior.
Em geral, esta integral nao zerd 0, e isto é o que mostra a férmula integral de

Cauchy.

Teorema 5.4.1 (Férmula integral de Cauchy). Suponha que f € analitica num dominio
simplesmente conexo D e~ € um contorno fechado e simples inteiramente contido em D,

orientado positivamente. Entao, para qualquer ponto zg no interior de vy, temos

f(z0) = J@ (5.4.1)

27i A,Z—Zo

Demonstracao: Seja D um dominio simplesmente conexo, 7 um contorno fechado e
simples inteiramente contido em D e zy um ponto interior ao contorno ~. Além disso, seja
~1 a fronteira de um disco centrado em zy que esté inteiramente contido no interior de +,
orientada positivamente.

Pelo principio da deformacao de curvas, sabemos que

e, e

,YZ—Z(] ’le_’zo

Assim, calcularemos o valor da integral da direita. Para isto, somamos e subtraimos

f(20) no numerador:

% f(z) = f(z0) + f(=0) ;.

zZ— 20

[ f(2) = f(20) dz
‘fi—z—% L

e utilizando o Exemplo [(.3.8 obtemos

Z—ZO

S % f—<z0)d + 2mif(z0). (5.4.2)
" z — ZQ zZ— 20

Ainda, como f é continua, sabemos que dado € > 0, existe § > 0 tal que se |z —zp| < §
entdo |f(z) — f(z)| < €. Assumindo que § é pequeno o suficiente de maneira que se

escolhemos 7, como sendo o circulo |z — 2| = %, temos ; inteiramente contida no interior
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de v, temos do principio da deformagao de curvas e do Teorema [5.2.9 que

%f z—zozo %f z—zozo =

— f(20)

e também

dz‘ < 2? = 27e.

V2 2 %0

Isto significa que, podemos fazer a integral 55% %ﬁézo)dz arbitrariamente pequena; o

que 86 ocorre se ela for zero. Portanto

PGS PR,

e assim, subistituindo na equagao (5.4.2)), temos o resultado. =

Exemplo 5.4.2. Calcule § 2, onde y € o circulo |2 = 2.
- % z+1

Solugao: Primeiramente identificamos f(z) = 2* — 4z +4 e zg = —i. Como zy estd no
interior de v e f € analitica em todos os pontos de v e do seu interior, podemos aplicar

a formula integral de Cauchy, e obtemos

2 4z 4
7{ . — omif(—i) = 7 (=8 + 6i).
v Z+1

Exemplo 5.4.3. Calcule ¢ -

Solugao: Fatorando o denominador como z*+9 = (2—3i)(2+3i), podemos ver que zy = 3i

dz, onde 7y € o circulo |z — 2i| = 4.

€ 0 unico ponto no interior de vy, onde o integrando deixa de ser analitico. Podemos entao

reescrever o integrando como
z  f(z)
2249 -3

onde f(z) = et A funcao f € analitica em todos os pontos de v e em seu interior,

portanto, pela formula integral de Cauchy, temos

7{ © dx= /() ———dz =2mif(3i) =

52249 , 2= 30

5.5 A férmula integral de Cauchy para derivadas

Agora veremos que a féormula integral de Cauchy tem um analogo para avaliar as

derivadas f™(z,) de uma funcdo analitica f no ponto zy, paran = 1,2, -
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Teorema 5.5.1 (Formula integral de Cauchy para derivadas). Assuma que f é analitica
num dominio simplesmente conexo D e v é um contorno fechado simples, inteiramente

contido em D, orientado positivamente. Entao, para qualquer ponto zg no interior de -,

£ = oo f e (5.5

2mi J., (2 — zo)" !

temos

Exemplo 5.5.2. Calcule f dz, onde vy € o circulo |z| = 1.

z4+22z3
Solugao: Notamos primeiramente que o integrando deiza de ser analitico nos pontos
2 =0 e z= —2i; mas somente z = 0 estd no interior de . Assim, identificamos zy = 0
e escrevemos o integrando como

z+1 f(2)

24 4 2423 23

)

onde f(z) = Z+2 Note que f € analitica em todos os pontos de v e de seu interior, € a

formula integral de Cauchy para derivadas nos da

+ 1 2 J "
7{ Z4Z+ 2223 % &) - ﬂf (0).

Como f"(z) = 2+2Aj)3, temos f"(0) = 2L e portanto

% z+1 d 7T+7T,
——dz = —— 4+ —1.
L 2 42023 4 2

Exemplo 5.5.3. Calcule f zz *3 sdz, onde v =y, Uy € a ‘figura oito” da figura abaizo.

\

°)
7

Solugao: Apesar de v nao ser um contorno fechado simples, v € a uniao de duas curvas

Y1, Y2 como indicado na figura acima. Claramente vemos que v, estd orientada negativa-
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mente, logo
3543 343 3543
%Ljdz:% L,dejtjf L,de
L 2(z —1) oy 2(z —1) o 2(2 — 1)

23 +3 2 +3
) oy 22— 1)

e agora tanto —y, e 7o estao orientadas positivamente.

. . . L. 3 .
Em —~1 e no seu interior, vemos que zg = 0 € o unico ponto na qual Z‘(szsg deiza de

oy . . . 3
ser analitica; assim, identificamos f1(z) = éj;;, e temos de (AT que

3
z 3 z
7{ %dz - A2 g, - 2 f1(0) = —6mi.
) 2
Em 5 e no seu interior, vemos que zyg = 1 € o unico ponto onde Z(ijSQ deixza de ser
analitica; assim, identificamos fo(2) = ZS;F?’, e temos de (B.5.0) que
3
z°+3 z e .
% ———dz = % Sl ,)Zdz = 2mify(i) = —4m + 6i.
 2(2 — 1) (2 —1)

Somando os dois resultados, temos

3

3

7{ L,de = —47 + 12m1.
L 2(z —1)

5.6 Consequéncias das formulas integrais de Cauchy

Nesta se¢ao mostraremos algumas importantes consequéncias que as féormulas integrais

de Cauchy trazem para as func¢oes de uma variavel complexa.

5.6.1 Derivadas de funcoes analiticas

O Teorema [(.5.1] nos d4 uma consequéncia impressionante para funcoes de variavel
complexa, e estd longe de ser valida para fungoes reais de duas varidveis. Note que
o Teorema [B.5.0] nos da a existéncia das derivadas de todas as ordens de uma fungao
complexa analitica, bem como uma férmula para calculé-las. Temos entao o seguinte

resultado:

Teorema 5.6.1. Assuma que [ é analitica num dominio simplesmente conexo D. Entao
f tem todas as derivadas de todas as ordens, em todos os pontos de D, e todas as suas

derivadas sao funcoes analiticas.
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Observacao 5.6.2.

1. O teorema acima nos diz que se uma fungao f(x+iy) = u(z,y)+iv(z,y) € analitica
num dominio simplesmente conexo D, entao ela possui todas as derivadas de todas
as ordens. Assim, podemos também concluir que u,v sao fungoes continuamente
diferencidveis que tem derivadas parciais de todas as ordens, e todas sao continuas,

em todos os pontos de analiticidade de f.

2. Se u,v sao fungoes que nao possuem todas as derivadas parciais de todas as ordens,

a fun¢ao dada por f =u+ v nao pode ser analitica.

5.6.2 Desigualdade de Cauchy

Usando a féormula de Cauchy para derivadas, podemos tirar uma desigualdade muito
importante, que nos d& uma estimativa superior para a norma das derivadas de uma

fungao analitica f.

Teorema 5.6.3 (Desigualdade de Cauchy). Suponha que f € uma func¢ao analitica num
dominio simplesmente conexo D e vy € um circulo definido por |z — z| = r que estd
inteiramente contido em D. Se |f(2)| < M em todos os pontos z € v, entao

‘M
17 (20)] < =

Tn

Demonstracao: Fixe n > 1. Como |f(z)] < M em v e |z — z| = r, temos

f(2)

(Z _ Zo)n-i-l

M

=~ rn—i—l :

Usando a férmula integral de Cauchy para derivadas e o Teorema [5.2.9] temos

M n! M
S 27r = )
,rnJrl rn

n!

[F (20)] <

2mi

"

Note que a constante M depende do circulo |z — zy| = r; mas, aplicando este resul-
tado para n = 0, vemos que temos |f(z9)| < M, para qualquer circulo centrado em z
inteiramente contido em D. Em outras palavras, a limitagdo M para |f(z)| em 7 nunca

pode ser menor do que |f(2o)|-

5.6.3 Teorema de Liouville

Utilizaremos agora o Teorema [£.6.3] para mostrar uma aplicagao importantissima no

estudo de fungoes de variavel complexa.
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Teorema 5.6.4 (Teorema de Liouville). Uma fun¢ao inteira f é limitada se, e somente

se, [ € constante.

Demonstragao: Assuma que f é uma funcao inteira e limitada; isto é, | f(2)| < M, para
todo z € C. Entao, para qualquer ponto zy € C e qualquer circulo |z — 29| = r, podemos
aplicar o Teorema [.6.3] e obter | f'(zp)] < %. Como podemos fazer r tdo grande quanto
quisermos, temos que |f'(z9)| = 0, o que implica que f’(z9) = 0, para todo zg € C. Pelo

item (b) da Proposi¢ao B.5.14] temos que f é constante em C. ]

Exemplo 5.6.5. As funcoes €, sin(z), cos(z), p(z) = co + 12 + -+ - + 2" sao fungoes
inteiras e nao constantes, assim o Teorema de Liouville implica que nenhuma delas pode

ser limitada em C.

5.6.4 O Teorema Fundamental da Algebra

Com a teoria de variaveis complexas, usando o Teorema de Liouville, podemos agora
demonstrar um dos principais resultados da algebra de polindémios - que dificilmente é

demonstrado com outras técnicas - de maneira bastante simples e direta.

Teorema 5.6.6 (Teorema Fundamental da Algebra). Seja p(z) um polindmio néio cons-

tante. Entao p tem pelo menos uma raiz complexa.

Demonstragao: Assuma que p(z) = co + 12+ -+ -+ ¢,2", ¢, # 0, ndo possua nenhuma

raiz complexa; isto é, assuma que p(z) # 0, para todo z € C. Entao podemos definir a

fungio f(z) = -1, e esta ¢ uma fungao inteira, j& que o denominador nunca se anula.
p(z)’ ’

Mas temos

1 1 1

2| = = = .
£ Ip(2)]  lepzt + -zl 2ot oA+ S

Assim, vemos que limy.|_, |f(2)| = 0; o que implica facilmente que a fungao f(z) é
limitada para todo z € C. Segue do Teorema de Liouville que f(z) deve ser constante, o
que implica que p(z) é constante, e nos da uma contradi¢do e completa a demonstragao.

5.6.5 O Teorema do M6dulo Maximo

O Teorema do Moédulo Maximo é uma ferramenta importante quando trabalhamos
com estimativas de fung¢oes complexas. Ele garante que para encontrar o maximo valor
para o modulo de uma funcao complexa em uma regiao fechada, basta olhar para o moédulo

de f nos pontos da fronteira dessa regiao.
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Teorema 5.6.7 (Teorema do Modulo Maximo). Assuma que f € analitica em uma regiao

D limitada por uma curva fechada simples v.Entao o mddulo |f(z)| atinge seu mdzximo
em 7.

Exemplo 5.6.8. Encontre o valor mdzimo para o médulo da fungio f(z) = 2z + 5i no
disco fechado dado por |z| < 2.

Solugao: Como f é um polinémio, f € analitica em |z| < 2, e seque do Teorema do
Moédulo Mdzximo que so precisamos encontrar uma estimativa do modulo de f para os
pontos na fronteira da regidgo dada; neste caso, o circulo |z| = 2. Temos, para |z| = 2,
que

If(2))? = f(2) - f(2) = (22 + 5)(2Z — 5i) = 42Z — 10i(z — Z) + 25
= 4|z|? + 20Im(z) + 25 = 41 + 20Im(2).

Sabemos que o valor mdzimo para a expressao acima ocorre quando o mdzimo de Im(z)

¢ atingida, para |z| = 2, e este valor ocorre quando z = 2i; isto €, Im(z) = 2. Logo

max |f(z)| =v41+20-2=09.

|21<2
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Capitulo

6

Séries complexas e residuos

No capitulo anterior, vimos que dada uma fun¢ao f analitica num ponto zj, ela possui
todas as derivadas de todas as ordens neste ponto, e todas elas sao fungoes analiticas em
z0; sendo assim, podemos sempre expandir uma func¢ao analitica num ponto z; em uma
série de Taylor numa vizinhanca de zy. Porém se f deixa de ser analitica num ponto z,
veremos que poderemos expandir f num outro tipo de série numa vizinhanca de zy, que
é chamada de série de Laurent. Com a séries de Laurent, surge naturalmente a defini¢ao
de residuo de uma funcao num ponto zy, e isto nos levara a um resultado incrivel para o

calculo de integrais.

6.1 Sequéncias e séries complexas™

Muito da teoria de sequéncias e séries complexas é analoga a teoria real. Vamos nesta
se¢ao olhar brevemente as defini¢oes e resultados que precisaremos. No que segue N

denota o conjunto dos nimeros naturais e Z o conjunto dos niimeros inteiros.

Definigao 6.1.1. Uma sequéncia de nimeros complezos {z,}nen € uma funcao cujo
dominio € o conjunto dos niumeros inteiros positivos, com contradominio complexo. Em
outras palavras, para cada natural n, associamos um nimero complexo z,.

Dizemos que a sequéncia {z,}n,en converge para um nimero complexo L, se dado
€ > 0, existe ng € N tal que |z, — L| < €, para n > ny. Neste caso, dizemos que o limite
de {z,} € L, e escrevemos

lim 2z, =L ou z, — L, quando n — oo.
n—oo

Quando uma sequéncia nao € convergente, dizemos que ela € divergente.
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Fica a cargo do leitor verificar que se uma sequéncia {z, },en converge para Ly e Lo,

entdo Ly = Lo; em outras palavras, o limite (quando existe) é tnico.

Definigao 6.1.2. Dada uma sequéncia {z, }nen, consideramos uma sequéncia {ny}ren tal

que ny < ng < ng < ---. Dizemos que {zp, }ren € uma subsequéncia de {z, }nen.

Proposigao 6.1.3 (Critério de divergéncia para sequéncias). Se existem duas subsequén-
cias de {zp}nen que convergem para nimeros complexos distintos, entio a sequéncia
{Zn}nen € divergente.

s i [ 1 in+1 ~ - (in y
Exemplo 6.1.4. As sequéncias { - }nen, {5 }nen sd0 convergentes. Jd {i"}nen € uma
sequéncia divergente.

Temos um critério de convergéncia que liga a teoria de sequéncias complexas e reais.

Proposicao 6.1.5 (Critério para convergéncia). Uma sequéncia {z,}nen converge para
um numero complezo L = a + ib se, e somente se, {Re(z,)}nen converge para a e
{Im(z,) }nen converge para b.

3+in
n+2n1

Exemplo 6.1.6. Considere a sequéncia { tnen € calcule seu limite.

Solugao: Sabemos que
3+in 20 +3n  n®—6n

n+2in  Hn2 T 5n2 '

Zn

' _ 2 1
e assim vemos que {znfnen converge para L = ¢ + iz, quando n — 00.

Considere uma sequéncia {z, }nen. Definimos uma outra sequéncia {S, },en associada

a {zn }nen dada por

Sn:ZO+Zl+"'+Zn—1+Zn: E Zk-
k=0
A sequéncia {5, }nen é chamada sequéncia das somas parcias de {z,},en. Quando
a sequéncia {S,}n,en ¢ convergente, dizemos que a série de {z,},en € convergente e

denotamos este limite por
o0
lim S, = E Zn-
n—o0
n=0

Agora, vamos relembrar alguns critérios para convergéncia e divergéncia de séries
complexas.
o
Proposigao 6.1.7 (Teste da divergéncia). Se lim z, # 0, entdo E 2, diverge.
- n—oo

n=0
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[e o] [e o]

Definicao 6.1.8. Uma série Z 2, € dita absolutamente convergente se Z |zn| con-
n=0 n=0

verge.
oo oo oo

Se E zn € convergente, mas E |zn| nao € convergente, dizemos que a série E Zn €

n=0 n=0 n=0
condicionalmente convergente.

o0

Exercicio 6.1.9. Seja g a, uma série real condicionalmente convergente. Mostre que

n=0
oo

dado © € R, existe uma maneira de reordenar os termos da série g a, tal que a nova
n=0

série reordenada tenha soma x.

Sabemos que convergéncia absoluta implica convergéncia, como no curso de Calculo
I. Agora, relembremos dois importantes testes para convergéncia e divergéncia de séries,
que também sao validos para o caso complexo.

[e.9]

Teorema 6.1.10 (Teste da razao). Suponha que E 2, € uma série de numeros complexos
n=1
nao-nulos tais que

. Zn+1
lim = L.
n—o00 Zn

(i) Se L <1, a série € absolutamente convergente.
(ii) Se L > 1, a série é divergente.

(iii) Se L =1, o teste € inconclusivo.

o
Teorema 6.1.11 (Teste da raiz). Suponha que Z z, € uma série de numeros complexos
n=1
tais que
lim {/z, = L.

n—o0

(i) Se L <1, a série € absolutamente convergente.
(ii) Se L > 1, a série é divergente.

(iii) Se L =1, o teste € inconclusivo.

6.1.1 Séries geométricas

Uma série geométrica é qualquer série da forma

(e 9]

Zaz":a+a2+---+az"+---,

n=0
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isto é, é a série associada a uma sequéncia da forma {az"},cn onde a,z sdo nimeros
complexos. Daqui para frente, fazemos a convencao 0° = 1.

Para uma série desta forma, é simples notar que

n
Sp— 25, =a—az",

e portanto
5 - a(l — z")
1—-2
Agora, 2™ — 0 quando n — oo sempre que |z| < 1, e portanto S,, — 7. Em outras
o0
palavras, para |z| < 1, a série Zaz" =T Além disso, esté série diverge se |z| > 1
n=0

Trocando z por —z na série acima, podemos ver também que

> a
1) = .

Concluimos entao que para |z| < 1 temos

Zaz =71 ¢ Za(—l) =1 (6.1.1)
n=0 n=0
(1+2
Exemplo 6.1.12. Calcule o valor da série Z LZ)
n=0
Solugao: Neste caso, sejama =1 e z = % Como |z| = ‘“g%‘ = % < 1, sabemos que

= (1+2i)" 1 1
g = - =1+41-.
n 1424
= 5 1 — L2 2

6.1.2 Séries de poténcias

Uma série da forma

[e.9]
2
E an(z —20)" = ao+a1(z — 20) + as(z — 29)" + - - - (6.1.2)
n=0
¢ chamada uma série de poténcias (dizemos ainda que ela estd centrada em z).
Aplicando o teste da raiz para a série acima, se o = lim {/|a,|, entdo a série é
n—oo

absolutamente convergente se |z — zo|aw < 1, é divergente se |z — zp|a > 1 e é inconclusivo
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de |z — zp|a = 1. Isto quer dizer que existe um disco de raio 0 < R < oo (onde R = é) tal

que a série de poténcia (G.I.2]) é convergente se |z — zg| < R e divergente se |z — 29| > R.

Definicao 6.1.13. Este R definido acima é chamado de raio de convergéncia da série

E12). O circulo |z — z9| = R € chamado de circulo de convergéncia.

Observacao 6.1.14. Note que se a = 0o, temos R = 0 e a série é convergente somente
no ponto z = zy. Se 0 < R < 00, a série converge absolutamente para todos os pontos
no interior do circulo de convergéncia. Se R = oo, entao a série converge para todo
zeC.

L, onde a = lim {/|a,|. Pode-se mostrar que lim {/|a,| =
n—o0

n—oo

Lembre-se que R =

an+1

lim
n—o00 an,

, quando estes dois limites existirem. Assim

1 an,
R=lim —&— = lim |—
n—oo /|q,| 100 |Aptq
Sobre o circulo de convergéncia |z — zp| = R ndo podemos dizer muito sobre a série.
Ela pode convergir em todos os pontos, bem como divergir em todos os pontos; ou até

mesmo convergir em alguns e divergir em outros, como veremos no exemplo a seguir:

[e.9] n

. L. A z ~ ~
Exemplo 6.1.15. Considere a série de poténcias g —. Entao, do Teste da razao temos
n=1 n
zn+1
lim [ = lim |z| = |2,
n—o00 . n—Mn?l%—l

e assim a série converge se |z| < 1 e diverge se |z| > 1.
Ainda se z = 1, sabemos que a série diverge, enquanto que para z = —1 a série €
convergente. Pode ser mostrado ainda que esta série converge em todos os pontos do

circulo |z| = 1, exceto no ponto z = 1.

Exercicio 6.1.16. Mostre que a série acima converge para todo z com |z| = 1, exceto no

ponto z = 1.

Agora, como no Calculo I, temos resultados que nos permitem derivar e integrar termo-
a-termo uma série de poténcias. Para isto, assumimos no restante desta secao que o raio

de convergéncia R da série (6.1.2)) ndo ¢ zero. Temos entao

Teorema 6.1.17. Considere a série de poténcias (612) e assuma que seu raio de con-

vergéncia R é nao-nulo. Assim, temos
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(a) esta série representa uma funcao continua f dentro do seu circulo de convergéncia

|z — 20| = R;

(b) a funcao f € diferencidvel e a série pode ser derivada termo-a-termo dentro do seu

circulo de convergéncia |z — 29| = R, e sua derivada [’ € dada por
Fi(z2) = nan(z—z)"". (6.1.3)
n=1

Ainda mais, a série (613]) tem raio de convergéncia R;

(c) esta série pode ser integrada termo-a-termo dentro do seu circulo de convergéncia; isto

é, se y € um contorno inteiramente contido no interior do circulo |z — zp| = R entdo

/y F(2)dz = gan A (2 — 2)"dz, (6.1.4)

Ainda mais, a série (G14) tem raio de convergéncia R.

6.2 Séries de Taylor

Na teoria de fungoes de variavel complexa, as séries repesentam um papel muito im-
portante. Vejamos o primeiro resultado que relaciona os conceitos de analiticidade e

séries.

Teorema 6.2.1. Seja [ uma funcao analitica num dominio D e seja zo € D. Entao f

tem uma representacao em série de poténcias:

F(2) = an(z—z)", (6.2.1)

n=0

onde
_ f(n) (Z())

) (6.2.2)

Qn

e esta representagao € vdlida para a maior vizinhanga centrada em zy e raio R > 0 que

estd inteiramente contida em D.

Exemplo 6.2.2. Encontre a série de Taylor de f(z) = ﬁ, centrada em zy = 0.

Solugao: Poderiamos utilizar a expressao ([022]) para encontrar esta série. Porém,

sabendo que + - = L utilizaremos a série de == para nos auziliar.
dz 11—z (1-2)27 1—2



6.3 Séries de Laurent 69

Temos para |z| < 1, que % = Z 2", logo o item (b) do Teorema |G 117 implica que

n=0
1 d 1 —
(1—2)2 dzl—=z —;nz ’
¢ a representa¢ao em série de Taylor de f(z) centrada em zy = 0, que tem raio de

convergéncia igual ao da série de %, que € R =1.
—Zz

Podemos ainda utilizar tais expressoes para, por exemplo, encontrar a série de Taylor

de f(z) = ﬁ, simplesmente multiplicando a série obtida no exemplo anterior, obtendo

22 > )
n+
2 an ’
(1-2) —

e novamente, esta série tem raio de convergéncia R = 1.

Exemplo 6.2.3. Encontre a série de Taylor de f(z) = i centrada em zg = 21.

Solugao: Neste caso, escrevemos

I 1 1 1
l—z 1-2i—(z2—21) 1-2i1—2%
Se definimos w = i:gz, temos ﬁ = 1j2zﬁ' Usando a expansao em série de poténcias
para |w| < 1, temos
1 N o=z 2i\"
D L (1—21) :
n=0 n=0
logo
1 = 1
= 2™
1— 2 Z (1 — 24)n+1 (= = 20)",
n=0
sempre que ‘f:gﬂ = |w| < 1; isto €, sempre que |z — 2i| < |1 — 2i| = \/5. Portanto o raio

de convergéncia desta série é R = V5 e o circulo de convergéncia € |z — 2i| = V5 (isto
pode ser verificado também aplicando os resultados da Observagao[6-1.17).

Observacao 6.2.4. Quando a série de Taylor estd centrada em zy = 0, ela é comumente

chamada de série de Maclaurin.

6.3 Séries de Laurent

Se uma funcao é analitica numa vizinhanga de um ponto zy, entao vimos na secao

anterior que f tem uma representacao em série de Taylor. A pergunta natural que surge
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é: e se f nao é analitica no ponto 2,7 Ainda podemos encontrar alguma representagao
em séries para a funcao f?
Antes de responder esta pergunta, veremos rapidamente a definicdo de sequéncias e

séries com indices em Z, ao invés de N.

Definicao 6.3.1. Uma sequéncia com indices em 7Z ¢ uma func¢ao que a cada nimero
inteiro n associa um numero complexo z,. Denotamos por {z,}nez, € quando nao houver

confusao, diremos simplesmente que {z,} € uma sequéncia.

Dada uma sequéncia {z, },ez, podemos construir duas sequéncias usuais, dadas por

2t = z,, paratodon>0e z, = z_,, paratodon > 0.

Definigao 6.3.2. Diremos que a sequéncia {z,}ncz € convergente se ambas as sequén-
cias {zF uso € {2, }ns0 s@o convergentes (possivelmente com limites distintos). Neste

caso, se lim, . 2zt = Ly e lim, . 2, = Ly, escrevemos

3

L2 ngee Zn n_) Ll-

Se uma sequéncia {z, tnez nao é convergente, diremos que ela é divergente.

Exemplo 6.3.3. A sequéncia {z,}nez dada por z, = %, sen #0 ez =0, € convergente

e também
n——0o0 n

0 +— 2z, — 0.

3

Ja as sequéncias {2"} ez € {%}nez sao divergentes.

Dada uma sequéncia {z, },cz, podemos construir duas sequéncias de somas parciais,

Ccomo segue

n n
1. S:{:E zk:E z, paran >0, e
k=0 k=0

—1 n
2. 5, = Z 2 = sz’, para n > 0.
k=—n k=1

Observacao 6.3.4. Para evitar complica¢oes com o estudo de séries com indices inteiros,
trataremos somente o caso de convergéncia absoluta para as sequéncias de somas parciais

definidas acima.

A condicao de convergéncia absoluta nas sequéncias das somas parcias nos da também

o seguinte resultado.
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Defini¢ao 6.3.5. Quando as sequéncias {S; },>0 € {S; }ns0 sao absolutamente conver-
gentes para Sy e Sy, respectivamente, dizemos que a série de {z,}ncz € convergente e

denotamos por

> za=Li+ Ly= lim S + lim S,
n—oo n—oo

n=-—00
oo
Proposigao 6.3.6. Se a série E z, € convergente, entao

n=-—o00
o n
E zZp = lim E 2.

n,m—00
n=-—00 k=—m

Como podemos ver, o estudo de sequéncias e séries com indices inteiros é basicamente
analoga ao estudo de sequéncias usuais, vista no curso de Célculo II. Assim, todos os
critérios e testes de convergéncia se aplicam novamente, se aplicados as partes ‘positiva’

e ‘negativa’.

6.3.1 Teorema de representacao em séries de Laurent

No inicio deste capitulo, perguntamos como seria uma representagdo em séries (se
existir) para um fun¢do f que deixa de ser analitica para alguns pontos de um dominio

simplesmente conexo D. A resposta para esta pergunta esta contida no seguinte resultado:

Teorema 6.3.7. Seja f uma fun¢ao analitica num dominio anelar D definido por r <

|z — 20| < R, (onde 0 <1 < R < 00). Entio f tem uma representacio em série da forma
F(2) =) an(z—2)", (6.3.1)

vdlida para r < |z — 29| < R, e a convergéncia desta série é absoluta. Os coeficientes a,

sao dados por
1 f(z)

= 5= mdz, para todo k € 7, (6.3.2)
m v — 20

n

onde v € uma curva fechada simples inteiramente contida em D e contém zy em seu

interior (veja figura abaizo).



72 Séries complexas e residuos

Figura: Regiao anelar D e curva 7.

A série (64.1) é chamada de série de Laurent de f, centrada em zy, no anel D.
Segue diretamente do Teorema de Cauchy-Goursat que, no caso onde f é analitica para
todos os pontos no interior do circulo |z — 29| = R, que a,, = 0 para todo n < 0, e portanto

a série de Laurent ¢ igual a série de Taylor de f.

Exemplo 6.3.8. Encontre a expansio em série de Laurent para f(z) = ﬁ nos se-
gquintes dominios.
(a) 0< ]zl <1 (b) |z| >1 (c)0<|z=1]<1 (d) |z=1]>1

Solugao: Nas partes (a) e (b), queremos expressar f envolvendo as poténcias de z; jd

nos itens (c) e (d), encontraremos séries envolvendo poténcias de z — 1.

Para o item (a), notemos que f(z) = —%l%z, e lembremos que podemos expressar

1 =
l—z:nzzoz’

que € vdlida em |z| < 1. Assim, multiplicando a expressao acima por —%, obtemos

fz)==) "t==3 2"
n=0

n=-—1

e esta expressao € vdlida para 0 < |z| < 1.
Para a parte (b), temos que construir uma série que converge se ’%} < 1; 1sto €, se

1 < |z|. Para isso, note que
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Denotando % por w, temos

sempre que |w| < 1; isto ¢,

1 =1
T

=0

3

e esta expressao € valida para |z| > 1. Assim, multiplicando esta expressao por Z%, obtemos

-2

fley=) =% =",

n=0 n=-—00

para todo z com |z| > 1.
1+(i_1). Para |z — 1] < 1,

_ 1
T oz—1

Para o item (c), notemos que podemos escrever f(z)

temos
1 o0

L . Y e e

2 1+(x-1) &

Portanto, dividindo a expressao acima por ﬁ, obtemos

F) =) ()" =)= Y ()" -
n=0 n=—1
- - 1 1 1 _ 1 '
Finalmente, para o item (d), notemos que - = TeD T s Como no item

(b), fazendo w = -5, temos, para |w| < 1

14w o
15to €
L5
I+ “Z(E-1)n
Portanto

Exemplo 6.3.9. Encontre a expansio de f(z) = ﬁ em série de Laurent, no anel

l<|z—2]<2.
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Solugao: Usamos primeiramente a decomposi¢ao de f em fragoes parciais, para obter

1 1
f(z)__;Jrz—l
Sabemos que
I 1 1 1
z 2+4(2—2) 2 1+%2

Assim, para |z — 2| < 2, temos

1 1o (=" R N e O n
;25;20 on (Z—Q) :nzz()Qn+1 (Z—Q)
Sabemos também que
1 1 1 1

e para |z — 2| > 1, temos

logo

Juntando as duas expressoes, obtemos

[e o]

f2) =3 au(z—2)",

n=—oo

onde a, = (—1)""*Y paran < —1, a, = %, para n = 0, e esta expressao € vdlida

para 1 < |z —2| < 2.

Exemplo 6.3.10. Encontre a expansao de f(z) = jﬁi) no anel 0 < |z| < 1.

Solugao: Podemos escrever, utilizando a decomposi¢ao em fragoes parciais:

8z +1 1 9
@O ==~ 1=+

Sabemos que para |z| < 1, temos
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Logo
1 = n - n
f(z):;+922 —Zanz,
n=0 n=—1
ondea_y=1¢ea, =9, paran > 0; e esta expressio € vdlida para 0 < |z| < 1.

Exemplo 6.3.11. Encontre a expansao de f(z) =
Solugao: Sabemos, usando o Teoremal6 2.1, que

sin z
z

no anel 0 < |z| < oo.

00
—1)"
sin z — Z ( ) ZZn-l—l’

— (2n+1)!

e esta expansao € vdlida para todo z € C. Assim, seque que
S (_l)n 2n
z) = —z
/) nz:zo (2n+ 1)1 7

e esta expansdao é vdlida para 0 < |z| < co.

Observacao 6.3.12. Note que no exemplo acima, a série de Laurent que encontramos

para f estd definida para todo z € C (s6 possui poténcias nao-negativas z"), enquanto que

a fungdo f(z) = *2* ndo estd definida para z = 0. Para que as duas expressoes coincidam
em todos os pontos de C, podemos definir a funcao
sin 2

f(z): ot para z # 0

1, para z = 0.

Deste modo, temos

e esta expressao € vdlida para todo z € C.

Exemplo 6.3.13. Encontre a expansio de f(z) = e: no anel 0 < |z| < cc.

Solugao: Sabemos, usando o Teoremal6 2.1, que

e esta expansao € vdlida para todo z € C. Assim, seque que

e}

3 z
f(z)zzn!zn: Z m,

n=0 n=-—00
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e esta expansdao € vdlida para 0 < |z] < 00.

6.3.2 Singularidades isoladas

Definicao 6.3.14. Um ponto zy € dito uma singularidade isolada para uma func¢ao f
se a fung¢ao nao € analitica em zy, mas existe um r > 0 tal que a funcao é analitica em

0<|z—2]|<r.

Exemplo 6.3.15.

1. 2z =0 € uma singularidade isolada de f(z) = <.

2. o0s pontos 2i e —2i sao singularidades isoladas de f(z) = =

1
z

3. 20 =0 € uma singularidade isolada de f(z) = e=.

4. zy =1 € uma singularidade isolada de f(z) =

Observacao 6.3.16. Note que, por exemplo, o ponto zy = 0 nao € uma singularidade
isolada da fun¢ao logaritmo f(z) = Lnz, jd que qualquer vizinhanga de 0 contém pontos

do eizo real negativo, onde f nao € analitica.

6.3.3 Classificagao de singularidades

Definigao 6.3.17 (Singularidade removivel). Uma singularidade isolada de uma fungdao
f € chamada de singularidade removivel se existe uma fun¢ao analitica g numa vizi-

nhanga |z — zo| <1 tal que g(z) = f(2) para 0 < |z — zo| < r.

Definigao 6.3.18 (Polo). Dizemos que uma singularidade isolada zy de f é um polo se

lim [f(z)| = oo;

Z—20
isto €, dado M > 0 existe € > 0 tal que |f(z)| > M se 0 < |z — z| < e.

Definigao 6.3.19 (Singularidade essencial). Dizemos que uma singularidade isolada z
de f ¢ uma singularidade essencial se ela nao é nem uma singularidade removivel e

nem um polo.

E possivel mostrar, com um pouco de trabalho, que estas sdo as tnicas trés possibi-
lidades para uma singularidade isolada. Agora, a pergunta que surge é: como podemos
determinar qual o tipo de singularidade isolada de uma funcao f7 Isto é o que vamos

responder ao longo desta se¢ao com uma série de resultados.
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Classificagcao usando séries de Laurent

Seja zg uma singularidade isolada de uma fungao complexa f. Entao existe r > 0 tal
que a funcdo f é analitica no anel 0 < |z —zy| < r (também chamado de disco perfurado

de centro zg e raio r). Considere a expansao de f em série de Laurent, dada por

Temos que zq é:

1. uma singularidade removivel se a, = 0, para todo n < 0; isto é, se a série de

Laurent s6 possui poténcias nao-negativas de z — 2g;

2. um polo se existe m > 0 tal que a, = 0 paran < —m e a_,, # 0; isto é, a série de
Laurent possui somente uma quantidade finita de poténcias negativas de z — z5. O
ntimero m é chamado de ordem do polo e dizemos neste caso que zo ¢ um polo de

ordem m;

3. uma singularidade essencial se dado m > 0 existe n > m tal que a_,, # 0; isto é,

existem infinitas poténcias negativas de z — zy na série de Laurent.

Um polo de ordem 1 ¢ também chamado de polo simples. Nos exemplos de 1
a 4 acima, temos 1. polo simples, 2. polos simples, 3. singularidade essencial, 4.
singularidade removivel. O ponto zy = 0 é um polo de ordem m da funcao f(z) = sz

Na Observacao [6.3.12] o ponto z = 0 é uma singularidade removivel de f.

Singularidades removiveis

Estas singularidades sao as mais simples de serem tratadas, como veremos agora.
Considere f analitica num disco perfurado D dado por 0 < |z — zy| < r e assuma que 2

¢ uma singularidade removivel de f. Temos entao o seguinte resultado de caracterizacao:

Teorema 6.3.20. Seja f uma fungdao complexa com uma singularidade isolada zy. Entao
zo € uma singularidade removivel de [ se, e somente se,
lim (z — 20) f(2) = 0.
Z—Z20
Essencialmente, singularidades removiveis nao trazem nada de diferente ao estudo de
singularidades de fungoes complexas, ji que estas podem ser simplesmente ‘eliminadas’,

definindo a funcao f em zy de maneira apropriada. Assim dito, ndo nos preocuparemos

mais com estas singularidades.
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Polos

Vamos agora estudar os polos, que diferente das singularidades removiveis, trazem
uma complicagao um pouco maior para o estudo das func¢ées complexas. Juntamente ao
estudo de polos esté o estudo de zeros de uma funcao complexa. Comegaremos entao com

este conceito.

Definigao 6.3.21. Um ponto zy € um zero de uma funcao f se f(zy) = 0. Além disso,
se f é uma fungao analitica, dizemos que zy € um zero de ordem m (ou zero de
multiplicidade m) se f(z) = 0 para todon =0,--- ,m —1 e f™(z) #0. Um zero
de ordem 1 também € chamado de zero simples. Diremos que um zero zy de f € isolado

se existe v > 0 tal que f(z) # 0, para todo 0 < |z — 2| < 7.

Daqui em diante, a nao ser que dito o contrario, todos os zeros que estudaremos sao

isolados. Uma propriedade importante de zeros isolados ¢ a seguinte

Teorema 6.3.22. Sejam zy € C e f uma fungdo analitica num disco |z — 29| < r. Entdo
20 € um zero de multiplicidade m de f se, e somente se, existe uma fun¢ao g analitica em

|z — 20| <7, com g(z) #0 e
f(z)=(2—20)"g(2), em |z — 2| <.

Demonstracgao: A implicacao ‘se’ € bem simples, e é deixada a cargo do leitor. Provemos
o ‘somente se’, e para isto, assuma que 2y € um zero de multiplicidade m de f. Como f

¢ analitica no disco |z — 2|, o Teorema [6.2.T] nos da que

- _ 5 M=) nem . N
Definindo ¢(z) = Z (2 — z9)" ™, o Teorema [6.T.17 nos diz que g ¢ analitica

n!
(note que s6 aparecem poténcias nao-negativas de z — zp), f(2) = (2 — 20)™g(z) em
|z — 20| <7Te
£ (2)
glzo) = L10) g
m!

j& que, como 2y é zero de multiplicidade m, temos f™(z,) # 0. ]
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Exemplo 6.3.23. Determine a multiplicidade do zero zy = 0 da fungdo f(z) = zsin 22
Solugao: Note primeiramente que a fungao f € inteira. Assim podemos encontrar a série

de Taylor de f centrada em 0. Sabemos que

o0 (_1)n22n+1

sz:ij(%+&ﬂ’
n=0

2

e esta expressao € vdlida para todo z € C. Assim, substituindo z por z* nesta expressao,

obtemos
o0 (_ 1)nz4n+2

. 2 _
sinz =3 2n+ 1)

n=0

e esta expressao € vdlida para todo z € C. Assim, multiplicando ambos os lados por z,

obtemos
0 (1_)n 4n+3 5 0
B L
OO —1)" 4dn
Assim, f(z) = 2%g(z), onde g(z) = Z %, e g(0) = 1. Portanto zo =0 € um
n=0

zero com multiplicidade 3 de f.
Podemos dar uma caracterizagao similar para polos.

Teorema 6.3.24. Sejam zy € C e f uma fun¢ao analitica num disco perfurado 0 <
|z — 20| < r. Entao zy € um polo de ordem m de f se, e somente se, existe uma func¢ao g

analitica no disco |z — zo| < r com g(z0) # 0 tal que

g(z
f(z):i, em 0 < |z — 2| <.

(z — zo)™
Demonstracao: Como no teorema anterior, a parte ‘se’ é bem direta e é deixada a cargo
do leitor. Provemos a parte ‘somente se’, e para isto, assuma que zy ¢ um polo de ordem m
de f. Assim, f tem uma expansao em série de Laurent no disco perfurado 0 < |z—z| < r,

dada por

[e.e]

F2)= ) aulz—=)",

n=——m

onde a_,, # 0. Multiplicando ambos os lados por (z — zy)™, obtemos

o o
(z—20)"f(2) = Z an(z — 29)"™ = Zan m(z — z)"
n=—m n=0

Como a série do lado direito da expressao acima s6 possui poténcias nao-negativas de
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oo
2z — zp 0 Teorema [6.T.T7 nos da que g(z) = Z an—m(2z — 29)" define uma funcdo analitica
n=0

no disco |z — 2| < r. Claramente, g(z9) = a_,,, # 0 e

z
f(z):7g< ) ,em 0 < |z — 2] <,
(z — 2z9)™
o que conclui a demonstracao. [
Vimos entao que zeros e polos tém uma caracterizagao muito parecida, e com isto é
natural perguntar: zeros de multiplicidade m e polos de ordem m estao relacionados?

A resposta para esta pergunta é sim! Como veremos nos seguintes resultados.

Teorema 6.3.25. Sejam h, k fungdes analiticas num disco |z — zp| < r. Assuma que 2o

é um zero de multiplicidade m de h e que k(zy) # 0. Entao zy € um polo de ordem m da
fungao f(z) = %

Demonstracao: Como zy é um zero de multiplicidade m de h, o Teorema [6.3.22] garante

que existe uma func¢do g; analitica no disco |z — 29| < r com g;(z0) # 0 e

h(z) = (2 = 20)"91(2).

Assim, para 0 < |z — 2| <7 e g2(2) = :l(é)) temos
_ k) 9a(2)

h(z) (2= 2)™

onde go ¢ analitica em 0 < |z — 29| < 7 (se r for escolhido suficientemente pequeno) e

ainda g2(29) = ;((2)) # 0, e o Teorema [6.3.24] nos da o resultado. n

Corolario 6.3.26. Sejam zy € C e f uma fungao analitica num disco |z — zg| < r, com
f(2) # 0 para todo 0 < |z — zy| < r. Entdo zy € um zero de multiplicidade m para f se, e

somente se, zg € um polo de ordem m de ﬁ

Exemplo 6.3.27. Encontre os polos e suas ordens, para a fun¢ao

22+ 5
(z=1)(z+5)3(z —2)*

f(z) =

Solugao: O denominador tem z =1, z = =5 e z = 2 como zeros. Claramente, como
2z + 5 € diferente de zero nestes trés pontos, o Teorema [6.3.23 garante que z = 1 € um
polo stmples, z = —5 € um polo de ordem 3 e z =2 € um polo de ordem 4.
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Singularidades essenciais

As singularidades essenciais sao incrivelmente complicadas, e nao faremos um estudo
detalhado delas. S6 para o leitor ter uma ideia do quao complicada uma funcao f pode
ficar proximo de uma singularidade essencial, apresentamos sem demonstragao, o seguinte

resultado.

Teorema 6.3.28 (Great Picard’s Theorem). Assuma que zy € uma singularidade essencial
de uma funcao f. Entao, dado 6 > 0, a imagem do disco perfurado 0 < |z — zg| < § por
f € todo o plano complexo, com uma unica possivel excecao. Além disso, cada ponto da

imagem € atingido um numero infinito de vezes.

Para ilustrar o resultado acima, mostraremos este teorema num caso bem particular.

Proposicao 6.3.29. Dado r > 0, a imagem de 0 < |z| < r pela fun¢io f(z) = e: ¢

C\ {0}, e cada ponto na imagem € atingido wm nimero infinito de vezes.
Demonstracao: Sejar > 0e w € C\ {0}. Mostraremos que existem ny € N e uma
sequéncia {zy, }n>n, de nimeros complexos com 0 < |z,| < r tais que
f(zn) = w, para todo n = ny.
De fato, seja w € C\ {0}, assim w = re?, para algum r > 0 e § € [—m, 7). Se
er = w = rei?, temos e* = el = elnlwl+iArgw — olnr+i0 - Aggin  definindo

) 1
~Inr+i(0 + 2nm)’

Zn

temos zy # 0 e e = w, para todo n € N. Agora

Inr _; 0+ 2nm
(Inr)2+ (0 +2nm)2  (Inr)2+ (0 + 2nm)?’

Zn

e portanto
1

ol = (Inr)2 + (0 + 2nm)?’

Assim, lim |z,| = 0 e podemos escolher ny € N tal que |z,| < r, para todo n > ng, o
n—oo

que conclui a demonstracao. [

6.4 Residuos

Agora veremos uma ferramenta importantissima e muito util para o calculo de integrais

complexas, que é o conhecido Teorema dos Residuos. Antes de enuncia-lo, vamos fazer
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alguns resultados preliminares.
Seja zg uma singularidade isolada de uma funcao f, e considere r > 0 tal que f é
analitica no disco perfurado 0 < |z — zp| < r. Temos entdo uma expansdo em série de

Laurent para f neste disco perfurado dada por

[e o]

FZ) = an(z—2)", (6.4.1)

n=—oo

1
2mi J, (2 — 2zo)"

dz e~y éocirculo |z — z| =1 <.

Lema 6.4.1. Temos, para v acima, que

jf(z —o)dz = { 0, sen# -~ (6.4.2)

2w, sen = —1.

Demonstragao: Uma parametrizagao para y é y(t) = 2o +rie’, para t € [0, 27]. Assim,

temos

21 21
%(z — 20)"dz = / rie™r et dt = r?“z’/ e gt
ol 0 0

Claramente, se n = —1, temos 7{ dz = 2mi. Agora, assuma que n # —1, entao

,\/Z—ZQ

i(n+1)t |27

7{(,2 — 29)"dz = ! ° =0,
y

i(n+1)

0

o que conclui a demonstracao. [
Usando o Teorema [6.1.17], aplicado & série de Laurent de f, concluimos que podemos

integrar esta série termo-a-termo. Fazendo esta integracao e usando (6.4.2]), temos
o0
%f(z)dz = Z an %(z — 20)"dz = 2mia_;. (6.4.3)
v n=-—00 v
Utilizando este fato fazemos a seguinte definicao:

Definicao 6.4.2. Seja zy uma singularidade isolada de uma fungao f e considere a ex-
pansao de Laurent (6.47) de f no disco perfurado 0 < |z — 2| < r. O termo a_; desta

expansao € chamado de residuo de f no ponto zy, e denotamos por
a_1 = Res(f, z).

Agora, a equacdo (6.4.3) nos da o Teorema dos Residuos.
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Teorema 6.4.3 (Teorema do Residuo). Seja f uma fungao analitica no disco perfurado
0 < |z—20| < 7. Entdo se~y é uma curva suave por partes, simples e fechada, inteiramente

contida em 0 < |z — 29| < r com 2y no seu interior, orientada positivamente, temos
f )dz = Res(f, zo0).
omi

Exemplo 6.4.4. Encontre o residuo de f(z) = % em zp = 1, e use isto para

calcular f f(2)dz, onde ~y € o circulo |z — 1| = 1.

Solugao: Devemos encontrar a expansao em série de Laurent de f em torno de zg = 1.

Sabemos que, para |z — 1| < 2, temos

[e.e] o0

=3  2—(z—1) 21—zt 24 v Lo gndl

Assim, para 0 < |z — 1| < 2, temos

e portanto a, = 2"13, para n > —2. Assim sendo, o residuo de f em zg=1 ¢é

1
Res(f,—1) =a_, = 1

Segue entio do Teorema do Residuo (Teorema[6-4.3) que

%f )dz = 2mi Res(f, —1) = 7;
Exemplo 6.4.5. Encontre o residuo de f(z) = €2 em z = 0 e use-o para calcular

f f(2)dz, onde vy € o circulo |z| = 1.

Solucgao: Sabemos que € = > %7;, e que esta expressao € vdlida para todo z € C.
Portanto, para 0 < |z| < oo, temoﬂ

!Consulte o Exemplo [6.3.13
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assim, a, = m, para todo n < 0. Portanto Res(f,0) = 3 e temos

f{ F(2)dz = 6.

Usando o Teorema de Cauchy para dominios multiplamente conexos (Teorema [5.3.10),

temos o seguinte resultado

Teorema 6.4.6 (Teorema dos Residuos). Seja f uma fungdo analitica num dominio D,

exceto numa quantidade finita de singularidades isoladas zy,--- ,z,. Seja v uma curva
suave por partes, simples e fechada, inteiramente contida em D\ {z,---,z,} contendo
Z1, -+, Zn no seu interior, orientada positivamente. Entao, temos

27”%]“ dz—ZResfzk

Antes de aplicarmos o Teorema dos Residuos a algumas fungoes, vamos mostrar alguns
resultados que facilitam (muito!) o célculo de residuos para polos, evitando ter que
expandir a funcao em série de Laurent. Claramente, é consequéncia imediata da definigao,

que se zg ¢ uma singularidade removivel de f, entao Res(f, z9) = 0.

Proposigao 6.4.7. Seja zy um polo de ordem m de uma funcdo f e seja g uma funcao

analitica em |z — zo| < r tal que g(2) = (z — 20)™ f(2), para 0 < |z — 2| < r. Entéo

g(mfl)(ZO)
(m—1)!"

Demonstracgao: Como g ¢ analitica, podemos fazer sua expansao em série de Taylor, no

Res(f, z0) =

disco |z — 2| < r, dada por

Assim, a série de Laurent para f é dada por

e’} (n) m+n
o Z g (Z() g n
e (2= 20)" Zf m+n Z_ZO)’
tanto R —qy =22l
e portanto Res(f,z) = a_1 = = "

Observacao 6.4.8. Para utilizar o resultado acima, definimos primeiramente a fung¢ao

h(z) = (2 — 20)" f(2), para 0 < |z — zo| < r. Desta maneira, a fun¢ao analitica g dada
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no teorema acima € dada por
h(z), em 0 < |z — z| <,
9(z) =1 _
lim A(z), para z = z.
Z—r20
Claramente h¥)(z) = %[(2 — 20)"f(2)] para 0 < |z — z| < r. Portanto
dlc
g® (29) = lim —[(z — 2)™f(2)], para todo k > 0.
Z—20 de
Corolario 6.4.9. Se zy € um polo simples de f, entao
Res(f, z0) = lim (2 — 20) f(2).
Z—20
Exemplo 6.4.10. A funcdo f(z) = m tem um polo simples em z = 3 e um polo

de ordem 2 em z = 1. Encontre os residuos de f nestes pontos.

Solugao: Sabemos do Coroldrio[6.4.9 que para o polo simples z = 3 temos

Res(f,3) = llgé(z —-3)f(z) =lim ——= = —.

Além disso, aplicando a Proposi¢ao [6-4.7 ao polo de ordem 2 z = 1, temos g(z)

(z—1)2f(2) = 5. Assim,

. d 1 . —1 1
Res(f,1) =lm 7 {m} "G T

Exemplo 6.4.11. Calcule f,y f(2)dz, onde f € dada pelo exemplo anterior e vy é o circulo

oritentado positivamente dado por

(a) [2] =2 (b) |z[ = 4.

Solugao: Para o item (a), somente a singularidade z = 1 estd no interior do circulo,

assim, o Teorema do Residuo (Teorema[6-].5) temos

v

j{f(z)dz = 271 Res(f,1) = -

Para o item (b), ambas as singularidades z = 1 e z = 3 estao no interior do circulo.

Seque do Teorema dos Residuos (Teorema[0.4.6) que

f f(2)dz = 27 [Res(f,1) + Res(f, 3)] = 0.
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6.5 Integrais reais improéprias

Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 6.5.1. Mostre que

/oo $‘2 p T
r=—.
oo L2t V2
Solugao: Considere a fun¢ao complexa f(z) = ﬁ%, que tem quatro polos simples, dados
por

2 = ei<%+"g), para i =0,1,2,3.

Consequentemente, pelo Corolario [6.4.9] temos que

o 1
Res(f, z0) = ;:1210(2 —z20)f(z)=---= Zeﬂz =1

Agora seja R > 1 e considere a curva v dada pela fronteira do semi-circulo centrado

e também

em 0 e de raio R contido no semiplano superior, orientada positivamente, como na figura

abaixo.

C

—-R-1 1R
Figura: A curva ~.

Do Teorema dos Residuos [6.4.6] como zj e z; estdo na regiao delimitada pela curva -,

temos
1

2mi

1

j{f(z)dz = Res(f, 20) + Res(f, z1) = —i2—\/§,

logo obtemos que

7{ F(2)dz = %

Aplicando a definicao de integral de linha, temos que

R 2 ™R3t
dz = d ) —dt.
j{f(z)z /—Rl+$4 :L’—H/O [T Richt
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Mostremos agora que o segundo termo da direita na igualdade acima tende & zero

quando R — oo, o que implicard que

R 2 o9 2
— = lim < d:v:/ Ld:c,
V2  Rooo J_pl4at oo L2t

e concluira o resultado.
De fato, pela Proposicao 2.2.4] temos |1 + Rie*| > R* — 1 e assim, temos

RB 3it o R3 RB ~
([ ] -
0

e conclui o resultado. O

Notemos alguns ‘ingredientes’ que utilizamos para demonstrar este resultado:

1. A fungao do integrando é um quociente de polinémios (que chamamos de fungao

racional).

2. A funcao que aparece no denominador nao pode ter zeros reais, para que a integral

esteja bem definida.

3. Note que para que a integral sobre a parte circular da curva convergisse para zero,
¢ importante que apareca uma poténcia de R denominador maior do que a que
aparece no numerador. Para isto, lembrando que pela definicao de integral de li-
nha, aparecera sempre um R no numerador, devemos ter o grau do polinémio do

numerador maior que o grau do polinémio do denominador mais 2.
Com estas consideragoes, podemos enunciar o seguinte resultado:
Teorema 6.5.2. Sejam p e q dois polindémios reais. Assuma que
1. q nao tenha raizes reais (consequentemente, tem grau par);

2. grau(q) > grau(p) + 2.

Sejam também zq, - - - , 2, 0s zeros complexos de q quem tém parte imagindria positiva.
Entao
),
= 271 Res(f, z).
/ % Q(x) Z

Exemplo 6.5.3. Calcule

o) ZL‘2
—dx.
/Oox4+x2+1 !



88 Séries complexas e residuos

Solugao: Verifique que todas as condigoes do Teorema [6.5.2] estao satisfeitas. Os zeros

complexos de q(x) = x* + 2° + 1 com parte imaginaria positiva sao

20 = €5 = §+27 ez =e3 ——§+27,
e ambos s@o polos simples da fun¢do complexa f(z) = z 8 Assim temos 0s zeros zp =
¢ =1 Bz =eF =1 i3
Além disso
Res(f, 20) = lim (z — 20) f(2) = 22(20 — 21) " (20 — 22) *(20 — 23) ' = L ZL
) %0) = 0 olZ0 — 21 0 0 %3 1
e também
Res(f,z1) = lim (z — 21) f(2) = 23(21 — 20) " (21 — 22) (21 — 23) ' = 1 —iL
y21) = m 1 1(z1 — 20 17— 22 1= 23 1705

Pelo Teorema [6.5.2] segue que

/ poraT 1daz = 2mi(Res(f, z0) + Res(f,z1)) =

Sk



Capitulo

7

Solucoes em séries para equacoes

diferenciais ordinarias

Neste capitulo, veremos como utilizar séries para resolver equacoes diferenciais ordi-

narias de segunda ordem na forma

Y4 Q)Y 4 Ry =0, (70.)

P(x) I

onde P, () e R sao fungoes continuas.

Vamos considerar somente o caso homogéneo como acima, pois o caso nao-homogéneo

P@) 5L+ Q) + Ry = S(a),

é resolvido similarmente.

Uma ampla classe de problemas em Fisica Matemaética nos leva a equagoes da forma

([Z0.10), onde os coeficientes sao fung¢oes polinomiais; por exemplo, a equa¢io de Bessel

x2y"+xy'+ (xQ _ 1/2)y _ 0’

onde v é uma constante, e a equacao de Legendre
(1= 2?)y" —2zy + ala+ 1)y =0,

onde a é uma constante, e também a equacao de Cauchy-FEuler

2*y" + axy’ + By = 0,
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onde o e  sao constantes.

Queremos resolver (Z.0.) na vizinhan¢a de um ponto xy em R; e tal solugao esté
profundamente relacionada com o comportamento de P nesta vizinhanca de xo. Vamos
nos preocupar com o caso onde P(xg) # 0; isto é, zo ¢ um ponto ordinario. Da
continuidade de P, segue que existe uma vizinhanca de zy onde P é sempre diferente de

zero e assim, podemos dividir esta equagao por P(x) e obter a equagao

y"' + pa)y’ + q(z)y =0, (7.0.2)

Q) _ R@)
o © 1) = 5

tnica solugao de ((Z.0.J)) com condigdes iniciais y(zg) = yo € y'(zo) = y|, existe e estd bem
definida.

onde p(x) sao fungoes continuas. Assim, existe um intervalo onde a

Buscamos uma solugao para (0] que possa se expandida em série de poténcias, da

forma

y(@) = an(e — )",

e vamos assumir que esta série é convergente num intervalo | — xy| < p, para algum

p > 0. Para ilustrar o método que vamos utilizar, vamos comegar com um exemplo.

Exemplo 7.0.4. Encontre uma solu¢ao em série para a equagao

Y +y=0, —0o <z < o00.

Solugao: Sabemos que duas solugoes linearmente independentes desta equagao sao y,(x) =
sinz e ys(x) = cosz, logo nao precisariamos utilizar séries para encontrar as solugoes
desta equacao. Mas este exemplo ilustra bem como utilizar séries de poténcias para en-
contrar solugdes para equagoes diferenciais ordindrias. Note que P(x) = 1, logo todo ponto
€ ordindrio.

Vamos procurar uma solugao para a equagao acima na forma de uma série de poténcias

em torno de xog =0
o

y(@) =3 aua”,

n=0
e assuma que esta série converge em um intervalo |x| < p. Diferenciando a série termo-

a-termo, temos

00

I n—1

Y => na,a"",
n=1
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e derivando uma vez mais, temos

V=3 nn = D = 30+ 200 + D™
n=2 n=0

Subistituindo estas expressoes na equacao inicial, obtemos

[e o]

Z[(n + 2)(” + 1)an+2 + an]xn =0,

n=0

0 que nos dd a sequinte relagao de recorréncia para a sequéncia {ay }n>o:

(n+2)(n+ 1)ays2 +a, =0, para todon > 0.

Esta equagao nos mostra que os coeficientes impares e pares sao determinados separa-

damentes. Para os impares, temos

a1 ay as ay
a3:——:—— CL5:_—:_
2-3 3! 4.5 Bl
. (—1)*
e sucessivamente, portanto, esperamos que Gsg11 = Ohrn a1 E provemos este fato usando

o principio de inducdao. Observemos primeiramente que este resultado € valido para k = 1.

Assuma que ele é verdadeiro para k e provemos o resultado para k + 1. Temos

Aokt (_1)k (_1)k+1

QDL = O = TR 0k 1 2) | (k4 3)(2k +2)(2k + )1 T T 2k 43t
e portanto o resultado € valido para todo inteiro positivo k.
Analogamente, podemos demonstrar que as, = ﬂao, e substituindo estes valores na

(2k)!
erpressao em série para y, obtemos

— (=1)F o — (D" o
v =03 g o X

k=0

Usando o teste da razao, podemos ver que as séries convergem em R, e portanto,
todas as etapas anteriores que fizemos sao justificadas, para todo x € R. Assim, vemos

facilmente que a solugao geral da equacao € dada por

y(z) = apcosx + a; sinx.
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7.1 Equacao de Euler

Nesta se¢ao, vamos considerar a equacao de Euler dada por

2.1

2°y" + axy + By = 0, (7.1.1)

onde « e 3 sao constantes reais. Vamos procurar solugoes pra esta equacao no intervalo

x > (0 (podemos estender facilmente para o intervalo z < 0).

Vamos procurar solugoes para (Z.1.1]) na forma
y(r) =2a".
Derivando temos y/(x) = ra" ! e y"(x) = r(r — 1)2"~2 e substituindo em (1)) temos
2" (r(r—1)+ar+p)=0,
e como isto deve ser verdade para todo valor de x > 0, devemos necessariamente ter
4+ (a—1r+p=0.
As raizes (possivelmente complexas) desta equagao sao

G- I=aP=33 . (1-a)-/I-aP=48

2 2

Temos trés casos a analisar: quando 71, o sao reais e distintas, quando r1, 75 sao reais

e iguais, e quando rq, 7 sao complexas conjugadas.

Caso 1: 1,19 sao reais e distintas.

T2

Neste caso, temos as solugoes y;(z) = 2™ e ya(r) = 2™. Calculando o Wronskiano

destas solugoes, temos

x™ "

1 1] = (rz — )™,

rix™ T rox’™”

W (y1, y2)(z) = det [

e segue que Wy, yq2)(z) # 0, para todo = > 0, e portanto estas solugoes sao linearmente

independentes.

ue xg = 0 é um i ;i ¢, nao é um ponto ordinario.
'Note que g =0 é onto singular; isto é, nao é onto ordinario
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Deste modo, a solugao geral para a equagao de Euler neste caso ¢ dada por

y(x) = 1™ + cox™, para x > 0.

Caso 2: 1,15 sao reais e iguais.

Neste caso, temos r; = 1, e somente uma solugao ¥, (3:) = z™. Para encontrar uma
outra solugao linearmente independente, podemos utilizar, por exemplo, o método da

reducao de ordem. Mas faremos de uma outra maneira.

Definindo F(r) = r(r — 1) + ar 4+ 3, como r; ¢ uma raiz com multiplicidade 2, temos
F(r) = (r —r1)?% isto &, ndo s6 F(r;) = 0, como F’(r;) = 0. A equagao (Z.II)) pode ser

escrita da seguinte maneira para y(z) = x”
2%y"(z) + axy'(x) + By(z) = 2" F(r).

Derivando ambos os lados da expressao acima com respeito a variavel r, trocando as

ordens das integragoes e lembrando que gy = 2" Inx, temos
T

2

d d
2 r r r _ r—1 r o/
o [z" Inz| 4+ ar— ["Inz| 4+ fz" Inx =ra" " F(r) 4+ 2" F'(r),

assim, para r = ry, o lado direito da expressao acima é zero, o que nos mostra que
yo(x) = 2™ Inx, x > 0, também é uma solu¢do para a equagao de Euler.

Agora, temos

J! ' lnx
Wy, ) = det =2
(Y1, y2)(z) P! xrl—l(rl Inx+1)

e portanto W (y1,yq2)(z) # 0 para x > 0, e portanto estas duas solugoes sao linearmente

independentes, e a solucao geral para a equacao de Euler é dada por

y(x) =2"(c; + coInz), para z > 0.

Caso 3: 1, sao complexas conjugadas.

Assuma, neste caso, que r; = A+ ip e ro = XA —iu, com pu # 0. Lembremo-nos que

T1

77— et Inz _ 6()\+zu) Inz _ eklnmezulnx

— eAlnm(

cos(plnzx) + isin(plnz))
= 2*(cos(puInz) + isin(plnx)), para z > 0.



94 Solugoes em séries para equagoes diferenciais ordinarias

Note que estamos buscando solugoes reais para a equacao de Euler, e para isso, lem-
bremos que qualquer combinacao linear de solugoes de uma equagao linear homogénea é

ainda uma solucao, portanto, as funcoes definidas por

1 1
y1(z) = 5:6” + 2:1:”2 = 2% cos(pInz), para x > 0,
e yo(z) = ix“ - ix” =2 sin(uInz), para z >0
2i 2 ’

sao solugoes reais da equacao de Euler. Ainda, temos

2 cos(p1n ) 2 sin(plnz)Inz

Wy, = det
(y1,92)(x) = de 2 Ncos(ulnz) — psin(plnz)) 22 (Asin(plnz) + pcos(plnz))

_ 22—1
- ,U.T )

e portanto W (yy, y2)(x) # 0 para z > 0, o que mostra que y; e yo sao solucoes linearmente

independentes da equacao de Euler, e a solugao geral neste caso ¢ dada por

y(x) = 2*(c1 cos(uInz) + cosin(plnx)), para z > 0.

Questao: como fazemos agora para resolver esta equagao para x < 0?7 Procederemos

da seguinte maneira: consideremos a mudanga de varidvel x = —¢, para ¢ > 0, e definamos
u(€) = y(=&) = y(x). Assim, temos

du dy dv  dy P*u dy

dE  dr de de 4@ T dn

assim, substituindo estes valores na equacao de Euler, obtemos

€d£2+ €—§+6U—O

isto ¢, u ¢ uma solucao da equagao de Euler para & > 0, e portanto temos

Clgrl + CQ§T2
u(§) =9 £ (e1 +e2In)
EMeycos(puIn€) + cosin(pIn€)),

dependendo das raizes de F'(r) serem reais e distintas, reais e iguais, ou complexas

conjugadas, respectivamente. Trocando £ por —x e lembrando que |x| = —x para x < 0,
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temos
crlx|™ + co|x|™

y(x) = 4 |2 (cr + 2 Infz])
|2} (e cos(puIn |z|) + cosin(pIn|z])),

Lembrando que |x| = x, para z > 0, podemos unir todos estes resultados, provando

assim o seguinte teorema:
Teorema 7.1.1 (Equagao de Euler). A solugao geral da equagao de Euler

2y + azy’ + Py =0,

em um intervalo qualquer que nao contém a origem € determinada pelas raizes vy e ro da
equacao
F(ry=r(r—1)4+ar+pg=0.

1. Se as raizes sao reais e distintas, entao
y(x) = cola]™ + cola]™.
2. Se as raizes sao reais e iguais, entao
y(x) = [z[" (e + cp In[z).
3. Se as raizes sao complexas conjugadas, entao
y(x) = |z[*(er cos(pn |z[) + ez sin(pln [2])),

onder; =A+ipu eryg =X—iu, com pu#0.
Exemplo 7.1.2. Encontre a solugao geral para a equacgao de Fuler em x > 0, dada por
(a) 22%y" + 3xy —y = 0.
(b) 2%y" + bxy + 4y = 0.
(c) 2%y +xy +y=0.
Solugao: Para o item (a), temos

1 1
F(’r’):27’(r—1)—|—3r—1:27’2+7’—1:2(r2+§7’——)

2
2(1“—%) (r 4 1),
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e portanto as raizes 11 = + e ry = —1 sdo reais e distintas, e a solucdo geral é dada por

2

y(x) = 172 + ezt para x> 0.
Para o item (b), note que
Firy=r(r—=1)4+5r+4=r*+4r+4=(r +2)
e assim temos duas raizes reais e iguais r1 = r9 = —2, logo a soluc¢ao geral é dada por
y(z) = 27 2(c; + caInz).
Para o item (c), vemos que
Firy=r(r=D4+r+1=r"+1=(r +i)(r —1),

e assim temos duas raizes complexas conjugadas r1 =i e ro = —1i, logo a solug¢ao geral é
dada por

y(x) = ¢y cos(lnzx) + cosin(Inz).

7.2 Solucoes em séries num ponto singular regular - o

método de Frobenius

Nesta se¢ao vamos nos preocupar em resolver a equagao

y" + p@)y’ + q(z)y =0, (7.2.1)

mas numa situagdo um pouco mais geral do que fizemos acima. Queremos resolver esta
equagao numa vizinhanca da origem xy = 0, mas vamos supor que pelo menos uma das
fungoes p(x) ou ¢(x) ndo seja analitica numa vizinhanca da origem zy = 0; isto é, ndo é

possivel expandir p ou ¢ numa série de poténcias em torno da origem.
Deste modo, nao é razoavel esperar que possamos resolver a equagao acima usando uma
o

expressao em série de poténcias y(z) = E a,x", como fizemos no inicio deste capitulo.

n=0
Vamos porém, assumir que o = 0 é um ponto singular regular; isto é, que as fungoes

dadas por s(z) = zp(z) e t(r) = x%q(z) sao fungoes analiticas e tem expansoes em séries
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de poténcias dadas por

s(x) = i spx” e t(z) = itna:”,
n=0 n=0

numa vizinhanca de xy = 0.
Para que estas funcoes s e t aparecam na equacao inicial, vamos multiplicé-la por x2,
obtendo
2%y + ws(x)y + t(z)y = 0.

Note que se s, =t, =0, para n > 1, a equacao acima se reduz a
22y" 4+ xsoy’ + toy = 0, (7.2.2)

que é uma equacao de Euler, e foi discutida na secao anterior. Novamente, vamos nos
restringir a encontrar solugoes para x > 0 numa vizinhanca de xqg = 0. Como a equa-
¢ao (L2J) é basicamente uma equagao de Euler da forma (T.2.2)), cuja solucao é z”,

buscaremos uma solucao em série na forma
o0
T n
ylx) ==z E apz”,
n=0

com ag # 0, que é chamada série de Frobenius.

Nosso plano para encontrar tal solugao é o seguinte:

1. encontrar os valores de r para os quais a equacao (Z.2.I)) tem uma solu¢ao dada por

uma série de Frobenius;

2. encontrar e resolver a relacao de recorréncia para os coeficientes a,, e

o
3. encontrar o raio de convergéncia da série g anx".

n=0

A teoria geral foi feita e provada pelo matematico alemao Ferdinand Georg Frobenius
(1849-1917), e é bastante complicada. Ao invés de apresentarmos esta teoria geral, iremos

aplica-la em alguns exemplos, para que possamos ilustra-la um pouco.

Exemplo 7.2.1. Encontre uma solu¢ao para a equacgao diferencial
22%y" — xy' + (1 +2)y = 0. (7.2.3)

Solugao: Claramente, xo = 0 é um ponto reqular singular. De fato, temos p(x) = —ﬁ €
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q(z) = $#, e portanto

14z
==

s(z) =ap(xr) = —5 e t(x) =1%q(z)

que jd estao escritas em suas séries de poténcia, jd que So = —%, to =11 = % e todos os

outros s, e t, sio zero. A equacao de Euler correspondente a equagio (23] é

22%y" — wy' +y = 0.

o
Vamos entao assumir que temos uma solugao y(x) = x” E anx" para ((23), com
n=0

ag # 0. Temos
y/(x) = Z(n + r)anl,n—i—r—l e y//(x) — Z(n + r)(n +r— 1)anx"+”_2,
n=0 n=0

e substituindo estes valores na equacio (T23)), temos

22%y" —wy' + (1 +2)y = ZQ(n +r)(n+r—1)a,z"""

n=0
o o o
— E (n+r)a,z"™" + E A"t + E a, "t
n=0 n=0 n=0

[e.9]

O dltimo termo do lado direito na expressao acima, pode ser escrito como g Q12"

n=1

e podemos combinar os termos para obter
20%y" —xy + (1 + 2)y = ap[2r(r — 1) —r + 1]2"

+ Z{[Q(’f’ +n)(r+n—1)—(r+n)+1a, + a,_1}2"" = 0.

n=1

Se a equacao acima deve ser satisfeira para todo x, entao todos os coeficientes dessa
série dever ser zero. Do coeficiente de x”, uma vez que ag # 0, obtemos 2r(r—1)—r+1=10;
15to €,

2r(r—1)—r+1=2r-3r+1=(r—1)(2r —1) = 0.

Esta equagao € chamada de equagao indicial para a equacao ([23)). Note que esta é
exatamente a mesma equacao polinomial que obteriamos para a equagao de Euler associada
a equacao (L23). As raizes da equagao indicial siory =1 e rg = % Estes valores sao
chamados os expoentes na singularidade para o ponto singular reqular xq = 0.
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Agora, os coeficientes de ™" nos dao
2(r+n)(r+n—1) = (r+n)+1an + an =0,

ou equivalentemente

an:_2<T+n)(7’+”_n_11)—(7’+n)+1 :_[(r—l—n)—l]n[;zfr—i-n)—l]’ paran = 1.

Para cada uma das duas raizes r1 e ro da equacao indicial, usamos a relacao de
recorréncia acima para encontrar valores para os coeficientes a,,. Para ry =1, temos
Ap—1

::_“ngqjijﬁ’ para7l251,

Qp

e podemos mostrar que

(="
3-5-7 - (2n+ Dnl

ap = ag, paran > 1.

Assim, tomando ag = 1, obtemos uma solu¢ao para ([23)) dada por

S (="
r)=x |1+ x"|, para x > 0.
0 (@) ;3-5~7-~-(2n+1)n! b
Podemos determinar o raio de convergéncia para esta série usando o teste da razao, e

encontramos que esta série converge para todo x.

Para a sequnda raiz ro = %, procedemos da mesma maneira, e encontramos

Ap—1 Ap—1
p = ———F——- = —————, paran = 1.

“on(n—1) nn-1)

Portanto, encontramos

(="

T35 2n— )l

ag, paran =1,

e novamente, tomando ag = 1, obtemos uma sequnda solucao para esta equagao, dada por

oo e
= 2 1 n > O
yo(x) = x +n213.5.”<2n_1)x , para x > 0,

e esta série também converge para todo x.

S ~ 1 :
Como os termos principais de y; e ys sao x e x2, respectivamente, seque que estas
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solugoes sao linearmente independentes. Portanto, a solu¢ao geral da equagao (23] €

dada por
y(x) = cryi(z) + coye(z), para x > 0.

7.3 Equacao de Legendre

Esta secao é um exercicio para o leitor encontrar as solugoes para a equacao de Le-
gendre, dada por
(1—2?)y" =22y + a(a+ 1)y =0, (7.3.1)

e também algumas de suas propriedades.
1. Note que o ponto xy = 0 é um ponto ordinario para (Z.3.1]).

2. Note que é necesséario somente considerar o caso o > —1, pois se a < —1, entao a

substituicao vy = o — 1 > 0 nos da a equagao de Legendre
(1—2%)y" — 2z +y(y+ 1)y = 0.

3. Procure uma solugao para a equacao de Legrende na forma de série de poténcias

(o.0]
= g anpx",
n=0

e como a distancia de zyo = 0 até as singularidades 1, —1 da fungao = 1 = ¢ 1, podemos

esperar que esta série de poténcias tenha raio de convergéncia pelo menos 1.

4. Mostre que as solugoes linearmente independentes para a equacao de Legendre para

|z| <1 sao

—1+Z kaa—2)(04—4)~-~(a—2k+2)(a+1)(a+3)~-~(a+2k—1)x2k

(2k)!

—”Z pla—D@=3)-(a-2k+ (et 2)(at+4) - (a+2k) yy

2k + 1))

5. Mostre que se @« = 0 ou se a é um inteiro positivo par (o = 2n), entdo a solugao

y1(x) se reduz a um polinémio de grau 2n contendo somente poténcias pares de x.

9
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6. Mostre que se a é um inteiro positivo impar, entao yz(x) se reduz a um polindémio

de grau 2n + 1 contendo somente poténcias impares de x.

7. Defina o polindmio de Legendre P, (z) para um inteiro n como a solu¢ao polino-

mial da equacdo de Legendre com o = n, que satisfaz P,(1) = 1.

8. Mostre que a equagao de Legendre pode ser escrita na forma
[(1—2?)y) = —ala+1)y.

Assim, segue que [(1 —2?)P/(2)) = —n(n+1)P,(z) e [(1 —2*) P, (2)] = —m(m +
1)P,,(z). Multiplicando a primeira equagao por P, (z), a segunda por P,(x) e

fazendo uma integragao por partes, mostre que

/1 P, (z)Py(x)dx = 0, se n # m.

1

_2

Nota: € possivel mostrar também que se n = m entao a integral acima vale 5=

9. Dado um polindémio qualquer p(z) de grau n, sempre é possivel escrever p como uma
combinagao linear de Py(x),- -, P,(z); isto ¢, sempre existem constantes ag, - - - , ax

tais que

p(z) = Z ap Py ().

Usando este fato e o item (8), prove que

2k+1 (!
U = — / p(z) Py(x)dx.
—1

7.4 Equacao de Bessel

Vamos nesta se¢ao em procurar uma solucao para a equacao de Bessel de ordem zero,
dada por

o2y" + zy' + 22y = 0. (7.4.1)

Vemos que zy = 0 ¢ um ponto singular regular desta equagao, e vamos considerar por

simplicidade o caso x > 0. Queremos encontrar uma série de Frobenius

0. 0] (o]
y(z) =2a" E a, " = apx” + E A"
n=1

n=0
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onde ag # 0 e tal que esta série convirja para |z| < p, com p > 0. Temos

y(z) = Z("’ +n)a T e y(x) = Z(r +n)(r+n—1)a,z "2
n=0 n—0

Substituindo estas expressoes em (7.4.1]), temos

22y + xy + 2Py = Z an[(r+n)(r+n—1)+ (r+n)a"™" + Z apx" T
n=0 n=0

=ap[r(r —1) +r]z" +ay[(r + )r + (r + D)]a" ™ + Zan[(r +n)(r+mn—1)+ (r+n)a"t"

n=0
0o
+ E an_2$n+r
n=2

= ap[r(r — 1) +r]a” + ar[(r + r + (r+ 1))

+ 3 {anllr +n)(r +n— 1) + (0 + 0)] + aua}a™ = 0.

n=0
A equagao indicial para esta equagao é F'(r) = r(r—1)+r (o coeficiente do termo ay),
que tem r; = 0 como raiz de multiplicidade dois. Neste caso, podemos somente encontrar

uma solugao para esta equacgao.

Observacao 7.4.1. E possivel, com um estudo mais aprofundado, encontrar wma sequnda

solucao para esta equagao. Por simplicidade, nos focaremos somente em encontrar uma.

Assim, esperamos encontrar uma solucao da forma y(z) = > ", a,2". Com r = 0 na

expressao acima, obtemos que a; = 0 e também a seguinte relagao de recorréncia:

Ap—2
apn = 7 para n = 2.

Vemos da relacao de recorréncia que os coeficientes de indices pares e impares sao

encontrados separadamente.

Caso 1: indices impares.

Neste caso, como a; = 0, a relagao de recorréncia nos da que as,+; = 0, para todo
n > 0.

Caso 2: indices pares.



7.4 Equacao de Bessel 103

Neste caso, temos

(o5 a9 Qg Qo

=5 M TR T g 6T .o

e, em geral, esperamos que
(-1)*

A9 — W&Q. (742)

Provemos (7.4.2)) utilizando o principio da indugao finita. Claramente, como consta-
tamos acima, (C.4.2) ¢é valida para k = 0,1,2 e 3. Suponhamos que ([.4.2) ¢ valida para
um k arbitrario e provemos ser verdade para k + 1.

Temos

) . B _L _ (_1)k L (_1)k+1
2(k+1) — W2k4+2 — 22(]{: + 1)2 22(k + 1)2 . 22]4)(]{:])2 0 22(k+1) [(k + 1)]]2

agp,

e portanto (Z4.2)) é valida para todo k > 0.

Portanto, uma solucao para a equacao de Bessel tem a forma

— (D",

1 x "
"2

A funcao entre os colchetes é chamada de fungao de Bessel do primeiro tipo de

yi(x) = ag

ordem zero, e ¢ denotada por Jy(x). Com o teste da razao, podemos concluir que esta

série converge para todo x real.



104 Solugoes em séries para equagoes diferenciais ordinarias




Capitulo

8

Equacoes diferenciais parciais

Neste capitulo vamos dar brevemente a definicao de uma equacao diferencial parcial e
resolver algumas equagoes em casos particulares. Comecemos nosso estudo com a seguinte
definicao:

Definicao 8.0.2. Uma equagao diferencial parcial, ou simplesmente, uma EDP, ¢é
uma relagao que envolve uma funcao u de n-varidveis independentes xi,--- ,x, € suas

deriwadas parciais com relacao a cada uma dessas varidveis, até uma certa ordem k.

Exemplo 8.0.3. Para uma func¢ao u(t,z) ou u(x,y), temos as sequintes EDP’s:

1. ug, = 0.
2. Uy = gy, onde ¢ € uma constante. Esta é chamada a equagao da onda.
3. u; = kug,, onde k > 0 € uma constante. Esta é chamada a equagao do calor.

4. Ugyy + Uyy = 0. Esta é chamada a equagao de Laplace.

A teoria de resolucao de EDP’s é consideravelmente mais complicada do que a teoria de
EDOQO’s, e a resolucao de uma EDP depende nao somente da equagao em si, mas depende
também do ‘formato’ da regido aonde estamos considerando estas equagoes (isto ficara
mais claro ao longo do capitulo).

Nos dedicaremos agora a resolucao da equacao da onda e da equacao de Laplace
em alguns casos especiais. Comecemos com a resolucao da equagao de Laplace em um
retangulo.

8.1 Equacao de Laplace

A equagao de Laplace para uma funcao u(xy,--- ,x,) é dada por

AU = Uy zy + Ug,z, = 0.
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Uma funcao que satisfaz a equacao de Laplace é chamada de funcao harmoénica. Em
dimensao um, temos simplesmente u,, = 0, cujas solu¢des sao da forma u(z) = A + Bz,
onde A e B sao constantes; mas isto é tao simples que este caso nao nos dé absolutamente
nenhuma dica do que acontece em dimensoes maiores.

Para vermos o que pode acontecer, vamos estudar a equagao de Laplace em dimensao

2. Mais precisamente vamos estudar o problema de Dirichlet

Upy + Uy = 0 em €,
{ yy (8.1.1)

u = f em 02

onde © é um dominio limitado em R? e f é uma funciao dada.

E possivel mostrar, sem muitas dificuldades, que nestas condicoes a equacio de La-
place possui no méximo uma solucao. Mas as dificuldades aparecem quando queremos
responder as seguintes perguntas: serd que ela possui uma solucao? E se de fato tal
solugao existe, é possivel encontrar uma expressao explicita para ela?

Neste ponto veremos o quanto o dominio €2 é importante para respondermos tais

perguntas. Comegaremos com o caso mais simples, aonde €2 é um retangulo.

8.1.1 Dominios retangulares

Vamos aqui utilizar o método da separacao de varidveis, para encontrar a solucao do
problema de Dirichlet (811]) no caso onde 2 ¢é o retangulo

Q={(r,y) eR*:0<x<a, 0<y<b},

e a funcao f dada por

fi(z), para (x,y) em [0,a] x {0};

|} faly), para (z,y) em {a} x [0,0];
fley) = f3(z), para (x,y) em [0, a] x {b};
fa(y), para (z,y) em {0} x [0,],

onde fi, fa, f3 e f4 s@o fungoes dadas, satisfazendo f1(0) = f4(0), fi(a) = f2(0), f2(b) =
fola), 15(0) = fi(0).

Como a soma de solugoes da equagao de Laplace ainda é uma solugao, podemos
facilmente ver que basta resolver o caso f; = fo = f4 = 0. Os casos f1 = f3 = f4 =0,
fo=fs=fi1=0e f1 = fo = f3 = 0 sao resolvidos analogamente, e o caso geral é obtido
pela soma destes quatro casos.

Como mencionamos anteriormente, utilizaremos aqui o método da separagao de
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variaveis, que consiste em buscar solucao que dependam separadamente das variaveis x

e y; isto é, buscamos uma solucao da equagao de Laplace que tenha a forma

u(z,y) = X (2)Y (y),

onde X,Y sao fungoes independentes.

Utilizando esta expressao para u, a equagao de Laplace se torna
X"(@)Y (y) + X (2)Y"(y) =0,

e como estamos procurando solugoes nao-nulas para o nosso problema, podemos dividir

esta expressao por X (z)Y (y) para obter

X'(z)  Y'(y)
X(z)  Y(y)

=0,

ou equivalentemente
X"(x) _Y"(y)
X(x)  Y(y)

Mas note que na expressao acima, o lado esquerdo é uma funcao que s6 depende de
x, enquanto o lado direito é uma funcao que depende somente de Y. Isto s6 é possivel
quando estas duas fungoes tem valor constante, que denotamos por A. Dito de outra

maneira, existe um nimero real \ tal que

_X"@) _Y'(y)

X))~ V()

Assim, primeiramente vamos resolver o problema homogéneo

{ X"(x)+ XX () =0 (8.1.2)

Observagao 8.1.1. As condigoes iniciais para X sao obtidas lembrando que 0 = u(0,y) =
X(0)Y(y) e0=u(a,y) = X(a)Y (y), para todo y € [0,b], e como buscamos solugoes nao-

nulas para a equagao, devemos ter X(0) = X(a) = 0.

O polindmio caracteristico de (BIL2) ¢ dado por F(r) = r*> + A, cujas raizes sao

r = 4iv/X e assim a solucao geral para a equacio em (8IL2) ¢ dada por

X(z) = 16V + coe VAT
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onde ¢y, ¢y sao constantes arbitrarias. Aplicando as condigbes iniciais, temos

61+CQIO (813)
Clei\/xa+0267i a — 0, o

e assim, obtemos que cl(e“ﬂ“ — e_“&“) = 0. Como estamos buscando solu¢oes nao-nulas,

devemos ter ¢; # 0 (pois se ¢; = 0 entdo ¢y = 0 e assim X (z) = 0), o que nos da que

ezx/Xa — et Aa 0,

. : . . . . 2.2
e assim temos e2iVAe = 1, portanto 2ivAa = 2nmi, para n € Z; isto ¢, A = "Z-, para

77/27'('2
a2

n € N. Assim, a equagao (B8.I.2]) so tera solugao nao nula se A = , para n € N, e neste

) . B ~
caso, as raizes do polinomio caracteristico sao r = i™*. A solucao geral de (8I1.2) para

V= "% com n > 1, que denotamos por X, () é da forma

X,(z) = c18in (n—ﬁx> :
a

Para n = 0, temos A = 0 e a solugao geral de (8I2) ¢ a da forma
X(z) =c1 + con.

Com as condigbes iniciais X (0) = X(a) = 0, obtemos que X(z) = 0, que nao nos
interessa. Assim, vamos analisar somente as solugoes para n > 1.

Agora, para estes valores de A\, vamos encontrar as solugoes de

{ Y (y) =AY (y) =0 514

Y (0) = 0.

Observacao 8.1.2. Aqui, novamente, a condi¢cao inicial € obtida da expressio 0 =
u(z,0) = X (2)Y(0), e como X(x) nao é nula, devemos ter Y (0) = 0.

O polinémio caracteristico deste problema é F' (r) = r* =\, que tem rafzes r = +V/\ =

+". Logo, a solucao geral para (8I1.4) ¢ dada por
Y(y) = die’e ¥ + dye™ @Y

Aplicando a condicao inicial, obtemos

d1+d2:0,
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e assim a solugao geral Y,, de (RI4) para A = =%
Yaly) = dysinh ("2 y)
a

Logo, para cada \ = "Z’;Q com n > 1, temos uma soluc¢ao u,(z,y) para a equagao de

Laplace, com ¢; = d; = 1, dada por
up(z,y) = sin (Ex> sinh (Ey> :
a a

Usando o principio da superposi¢ao, como combinagoes lineares de solucoes de equa-

¢oes diferenciais lineares ainda sao solugoes, uma solucao para a equacao de Laplace é

= nmw nmw
antn(x,y) Z a, sin (7x> sinh (7y> .

n=1 n=1

Mg

Para completar o problema, devemos encontrar uma solucao que satisfaca a condicao

u(z,b) = f3(z), para todo = € [0, a]. Aplicando esta condigao devemos ter

= E ay, Sin (n_wx) sinh (n—wb> , para todo z € [0, al.
a a
n=1

Vamos agora determinar os coeficientes a,, para que a expressao acima seja valida.

Lema 8.1.3. Paran,m > 1 temos
@ s . o/mm
/ sin (—x) sin (—x) dr =
0 a a

Agora, usando o lema acima, multiplicando a expressao a expressao por sin (%x) e

a
5 sen =m.

integrando de 0 até a, obtemos

/ f3(x) sin (Mx) dx = ay, - ¢ sinh (Mb) ,
0 a 2 a
logo temos

m — d
a asmh / fs(z sm ) T,

para todo m > 1.
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Portanto a solugao de (8IT]) no retangulo 2 é

u(z,y) = %i [m /0“ f3(x) sin (%x) dx] sin (%Tx> sinh (%y) )

n=1

para (z,y) € Q.

Exercicio 8.1.4. Encontre a solu¢ao deste problema quando f3(x) = sin (%’3) , de maneira

que tal solugao nao esteja mais expressa em forma de séries.

8.1.2 Discos

Nesta se¢ao, veremos como encontrar uma solugao para o problema (8.I.T]) quando
¢ um disco centrado na origem; isto ¢, Q = {(z,y) € R?: 22+ y* < p*} para algum p > 0,

isto é, vamos estudar o problema

Uge + Uyy = 0, em €
{ o (8.1.5)

u = h(0), em OS.

Vamos aqui utlilizar o método da separacao de variaveis novamente. Mas, como esta-
mos trabalhando num disco, é mais conveniente trabalharmos com coordenadas polares.
Sendo assim, precisamos verificar como o operador Laplaceno se comporta em coordenadas
polares.

Lembremos que em coordenadas polares, descrevemos os pontos do disco €2 por z =
rcosf ey = rsinf, onde 0 < r < pe0 < 6 < 27, Assim, se escrevemos u(x,y) =
u(z(r,0),y(r,0)), temos

Oru = Oyucosf + Oyusind e Jyu = —Ou - rsinb + du - r cos 0.

Simbolicamente, denotamos isto na forma matricial, para obter a seguinte relacao

entre os operadores diferenciais

O-| | cost sin 0 Oy
Op " |—rsin rcosf Oy

Invertendo esta transformacao, obtemos

Oy B cos —@ 0,
0y ~ |siné @ Op
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Agora, usando estas expressoes, temos

Ors = cos? 00, — 250000 g 5 SOy 2einbcosly s h,
r r r
) 0 0 2 0 0 2] 2 4
: -
Oyy = sin” 00, + QM@&; + COSQ Opg — LQCOS b + = Or.
r r r

Assim, somando as duas, obtemos a expressao para o operador Laplaceano em coor-

denadas polares, dada por
Uz + Uyy = Upr + —u, + _2u9€7
r r
para 0 <r < p.

Observacao 8.1.5. Por enquanto, assumiremos que r > 0, para podermos utilizar a
expressao para o Laplaceano em coordenadas polares. Em alguns passos mais adiante,

removeremos esta condi¢ao, para encontrar solucoes em todo o disco.

Vamos agora buscar solugoes para (8.1.5]) da forma u(r,0) = R(r)©(#). Temos
1 1
R"(r)©(8) + ;TR/(T)G)(e) + r_2R<T)@H<9) =0.

Como estamos buscando solugoes nao-nulas para o problema, podemos dividir esta

expressao por u, e multiplica-la por 72, para obter

o R'(r)  R(r)  ©"(6)

"R "R Tew

ou equivalentemente
LRG) Ry e'(0)
R(r) — R(r) o)

Como para o caso de retangulos, a expressao acima sé € possivel se existe uma constante

A tal que

o R'(r)  R(r) _ ©"(0) _

"Rty TR T 60

Utilizando a equagao para O, lembrando que © deve ser uma fungao 2w —periddica,

temos

{@”(9) +20(0) =0 5.16)

O(0 + 27) = ©(0), para § € R.

O polinomio caracteristico desta equacio ¢ Fy(s) = s>+ A, cujas raizes sdo s = £iv/\,
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e assim a solucao geral é dada por
O(0) = ¢1sin(VA0) + ¢5 cos(VA0).

Exercicio 8.1.6. Mostre que utilizando as condi¢oes de contorno para ©, obtemos A\ = n?.

Com este exercicio, obtemos entao a solugao
©,,(0) = ¢y sin(nh) + co cos(nh),

para cada n > 0. Note que para A = 0, a solugao é Oy(0) = c,.
Observagao 8.1.7. Note que as constantes variam com n; isto €, ¢c; = c¢1(n) € ¢y = ca(n).

Agora, para cada A = n%, n > 0, vamos encontrar a solucao da equacao
r*R"(r) +rR'(r) —n*R(r) = 0,
que é uma equacio de Euler, que tem polindémio caracteristico F,(s) = s(s — 1) + s — n?;
de onde obtemos que s = +n.
Assim, para n > 1, temos a solugao
R,(r) = dyr"™ + cor™",
e a solugao para n = (0 é dada por

Ro(T‘) = d1 + dg Inr.

Como as solugoes 7™ e Inr tendem a infinito quando r — 07, descartamos todos estes

termos, e assim obtemos as solugoes
R,(r)=dir", paran>0e0<r < p.

Assim, como no caso anterior, multiplicando as solugoes R, e O, e somando para

n > 0, obtemos

u(r,0) = % + Z " (a, cos(nd) + by, sin(nh)).

n=1

Usando a condicao de fronteira, obtemos entao

h(8) = u(p,0) = % + Z p" (a, cos(nf) + b, sin(nd)).
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Vamos agora determinar os coeficientes a,, b, para que a expressao acima seja valida

e para isso, utilizaremos o seguinte resultado:

Lema 8.1.8. Temos as sequintes relacoes para n,m > 1:
(i) fOZW cos(ng)de = 0;
(ii) [" sin(ng)de = 0;

(iii) fo% sin(ng) cos(ng)dp = 0;

(iv) fo% sin(ne) sin(me)de = 0; para n # m;
(v) fo% cos(ng) cos(me)dp = 0; para n # m;

(vi) fOZW cos?(ng)dp = fo% sin?(ng)dg = 7.

Agora, usando este lema, fica a cargo do leitor demonstrar (utilizando as mesmas

ideias do caso de dominios retangulares) que

1 2
a, = — h(¢) cos(ng)de, para n > 0,
™" Jo
e também que
1 2T
b, = — h(¢) sin(ng)de.
" Jo

Portanto a solugao para o problema tem a forma

u(r,0) = % /o ' h(¢)do + % Z (%)n/o ' h(¢)[cos(ne) cos(nh) + sin(neg) sin(nd)|de.

Assim, podemos escrever

u(r, §) = % /Ozﬂ h(¢) {1 + 2§: (%)ncos(n(ﬁ - gb))} do.
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Lembrando que 2 cos(n(f — ¢)) = =9 4 7079 temos

o0

1+22( ) cos(n(f — ¢)) _1+Z() zn(0¢+z() —in(9—¢)
_1+Z( ei(0- ¢>) ++;<£e—z‘(e—¢>) _

7'-6 (0 ¢) Te_i(0_¢)

R P R ——_Ca
B 02— 2
~ p2 —2prcos(f — @) + 12

Portanto, a solugao para o problema de Dirichlet no disco (8.I1.5]) é dada pela expressao

abaixo, conhecida como a féormula de Poisson:

I h(¢)
u(r,9) = 27 /0 p? — 2prcos(0 — ¢) + r? 4.

Exercicio 8.1.9. Encontre uma expressao como a formula acima, para o caso onde ) é
o exterior de um disco; isto €, p < r < co. (Dica: neste caso, faca como fizemos nesta segao,

mas as solugdes a serem descartadas sao r™ e Inr)

8.2 Equacao da onda

Nesta secao, o leitor esté convidado a lidar com a equagao da onda para uma funcgao
u(z,t), dada por

2
Ut = C Ugy-

Mais especificamente, lidar com o problema de Dirichlet

(8.2.1)

Uy = CPUyy, para 0 < z <1
u(0,t) = u(l,t) =0,

com condigoes iniciais

u(z,0) = ¢(x) e uy(x,0) = Y(z).

Usando, novamente, utilizar o método da separacao de variaveis, buscaremos uma

solucdo de (B.2.1) da forma
u(x,t) = X(x)T(t).
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Utilizando esta expressao para u, temos
T' ()X (z) = X" (2)T(t),

e dividindo esta expressao por —c?X (z)T'(t) obtemos

T//(t) _ _X//(ZE)
—c2T'(t) X(x)

Como o lado esquerdo da igualdade acima é uma fungao que depende somente da
variavel t e o lado direito depende somente de z, estas expressoes definem um valor

constante \. Portanto
T// (t) B X// (ZE)

Ty T X@)

Logo, estas expressoes nos dao as seguintes equacgoes
X"(z) + AX(x) =0e T"(t) + AN\ (t) = 0,
cujas solugao gerais sao

X () = ¢; cos(VAz) + ¢y sin(VAz),

T(t) = dy cos(v/Aet) + dy sin(v/Act).
Para a funcdo X (z), devemos ter as condigdes de contorno X (0) = X (I) = 0.

Exercicio 8.2.1. Mostre que usando estas condicoes para a fun¢ao X, encontramos A =

nm

(7)2 para cada n > 1.

Agora, como fizemos nas se¢bes anteriores, usando estes valores para A, podemos
encontrar as solugdes correspondentes para a fungao 7(t), multiplica-las e somar para

n > 1, e obtemos o seguinte exercicio:

Exercicio 8.2.2. Mostre que a solugao desta equacao é

Z {an cos (mrct) + b, sin (m;ct)] sin (#) ,

e usando as condigoes u(x,0) = ¢(z) e u(x,0) = p(x), note que

o0
nmx
g an, sin

n=1
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Y(x) = i ?bn sin (#) :
n=1

Para encontrarmos os coeficientes {a, },>1 € {b, }n>1 explicitamente, aplicamos o raci-

ocinio utilizado nas secoes anteriores:

Exercicio 8.2.3. Encontre, como nas secoes anteriores, a expressao para os coeficientes

{an }nen em termos da fungao ¢, e dos coeficientes {b, }nen em termos dos coeficientes de

.

Exercicio 8.2.4. Encontre a solug¢io para este problema quando | = 7w, ¢(x) = sin(3x)
e (x) = sin(6x), de tal maneira que esta solugao nao esteja mais expressa em forma de

uma Serie.

8.3 Identidades de Green e funcoes de Green

A funcao de Gr’ee funciona como uma ‘solucao universal’ para fun¢oes harmonicas
em um dominio, no sentido de que qualquer funcao harmoénica pode ser expressa em
termos da funcao de Green. Combinada com métodos de reflexdao, a funcao de Green nos
leva de uma maneira bem direta a solucao para problemas de valores de contorno em

alguns dominios com geometria especiais.

8.3.1 Notacoes

A principal ferramenta desta secdo é o Teorema da Divergéncia, e assim, a notagao
vetorial seré usada extensivamente. Para isso, fixaremos os conceitos (em trés dimensoes)

que vamos utilizar.

Definigao 8.3.1. Se u = u(x,y, z) € uma funcdao escalar e ¥ = (Fy, Fy, F3) € uma fungdo

vetorial; isto €, cada F; € uma funcao escalar, temos

Vu = (ug, uy, u,),

oF, N OF, N OF3
Ox dy 0z’

Au = divVu =V - Vu = ugy + uyy + Uz,

divF =V .F =

(Vul® = u? 4+ u +ul.

1George Green estava interessado nos novos fenémenos de eletricidade e magnetismo no comeco do
século XIX.
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Se Q € uma regico em R3, denotamos a integral de superficie de uma funcdo escalar

J[ was

Como mencionamos acima, nossa principal ferramenta sera o Teorema da Divergéncia,

u sobre a fronteira OS2 por

que enunciamos abaixo:

Teorema 8.3.2 (Teorema da Divergéncia). Se F é uma fung¢dao vetorial em uma regido

limitada em Q de R3 e n € o vetor normal unitdrio que aponta para fora de ), entao

///divFdx:///diVFdxdydz:// F - ndS.
Q Q o9

8.3.2 Primeira identidade de Green

Comecamos aqui com a regra de derivagao do produto
(Vg )r = Uty + Vg,
e 0 mesmo para as derivadas em y e em z. Somando estas equagoes temos

V- (vVu) = Vv - Vu + vAu.

Integrando em 2 e usando o Teorema [8.3.2] no lado esquerdo, obtemos

//m”_ds [ v v [ onui (8.3.1)

u . . . . . . -
onde 32 = n - Vu ¢ a derivada direcional de u na diregio de n. Esta equacao (8.3.1)
é conhecida como a primeira identidade de Green, e ¢ valida para qualquer regiao

solida limitada €2 e par de fungoes u, v. Por exemplo, podemos tomar v = 1 para obter

//aﬂ 8_nds ///Q Audx. (8.3.2)

Uma aplicacao imediata da primeira identidade de Green ¢ a condi¢cao de compatibilidade

para o problema de Neumann, dado por

Au = f, em €,

(8.3.3)
@ = h, em 0f2.
on
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Usando a equacao ([83.2), devemos ter que

oo

Assim, f e h nao podem ser escolhidas arbitrariamente para que tenhamos esperanca
de que o problema de Neumann (8.3.3]) tenha solu¢do. Devemos necessariamente ter que
f e h satisfacam a condi¢ao de compatibilidade dada acima. Neste sentido, o problema
de Neumann nao é completamente bem posto. Mas, com um pouco de trabalho é possivel
mostrar que sempre que esta condicao de compatibilidade é satisfeita o problema tem
uma solugao, entao a situagao nao é assim tao ruim.

Quanto & unicidade, é facil ver que se temos uma solu¢ao u para o problema de
Neumann, se adicionarmos uma constante qualquer a esta fungao, obteremos outra solucao

para o problema, logo nunca teremos unicidade.

8.3.3 Segunda identidade de Green

O termo do meio da equagao (83.J]) nao se altera quando trocamos w por v, assim,

escrevendo esta equagao com u e v, com v e u e subtraindo as duas, obtemos

/// (vAu — uAv) dx—//aQ <vg—z—ua_n) ds, (8.3.4)

que é a segunda identidade de Green, e como a primeira identidade, é valida para
quaisquer pares de funcgoes u, v.

Isto nos leva a uma definicao natural.

Definicao 8.3.3. Dizemos que uma condicao de contorno é dita simétrica para o opera-
dor A se o lado direito de (83.4]) é zero para qualquer par de fungdes u,v que satisfazem

a dada condi¢do de fronteira.
As condigoes de contorno classicas do problema Au = f em 2 sao:
1. condigao de Dirichlet: u© = 0 em 0¢;
2. condicao de Neumann: g—ﬁ =0 em 092,
3. condigcao de Robin: g—ﬁ + au = 0 em 0f2, onde « é uma constante.

Exercicio 8.3.4. Mostre que cada uma das trés condi¢oes de contorno cldssicas dada

acima € simétrica para A.
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8.3.4 Férmula de representacao

Esta formula representa qualquer funcao harmoénica em um dominio D como uma

integral sobre a sua fronteira. Temos o seguinte resultado:

Teorema 8.3.5. Se Au =0 em uma regiio limitada Q em R3, entdo para cada xy € D,

// 1 N 1 ou JS
X - .
o) = I 90 an [x —%o|| ' [lx — o] On

Para demonstrar este resultado, precisaremos do seguinte lema:

temos

Lema 8.3.6. Seja Q uma regico limitada em R? e xg € Q. Entdo a funcio dada por

1 1

o) = =l

, para X 7 Xo,

€ tal que Av =0 em Q\ {x0}.

Demonstracao: A demonstracao deste resultado fica a cargo do leitor.
Demonstragao do Teorema Para aplicar a segunda identidade de Green ao par
de funcoes u e v, com v dada no lema acima, precisamos primeiramente remover uma
pequena esfera de raio € > 0, que chamaremos de B, centrada em xg, da regiao {2, uma
vez que a funcao v nao esta definida em xq.

Por simplicidade de notagao, assumiremos que xy. Assim, B, é uma esfera pequena
centrada na origem, que estd inteiramente contida na regiao €2, e consideraremos uma
nova regiao €., obtida da regiao {2 retirando a esfera B; isto ¢, Q. = Q \ B..

Na regiao €1, a fungao v estd bem definida e Av = 0, assim, aplicando a segunda

identidade de Green para o par u, v, obtemos

ov ou

Mas a fronteira 0€). da regiao €). é constituida por duas partes: a fronteira da regiao

original € e também pela fronteira 0B, da esfera B.. Assim, obtemos

v v du
Mmoo [, (i) o=

Agora, na fronteira 0B, temos -2 = —-2 onde r é a direcio radial. Como v(x) = =

? ? on or? 4mr?

onde 7 = ||x||, temos & = —2 = — L. Lembrando que 7 = € em 9B, e que a area de
’ On or 4mr

0B, é 4me? temos

ov 1
//39 (ua—n B va—n) 15 = _R //(93 8_nds * 4mre? //836 ud$
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g“ e u sao continuas em {2, e em particular, em 0B,, segue que

Are //aB —dS
! // udS — u(0)
ame? | Jop. ’

quando € — 0, e portanto, concluimos que

Como

e também

onde v(x) = o que demonstra o resultado. "

47f||X||’

Exercicio 8.3.7. A formula de representagao para uma regiao limitada Q em R? € dada

por

1 0 0
ulxo) = 5= /m [—u(x)a—n In |[x — %o — In [|x — x0||8—z] ds.
Demonstre esta expressao.

Exercicio 8.3.8. Sejam ¢ uma funcio de classe C? definida em R3 que se anula no

i lls

onde ) € a regiao onde ¢ nao se anula.

exterior de uma bola. Mostre que

8.3.5 Funcoes de Green

A férmula de representacao dada no Teorema [8.3.5] utilizou duas propriedades bésicas

1

da funcdo v(x) = — Tl

: que ela é harmoénica exceto em Xy e que ela possui uma
singularidade neste ponto. Nosso objetivo é tentar modificar esta funcao para que tenha-
mos uma féormula de representacao, mas que um dos termos da férmula do Teorema [8.3.5]

desapareca. Tal funcao modificada sera chamada de fung¢do de Green para §2.

Definigao 8.3.9. A fungao de Green G(x) para o operador A no dominio €2 no ponto
Xg € € uma fungao definida para todo xz € Q\ {xo} que satisfaz:

(i) G(x) possui derivadas de sequnda ordem continuas e AG =0 em Q\ {xo};

(ii) G(x) =0 para x € 09);
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(iii) a fungao G(x)+

em ) e € harmoénica em Xq.

m € finita em Xq, tem derivadas de sequnda ordem continuas

Pode-se mostrar que uma funcao de Green sempre existe e é tinica. A notacao usual

para esta funcao de Green é G(x,xg). Temos o primeiro resultado para a fun¢ao de Green.

Teorema 8.3.10. Se G(x,Xq) € a fungdo de Green, entao a solugao para o problema de

(o) // 8Gxx0)ds
o0N

Demonstracao: Defina a funcao H(x) = G(x,x¢) — v(x), onde v(x) = —

Dirichlet € dada pela formula

Infx—xo|» COMO

anteriormente. Entdo, pela definigdo da fun¢ao de Green (itens (i) e (ii) da Definigao
B39), H ¢ uma fun¢do harmoénica em todo o dominio €. Assim, escrevendo a segunda

identidade de Green para o par u, H obtemos

oOH ou
0—//m (“a—n - an) a5

Ainda, da férmula de representacao para o par u, v, temos

ou
u(x u— —v— | dS.
0) //69 < 6n)

Somando estas duas igualdades, temos

Ou

Como G = 0 em 012, pela condigao (ii) da Definigao 3.9 temos

u(xg) = / ug—idS

o que completa a demonstracao. [

Uma importante caracteristica da fungao de Green é que ela é simétrica; isto é, temos
G(x,%x0) = G(x0, %), para todo X # Xg.

Exercicio 8.3.11. Usando funcoes de Green, mostre que a solugao para o problema de

Poisson dado por

Au=f, em
u = h, em OS2
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= [ s f[] s

8.3.6 Funcao de Green no semi-espago

€ dada por

Determinaremos nesta secao a funcao de Green para o semi-espaco z > 0. Apesar de
estarmos aqui lidando com um dominio ilimitado, as ideias envolvendo funcoes de Green
permanecem validas, se colocarmos uma ‘condicao de contorno no infinito’, pedindo que
as fungdes e suas derivadas tendam a 0 quanto [|x|| — oc.

Escrevemos as coordenadas como x = (z, vy, z) e lidaremos com o semi-espago {2 = {z >
0}. A ideia aqui é utilizar o método da reflexao; isto ¢, cada ponto x = (z,y,2) € 2
possui um ponto refletido x* = (x,y, —z) que néo esta em (.

Sabemos que a func¢do v(x) = — satisfaz as condigbes (i) e (iii) da Defini¢ao

Inlx—ol]

839 Nossa ideia ¢ modifica-la para que tenhamos a condigao (ii). Temos o seguinte

resultado:

Teorema 8.3.12. A func¢do de Green para ) € dada por

1 1
drr|x = ol drllx — x|

G(x,%x9) = —

onde X € o ponto refletido de X.

Demonstragao: Devemos checar as condigbes (i), (ii) e (iii) da Definicao B39 A
condigao (i) ¢ claramente satisfeita, G ¢ finita e diferenciavel exceto em x¢ e temos AG = 0
em Q\ {xq}.

A condigao (ii) segue do fato de que se x € 02, entdo z = 0 e assim x* = x e portanto
G(x,%x0) = 0.

Para (iii) ¢ facil ver que como xj esta fora de 2, a funcao 7 ao possui nenhuma

1
4r||x—xf

singularidade em €2 e portanto tem suas derivadas de segunda ordem e é harmonica em
X0- |

Vamos agora usar esta funcao de Green para resolver o problema de Dirichlet

{ Au =0, em )
u(z,y,0) = h(z,y).
Usaremos o Teorema [8.3. 10l Note que g—ﬁ = —% em 0f), ja que n aponta para baixo.

Ainda mais

oG 1 < z+ 2o z— 2 1 20
|

S0z Ar \[x—xplP x—xolP) 2 [lx = xol*’
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em 0f). Portanto a solucao do problema de Dirichlet é

00 =5
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