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Introducao

Seguindo as ideias apresentadas nas notas de aula de Andlise Funcional II do
Prof. Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC-USP), apresentamos aqui um pouco da
teoria espectral para operadores fechados em espacos de Banach e de Hilbert, e a
teoria de poténcias fraciondrias para operadores de tipo positivo.

Tal estudo € particularmente importante para a resolucdo de equacdes diferen-
ciais semilineares em espagos de dimensédo infinita. Ao leitor, serd necessario co-
nhecimento prévio dos resultados principais das disciplinas de Anadlise Funcional e
Funcoes de uma Varidavel Complexa.

Gostaria de deixar meus agradecimentos
aos alunos Carlos Pecorari Neto, Daniella
Losso, Izabella Furtado e Maritza Brito,
por me ajudarem extensivamente na con-
feccao e melhoria constante deste material.

Matheus Cheque Bortolan
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CAPITULO 1

Calculo de Funcdes Vetoriais

Comecaremos nosso estudo analisando as propriedades de funcdes numa varidvel
complexa a valores num espaco vetorial X, chamadas de fung¢oées vetoriais. Veremos
que a maioria destas propriedades € andloga as propriedades de funcoes numa varia-
vel complexa a valores complexos, quando o espag¢o X for um espaco vetorial sobre o
corpo dos numeros complexos. Para os resultados envolvendo funcdes complexas de
uma variavel complexa, indicamos [4], por exemplo.

Denotaremos por R o corpo dos niimeros reais, C o corpo dos niimeros complexos.
Além disso, R, = [0,00) denotarda o conjunto dos niimeros reais nao-negativos, K
denota ambos R ou C, e X denota um espago de Banach sobre K com norma || - ||x.

Para Y um espago vetorial normado com norma || - ||y, consideremos um operador
linear A: D(A) € X — Y, onde D(A) é chamado de dominio de A, e é um subespaco
vetorial de X. Dizemos que A € limitado se existe uma constante C > 0 tal que

|Ax|ly < Cllx|lx para todo x € D(A). L1
Consideramos o conjunto
L(X,Y) ={A: X = Y tal que A é um operador linear limitado},
e quando Y = X, denotamos L(X,Y) simplesmente por £(X). Quando Y = K escreve-

mos X* = L(X,K) para denotar o espaco dual de X. Em L£(X,Y) definimos

AXY
1A Lo = sup IAXIY

. 1.2
Pl (2

Exercicio 1.1. Mostre que (1.2) define uma norma em L(X,Y). Mostre ainda que se
A € L(X,Y) entao
[Allzxy) = sup [[Ax[y = sup [|Ax]]y.

lIxllx=1 lIxllx<1
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Solucao:
Exercicio 1.2. Mostre que se A € L(X,Y) entdo
|A] zix,y) = Inf{C > 0: ||Ax|ly < C||x||x para todo x € X}.

Exercicio 1.3. Sejam X e Y espagos vetoriais normados, com X # {0}. Mostre que
Y € um espaco de Banach se, e somente se, £(X,Y) é um espago de Banach. Em
particular, se X é um espacgo vetorial normado qualquer sobre K, seu dual X* € um
espaco de Banach.

Exercicio 1.4. Mostre que, com a operacdo de composicdo de operadores, o espaco
L(X) € uma algebra de Banach, isto é, se A,B € £(X), entédo

[AB][zox) < [[All2ox 1Bl 2ex)-

Dica: Use o Exercicio 1.2.

Para x* € X*, vamos denotar a sua avaliacdo num ponto x € X por (x,x*), isto &,
(x,x*) = x*(x).

I.1  ANALITICIDADE
Se X é um espaco de Banach, r > 0 e x € X, entédo
BX(x)={zeX:|z—x|x <1} e Ei((x) ={zeX:|lz—x|x <1}

denotarao as bolas aberta e fechada, respectivamente, de centro em x e raio r em X.
Quando for claro qual € o espaco X, as denotaremos simplesmente por B.(x) e B,(x),
respectivamente.

Definicao 1.1.1 (Funcido Vetorial Analitica). Se QO C C é um conjunto aberto e
X € um espaco de Banach sobre C, diremos que uma funcédo vetorial f: Q — X €
analitica em Q) se para cada Ay € Q existe f'(Ag) € X tal que

L ) = )
A=ho A—Ag

= f'(Ao).

O ponto f'(Ag) € X é chamado derivada de f em A,. Denotaremos f’(Ay) também
por £X(Ag).

Exercicio 1.5. Mostre que se f: 3 — X € analitica e x* € X*, entao (f(-),x"): Q — C
¢ analitica (como fung¢do complexa) e

%(f(AO)) X*> - <f/(}\0)) X*>'
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Surpreendentemente (ja que, em geral, convergéncia fraca ndo implica convergén-
cia forte), a reciproca do Exercicio 1.5 acima também ¢é verdadeira, como veremos a
seguir.

Teorema 1.1.2. Sejam X um espaco de Banach sobre C, Q um subconjunto aberto
de C e f: Q — X uma fungao vetorial tal que (f(-),x*): Q — C € analitica para todo
x* € X*. Entao f: Q — X € analitica.

Demonstracdo. Como X é completo, para mostrar que f é analitica em Q € suficiente
provar que, para cada Ay € QQ, a expressao

f(A) —f(Ao)  f(u) —f(Ao)

AN m—A
tende a zero quando A e u tendem a Ay.
Fixemos entdao Ay € Q. Como Q C C ¢ aberto, existe r > 0 tal que D = Eic(?\o) C
Q. Denotemos por y a fronteira 0D de D orientada no sentido antihorario, isto &,
0D pode ser parametrizada pela curva y: [0,1] — C dada por

v(t) = Ao+ ¥ para t € [0,1].

Para cada x* € X* a funcao (f(-),x*): D — C é continua (pois é analitica em D), e
portanto limitada em D. Assim, existe M,- > 0 tal que

[(f(A),x")| < M- para todo A € D. 1.3)
Para cada A € D, defina T,: X* — C por T)(x*) = (f(A), x*).

Exercicio 1.6. Mostre que para cada A € D temos Ty, € L(X*,C) com ||Ty||zxc) =
[f(A)]|x-

Do exercicio acima, de (1.3) e do Teorema de Banach-Steinhaus (ou Principio da
Limitacdo Uniforme) [2, Theorem IL.1], existe uma constante M > 0 tal que

IF(A)|[x = ITAllzoxc) < M para todo A € D. 1.4)

Para cada x* € X* e ( € Dyjp = BSQ(AO), pela Férmula Integral de Cauchy [4, (6.1)]
obtemos

(F(0),x") = Z;J <fg’ ?da (15)

Agora para A, p € Dy, utilizando (1.5) com { =A, { = pn e { = Ap, obtemos
<f(7\) —f(Ao)  f(p) —f(Ao) X*> _ 1 J (A — p)(f(&),x")

A— Ao H—=~Ao 2mi J, (E—=A)(E—w)(E—Ao)

Como A,u em Dy, obtemos A —¢&| > § e |u— & > 7 para todo & € 0D. Assim,

usando (1.4) e [4, Proposition 1.7(c)], obtemos

f(A) —f(Ag)  f()—~f(No) . AM, .
’< A=A  p—Xo ’X>'<T—2HX x| A — .

dé. (1.6)
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Portanto
Hfm —f(Ao) ()~ F(ho) || _ <fm — (o) f(w) — f(Ao) X>‘
A — Ao H—Ao  |lx  [x*llxe=t A—Ao H—2Ay
4M
< r—2|7\ — pl,
o que conclui a demonstracéo. O]

Exercicio 1.7. Seja f: QO — X uma fung¢do analitica num conjunto aberto Q C C,
com valores num espago de Banach X. Use o fato de que toda funcfo analitica
a valores complexos tem derivadas de todas as ordens para mostrar que f possui
derivadas de todas as ordens.

Exercicio 1.8 (Teorema de Liouville). Sejam X um espaco de Banach sobre C e
f: C —» X uma funcéo inteira, isto ¢, analitica em C. Mostre que se f é limitada,
entdo f € constante.

Consideramos agora funcoes de uma variavel complexa a valores em L(X,Y),
onde X e Y sdo espacos de Banach.

Teorema 1.1.3. Sejam X, Y, espacos de Banach sobre C e QO C C um aberto. Para
T: Q — L(X,Y), as seguintes afirmativas sdo equivalentes:

(@) Para cadax € X ey* € Y*, a funcao Q 5 A — (T(A)x,y*) € C € analitica.
(b) Para cada x € X, a fungcao Q 5 A— T(A)x € Y € analitica.
() A funcdgo Q>3 A— T(A) € L(X,Y) € analitica.

Demonstragéo. (a) = (b) segue diretamente do Teorema 1.1.2.
(b) = (c) € andloga a prova do Teorema 1.1.2, e fica como exercicio ao leitor.
(c) = (a) é imediata. O

Estes resultados fazem com que uma parte significativa da teoria de funcdes
de uma varidvel complexa possa ser transferida para funcdes vetoriais, sem muito
esforco adicional.

1.2 CurvAs RETIFICAVEIS

Nesta secdo relembraremos brevemente a teoria de curvas retificdveis em C e
alguns dos seus resultados principais, que serdo utilizados mais adiante.

Definicao 1.2.1 (Particoes). Para a,b € R fixados com a < b, uma particao P do
intervalo [a,b] é uma colecdo de pontos P = {ti}l',, n € N* = N\ {0} satisfazendo
a=t <t <---<t, =0b A malha ||P| de uma particio P = {t;}], de [a,b] é
definida por ||P|| = maxi_y_.n(t; — ti_1).
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Definiciao 1.2.2 (Curvas em C). Uma fung¢do continua vy: [a,b] — C é dita uma
curva. Considere uma curva vy: [a,b] — C.

(i) O conjunto {y} ={y(t): t € [a,b]} é chamado de traco de 7.
(ii) Diremos que vy € fechada se y(a) = y(b).
(iii) Diremos y € simples se y: [a,b) — C for injetiva.
(iv) Se vy € diferenciavel e v’ é continua, diremos que y é uma curva suave.

(v) Dizemos que y € suave por partes se existe uma particdo P = {t;}l, de [a, ]
tal que vi: [ti, ti] — C, dada por yi(t) = y(t) para t € [ti_1,t;], € uma curva
suave para cadai=1,---,n.

(vi) Dizemos que y é uma poligonal se existe uma particao P = {ti}l, de [a, b] tal

que para cada i =1,--- ,n temos
i) (6 —t) +y(t) (t—tie
‘Y(t) = ‘Y( 1)( t ) tY( )( 1) para t € [tiflyti]-
i — iz

(vii) Dizemos que v € de variacao limitada (ou retificavel) se existe uma constante
M > 0 tal que para toda particdo P = {t;}I, de [a, b] temos

vy,P) =D hy(t) —y(ti) < M.
i=1

Se vy for de variagédo limitada, a variacao (ou variacao total) de y em [a,b] é
definita por

V(v,[a,b]) = sup{v(y,P): P é uma particdo de [a, b]}.

Quando néo houver confusdo quanto ao intervalo [a, b], denotaremos V(v, [a, b])
simplesmente por V(y).

Dadas duas particoes P ¢ Q de [a,b], diremos que Q é mais fina do que P, e
denotamos P C Q, se todos os pontos da particio P também estdo na particdo Q.
Dizemos que Q é um refinamento de P. Claramente, se P C Q, entdo existe uma
sequéncia finita {P;}*, de particoes de [a,b] com

P=PCPIC---CPn=Q,

onde P; € dada pela unido de P ; e um tunico ponto que ndo estd um P;_;, para
i=1---,m

Dadas duas particoes P e Q de [a,b], o conjunto PU Q é também uma particdo
de [a,b] com PCPUQ e Q C PUQ. Dizemos que PUQ é o refinamento comum
das particoes P e Q.
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Exercicio 1.9.

(a) Considere uma curva y. Se P e Q sdo parti¢oes de [a,b] com P C Q, entédo
v(v,P) < v(v,Q).

(b) Sejam o, € C e vy,0: [a,b] — C duas curvas retificaveis. Entdo oy +
Bo: [a,b] — C definida por (xy + pfo)(t) = ay(t) + Bo(t) para t € [a,b] €
retificavel e V(ay + Bo) < |oV(y) + 1BV (o).

(c) Se v: [a,b] — C for uma curva retificavel, entdo |y|: [a,b] — R definida por
lyl(t) = V(v,la, t]) para cada t € [a,b] também é uma curva retificavel e V(y) =

VD).

Dica: Mostre que se x < y < w entdo V(y, [x,w]) = V(y,[x,yl) + V(v,[y,w]). Use esse fato
para mostrar que |y|: [a,b] — R é uma funcgéo crescente e, com isso, conclua o resultado.

Proposicao 1.2.3. Se y: [a,b] — C € uma curva suave por partes entao vy ¢€ retificavel

e temos b

Viv) = | ot
a

Demonstracédo. Consideremos primeiramente o caso em que y € uma curva suave.

Notemos que para cada particdo P = {t;}' , de [a, b] temos

n n

vy, P) =) hy(t) —v(tia)l =)

' n t:
i=1 i=1

<ZJI

i—1 Yt

ti b
j Y(0dt Iv'(t)ldtzj ' (1)ldt,

i—1

e consequentemente
b

V(y) <J ' (Dldt.

a

Como vy’ € continua no compacto [a, b, v’ é uniformemente continua. Assim dado
e > 0, existe 8; > 0 tal que para t, s € [a, b] com [t—s| < §; temos [y (t)—y'(s)]| < 2(b+'

a)

Da definicdo de integral de Riemann, podemos escolher 62 > 0 de modo que para
toda particao P = {t;}', de [a,b] com malha ||P| < 02 temos

b n
€
J, =3 it - < 5
para qualquer escolha de 7; € [t;_1,ti], i =1,--- ,n. Deste modo se ||P|| < min{d, o}

obtemos

n n

b
J y'(t)ldt < g + > W (It — i) = g +y

a i=1 i=1

Jti v’(n)dt‘

ti

J i ly'(t;) —v’(t)]dt’
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n
<e+ ) W)=yt < e+ V(iy).
i=1
Como € > 0 € arbitrdrio, segue que

b
| e < v,
e a prova no caso em que y € suave estd completa. A demonstracdo do caso geral
fica a cargo do leitor. O]

Se v é uma curva retificavel, sua variacdo V(y) nada mais ¢ do que comprimento
do traco {y} de y. O resultado anterior nos diz que a nocdo usual de comprimento
para o traco de uma curva suave por partes é estendida pela noc¢do de variacdo as
curvas de variacdo limitada.

1.3 A INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES

Nesta secao estudaremos a integral de Riemann-Stieltjes de uma funcao vetorial
continua.

Sejam X um espaco de Banach sobre K, v: [a,b] — K uma curva retificavel e
f: [a,b] — X uma funcdo. Para cada particao P = {t;}', de [a,b], dizemos que
uma marcacao para P é uma escolha qualquer de pontos T; € [ti_1,ti], i=1,---,n.
Quando fazemos uma marcagao de P, dizemos que P é uma particao marcada, que
indicaremos por P = ({ti}lLy, {T:i}1,).

Observacao 1.3.1 (Atencédo). Para duas particoes marcadas P = ({ti}lL,, {Ti}L) e Q =
({siltg, {0}, ), escrevemos P C Q com o mesmo sentido de particoes ndo-marcadas,
isto é, P C Q simplesmente indica que todos os pontos {ti}' , de P aparecem no
conjunto {si*, de Q. Esta relacdo de inclusdo nao possui nenhuma relacdo com as
marcas das particoes envolvidas.

Para uma particdo marcada P = ({t;}]' ,{Ti}l;) de [a,b], a soma de Riemann
(ou soma de Riemann-Stieltjes) de f associada a P é definida por

n

S(f,P) =) fr) (v(t) —y(ti1)). (1.7)

i=1
Comecaremos com um lema técnico.

Lema 1.3.2. Sejam X um espaco de Banach sobre K, vy: [a,b] — K uma curva retifi-
cavel e f: [a,b] — X uma funcgéo continua (e portanto, uniformemente continua). Sejam
e >0 e d> 0 tais que se t,s € [a,b] e [t —s| < b entdo ||f(t) s)|lx < e. Eméo para
quaisquer particoes marcadas P = ({ti}l ,,{TiJl;) e Q = ({31}1 0,{01}1_ ) de [a,b] com
IPIl, 1Ql < & temos

IS(f,P) = S(f, Q)[[x < 2eV(y).
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Demonstracao. Primeiramente mostremos que para ||[P|| < b e P C Q temos

Consideremos o caso no qual Q possui um unico ponto a mais do que P (e
portanto, em particular, ||Q] < 9), isto &, P ={ti}J, e Q € dada por

t<ti<- - <t <t <t,<---<ty=h,

com marcas oy, - - - , Op_1, 0, o’, Opt1, " -, On. Note que
Z f(o3)( Y(tict)) + (o) (v(t") —y(tp—1)) + (o) (v(tp) —v(t))
I#P

e também

i#p
Logo
S(f,P) = S(f,Q) = Z( () — (o)) (v(t) = (ti1))
#p
+ (f(tp) — f(0)) (Y (t") — y(tp-1)) + (f(Tp) — F(0)) (v(t,) — y(t)),
e portanto

IS(f,P) = S(f, Q)lx < ev(y,Q) < eV(y),

o que conclui a prova de (1.8) quando Q possut um unico ponto a mais do que P. O
caso geral segue como esse, e os detalhes sdo deixados como exercicio ao leitor.

Se P e Q sédo duas parti¢oes marcadas quaisquer de [a,b] com ||P||, | Q] < 3, entao
PUQ é também uma particdo de [a,b] com P CPUQ e Q C PUQ, e para qualquer
marcacdo de P U Q, segue de (1.8) que

[S(f, P) = S(f, Q)lIx < [S(f,P) = S(f,PUQ)[|Ix + [IS(f, PUQ) — S(f, Q) [|Ix < 2eV(v),
e a demonstracdo do lema esta completa. O

Agora mostraremos um resultado de existéncia da integral de funcdes continuas
com respeito a uma curva retificavel .
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Teorema 1.3.3. Sejam X um espaco de Banach sobre K, y: [a,b] — K uma curva
retificavel e f: [a,b] — X uma func¢ao continua. Entdo existe um (inico) vetor u € X
com a seguinte propriedade: dado € > 0 existe 0 > 0 tal que para qualquer particdo
marcada P = ({ti}l-, {ti",) de [a,b] com ||P|| < & temos

lu—S(f,P)|x < e (1.9)

Tal vetor € denotado por

b
u= J fdy.
a
Demonstracdo. Podemos escolher uma sequéncia {d,,} C (0,00) estritamente decres-
cente com o, — 0, satisfazendo: se t,s € [a,b] e [t—s| < &, entdo ||f(t) —f(s)||x < #
para cada m € N*. Para m € N* defina

Pm ={P: P € particdo marcada de [a,b] com ||P| < &},

Fm ={S(f,P): P € Ppn.}.

Claramente Py, D Py € Fin O Fmar para todo m € N*. Além disso, segue do Lema
1.3.2 que

_ 2
diam(F,,) = diam(F,) = sup [|S(f,P)—S(f,Q)|x < —
PvQEPm m

V(y).

Deste modo, {F.} é uma sequéncia de fechados encaixados com diam(F,) — 0

quando m — oco. Assim MNyen+Fm consiste num unico ponto, que denotaremos por u.
Dado € > 0 escolha m > 2e7'V(y). Como u € F,,, se tomamos P € P,, temos

lu—S(f, P)||x < diam(Fy,) < %V(y) < e,

0 que conclui a demonstracéo. [

b
O vetor J fdy é chamado de integral de f sobre 7.

a

Proposicdao 1.3.4. Se f,g: [a,b] — X sao fungées continuas e vy,o: [a,b] — C sao
curvas retificaveis, mostre que:

b b

ray+p| gar.

a

@) Jb(ocf+ Bo)dy —« |

a a

b b

fdy+[3j fdo,

a

) bed(ocw Bo) = ocJ

a a
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k t

b
©) J fdy:ZJ fdy,a=to<ti<---<tg=b.

i=1 Jti—l

(d)

b b
[ rav], <[ e

Exercicio 1.10. Demonstre a Proposicdo 1.3.4.

Definicdao 1.3.5. Sejam X um espaco de Banach sobre C, y: [a,b] — C uma curva
retificavel, e f: {y} € C — X uma fungao continua. A integral de linha de f ao
longo de vy € definida por

b
J fovy dy

a

e denotada por
J f(z)dz ou simplesmente J f.
Y Y

Com esta definicdo, temos um resultado importante que serd frequentemente
usado.

Teorema 1.3.6. Sejam X e Y espacos de Banach sobre C, T € L(X,Y), v: [a,b] —» C
uma curva retificavel e f: {y} — X uma fungao continua. Entao

T (J f(z)dz) :J (Tof)(z)dz (1.10)
Y Y

Demonstragdo. Como T é linear, para uma particdo qualquer P de [a,b], note que
T(S(foy),P) =S(Tofoy,P). O resultado agora seque da continuidade de T, pois
ambas as integrais em (1.10) sdo limites de somas de Riemann. Os detalhes séo
deixados a cargo do leitor. O

Teorema 1.3.7. Sejam X um espago de Banach sobre C, y: [a,b] — C uma curva
suave por partes, e f: {y} — X uma funcao continua. Entéo

b

j f(z)dz = j Fy(0)y/ (1) dt.

a
Demonstragdo. Sabemos que o resultado € verdadeiro quando X = C. Consequente-
mente, usando o Teorema 1.3.6 para x* € X*, temos
b

<J () dz, x*> — J ((z),x") dz = j (Fv (1), )y (D)dt

a

b
- J (v ()Y (1), %) dt

a

-

para todo x* € X*. O resultado segue do Teorema de Hahn-Banach. O]

b
J f(v(t))v’(t)dt,X*>,

a
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1.4 TEOREMAS DE CAUCHY E EXPANSAO EM SERIES

Queremos estender os resultados de integracdo e expansdo em séries de Laurent
de funcoes complexas para funcdes vetoriais. Comecamos com uma definic¢ao.

Definicao 1.4.1 (Dominio de Cauchy). Dizemos que Q C C é um dominio de
Cauchy se

(i) Q € aberto;
(it) Q possui um numero finito de componentes conexas;
(iil) o fecho de duas componentes conexas distintas sdo disjuntos;

(lv) a fronteira de  é composta por um numero finito ndo-negativo de curvas
fechadas, retificaveis e simples;

(v) duas curvas distintas que formam a fronteira de () ndo se intersectam.

A fronteira de Q orientada positivamente é denotada por +0Q), e orientada negati-
vamente por —0Q.

Com isto temos o seguinte resultado.

Teorema 1.4.2 (Teoremas de Cauchy). Sejam X um espago de Banach sobre C, ) C C
um dominio de Cauchy limitado e f: O — X uma funcao continua, que € analitica em
Q. Entao

J f(z)dz = 0.
+0

Paran € N, a n-ésima derivada f™ de f é analitica em Q e para todo A € Q temos

! f(z)
POV :LJ d
N = g son (2 — AP

Demonstracédo. Primeiramente note que para cada x* € X*, a aplicacdo Q > z —
(f(z),x*) € C é analitica e que sua derivada ¢ Q > z — (f'(z),x*) € C. Como
Q >z (f'(z),x*) € C é analitica, segue do Teorema 1.1.2 que Q 3>z f'(z) € X é
analitica. Por inducdo, Q 3 z — f™(z) € X € analitica para todo n € N.

Com isto a prova do resultado € feita utilizando o resultado correspondente para
fungoes a valores complexos, isto €, para cada x* € X* temos

<J f(z)dz, x*> = J (f(z),x")dz =0,
+20 +20

e para n € N, a n-ésima derivada (f(-),x*)™ de (f(-),x*) é analitica em Q e para
A € Q temos

N o am . n! (f(z),x*)
(L) = () = o [ e e
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B n!J‘ f(z) dz. x*
\2mi ) g0 (z— AT 0

e o resultado segue do Teorema de Hahn-Banach. O

Com isto temos os seguintes corolarios.

Corolario 1.4.3 (Séries de Taylor). Sejam X um espago de Banach sobre C, Q um
subcoijunto aberto de C, f: QO — X uma funcao analitica, \g € Q e r9 > O tal que
D = Bf (Ao) C Q. Se M = max{||f(z)||x: z € D}, entdo

Mn!
1™ (Ao) [|x < paran € N,
0

e consequentemente, para v < 1o a série

- (A

S (- rr e

n!

n=0

converge uniformemente para A em D e
> nf(n)()\ )
f(A) = Z(?\ — o) - 0 para todo A € D.

n=0
Para 0 < a<b < oo e (€ C, denote por A((,a,b) o anel centrado em ( de raio
menor a e raio maior b, dado por

A(l,a,b)={AeC:a<A—{ <b (L11)

Corolario 1.4.4 (Séries de Laurent). Seja X um espaco de Banach sobre C, Q um
subconjunto aberto de C, f uma funcéo analitica em um anel A(Ao,R;,Ry) ={A € C: 0 <
Ri < [A—=Agl < Ra}. Sejam r, 11, 19 nilmeros reais positivos tais que Ry < 11 <1 < 19 < Ry
e considere a curva y(t) = Ag + re*™ para t € [0,1]. Defina

1 (&)
n — X 7.
a = L N d¢ paratodon €

Se M,,», = max{||f(z)||x: z € A(Ao,T1,T2)}, entdo

T1,T2

llan||x < para todo n € Z.

Consequentemente a série

o0

> (A=2o)"an

n=—oo

converge uniformemente para A em A(A,11,72) € para A € A(Ag, T1,T2) temos
fA) = ) (A=A "an.

Demonstracdo. A demonstracdo deste resultado é feita como os demais, e fica a
cargo do leitor (veja, por exemplo, [4, Chapter V - L11]). O]
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1.5 O TeEOREMA DO MODULO MAXIMO

Terminanos este capitulo com um importante resultado para funcdes complexas.

Teorema 1.5.1 (Teorema do Modulo Maximo). Sejam X um espaco de Banach sobre
C, Q um subconjunto aberto e conexo de C e f: Q — X uma funcao analitica em Q.
Se a aplicacao Q 5 A — [|f(A)||x € R nao € constante entao ela nao atinge um maximo
absoluto Q.

Demonstracao. Suponha que existe Ag € Q tal que |[f(Ao)|lx = |[f(A)||x para todo
A € Q. Do Teorema de Hanh-Banach, existe x* € X* com [x*||x» = 1 tal que
(f(Ao)yx*) = [|[f(Ao)]|x- Assim g(-) = (f(-),x*) é uma funcao analitica em Q e para
todo A € QO temos

[g(N)I = [{F(A), x5 < IF(A)[Ix < [If(Ao)[Ix = Ig(Ao)l.

Do Teorema do Modulo Maximo para funcdes complexas, g € constante em (), e assim
(f(A),x*) = ||f(Ao)||x para todo A € Q. Por outro lado, |[f(Ag)|lx = (f(A),x*) < ||[f(A)]|x
para todo A € Q e chegamos a uma contradicio com o fato que |[f(A)||x nédo é
constante em Q. O
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CAPITULO 2

Analise Espectral em Espacos de Banach

Este capitulo visa oferecer uma revisdo sobre operadores lineares limitados e néo-
limitados em espacos de Banach, para melhor entendimento da teoria de semigrupos
e seus geradores infinitesimais. Vamos estudar algumas propriedades bdsicas des-
tes operadores e veremos alguns importantes resultados, que serdo utilizados nos
capitulos a seguir.

2.1 OPERADOR RESOLVENTE

No que segue estudaremos operadores lineares num espaco de Banach X, tanto
limitados quanto néo-limitados, isto é, operadores A: D(A) C X — X cujos dominios
D(A) podem nao ser todo X, e que, além disso, podem nao satisfazer uma limitacédo
do tipo (1.1).

Neste estudo, um dos objetos fundamentais € o conjunto resolvente de um opera-
dor, que € definido da seguinte maneira:

Definicao 2.1.1 (Conjunto Resolvente e Operador Resolvente). Sejam X um espaco
de Banach sobre C e A: D(A) C X — X um operador linear. O conjunto resolvente
de A, denotado por p(A), € o conjunto formado por todos os A em C tais que

(1) A— A ¢€ injetor;

(it) Im(A—A) € denso em X e

(i) A—A) L Im(A—A) Cc X — X é um operador limitado.
Para cada A € p(A), o operador

A=A LImA—-—A)c X=X

15
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¢ chamado de operador resolvente (de A em A). O espectro do operador A ¢é
definido por o(A) =C\ p(A).

Veja que para cada A € p(A) temos Im((A — A)™1) = D(A).

Observacao 2.1.2. Quando X é um espago de Banach real e A: D(A) C X — X é
um operador linear, definimos p(A) = p(A%) e o(A) = o(A%). Isto é, o resolvente e
o espectro de A sdo definidos como o resolvente e o espectro da complexificacio A®
do operador A, respectivamente (veja o Apéndice A.1).

Antes de inictarmos o estudo do conjunto resolvente e dos operadores resolventes
de A, demonstraremos dois lemas auxiliares que nos motivam a restringir este estudo
a operadores fechados (que sédo definidos a seguir).

Definicao 2.1.3. Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Para um operador
A:D(A) C X =Y, definimos o grafico de A por

GA) ={(x,Ax): x e D(A)} C X x Y.

Dizemos que um operador A: D(A) C X — Y € fechado se G(A) € um subconjunto
fechado de X x Y.

Dizemos que um operador Ag: D(Ay) € X — Y é fechavel se G(A() € o grafico
de um operador A: D(A) C X =Y.

Veja que se Ay € fechavel e A € tal que G(Ag) = G(A), entdo A é fechado (por
definicdo).

Lema 2.1.4.

(i) Um operador A: D(A) C X — X ¢é fechado se, e somente se, dada sequéncia
{xn} € D(A) com x,, — x e Ax,, = y entdo x € D(A) e Ax =y.

(il) Um operador Ay: D(Ay) C X — X € fechavel se, e somente se, dada sequéncia
{xn} € D(Ag) com x,, — 0 e Apx,, = y entdoy = 0.

Demonstragéo. (i) Suponha que A é fechado. Se {x,} C D(A) é tal que x,, — X
e Ax, — y entdo G(A) > (xn, Ax,) — (x,y). Como G(A) € fechado, devemos ter
(x,y) € G(A), isto é, x € D(A) e Ax = y. Reciprocamente se G(A) 3 (xn, Axn) —
(x,y) entdo da hipdtese x € D(A) e Ax =y, isto &, (x,y) = (x,Ax) € G(A) e G(A) é
fechado. Portanto A é fechado.

(il) Analogamente, suponha A, fechavel e A fechado com G(Ay) = G(A). Se
D(Ap) 3 xn — 0 com Apx, — 0 entdo (0,y) € G(Ay) = G(A), ou sejay =A0=0.

Reciprocamente, defina D(A) como o conjunto dos x € X para os quais existem
y € X e uma sequéncia {x,} C D(Ay) com x, — x ¢ Agx, — y. Afirmamos que para
cada x € D(A) existe um tnico y satisfazendo a propriedade acima. De fato, se y; e

Y2 sAo como acima, para sequéncias {x!},{x2}, respectivamente, entdo D(Ao) > z, =
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xll —xi — 0 e Apz, — Y1 — Y. Portanto, da hipdtese, y; —yz = 0, isto €, y; = yo. Isto
nos permite definir
Ax =y para cada x € D(A).

Nos resta mostrar que G(Ag) = G(A). Se G(Ag) > (xn,Aoxn) — (x,y) entdo da
definicao de A temos Ax =y. Agora se (x,y) € G(A) entédo por definicdo de A existe
{xn} € D(Ap) com x, = x € Apx, — Y, 0 que mostra que (x,y) € G(Ay). Isto conclui
a prova de que A, ¢ fechavel. O]

Proposicao 2.1.5. Sejam Ay: D(Ag) C X — Y um operador fechavel e A: D(A) C
X — Y um operador tal que G(A) = G(Ay). Entao D(Ay) C D(A) e para x € D(Ay)

temos Ax = Agx. Em particular existe um tnico operador A com G(Ay) = G(A).

Demonstracdo. Se G(A) = G(Ap) entdo para x € D(Ay) temos (x,Agx) € G(Ag) C
G(A), e portanto x € D(A) e Apx = Ax.
A unicidade € clara, ja que operadores com graficos iguais sdo iguais. O]

Com esta proposi¢cdo vemos que para um operador fechdvel Ag: D(Ag) C X = Y
existe um unico operador fechado A: D(A) € X — Y tal que G(A) = G(Ay). Tal
operador A é chamado de fecho de Ay, e usualmente denotado por A = A,.

A seguinte proposicdo reuine alguns resultados sobre operadores fechados e fecha-

vels que nos serdo uteis mais adiante.

Proposicdao 2.1.6. Sejam X um espago de Banach sobre C e A: D(A) C X — X um
operador linear injetor. Entdo

(a) A é fechado se, e somente se, A~! é fechado;
(b) se A~! é fechdvel e tem fecho injetivo, entdo A é fechavel;
(c) se A é fechado e A~': Im(A) C X — X € limitado, entdo Im(A) é fechado;
(d) se A é fechado e 0 € p(A) entdo A~! € L(X).
Exercicio 2.1. Demonstre a Proposicdo 2.1.6.

Exercicio 2.2. Seja Ay um operador linear e A € C. _Entao Ay é fechavel se, e
somente se, A — Ay € fechavel. Neste caso A — Ag = A — Ay.

Exercicio 2.3. Seja Ay: D(A(y) C X — X um operador linear com p(Ag) # <. Mostre
que para todo A € p(Ay) o operador (A — Ay) ! é fechdvel.

O lema a seguir mostra que se um operador € fechavel, entdo seu conjunto resol-
vente e o de seu fecho coincidem.

Lema 2.1.7. Se Ay: D(Ay) C X — X € um operador fechadvel entédo p(Ay) = p(Ao).
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Demonstraciao. Tome A € p(Ay). Como A— A, coincide com A — Ay em D(Ay), temos
A — Ay injetor. Além disso, segue do item (d) da Proposicdo 2.1.6 (aplicado a A — Ag)
que (A —Ag)~' € £(X). Disto segue que (A — Agy)~l: Im(A — Ay) — X é um operador
limitado pois se y € Im(A —Ag) e y = (A — Ag)x = (A — Ag)x, com x € D(Ay), entio

x=A—-A¢)ly=(A—-Ayy e logo
1A= Ao) Myl = 1A = Ao) Myl < 1A= Ao) Mlzpollyll-

Por fim, nos resta mostrar que Im(A — Ay) € densa em X. Para isso, se y € X e
x = (A=Ag)ly temos (A—Ay)x =Y. Assim (x,y) € G(A—Ag) = G(A — A) e portanto
existe uma sequéncia D(Ag) 3 x, — x com (A — Ap)x, — y. Logo y € Im(A — Ay), e
portanto Im(A — Ay) € densa em X.

Reciprocamente, assuma que A € p(Ag). Se x € D(Ag) e (A — Ag)x = 0, existe
sequéncia {x,} C D(Ap) com x, = x e (A—Ag)xn, — 0. Como (A — Ay)~! é limitado
temos

nll = 1A = Ag) A = Ag)xall < Cl[(A = Ag)xal| — O

e assim x = 0. Isto mostra que (A — Ag) é injetor. Como Im(A — Ag) D Im(A — Ay),
temos Im(A —Ag) densa em X. Mostremos agora que (A—Agy)': Im(A—Ay) C X — X
é limitado. De fato, se y € Im(A — Ap), existe sequéncia {y,} C Im(A — Ay) tal que
Yn = ye A=Ay yn = A —Ag)ly. Como [|[(A —Ag)yn|| < C|lyn| para todo n,
obtemos

1A = Ao) 'yl < Cllyll,

o que mostra a afirmacéo, e também que A € p(Ay), o que completa a demonstracéo.
O

Exercicio 2.4. Se Ay € um operador fechdvel, do Lema 2.1.7 sabemos que p(Ao) =
p(Ag). Mostre que para A € p(Ag) = p(Ag) temos (A —Agy) 1 = (A —Ay)"L

O proximo lema nos dd condicdes sob as quais um operador que tem conjunto
resolvente ndo-vazio é fechdvel.

Lema 2.1.8. Seja Ag: D(Ag) C X — X um operador linear com p(Ag) # <. Entao:
(i) para todo A € p(Ao) o operador (A — Ay)~! € fechdvel;
(il) se para algum A € p(Ao) temos (Ao — Ag)~! injetivo, entdo A, é fechdvel;
(iii) se Ay € fechavel, entao A=Ay 1é€ injetivo para todo A € p(Ay).

Demonstracéo. (i) Veja Exercicio 2.3.

(i1) Mostremos que Ao — Ay € fechdvel, e o resultado segue do Exercicio 2.2. Se
{xn} € D(Ap) € tal que x,, — 0 e (Ag — Ag)xn — Yy, defina y, = (Ag — Ag)xn. Temos
Yn =Yy e (Adg—Ag) yn = xn — 0. Assim (Ag—Ag) 'y = 0, e como (A\g—Ag)! €
injetor segue que y = 0, o que mostra que Ao — Ay € fechdvel.

(iii) Segue diretamente do Lema 2.1.7 pois, para todo A € p(Ag) = p(Ay), (A —
Ao)t=(A—Ay)! (veja Exercicio 2.4). O
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E importante notar que existem operadores que possuem resolvente nio-vazio que
nao sao fechdveis (veja Exercicio 2.5 abaixo). Porém, tendo estes resultados em vista,
restringiremos o nosso estudo aos operadores fechados A: D(A) C X — X, e apenas
em alguns casos espectficos consideraremos operadores fechaveis.

Exercicio 2.5 (Operador nao fechdavel com resolvente ndo-vazio). Considere
X =1{'(C) = {{xn} eC: Y Ixal< oo},
neN

com a norma ||{x,}|i = Znenlxnl. Considere o operador linear T: D(T) € X — X
definido por

D(T) = {{xn} € CV: x, = 0 exceto para um nimero finito de indices},

e para {x,} € D(T) definimos

(a) Mostre que D(T) é denso em X.
(b) Mostre que T € injetor e que Im(T) = D(T).
(c) Mostre que T néao € limitado.
(d) Verifique que T': D(T) € X — X é dada por
1 2
T Yx,} = {xn — %xnﬂ} para todo {x.} € D(T).
(e) Mostre que T~! é limitada e conclua que 0 € p(T).

(f) Denote por A a extensdo de T-! a X (definida pela mesma regra de T~!') e mostre
que A {5} =0 (0 que mostra que A néo & injetor).

(g) Usando o item (iit) do Lema 2.1.8 conclua que T néo € fechdvel.

Note que se A: D(A) € X — X € fechado e A € p(A), segue do item (c) da
Proposicéo 2.1.6 que Im(A—A) = X, o que mostra que A—A: D(A) C X — X é bijetor.
Ainda se A—A: D(A) C X — X € bijetor, segue do Teorema do Grafico Fechado (veja
[2], por exemplo) que (A —A)~! € L(X). Com isto a defini¢do de conjunto resolvente
para operadores fechados pode ser reformulada.

Definicao 2.1.9 (Conjunto resolvente para operadores fechados). Seja X um espaco
de Banach sobre C e A: D(A) € X — X um operador linear fechado. O conjunto
resolvente de A é o subconjunto p(A) de todos os A em C tais que A — A ¢é bijetor.
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O espectro o(A) de um operador fechado A: D(A) C X — X pode ser decomposto
em trés partes:

(el) o conjunto o,(A) formado pelos autovalores de A é chamado de espectro pon-
tual de A, isto é,

0p(A) ={A € 0(A): A — A néo € injetor};

(e2) o espectro residual o.(A) de A € definido por

0. (A) ={A € 0(A): A— A € injetor e Im(A — A) C X};

(€3) o espectro continuo o.(A) de A € definido por

0.(A)={A € o(A): A=A ¢ injetor, In(A—A) C X e Im(A—A) =X}

Claramente o(A) = op(A)Uo(A)Uo(A), e esta unido € disjunta. Em espacgos de
dimenséao finita, segue do Teorema do Nicleo e Imagem (veja [13], por exemplo) que
o(A) = op(A), isto é, 0,(A) = 0.(A) = @. Mas em espacos de dimensao infinita isto
pode nao ser verdadeiro, como mostram os exercicios abaixo:

Exercicio 2.6. Considere

X ={*(C) = {{xn} eC": Y < oo} ,

neN

1/2

com a norma |[{xu}l|l2 = (3 .cn Xnl?) ?

(a) Defina A: X — X por A{x,} ={0,x1,Xxg,X3,---}. Mostre que A € injetor, mas sua
imagem néo é densa (logo 0 € o.(A)).

(b) Defina A: X — X por Af{x,} = {2%}. Mostre que A & injetor, sua imagem
¢ densa mas ndo existe sequéncia {x,} € *(C) tal que A{x.} = {#1} (logo
0 € o (A)).

Exercicio 2.7. Considere X = C([0,1],C) o espaco das funcdes continuas de [0,1]
em C, com a norma do supremo. Defina D(T) como o conjunto das funcoes em X
que sdo continuamente diferencidveis, e para f € D(T) defina Tf = f'.

(@) Mostre que T: D(T) € X — X é um operador linear fechado com resolvente
vazio.

(b) Mostre que a restricdo Ty de T a D(Ty) = {f € D(T): f(0) = 0} € um operador
fechado e p(T;) = C.

Encerramos essa se¢cdo com dois resultados fundamentais de operadores resolven-
tes.
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Teorema 2.1.10. Sejam X um espago de Banach sobre C e A: D(A) C X — X um
operador linear fechado. Para A, € p(A) temos

A=A "= (p=A) "= (=N (k—A)"A=A)T, (2.1)
A=A (p—A) " =(u-A)"A-A)" 2.2)
Demonstracdao. Note que
(k=A) "' =(r—A) ' A=A)A-A)"
[

(
=(-A)k-A) + A-wWIA-A)"
—(A—

>

T+ A—wWe—A) T A=A
o que prova (2.1). A prova de (2.2) é imediata de (2.1). O

A equacdo (2.1) € chamada de identidade do resolvente, e € crucial para a teoria
espectral de operadores lineares.

Teorema 2.1.11. Sejam X um espag¢o de Banach sobre C e A: D(A) C X —» X um
operador linear fechado. Entao p(A) € um subconjunto aberto de C, e consequente-
mente o(A) é um subconjunto fechado de C. De fato, se u € p(A) e A € C € tal que
=AMt —A) Y00 < 1, entdo A € p(A) e

o0

A=A)T=) (k=A"(n—A)"" 2.3)

n=0
Demonstracdo. Se u € p(A), entdo (u—A)~t € L(X). Se A € C, escrevemos
A=A)=(p—A)[T—(p=A)(p—A)"
ese lu—Al(t—A) Yoo <1, segue que' A € p(A) e (2.3) estd demonstrada. O

Corolario 2.1.12. Sejam X um espago de Banach complexo e A: D(A) C X — X um
operador fechado. Entéo, a funcdo p(A) 3 A — (A — A)~! € L(X) € analitica e
dTL
dan

Demonstragdo. Fixe A\g € p(A) e observe que de (2.1) e do fato que (2.3) converge
uniformemente para

— A=A t=(-1)"nIA=—A) L

1
2[[(Ao — A) Y2’

a aplicacdo p(A) 2 A — (A —A)t € L(X) é continua em Ay. Novamente utilizando
2.1) temos p(A) 2 A= (A—A)t e L(X) é derivdvel em A e

d
dA

"Lembre-se que para B € £(X) com [[B||z(x) <1 temos I — B inversivel e (I—B)1=3Y > B™

IA— Aol <

A=A =—-(A-A)"
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O caso geral segue da identidade
A=A (p=A) " = (A=A = (k—A)T)
= AT (k= AN A T (V- AT
e de um argumento de inducéo. O

Teorema 2.1.13. Dado A € C, se a série do lado direito de (2.3) é convergente (com
algum p € p(A) fixado) em L(X), entdo A € p(A) e vale (2.3).

Demonstragdo. Denote por S(A) a série do lado direito de (2.3). Temos

SAA=A)x =SA)A—uwx+SA)(n—A)x

== (=N (u—=A) "%+ ) (LA (p—A) X =x.
n=0 n=0

K

Agora veja que para cada k € N temos x, = Y (0 —A)"(p—A)™!x € D(A) e
n=0

xx — S(A)x quando k — oo €

(A=Al = (A — pu)xg + (1 — A)xye
k k
== (=AM =A) " ) (A (= A)
n=0 n=0
=x— (=N (p—A)*

Como a série (2.3) converge por hipétese, temos (1L — A)*"(u— A)™ 1 — 0 quando
k — oo, e portanto

(A—A)xxy = x quando k — oo.
Como A ¢é fechado, segue S(A)x € D(A) e (A—A)S(A)x =x. Assim A— A ¢é inversivel
e SA)=A—-A)"L O]

Corolario 2.1.14. A aplicacdo p(A) 3 A — (A — A)~! € L(X) tem cada componente
conexa de p(A) como seu dominio natural, isto é, ela ndo pode ser estendida analiti-
camente para além da fronteira de p(A).

Exercicio 2.8. Sejam X um espagco de Banach sobre C, A: D(A) € X — X um
operador linear fechado e y uma curva retificavel em C e f: {y} — X uma fungio
continua satisfazendo:

(») f(z) € D(A) para todo z € {y};
(x) Af:{y}— X € continua.

Entao
J f(z)dze D(A) e AJ f(z)dZZJ Af(z)dz.
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Definicao 2.1.15 (Comutatividade de Operadores). Diremos que um operador A: D(A) C
X — X comuta com B € £(X) se Bx € D(A) para todo x € D(A) (isto é, Im(B) C
D(A)) e

ABx = BAx para todo x € D(A).

Escreve-se BA C AB.

Exercicio 2.9. Se A: D(A) € X — X é um operador inversivel e comuta com B €
L(X), entdo A~l: Im(A) C X — X comuta com B.

Exercicio 2.10. Sejam A: D(A) C X — X um operador linear fechado com resolvente
nao-vazio, B € £(X) e assuma que (Ao — A)~! comuta com B para algum Ay € p(A).
Entéao

(@) (A—A)! comuta com B para todo A € p(A);

(b) A comuta com B.

2.2 OPERADORES LLINEARES [.IMITADOS

Seja X um espaco de Banach sobre C. Nesta secdo estudamos algumas particula-
ridades no estudo do espectro de operadores limitados.

Teorema 2.2.1. Se A € L(X) e [A| > ||A]|zx). entdo A € p(A) e

A—A)T=) ATIAN 2.4)

n=0

Consequentemente o(A) é compacto. Além disso, para cada R > ||A||zx), a série acima
converge uniformemente em {A € C: |A|] > R}.

Demonstragdo. O resultado segue simplesmente notando-se que (A — A) = A(l —
AIA). O

Teorema 2.2.2. Se A € L(X), entdo o(A) # 2.

Demonstracdo. Suponha que p(A) = C. Entdo C 3 A — (A—A)1 € L(X) € inteira e,
para [A| > |Al|zx), temos

1

A=A < ——7F77.
| levo < =T ATz

2.5)

De (2.5), obtemos C > A — (A—A)"! € £(X) limitada. Segue do Teorema de Liouville
(Exercicio 1.8) que C 3 A — (A — A)! € £(X) é constante. Mas de (2.5) segue que
(A—A)! =0 para todo A € C, o que é um absurdo. O
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x Raio Espectral

Se A € L(X), vimos que o(A) é ndo-vazio e compacto. O raio espectral r,(A) de
A € definido por
To(A) =sup{A]: A € o(A)}. (2.6)

Da compacidade de o(A), o supremo em (2.6) é atingido, ou seja, existe A € o(A)
tal que |A| = r4(A).

Teorema 2.2.3. Se A € L(X), entao a série (2.4) é convergente para todo A € C com
Al > r5(A) e divergente se |\| < r4;(A). Consequentemente

ro(A) = limsup [|A"]| - @2.7)
n—oo

Demonstracdo. Como (A — A)~! é analitica em p(A), ela tem uma série de Laurent
convergente para |A| > 1,(A). Do Teorema 2.2.1, a série de Laurent de (A —A)~! em
A e C: Al > ||Allzx) € dada por (2.4) e segue da unicidade da série de Laurent que
(2.4) vale para [A| > r,(A).

Se a série

i ATVIAT (2.8)
n=0

é convergente em L£(X) entdo sua soma é (A—A), A€ p(A) e a série Y > jp AN
¢ convergente sempre que |u| > |A| (veja Exercicio 2.11 abaixo). lLogo, a série €
divergente para |A\| < r;(A) e o raio de convergéncia desta série € r,(A), e assim (2.7)
também estd provada. O]

Note que de (2.7) e do Exercicio 1.4 obtemos 14(A) < [|A|zx)-

Exercicio 2.11. Mostre que se a série em (2.8) é convergente em L(X) entdo sua
soma é (A\—A)", A € p(A), e para |u| > ||, a série Y -, w"'A™ € convergente.

Teorema 2.2.4. Sejam X um espago de Banach sobre K e A € L(X). Entao {HA”HIL&)}TLGN
é convergente e

. 1/ . 1/
Um [JAT] g5 = tnf AT - 2.9)
Se X é um espaco de Banach complexo entao
1/n

. 1/ .
To(A) = T}Lj{}o HAan&) = }g‘i HAn”g(x)-

Demonstragdo. Se a, = log ||A"||z(x), para provar (2.9) é suficiente mostrar que

a . .a
= 5 b=inf=.
n n=l N



2.2. OPERADORES LINEARES LIMITADOS 25

E facil ver que amin < a, + an. Logo, se m é um inteiro positivo fixo, seja

n = mq + 1, onde (,r sdo inteiros ndo-negativos com 0 < v < m, temos que
a, < qg-am+a,e
an _ q 1
— < —anq + —a,.
n o n n
Se n — oo e m estd fixo, 1 — ﬂ% pois a variacdo de r estd restrita aos nime-
. a a . o
ros 0,1,2,--- ;m —1. Logo, limsup, , > < <. Como m € arbitrdrio temos que
limsup & < b. Por outro lado, ¢ > b e liminf % > b, o que prova o resultado. [
nooo n n—oo M

Finalizamos esta subsecdo notando que para um Ay € p(A), o raio espectral pode
ser usado para determinar, de certa forma, raios de circulos centrados em Ay que
seguramente contém pontos do espectro de A. De fato, de (2.3), para A € L(X) e
Ao € p(A), para A — Al < m temos A € p(A) e vale

A=A)"T=> Mo—A"(Ag—A) ™ (2.10)

n=0

Mas o raio de convergéncia R da série de Taylor (2.10) € dado por

R =limsup [|[(Ao — A) ™ V™ = 14((Ag — A) Y,

n—oo

ou seja R = 1 7- Portanto o circulo

To((Ao—A) 1
AcC: A=Al = 1
' O v (Mo — A)D

deve conter pontos de o(A) (veja [4, Corollary 2.11]).
Agora, do Teorema 2.2.1, para |[A — Ag| > ||Ag — Al|z(x) temos A € p(A) e

A=A "==> A=A A — A,
n=0
e sabemos que o raio de convergéncia dessa série de Laurent é o raio espectral de
Ao — A. Portanto o circulo {A € C: ]A — Ag| = r5(Ag — A)} contém pontos de o(A).
x Teorema da Aplicacao Espectral para Polinomios
Considere T € L(X) e p(z) =co+ciz+ ...+ cnz™ um polindmio em C. Definimos
p(T) =col+ciT+...+ CnTn,

que € um operador em L(X). Com a regras da algebra de operadores L(X), € claro
que se o polinomio p € fatorizdvel, entdo existe uma forma fatorada correspondente
para p(T).
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Teorema 2.2.5. Suponha que T € L(X), onde X € um espaco de Banach sobre C. Se
p € um polinémio, entao o(p(T)) = p(o(T)), isto €, o espectro de p(T) consiste dos
pontos da forma p(A), onde A € o(T).

Demonstragdo. O caso n = 0 € trivial. Assumiremos que n > 1 e que ¢, = 1.
Fixemos n € C e denotemos por Aq,...,A, 0s zeros complexos (repetidos com suas
multiplicidades, se necessario) do polindmio p(z) —u. Assim p(z)—pu = (z—A)...(z—
An), € portanto

p(MT) —pu=(T—A)...(T—An). 2.11)

Se A\ € p(T) parai=1,...,n entdo u e p(p(T)) e
(PM—wW ' =(T=A)" . (T=A)7

Assim, se u € o(p(T)) entdo deve existir A; tal que A; € o(T), e como p(A) = 1, isso
nos mostra que o(p(T)) C p(co(T)).

Reciprocamente, assuma que algum A; estd em o(T). Se T — A; nédo € injetora,
trocando a posicdo de T —A; com T — A, em (2.11), vemos que p(T) — u também nao
¢ injetora, e u € o(p(T)). Agora se T —A; nao é sobrejetora, trocando sua posicdo
com T —A; em (2.11) vemos que p(T) — p também nao € sobrejetora, e u € o(p(T)).
Portanto p(o(T)) C o(p(T)), e a prova esta completa. n

ExEercicios COMPLEMENTARES

Exercicio 2.12. Assuma que X seja um espago vetorial normado néao-completo, com
X seu completamento. Suponha T € L(X) e seja T a (inica) extensdo de T a X.
Mostre que o(T) = p(T).

Exercicio 2.13. Sejam X um espaco de Banach sobre C, e S, T € L(X).
(@) Se A € p(S)Np(T), entdo os resolventes de S e T satisfazem a equacéo
A=S)'—A-T)"'=A=8)(S—THA-T)"".
(Esta igualdade é chamada segunda identidade do resolvente).

(b) Para um Ay € C, defina £, ={T € L(X): Ag € p(T)}. Mostre que se T € £, e
S e ,C(X) é tal que ||S — THE(X)”U\O — T)71||L(X) < lentdo S € ’C7\o c

(o= 87" = o =TI+ YU =T~ T .
n=1

Em particular, £,, ¢ aberto em L(X).

(c) (Teorema de Newburgh) Dados um conjunto aberto nao-vazio A C Ce T € L(X)
com o(T) C A, existe € > 0 tal que para S € £(X) com [|S—T||zx < € temos
o(S) € A (dizemos que a aplicagdo L£(X) > T — o(T) € C é uma funcéo
semicontinua superiormente).
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Exercicio 2.14. Sejam A um subconjunto compacto de C e {«x,} uma sequéncia de
pontos de A que é densa em A. Defina T: {?(C) — (?(C) por

T} = {onxn .
(a) Mostre que T € L(£2(C)).

(b) Mostre que o(T) = A, que «, é um autovalor de T para cada n € N e que para
A€ A\ {x.} temos A € o.(T).

Exercicio 2.15. Sejam A, B, C € £(X), onde X é um espaco de Banach complexo.

(@) Se (I—AB)C=C(I—AB) =1 entdo I — BA tem uma inversa em L(X).
Dica: Tente I + BCA.

(b) Mostre que os pontos nédo nulos de p(AB) e p(BA) sdo os mesmos. Conclua
que T4(AB) = r,(BA).

(c) Mostre que nao existem operadores A,B € L(X) satisfazendo AB — BA =1

Exercicio 2.16. Se X € um espago de Banach complexo e AB = BA, com A, B € L(X),
entdo 1,(AB) < r.(A)rs(B).

Exercicio 2.17. Sejam X um espaco de Banach complexo e T € £(X). Mostre que
A(A —T)7! converge para I em L(X).

2.3 OPERADORES Duars

A seguir recordamos a definicdo de operador dual. Para X um espaco de Banach
sobre um corpo K, com dual X*, denotaremos o valor de um funcional x* € X* em
um ponto x € X por (x,x*), isto é, x*(x) = (x,x*).

Considere um operador A: D(A) C X — Y densamente definido. O operador dual
A*: D(A*) C Y* = X* de A é o operador linear definido por: D(A*) é o conjunto dos
y* € Y* para os quais existe z* € X* satisfazendo

(Ax,y*) = (x,z"), para todo x € D(A). (2.12)

Se y* € D(A*) definimos A*y* = z* onde z* € o tinico (veja Exercicio 2.18) elemento
de X* satisfazendo (2.12). O operador A*: D(A*) C Y* — X* € fechado (veja Exercicio
2.19).

Exercicio 2.18. Seja A: D(A) € X — Y um operador linear densamente definido.
Mostre que se existe z* € X* satisfazendo (2.12), entdo z* € tinico.

Exercicio 2.19. Se X é um espaco de Banach e A: D(A) C X — Y € um operador
linear densamente definido, mostre que A*: D(A*) C Y* — X* é um operador linear
fechado.
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Exercicio 2.20. Mostre que se A: D(A) C X — Y € um operador linear densamente
definido entdo para todo A € C temos (A — A)* = A — A*. Mostre ainda que se A — A
é injetor e tem imagem densa, entdo Im(A — A*) C D(((A — A)~1)*).

Comecamos com alguns resultados bdsicos sobre operadores duais.

Lema 2.3.1. Sejam X e Y espacos de Banach sobre K e A € L(X,Y). Entdo A* €
LY, X") e [Allzxgy) = 1A 2ovsx-)-

Demonstragdo. Para todo y* € Y*, y* o A € um funcional linear continuo e portanto
determina um unico elemento z* € X* para o qual (x,z*) = (Ax,y*), para todo x € X.
Segue que D(A*) = Y*. Além disso

[A N evexey = sup [JA™Y [lx- = sup — sup |(x, A"y")|

ly*lly- <1 ly"lly=<t Iixllx<t
= sup sup [(Ax,y")[ = sup [[Ax]y = [|A]lzxy)-
Illx<t Iy fx= <1 Iellx<t
O

Temos um resultado um pouco mais geral, que € deixado como exercicio ao leitor.

Exercicio 2.21. Se A: D(A) € X — Y é um operador linear densamente definido e
limitado, entdao A* € L(Y*, X*).

Lema 2.3.2. Seja X um espaco de Banach reflexivo sobre K. Se A: D(A) C X = X é
fechado e densamente definido entdo D(A*) é denso em X*.

Demonstracdo. Se D(A*) ndao € denso em X*, existe um elemento xo € X (pela re-
flexividade de X) tal que xo # 0 e (xo,x*) = 0 para todo x* € D(A*). Como A ¢
fechado, seu grafico G(A) é fechado e nao contém (0,%xp). Do Teorema de Hahn-
Banach, existem xj e x; em X* tais que (x,x{) — (Ax,xs) = 0 para todo x € D(A) e
(0,%]) — (X0, x3) # 0.

Assim (xq,x3) # 0, e também x5 # 0, x5 € D(A*) e A*xj = x{. Isto implica que
(x0,%5) = 0, o que € uma contradi¢do. Portanto, D(A*) é denso em X*. ]

Exercicio 2.22. Exiba um exemplo de operador fechado e densamente definido A:
D(A) C X — X tal que D(A*) C X*.
Dica: Veja [3, Exercise 2.22].

Lema 2.3.3. Seja A: D(A) C X — X um operador linear e densamente definido em X.
Se A € p(A) entdo A € p(A*) e

A—A)T=(A=A)YH". (2.13)

Demonstracdo. Do Exercicio 2.20 sabemos que (A — A)* = A —A*. Se A — A €
injetor e tem imagem densa, consideremos o operador B: D(B) € X — X dado por
D(B)=Im(A—A) e B=(A—A)"L. Afirmamos que
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(1) B*(A — A*)x* = x* para todo x* € D(A*);
(2) (A— A*)B*x* = x* para todo x* € D(B*).
Prova de (1): Seja x* € D(A*) e tome w* = (A — A*)x*. Para y € D(B) = Im(A — A),
seja x = By (isto é, (A — A)x =y). Assim
<BU)W*> = <X> (A— A*)X*> = <(}\ — A)x, X*> = <U)X*>>
o que mostra que w* € D(B*) e B*w* = x*, e conclui a prova de (1).
Prova de (2): Se x* € D(B*) e x € D(A), temos (A — A)x € Im(A — A) = D(B),
B(A—A)x = x e assim
(A =A)x,B*x") = (B(A — A)x,x") = (x,x").
Portanto B*x* € D(A*) e (A— A*)B*x* = x*, o que conclui a prova de (2).
Completamos agora a demonstracdo do teorema: se A € p(A), entdo B: D(B) C

X — X € limitado e segue do Exercicio 2.21 que B* € L(X*). De (1) e (2) segue que
A€ p(A*) e (A—A*)1=B* n

Teorema 2.3.4. Seja A: D(A) C X — X um operador linear densamente definido.
Entéo p(A) = p(A*) e vale (2.13) para todo A € p(A).

Demonstragcédo. Do Lema 2.3.3, sabemos que p(A) C p(A*) e vale (2.13) para todo
A € p(A). Para concluir a demonstracdo desse teorema, sO nos resta mostrar que
p(A*) C p(A).

Para isso, fixemos A € p(A*). Como A* é fechado temos (A — A*)~1 € £(X*).

e A — A ¢ injetivo: seja x € D(A) tal que (A — A)x = 0. Para x* € D(A*) temos
0= ((A—A)xX") = (x, (A —A)'x").
Como Im(A — A*) = X* temos x = 0, o que mostra que A — A € injetivo.

e Im(A — A) € densa em X: considere x* € X* com 0 = (y,x*) para todo y €
Im(A — A). Desse modo, temos

(AN—=A)x,x") =0 para todo x € D(A).

Isto nos mostra que x* € D(A*) e (A— A*)x* = 0. Mas A € p(A*), e portanto A — A*
¢ injetivo, o que nos da x* = 0. Logo Im(A — A) € densa em X.
e A—A)L:Im(A—A) Cc X — X € limitado: para cada y* € X* considere x* =
(A —A*) 1y, isto &, (A — A*)x* =y*. Paray € Im(A — A) temos
(A=A y,y") = (A=A Ty, A= A"X*) = (y,x") = (y, A= A")y"),

e portanto

(A= A) Ty, y") < Jlyllx | (A =A%)y ylIxlly*

Disto segue que ||[(A — A) Tyl < [|(A = A Yl zoe0[yllx para todo y € Im(A — A), e
portanto (A — A)~! é limitado, o que completa a demonstracéo. [

xr <OV =A") Y 2ix)

X*.
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O anulador (ou ortogonal) de um subconjunto M C X € o conjunto
M+ = {x* € X*: (x,x*) = 0 para todo x € M},
e o anulador (ou ortogonal) de N C X* é o conjunto
N+ = {x € X: {(x,x*) =0 para todo x* € N}.

Exercicio 2.23. (a) Mostre que se M C X é um espago vetorial entdo M+ é um
subespaco vetorial fechado de X* e (M*)+ = M. Dica: Veja [3, Proposition 1.9].

(b) Se N C X* é um subespaco vetorial entdo N+ é um subspaco vetorial fechado
de X e que -
(NH)E o N.
Pode acontecer de que (N1)* seja estritamente maior do que N (veja [3, Exercise
1.16]). Se X for reflexivo, mostre que
(NH+E =N.
Dica: Veja [3, Proposition 1.9].

(¢) Um subconjunto N C X* é dito total se N+ = {0}. Mostre que se A: D(A) C
X — X é fechado e densamente definido entdo D(A*) € total (cf. Lema 2.3.2).

Notemos que os grdficos de A e A* estdo relacionados por uma simples condig¢ao
de ortogonalidade. Considere o isomorfismo Z: Y* x X* — X* x Y* dado por

Z(y*,x") = (—x"y7).
Entéo
Z(G(A*")) = G(A)* . (2.14)
De fato, note que para (y*,x*) € Y* x X* temos
(y,x") e G(A") &y € DA") e A"y =x"
& (x,x") = (Ax,y*) para todo x € D(A)
& (x,—x*) + (Ax,y*) = 0 para todo x € D(A)
& (—x,y*) € G(A)*
& Iy, x*) € G(A)L.

Proposicao 2.3.5. Seja A: D(A) C X — Y um operador linear fechado e densamente
definido. Entao
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(@) ker(A) = Im(A*)*; (c) ker(A)*+ D Im(A*);

(b) ker(A*) =Im(A)L; (d) ker(A*)t =Im(A).

Demonstragdo. Primeiramente provemos (b). Se y* € ker(A*) e y = Ax € Im(A)
entéao

U, y") = (Ax,y") = (x,A"y") =0,
o que mostra que y* € Im(A)t. Reciprocamente se y* € Im(A)
x € D(A) temos

L entdo para todo

0 = (Ax,y"),

o que mostra que y* € D(A*) e A*y* = 0, isto &, y* € ker(A*), o que completa e
prova de (b).
Para (a), veja que se x € ker(A) e x* € Im(A*) entdo existe y* € Y* tal que
Ay*=x"e
(x,x") = (x, A"y") = (Ax,y") =0,

logo x € Im(A*)+. Para a volta, assumimos por contradi¢do que existe xg € Im(A*)+
tal que xo ¢ ker(A), isto é, (xo,0) € G(A). Como A é fechado, segue do Teorema de
Hahn-Banach que existe (x*,y*) € X* x Y* tal que (xo,x*) #0 e (x,x*) — (Ax,y*) =0
para todo x € D(A). Isto nos da y* € D(A*) e A*y* = x*, e obtemos uma contradicao.

A prova de (c) (resp. (d)) segue de (a) (resp. (b)) e do Exercicio 2.23. O

O seguinte resultado serd necessario adiante, e para sua demonstracdo, veja [3,
Theorem 2.19]

Proposicao 2.3.6. Seja A: D(A) C X — X um operador linear fechado e densamente
definido. Entao as seguintes propriedades sdo equivalentes:

(a) Im(A) € fechada; (c) Im(A) = (ker(A*))*;
(b) Im(A*) € fechada; (d) Im(A*) = (ker(A))* .

2.4 OPERADORES COMPACTOS

No que segue, X e Y serdo espacos vetoriais normados. Quando necessarios,
assumiremos que eles sdo completos.

Definicao 2.4.1. Diremos que um operador linear K: X — Y é compacto se para
cada conjunto limitado B C X temos K(B) um subconjunto relativamente compacto
de Y, isto €, seu fecho é compacto em Y. Denotamos por K(X,Y) o espago dos
operadores lineares compactos K: X — Y.

Exercicio 2.24. Mostre que K(X,Y) C L(X,Y), isto é, mostre que todo operador
linear compacto K: X — Y é limitado.
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Exercicio 2.25. Seja K: X — Y um operador linear. Mostre que as afirmacoes abaixo
sdo equivalentes:

(a) K é compacto;
(b) K(BX(x)) é relativamente compacto em Y para cada v >0 e x € X;

(©) K(gf (x)) € relativamente compacto em Y para cada r >0 e x € X;

(d) K(ET(O)) é relativamente compacto em Y;
(e) K(Bf(0)) € relativamente compacto em Y;

(f) para cada sequéncia {x,} limitada em X, a sequéncia {Kx,} contém uma sub-
sequéncia convergente para algum limite em Y.

Exercicio 2.26. Mostre que se dimX < oo ou dimY < oo entdo K(X,Y) = L(X,Y).
Mostre também e que se K(X,Y) = L(X,Y) e L(X,Y) contém alguma aplicacdo aberta,
entdo dimY < oo.

Veja que com esse exercicio podemos concluir que (X) = L(X) se, e somente se,
dim X < oo.

Exercicio 2.27. Sejam X = C([a,b],C) o conjuntos das fun¢des continuas de [a, b]
em C com a norma do supremo e k € C([a,b] x [a,b],C). Defina K: X — X por

b
(Kx)(t) = J k(t,s)x(s)ds para cada t € [a,b] e x € X.

a

Usando o Teorema de Arzeld-Ascoli (veja [14, Theorem 7.23], por exemplo), mostre
que K € K£(X).

Teorema 2.4.2. Temos K(X,Y) subespaco vetorial de L(X,Y). Se Y € Banach, entdo
K(X,Y) € um supespaco fechado de L(X,Y).

Demonstracdo. A primeira afirmacido € trivial. Agora suponha Y completo. Se
K(X,Y) 5 Ky, = K € L(X,Y) na topologia de L£(X,Y), dado € > 0 existe ny =
no(e) € N tal que

K(BY(0)) C Ky, (BF(0)) + BY(0).

Disto segue facilmente que K(BF(0)) é totalmente limitado em Y, e como Y € completo
isto implica que K(B{(0)) € relativamente compacto em Y. O

Exercicio 2.28. Seja X = {?(C) e A: X — X como no Exemplo 2.6. J4 sabemos que
A € limitado e 0 € 0.(A). Mostre que A é compacto.
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Exercicio 2.29. Sejam X e Y espacos de Banach sobre K. Um operador T € L(X,Y) €

chamado de nuclear se existem sequéncias {x,} C E?*(O), {yn} C EY(O) e {An} € 1K)
tal que

[e.o]

Tx = Z An(%, X0 )y, para todo x € X.

n=1

(a) Mostre que a série acima € absolutamente convergente para cada x € X.
(b) Mostre que T € L(X,Y).
(c) Mostre que T € K(X,Y).

Teorema 2.4.3. Sejam X,Y,Z espagos de Banach sobre o corpo K, A € L(X,Y) e
Be L(Y,Z).

(@) Se A € K(X,Y) ou B € K(Y,Z) entdo BA € K(X, Z).
(b) Se A € K(X,Y) entdo A* € K(Y*,X*).

Demonstracédo. A prova de (a) é deixada como exercicio. Para provar (b) mostraremos
Y P .
que A*(B; (0)) € relativamente compacto em X*.

Defina _
=X
que é compacto em Y, ja que A € K(X,Y). Consideremos entdo o espaco vetorial
C = C(K,K) das fungoes continuas de F em K, com a norma do supremo || - ||c.

Para y* € EY (0) e x e E?(O) temos

[{Ax, ) < [|AX]Iv]ly®

ve <A coxn XMy [lve < TA]| 2o

Tomando limites obtemos |(z,y*)| < ||A||zx,v) para todo y* € §r*(0) ezeF.

Além disso, para todo y* € EY (0) e z1,z2 € F temos |(z;1 — z2,y*)| < |lz1 — z2]|v-
Assim a familia X
F={yl:y eB (0)}
¢ uniformemente limitada e equicontinua em C(F K).
Assim, dada sequéncia {x} C A*(Er(O)), existe sequéncia {y:} C §r*(0) com
X} = A*y} para todo n € N. Portanto, do Teorema de Arzeld-Ascoli, {y}|r} possui

n
uma subsequéncia {y;, [¢} convergente em C. Portanto

xo = sup |{x,xp, —x )l = sup [0 A™yy, —yy, )l
Ixlix<1 Ielix<t

* *
My - an

I

= sup [(Ax,yn, —Yn)l < SugKZ)y:ik —Yno!l = YnJF = yn,[elles
ze

lIxlIx<1

o que mostra que {x; } € de Cauchy em X*, e portanto convergente em X*, € a
demonstracédo de (b) esta completa. O
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Observacao 2.4.4. Veja que se A € K(X,Y) e dimX = oo, entdo A nado pode ter
inversa limitada, pois caso isso fosse verdade, I = A7'A € K(X), o que implicaria
que dim X < oco.

Isso implica, em particular, que o operador identidade I de X € compacto se, e
somente se, X tem dimensédo finita.

Proposicao 2.4.5. Se Y € completo, A € K(X,Y) e Im(A) € um subespaco fechado de
Y, entdo Im(A) tem dimenséo finita.

Demonstracdo. Defina Y; = Im(A) e A;: X — Y; por Ajx = Ax para cada x € X.
Claramente A; € K£(X,Y;). Do Teorema 2.4.3 (b), A} € £(Y],X*). Como Im(A;) =Y; é
completo (pois € fechado em Y), segue do Teorema A.2.5 que A possui uma inversa
continua, e segue da Observacdo 2.4.4 que dim Y] < co. Assim dimY; =dim Y] < oo,
0 que completa a prova. O

x Teoria de Riesz-Fredholm

Lema 2.4.6 (Lema de Riesz). Seja X um espaco vetorial normado e M C X um
subespaco linear fechado tal que M C X. Entdo para cada € > 0 existe x € X com
Ixllx=1e
dist(x, M) = inf ||[x —z|| > 1—e.
zeM

Demonstracdo. Considere xo € X\ M. Como M ¢ fechado temos d = dist(xo, M) > 0.
Dado 0 < € < 1, da definicdo de d, existe yop € M tal que

d
d < — < —.
o = Yollx < 1—
Claramente yo # xo € podemos definir
X = X0 — Yo '
X0 — Yollx
Entdo x € X, ||x||x =1 e para cada y € M temos
HX—UH:H Xo —Yo H: X0 — (Yo + [[xo — Yollxy) llx (*>) d Sl
X0 — Yollx X0 — Yollx X0 — Yollx ’
onde em (x) usamos que Yo + ||xo — Yolly € M. Assim
dx,M)=inf [[x —y|| > 1—e.
yemM
O

Para o proximo exercicio, veja [3, Exercise 1.17].

Exercicio 2.30. Seja X um espaco vetorial normado e x* € X* com x* # 0. Considere
M = ker x*.
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(a) Determine M.

(b) Mostre que para cada x € X temos

. X, X"
dist(x, M) = [x, >|-
[ |-
Dica: Vocé pode usar a expressdo dist(x, M) =  sup ”<Xl1ﬁ*>* .
0zyremt Y IX

(c) Assuma que X = {f € C([0,1],R): f(0) = 0}, com a norma do supremo, e que

1

(f,x™) :J f(t)dt para toda f € X.
0

Prove que
1

dist(f,M) = ‘ J

f(t)dt‘ para toda f € X.
0

Mostre também que para cada f € X\ M, in]\fl |f — g|lx nao é atingido.
ge

Veja que se X € reflexivo, entdo podemos tomar € = 0 no Lema 2.4.6. De fato,
como M C X e M ¢ fechado, segue do Teorema de Hahn-Banach que existe x* € X*
tal que [|[x*[|x- =1 e (y,x*) = 0 para todo y € M. Como X ¢ reflexivo, existe x € X
com ||x||x =1 tal que ||x*||x- = (x,x*). Mas entdo para todo y € M temos

1=||x*

x» = (6 X7 = (x =y, x") < [x—ylx

c portanto
dist(x, M) > 1.

O Exercicio 2.30 acima nos mostra que isso nédo € verdade em geral.

Exercicio 2.31. Mostre que se M é um subespago finito-dimensional de X entdo
para cada x € X existe yp € M tal que dist(x, M) = ||x — yo||x-

Teorema 2.4.7 (Teorema de Riesz). Seja X um espaco vetorial normado e assuma que
ET(O) seja compacta. Entdo dim X < oo.

Demonstracdo. Assumimos por contradicdo que dimX = oco. Entdo existe uma
sequéncia {E,.} de subespacos de X com dimE, < oo e E,, C E,,; para todo n € N. Do
Lema 2.4.6 existe uma sequéncia {x,} com x, € E,, [|xq|[x =1 e dist(xn, Enq) > 1/2
para todo n > 1. Em particular, para n > m, temos x,, € E,, CE, ;e

1

Hxn _XmH > dist(xn, En_q) = 9

Portanto {x,} nao pode possuir subsequéncias convergentes, o que contraria a com-
. =X .
pacidade de B; (0), e conclui o resultado. O
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Considere agora um espaco de Banach X. Dizemos que um operador linear P €
L(X) é uma projecido se P? = P.

Proposicao 2.4.8. Uma projecao P esta em K(X) se, e somente se, Im(P) tem dimensao
finita.

Demonstragéo. Defina Z = Im(P). O conjunto P(§i<(0)) ¢é limitado de Z, e se Z tem
dimenséao finita, ele € relativamente compacto. Portanto P € (X).

Reciprocamente, note que EZ(O) C P(Ei((O)), poisse z € Z e ||z||x < 1 entdo z = Px
para algum x € X e Pz = P’x = Px = z, logo z = Pz € P(§i((0)). Como P € K(X),
P(§i<(0)) ¢ relativamente compacto em X e portanto EZ(O) ¢ compacta em Z. Segue
do Teorema de Riesz que Z tem dimensao finita. O

Teorema 2.4.9 (Alternativa de Fredholm). Seja X um espaco vetorial normado sobre
C, A e K(X)eAeC\{0}. Entao

(a) dimker(A —A) < co;

(b) Im(A — A) € fechado, e mais precisamente, Im(A — A) = (ker(A — A*))*;
(c) ker(A — A) ={0} se, e somente se, Im(A— A) =X;

(d) dimker(A —A) =dimker(A —A*).

Demonstracdo. (a) Veja que se x € ker(A — A) temos x = A !Ax, e portanto a iden-
tidade em ker(A — A) é um operador compacto. Da Observacdo 2.4.4 segue que
dimker(A —A) < co.

(b) Assuma que {y,} C Im(A—A) ey, = y € X. Assim para cada n € N existe x,, €
X tal que y, = Ax,, — Ax,. Para cada n € N, defina d,, = dist(x,,ker(A — A)). Como
ker(A—A) tem dimenséo finita, segue do Exercicio 2.31 que existe z, € ker(A—A) tal
que dn = ||xn — z,||x para cada n € N. Temos

Yn = A= Ahxn — (A= A)zn = Axn — z0) — Alxn — zn). 215

Afirmamos que a sequéncia {x, — z,} é limitada. Se este ndo é o caso, extraindo
subsequéncias, se necessario, podemos assumir que ||x, — z,||[x — oo. Considerando
Wn = (Xn — zn)/||Xn — zn||x Obtemos

Yn

— = Aw, — Aw,,
[[xn — zn[x

e como Yy, — Yy, obtemos Aw,,—Aw,, — 0. Mas {w, } € limitada e A € K(X), e podemos
assumir (tomando subsequéncias se necessario) que Aw, — z. Assim Aw,, — z, 0
que implica que w, — A7z, ja que A # 0. Além disso, z € ker(A — A). Portanto

dist(wn, ker(A — A)) < |[wn —A7'z||x — 0.
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Mas
dist(x,, ker(A —A))

dist(wy,, ker(A —A)) = T — zallx

=1 paratodon e N,

0 que nos da uma contradicdo e mostra que {x, — z,} € limitada.

Como A € compacto, podemos assumir (extraindo subsequéncias se necessario)
que A(xn —z,) — w. Assim de (2.15) segue que A(x, —z,) — y + w. Defina
x = Ay +w). Assim (A—A)x =y, o que mostra que y € Im(A — A), e portanto
Im(A — A) € fechada. Isto nos permite também aplicar a Proposicdo 2.3.6 e obter

ImA—A) = (kerd—A*))t e ImA—A*) = (ker(A—A))*L.

(c) Suponha que ker(A — A) = {0} e assuma que E; = Im(A — A) C X. Assim
E; € um espaco de Banach e AE; C E;. Ainda A; = Alg;: By — E € K(Ey) e
E; = (A— A)E; = Im(A;) € um subespago fechado de E; (do item (b) aplicado a Ay).
Mais ainda E; C E; pois ker(A —A) ={0} e E; C X.

Deste modo, fazendo E,, = (A — A)"X, obtemos uma sequéncia estritamente de-
crescente de subespacos fechados de X. Usando o Lema de Riesz, podemos construir
uma sequéncia {u,} com u, € E,, ||u,||x =1 e dist(u,, E,i1) > 1/2 para todo n € N.
Assim temos

Au, Aup, A=Au, A—Au,

D e W S S

e para n > m, como E.,; C E, C E,.11, obtemos

A-Au,  A—Auy

tn — A + A S F—m+1)
portanto
1 : 1
WHAun — Aup||x = dist(um, Epig) = >

o que contradiz a compacidade do operador A. Assim provamos que Im(A —A) = X.
Para a reciproca, assuma que Im(A — A) = X. Da Proposicdo 2.3.5 sabemos entéo
que ker(A — A*) = Im(A — A)t = Xt = {0}. Como A* € K(X*), podemos aplicar o
passo acima para concluir que Im(A — A*) = X*. Novamente, da Proposi¢do 2.3.5
concluimos que ker(A — A) = Im(A — A*)*+ = (X*)*+ ={0}.
(d) A prova desse item é deixada como exercicio ao leitor (veja [3, Theorem
6.6]) m

A Alternativa de Fredholm lida com a solubilidade da equacéo
A—A)x =y, (2.16)

e diz que:
e ou (2.16) tem solucéo unica para cada y € X;
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e ou a equacao homogénea (A — A)x = 0 possui n solucoes linearmente indepen-
dentes, e neste caso, (2.16) possui solucéo se, e somente se, y satisfaz n condi¢ées de
ortogonalidade, isto &, se y € ker(A — A*)~.

Veja que a propriedade (c) € bem conhecida em espacos de dimensdo finita (o
Teorema do Nucleo e da Imagem). Contudo, em espacos de dimenséo infinita, uma
aplicacdo pode ser injetiva sem ser sobrejetiva, e também pode ser sobrejetiva sem
ser injetiva.

Exemplo 2.4.10. Considere X = (*(C) e considere os operadores R, L, € L({*(C))
dados por

Rs({xhXZ)XS)"'}) :{O>X1)X2)X3)"'} € Ls({xl)XZ)XB)"'}) :{X2>X3)X4)"'})

chamados the right-shift e left-shift, respectivamente. Veja que Rs € injetor mas ndo
¢ sobrejetor, e que L € sobrejetor mas néo injetor.

x Teorial Espectral para Operadores Compactos

No que segue, estudaremos o espectro de um operador A € K(X). Comecamos
com o seguinte:

Teorema 2.4.11. Se A € K(X) e dim X = oo entdo 0 € o(A).

Demonstracdo. De fato, se 0 € p(A) entdo A possui inversa A~ continua, e segue
que o operador identidade I = A7'A estd em K(X). Da Observacio 2.4.4 obtemos
dim X < 0o, 0 que nos da uma contradicéo. O]

Teorema 2.4.12. Seja X um espaco de Banach sobre C e A € K(X). Se A € C\ {0},
entao para cada inteiro positivo n temos dimker(A — A)" < co.

Demonstracdo. O caso n =1 ¢€ o item (a) da Alternativa de Fredholm. O caso geral
segue do caso anterior observando-se que

n __ - n—k n _1Ykak _\n
A—A) _éx (k)( DRAK =A™ — A,

onde Ay = — Y A" (1) (—D*A* € K(X). O
1

Exercicio 2.32. Sejam X um espaco de Banach sobre K e T € £(X). Mostre que se
ker(T™) = ker(T™*!) para algum ng € N entéo ker(T") = ker(T™"!) para todo n > n,.
Dica: Mostre que ker(T™*!) = {x € X: Tx € ker(T™)}.

Teorema 2.4.13. Sejam X um espaco de Banach sobre C, A € K(X) e A € C\ {0}.
Existe ng € N tal que

ker((A — A)™) = ker((A— A)")  para todo n > ny.
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Demonstracdo. Usando o exercicio anterior, basta provar que existe ny € N tal que
ker((A—A)"*t) = ker((A—A)™). Claramente ker((A—A)") é fechado e ker((A—A)") C
ker((A — A)™*1) para todo n € N. Suponha que ker((A — A)") C ker((A — A)™*) para
todo n € N. Do Lema de Riesz, para cada n > 2, existe x,, € ker((A — A)") tal que
[xnllx =1 e dist(xn, ker((A — A)")) > 1. Assim

Axn  AXm A—A)xm A—A)x,
——— =Xp—Xqm + — )

A A A A

e para n > m > 0 temos

(7\ — A)Xm (}\ - A)X‘n

—Xm + > — X e ker((A —A)" 1),
Logo
1 1
WHAxn — AxXn|x = dist(xy, ker(A — A1) > 3
0 que contraria a compacidade de A, e conclut a demonstracéo. O]

Quando ker(A — A) # {0} entdo A é um autovalor de A, isto é, A € o,(A). Neste
caso, a multiplicidade geométrica de A é a dimensado de ker(A — A). Nesse caso,
existe um menor inteiro positivo ng tal que ker((A — A)™) = ker((A — A)™*1). O espa
co ker((A — A)™) € chamado de autoespaco generalizado associado ao autovalor A
e que dim(ker((A —A)™)) é a multiplicidade algébrica de A.

Observe que, se X € um espago de Banach sobre C, A € C\ {0} e A € K(X), da
Alternativa de Fredholm segue que Im(A — A) = X se, e somente se, ker(A—A) ={0}.
Logo A € p(A) se, e somente se, ker(A — A) = {0}. Segue entdo que todos os pontos
em o(A) \ {0} sdo autovalores, isto é, para um operador A € K(X) temos

o(A)\{0} = ap(A) \ {0}

Lema 2.4.14. Sejam X um espaco de Banach com dimenséao infinita sobre C e A €
K(X). Se {A\.} € 0(A)\ {0} € uma sequéncia de niimeros distintos com A, — A € C,
entdao A = 0. Em particular, todo ponto de o(A) \ {0} € isolado.

Demonstracdo. Como A, € 0(A)\{0} = 0,(A)\{0} para cada n € N existe x, € X com
IIxnl[x =1 tal que (A, — A)x,, = 0. Defina X,, = span{xy,...,x,}, que € um subespaco
finito dimensional de X para cada m. Afirmamos que X, C X,,; paratodon €
N, e para mostrar isso, basta provar que {xj,...,Xx,} € um conjunto linearmente
independente de vetores para cada n € N. Suponha, por inducédo, que {xg,...,Xn}
¢ um conjunto linearmente independente de vetores e mostremos que {Xg, - ,Xni1}

n
também o €. Se xn11 = ) X, entao
im1

n n
E Ans106Xi = An1Xni1 = AXppg = E XA
i=1

i=1
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Disto segue que
n
Z i (Ans1 — A)xy = 0 e portanto o = --- = ,, = 0.
i=1

Com isto xn,1 = 0, o que € uma contradicdo, e prova a afirmacéo.

Notemos ainda que (A, —A)X, C X,_1 (pois (A,—A)x, = 0). Aplicando o Lema de
Riesz, para cada n > 2 existe yn € Xp, |[ynllx =1 e dist(yn, Xn_1) = % Se2<m<n,
entdo X;,—1 C X C Xno1 C X, €,

eanl
Ayn Aym _ (}\m_A)ym (}\n_A)yn
e i e
1
2 dtSt(ynaXn—l) 2 5

Se Ax, — A # 0, entdo a sequéncia {%} ¢ limitada e, do fato que A é compacto,

{A—A‘ﬂ} tem uma subsequéncia convergente, e temos uma contradicdo, o que mostra
n

que A =0. O]

O teorema a seguir sintetiza os resultados obtidos acima para o espectro de um
operador compacto.

Teorema 2.4.15. Sejam X um espago de Banach sobre um corpo K e A € K(X).
Entao o(A)\ {0} = o,(A) \ {0}, o(A) contém no maximo uma quantidade enumerdvel
de pontos, e o conjunto dos pontos de acumulagdo de o(A) € ou vazio ou {0}.

Exercicio 2.33. Considere uma sequéncia qualquer {x,} que converge para 0 em C,
X = %(C) e defina
A{x1, X2, X3, + - } = {oux, doxg, 0zxz, - - 1

(a) Mostre que A é compacto;

(b) Mostre que o(A) ={o,} U{0}.

(c) Dé exemplo de sequéncia {c,} de modo que:
* 0 ¢ op(A);
*x 0 € o0p(A) e dimker(A) < oo;

*x 0 € op(A) e dimker(A) =

Frequentemente os operadores compactos surgem como inversa de operadores
ilimitados. Estes operadores sdo os chamados operadores com resolvente compacto
que definimos a seguir.
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Definicao 2.4.16. Sejam X um espa¢o de Banach sobre C e A: D(A) € X — X
um operador fechado e com resolvente nao-vazio. Diremos que A tem resolvente
compacto se para algum A € p(A) o operador resolvente (Ag — A)~! estd em K(X).

E uma consequéncia simples da identidade do resolvente (2.1) que se A tem re-
solvente compacto entdo (A — A)~! é compacto para todo A € p(A).

Exemplo 2.4.17. Sejam X = {f € C([0,1,K): f(0) = 0} e A:D(A) € X —» X o
operador linear definido por D(A) = {f € C'([0,1],K) : f(0) = f'(0) = 0} e Af = f’ para
f € D(A). Notamos que A € um operador fechado, densamente definido, 0 € p(A) e
que A~! é compacto (aplicando o Teorema de Arzeld-Ascoli). Assim A tem resolvente
compacto.

Sejam X, Y espacos de Banach sobre um corpo K. Diremos que Y estd compacta-
mente imerso em X, e em geral escrevemos Y CC X, se:

e Y ¢ um subconjunto de X;

e a aplicacdo de inclusdo i: Y — X € compacta, isto €, limitados de Y sdo relati-
vamente compactos em X.

Vale notar que sendo a inclusdo um operador linear, se Y CC X, entdo i também
¢ continua, isto é, existe uma constante ¢ > 0 tal que

lyllx < cllylly para todo y €Y.

Exercicio 2.34. Sejam X um espaco de Banach e A: D(A) € X — X um operador
fechado com 0 € p(A). Em D(A) defina a norma do grafico

IX|lba) = IIx]|x + [|[Ax||x  para todo x € D(A).

Denote por Y o espago D(A) munido da norma | - ||pa). Mostre que Y é um espaco
de Banach e que se Y CC X, entdo A tem resolvente compacto.

2.5 OPERADORES DISSIPATIVOS

Definicao 2.5.1 (Aplicacdo Dualidade). Seja X um espago vetorial normado sobre K.
A aplicacdo dualidade J: X — 2X° ¢ a funcdo multivaluada definida por

J(x) = {x" € X": Re(x,x") = [[x[|%, [x"[lx- = [[x]x}-
Sabemos do Teorema de Hahn-Banach que J(x) # @ para cada x € X.

Definicao 2.5.2 (Operador Dissipativo). Um operador linear A: D(A) C X — X é
dito dissipativo se para cada x € D(A) existe x* € J(x) tal que Re (Ax,x*) < 0.

Exercicio 2.35. Um espaco vetorial normado Y € dito uniformemente convexo se
dado € > 0, existe & > 0 tal que se ||yilly = [Jyzlly = 1 e |ly1 —yz2|| > €, entao
[yt + yally < 2(1-3).

Seja X um espaco vetorial normado com X* uniformemente convexo. Mostre que
para todo x € X, o conjunto J(x) € unitario.
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Lema 2.5.3. O operador linear A: D(A) C X — X € dissipativo se, e somente se,
|(A — A)x||x = Allx||x  para todo x € D(A) e A > 0. 2.17)

Demonstracdo. Se A é dissipativo, A > 0, x € D(A), x* € J(x) e Re(Ax,x*) < 0,
temos
A% — AxlixlIxllx > (0 — Ax,x*)] > Re(Ax — Ax,x*) > Allx|[2

e (2.17) segue. Reciprocamente, dado x € D(A) suponha que (2.17) vale para todo
A>0. Se y; € J((A—A)X) e g5 =vi/llUillx- temos

Allxflx < [[Ax — Ax[[x = Re(Ax — Ax, g3) = ARe(x, g3) — Re(Ax, g3)
< AlJx[[x — Re({Ax, g3).
Deste modo, para cada A > 0, obtemos Re(Ax,g3) <0 e
Re(Ax, g3) [ Ax||x
A A

Como a bola unitdria de X* é compacta na topologia fraca*, existe g* € X* com
llg*llx- < 1 tal que g* € um ponto limite da rede {gi}r~0 (veja o Apéndice A.3). Isto
significa que para cada n € N, ao considerarmos a vizinhanca

Ix[[x < Re(x,g3) — < Re(x, g3) +

I
U, = {f* € X": |<an*_g*>| < E) 121,2},

com z; = x € zg = Ax, de g* em X* na topologia fraca®, existe A,, > n tal que gy, € U,.
Isso mostra que para cada n € N temos

IRe(x, g5, — g") < [{x, 93, —g") < - IRe(Ax, gy, — 9")| < [{Ax, g5, —g")| < e

ou seja
Re(x,93,) = Re(x,g") e Re(Ax, g;,) = Re(Ax, g"),

quando fazemos n — oo.
Segue entdo que Re(Ax,g*) < 0 e Re(x,g*) > ||x|]|x. Mas Re(x,g*) < [(x,g9")| <
|Ix||x e portanto Re(x, g*) = ||x||x. Ainda

[IXllx = Re(x, g%) < [Ig"[|x-[Ix[]x,
e portanto ||g*||x- > 1, ou seja ||g*||x+ = 1. Tomando x* = ||x||xg* temos x* € J(x) e
Re(Ax,x*) < 0. Portanto, para todo x € D(A) existe x* € J(x) tal que Re(Ax,x*) <0
e A ¢ dissipativo. O]

Teorema 2.5.4 (Lumer). Suponha que A é um operador linear em um espago de
Banach X. Se A ¢€ dissipativo e Im(Ag — A) = X para algum Ay > 0, entdo A € fechado,
p(A) D (0,00) e

IAA—=A) Y0 <1 para todo A > 0.
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Demonstragcdo. Se A >0 e x € D(A), do Lema 2.5.3 temos
II(N—A)x||x = Allx|]|x para todo x € D(A),

o que mostra que A — A ¢é injetivo, para cada A > 0. Como Im(Ag — A) = X,
Ao—A:D(A) C X — X é bijetivo. Além disso, como ||(Ag — A)x||x = Aol|x||x para todo
x € D(A), obtemos

(Ao —A) x||x <A Ix[lx  para todo x € X,

0 que mostra que A estd no conjunto resolvente de A e (Ag —A)~! € £L(X). Do item
(a) - Exercicio 2.1.6, A é fechado.

Seja A = p(A)N(0,00), que é um conjunto aberto em (0, c0) ja que p(A) € aberto.
Provemos que A é também fechado em (0, co) para concluir que A = (0,00). Suponha
que A 3 Ay = A > 0, se n é suficientemente grande temos A, — Al < A/3 e assim
A —=2A) (An — A) Y20 < AL — AN < 1/2. Portanto

A—A=[T4+A-A)A—A) A —A)
¢ bijetor e A € p(A), como queriamos. O

Corolario 2.5.5. Seja A um operador linear fechado e densamente definido. Se ambos
A e A* sdo dissipativos, entdo p(A) D (0,00) e

IAA — A)_lug(x) <1 paratodo A > 0.

Demonstracdo. Pelo Teorema 2.5.4 é suficiente provar que Im(I—A) = X. Como A é
dissipativo e fechado, Im(I — A) € um subespaco fechado de X. Seja x* € X*, tal que
((I—A)x,x*) =0 para todo x € D(A). Isto implica que x* € D(A*) e (I* — A*)x* = 0.
Como A* é também dissipativo segue do Lema 2.5.3 que x* = 0. Segue que Im(I—A)
€ densa em X e, como Im(I— A) é fechada, Im(I— A) = X. O

Veremos agora algumas propriedades de operadores dissipativos.
Teorema 2.5.6. Seja A um operador dissipativo em X.
(@) Se para algum Ay > 0, Im(Ag — A) = X entdo Im(A — A) = X para todo A > 0.
(b) Se A & fechdvel, entao seu fecho A também é dissipativo.

(c) Se D(A) = X entao A ¢é fechavel.

Demonstracdo. A parte (a) segue do Teorema de Lumer. Para provar (b), sejam
x € D(A) e y = Ax. Entdo existe uma sequéncia {x,jneny C D(A) tal que x, — x e
Ax, — Yy = Ax. Do Teorema 2.5.3 segue que ||[Ax, — Axy[x = Allxa|lx para A > 0 e
fazendo n — oo temos

[Ax — Ax||x = Allx||x, para todo A > 0.
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Como a desigualdade acima vale para todo x € D(A), A é dissipativo pelo Teorema
2.5.3. Para provar (c) assuma que A ndo € fechdvel. Entdo existe uma sequéncia
{Xntnen tal que x, € D(A), x, — 0 and Ax, — y com ||y|[x = 1. Do Teorema 2.5.3,
segue que para todot >0 e x € D(A)

1

= x+£xn

1 1
(X + —xn) — tA(X + %)
t t

X
Fazendo n — oo e depois fazendo t — 0, temos ||x —y||x = ||x||x para todo x € D(A).
Mas isto é impossivel de acontecer se D(A) € denso em X e portanto A é fechavel. [

Teorema 2.5.7. Se X € um espaco de Banach reflexivo e A: D(A) C X —» X é um
operador linear dissipativo com Im(I — A) = X, entdo D(A) = X.

Demonstragcdo. Seja x* € X* tal que (x,x*) = 0 para todo x € D(A). Mostraremos
que x* = 0. Como Im(I — A) = X ¢ suficiente mostrar que (x — Ax,x*) = 0 para todo
x € D(A) o que € equivalente a (Ax,x*) = 0 para todo x € D(A). Seja x € D(A)
entdo, pelo Teorema 2.5.6, parte (a), existe um x,, tal que x = x, — (1/n)Ax,. Como
AXn =N(xn —x) € D(A), xn € D(A?) e Ax = Ax, — (1/n)A%x, ou (I — (1/n)A)Ax, =
Ax. Do Lema 2.5.3 segue que ||Ax,||x < [|[AX|x. Assim, [[x, —x||x < (I/n)||Axn]|x <
(1/n)]|Ax||x e xn, — x. Como X é reflexivo, existe uma subsequéncia Ax,, de Ax, tal
que AXp, 5 f quando k — co. Como G(A) é um subespaco convexo de X x X e A
¢ fechado, temos f = Ax. Finalmente, como Ax,, € D(A) para todo k € N, temos
0 = (Axn,,x") = (Ax,x*), o que conclui o resultado. O

2.6 IMAGEM NUMERICA

Em muitos exemplos, a técnica utilizada para obter estimativas para o operador
resolvente de um operador dado, bem como localizar o seu espectro, é a determinacéo
de sua imagem numeérica. Se A é um operador linear em um espaco de Banach
complexo X a sua imagem numérica W(A) € o conjunto

W(A) = {{Ax,x"): x € D(A), x* € X", [|x||x = ||x"[|x = (x,x") = 1}. (2.18)

Quando X é um espaco de Hilbert, temos
W(A) = {(Ax,x): x € D(A), x| = 1.

Teorema 2.6.1. Sejam A: D(A) C X — X um operador fechado e densamente definido,
e W(A) sua imagem numeérica.

(@) Se A & W(A) entdo A — A € injetor, tem imagem fechada e satisfaz
1OV = A)x|lx = Ay WA [xx, (2.19)
onde d(A\,W(A)) € a distancia de A a W(A). Além disso, se A € p(A), temos

1

A= A) 20 < AN WA

(2.20)
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(b) Se L € um subconjunto aberto e conexo em C\ W(A) e p(A) N X # &, entdao
p(A) D X e (2.20) esta satisfeita para todo A € L.

Demonstracdo. Seja A ¢ W(A). Se x € D(A), ||x||lx = 1, x* € X*, ||x*
(x,x*) =1 entao

X*:le

0 < dAWIA)) < A — (Ax, ) = [ — A, X)) < A — Axllx  (@21)

e portanto A — A € injetor, tem imagem fechada e satisfaz (2.19). Se além disso
A € p(A) entédo (2.21) implica (2.20).

Nos resta mostrar que se X intercepta p(A) entdo p(A) D X. Para este fim
considere o conjunto p(A)NX. Este conjunto é obviamente aberto em £. Mas também
¢ fechado ja que A, € p(A)NZ e A, — A € X implica que, para n suficientemente
grande, A —A,| < ‘m“’TW(A”. Disto e de (2.20) segue que, para n grande, [A —A,[||(A, —
A) M < % < 1 e, como na prova do Teorema 2.1.11, temos A € p(A) e portanto
p(A)NX € fechado em Z. Segue que p(A)NL =X ou seja p(A) D X, como queriamos.

O

Exercicio 2.36. Sejam X um espaco de Banach, tal que X* seja uniformemente con-
vexo, e A: D(A) € X — X um operador fechado, densamente definido e dissipativo.
Se Im(I —A) = X, mostre que p(A) D{A € C: ReA > 0} e que

A= A) e < para todo A € Eo=.

1
ReA
Exemplo 2.6.2 (O Operador de Laplace). Seja O um aberto limitado de R"™ com
fronteira suave. Denote por C%(Q,(C) o espaco das fungoes u: Q — C que sdo de

classe C? em Q, continuas em Q, com uq = 0. Se 1 < p < oo, defina Ag: D(Ag) C
LP(Q,C) — LP(Q,C) onde D(Ag) = C3(Q,C) e Apu=Au=3 " U, se ue D(Ag).
Se |[ullr(a,c) =1, defina &,: LP(Q,C) — C por

v, &) = J wu/f?vdx para todo v € LP(Q,C).
0

Entéo, &, € um funcional linear continuo com a propriedade

[&ullira,on = Ul = (&, u) = 1.

Como [P(Q,C) é uniformemente convexo, segue que este é o tnico funcional com
essas propriedades. Vamos usar esses funcionais para mostrar que Ay € dissipativo
e para calcular sua imagem numérica W(Ay).

Primeiramente consideremos o caso p > 2. Temos

J uuP 2 Audx = —J J dx
Q Q
onde

J =P 2Vu- Vu+uvVu - ViuP 2ufP*Vu - Vu + (p — 2)[ufavu - u| V.
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Agora, se u = uy + iuy,

uPVu - Vi = TVu - uvVa = (Re(wVu))? + (Im(tVu))?
uVu =y Vu + wuVus + iy Vuy — us V)
WV = wVu + uyVuy = Re(tVu)

e assim,

J =P {(p -1 (ReuVu)’ + (ImuVu)* + i(p — 2)(ReuVu) - (ImuVu)}.

Logo % < 2'\’)/;2%1, e a imagem numérica W(A,) de A, satisfaz

—2
W(A,) C {7\ € C: ReA < 0, P2 peat IImA| < o}.

2vp—1

Por outro lado, se A > 0 e u € D(Aq) com |[uf/iro,c) =1, temos
Re (J TuP2(Au — Au) dx) =A+ J ReJdx > A
o} o}
e, da desigualdade de Holder, obtemos
[Au — Auf|ro,c) = Re (J TuP 2 (Au — Au) dx) .
0

Segue, para todo u € D(Ay), que
Au— Auflr o) = Muflrae

mostrando que Aq € dissipativo.

No caso 1 < p < 2, devemos ser mais cuidadosos ao aplicarmos o Teorema da
Divergéncia, visto que uulP~? deixa de ser de classe C! nos pontos onde u se anula.
Em principio suponhamos u de classe C*®. Neste caso a aplicacdo x — [u(x)]?> é
também de classe C*, e portanto, pelo Teorema de Sard (enunciado ao final deste
exemplo), quase todo € > 0 ¢ valor regular de |u(-)|?, e dessa forma

Q.={xeQ: [ux)? > €}

possul fronteira suave. Podemos agora aplicar o Teorema da Divergéncia em Q.,
obtendo

z. = J e (Agu(x)) () u(x)P~2dx = LQE ()P u(x) algv(—x) do _J . e

onde v representa a normal unitdaria exterior a 0Q)..
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Como visto acima,
mJ| _ Ip—2|

Re] ~ 2vp—1
Além disso, como V([u]?) = 2lu/V|u| é normal a superficie de nivel €, u(x)|* > €

em Q. e [u(x)? = e em 9Q),, vemos que v(x) = —n(x)Vhu|(x), onde n(x) > 0 em 0Q)..
Dessa forma

Re] >0

Assim, para u € C*(Q)ND(Ap), temos
Re (| (Amiiatomeorax) <o,

para quase todo € > 0. Fazendo ¢ — 0T através dos valores regulares de |u(-)/?,
obtemos

Re (J (Aou)(x)ﬁ(x)Iu(x)lpzdx) < 0.
Q

Agora, tomando-se limites na topologia C2, segue que Ay é um operador dissipa-
tivo e densamente definido em LP(Q), para 1 <p < 2.

Como D(Ay) é denso em LP(Q,C) temos, do Teorema 2.5.6, Ay fechdvel. Se A,
denota o fecho de Ay, temos:

(i) A, € dissipativo;

() WIAy) € W(Ag) € {A € C:ReA <0, 22 ReA+ [ImA| < 0}.

Além disso, Im(A — A,) = [P(Q,C) para algum A > 0. De fato, o [3, Theorem
9.5] garante que, se 0Q é de classe C™? com m > 5, toda fungéo C™(Q,C) estd
em Im(I — A,), qualquer que seja p > 1. Como C™(Q,C) é denso em LP(Q,C) e
Im(A — A,) € fechada, segue que Im(A —A,) =LP(Q,C).

Uma outra maneira de obter que Im(A — A,) = LP(Q,C) € utilizar o seguinte
resultado:

Teorema 2.6.3. Paral <p < oo, D(A,) = W2P(Q,C) N W(l)’p(Q,(C) e, sep = Eﬁ—l, o)
operador A,/: D(A,/) C LP'(Q,C) — LP'(Q,C) é o adjunto do operador A,: D(A,) C
[P(Q,C) = LP(Q,C).

Demonstragdo. Para ver que D(A,) = W»P(Q,C) N W(l)’p(Q,(C) € suficiente mostrar
que, dado u € W2P(Q,C) N WP (Q, C), existe uma sequéncia {u,} em C3(Q,C) tal
que u, — u e Au, — Au fracamente em L?(Q, C) (a prova deste fato é deixada como
exercicio para o leitor). O restante da prova segue facilmente. [
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O Teorema de Sard.: Seja f: R™ — RP uma aplicacdo suficientemente regular.
Dizemos que y € RP € um valor regular para f, se f’(x) for um operador linear
sobrejetor para todo x € f1({y}). Dessa forma, y € RP é um valor regular para f se
f1({y}) = @ ou f1({y}) é uma subvariedade suave de R" de codimenséo p.

Dizemos que y € RP é um valor singular de f se nao for regular. Nestas
condi¢cdes temos o seguinte:

Teorema 2.6.4 (Teorema de Sard). Se f: R" — RP for uma aplicacdo suficientemente
regular, entdo o conjunto dos valores regulares de f tem medida de Lebesgue nula em
RP.

Exercicio 2.37. Mostre que o operador Ay: D(Ay) C L2(Q) — L2(Q), com D(Ay) =
H?(Q)NH§(Q), do Exemplo 2.6.2, é um operador autoadjunto tal que (Agu, W)zq) < 0
para todo u € D(Ay).



CAPITULO 3

Calculo Operacional

Neste capitulo estudaremos a teoria de calculo operacional para operadores line-
ares, tanto limitados quanto néo-limitados. Os resultados apresentados seguem [17,
Section V.8].

3.1 OPERADORES LIMITADOS

Sejam X um espaco de Banach sobre C e A € L£(X). Ja vimos que o(A) € nao-vazio
e limitado, e que, de fato, 6(A) C {A € C: |]A| < 1,(A)}, onde r,(A) € o raio espectral
de A, definido em (2.6).

Para v > 15(A), considere a curva y: [0,1] — C dada por y(t) = re*™ para
t € [0,1]. Para [A| > r,(A) sabemos que

A=A)"'=> ATAY (3.1
n=0
e portanto, para j € N, temos
. 1 .
Al=_—— J N(A—A)1aA. (3.2)
27 J,

Observacao 3.1.1. Observe que y pode ser qualquer curva fechada retificavel que
seja homotopica a curva y em p(A). Além disso, podemos também substituir y por
varias curvas fechadas, desde que elas nao se intersectem, nenhuma delas esteja no
interior de outra, e que o(A) esteja na uniao dos seus interiores.

Exercicio 3.1. Mostre (3.2).

49
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Assim para um polindomio qualquer p: C — C temos

1

P(A) = Z—Mmem—ArldA.

Exercicio 3.2. Sejam X um espaco de Banach complexo e A € £(X). Mostre que se
T>15(A) e y(t) =re¥ para t € [0, 1], entdo

o0 n 1

=) — = —J e’ A —A)ldA.
— n! 2m v

Estas consideragdes motivam a seguinte definicao.

Definicdao 3.1.2. Sejam X um espaco de Banach sobre C e A € L£(X). Uma funcao
f: D(f) ¢ C — C é dita analitica em o(A) se o dominio D(f) de f é um aberto que
contém o(A), e f é analitica em D(f). A classe das funcoes analiticas em o(A) €
denotada por U(A).

Algumas consideracdes sobre a topologia do plano complexo devem ser apresen-
tadas, e as resumimos em forma de resultado. Para a demonstracdo de tais fatos,
consulte, por exemplo [16, Section 3].

Proposiciao 3.1.3. Q Sejam Dy e Dy dominios de Cauchy, e assuma que D; C Ds.
Entao D = Dy \ Dy € um dominio de Cauchy, +0D consiste de +0Dy e —0D;. O
dominio D € limitado se ambos Dy e Dy forem ilimitados, ou se D4 for limitado.

(2) Seja Dy um dominio de Cauchy e Dy = C\ D;. Entdo Dy é um dominio de
Cauchy, e +0Dy = —0D;.

(3) Assuma F C Q, com F fechado e Q aberto. Assuma que 0Q ¢é nao vazia e
limitada. Entdo existe um dominio de Cauchy D tal que F C D, D C Q, as
curvas formando 0D sao poligonos, e D € ilimitado se Q ¢€ ilimitado.

Segue diretamente da proposicdo acima que se f é analitica em o(A), existe um
dominio de Cauchy D satisfazendo o(A) € D e D c D(f). Além disso, como
o(A) é compacto, trocando D(f) por um subconjunto aberto limitado de D(f) que
contém o(A), se necessario, obtemos D limitado. Com isso, podemos fazer a seguinte
definicao:

Definicao 3.1.4. Para f € U(A) definimos um operador f(A) € L(X) por

f(A) = i J f(A) (A — A)LdA, (3.3)
27 Jyop

onde D é um dominio de Cauchy limitado com o(A) C D e D C D(f).
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Primeiramente, devemos mostrar que esta definicdo faz sentido, isto €, independe
do dominio de Cauchy limitado escolhido. De fato, se D; e Dy sdo dominios de
Cauchy com as propriedades acima, entdo o(A) C D;N Dy e Dy N Dy € aberto. Da
Proposicio 3.1.3 existe um dominio de Cauchy D com o(A) C D com D C D;N Ds.
Além disso, D; \ D é um dominio de Cauchy e +9(D;\ D) = +0D; — dD. Como f é
analitica em D; \ D temos

fA(A—A)d\ — J f(A) (A — A)1dA,

+0D

0= J fAA—A)ld\ = J
+9(D;\D) +0D;

e portanto
J fAA—A)tdN = J f(AN(A—A)LaA.
+0Dy

+0oD

Aplicando o raciocinio andlogo para Dy obtemos

fAA—A)td\ = J f(A) (A — A)1dA,

+0Dy

J o fA)(A—A)tdA :J

+0D

0 que mostra que (3.3) esta bem definida.

Exercicio 3.3. Mostre que se f,g € U(A) coincidem em um aberto que contém o(A),
entao f(A) = g(A).

Pelo exercicio acima, € comum nos referirmos aos membros de U (A) como classes
de equivaléncia de fungoes que coincidem num aberto que contém o(A).

E claro que, se f,g € U(A) e o € C, entdo f+ g, fg e af estdo em U(A). Além
disso, € facil ver que

f(A)+9g(A)=(f+9g)(A) e «af(A)=(af)(A).

Vamos provar que f(A)g(A) = (fg)(A). Para isso consideremos um dominio de
Cauchy limitado D, satisfazendo o(A) C Dy com Dy C D(f) N D(g). Com isso,
sabemos que existe um outro dominio de Cauchy D; satisfazendo o(A) C D; e
D; C D,. Resumidamente, temos

o(A) c D;c D;c Dy, ¢ Dy ¢ D(f) nD(g).

Com essa notag¢do, sabemos que:

1 1

f(A) = o J+6D1 fA)A—=A) AN e g(A)= o LaDz g(p)(pn—A)tdp.

fA)g(A) = .2L6D LD F(N)g() (A — A)(— A) ' dudn



52 CAPITULO 3. CALCULO OPERACIONAL

S L A e
_(2m)2LaD1LaD2f(7\)9(u)H_A[U\ A)7 = (k—A) TdpdA
1

gL LBDI f(A)g(A)A — A) 1 dA = (fg)(A),

uma vez que

1 (1)
Z_mJ g—du =g(A) para A € 0Dy,

+3Dy n—A
1 f(A
—J (—)d?\ =0 para pe dDs.

2mi ) op, A— 1

Exemplo 3.1.5. Seja X = C([0,1],C) com a norma do supremo e considere o operador
A: X — X definido da seguinte maneira:

(Ax)(t) :J x(s)ds para todo t € [0,1].
0

Claramente A € £(X) e ||A|zx) = L. E simples verificar, por indugéo, que

1 t
(A™X) (1) = ;J (t—s)"x(s)ds para todos t e [0,1] en €N,
*Jo

o que nos dd ||A™!|zx < 2, e portanto 14(A) = 0. Portanto o(A) = {0}. De (2.4), se

nl?

A#£0ey=(A—A)x temos

Y1) = (A= A) (1) = x(8) + 3 (A (1

n=0
— ol Y s | e exs)as
n=0 0
1 t _o)n
= —x(t) + 32 L (t}\n:') x(s)ds

Nesse caso, U(A) consiste das funcoes analiticas numa vizinhanca de A = 0. Se
f € U(A) e y é um circulo |A| = r suficientemente pequeno orientada positivamente,
podemos calcular f(A) por

(FANX)(t) = % J FA) (A= A) ) (1) dA
= 2im i f(A) {%x(t) + 7\12 E e“—smx(s)ds} dA
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— F0)x(t) + th(s){ L J f(}\)e[t_smdk} .

0 2mi A2

Escrevemos essa expressdo também na forma

(FIA)X)(t) = F(O)x(t) + E F(t —s)x(s)ds,

onde

F(z)

1 [ f(A)ex?
J (e 4a,
)

Tom ), A2
Para mais detalhes sobre as propriedades de F, veja [17, Example 1 - Section V.8].

Exercicio 3.4. Sejam X um espaco de Banach sobre C, B € £(X) com |Bl|zx) <1e
A =1+ B. Mostre que se 1> 1> ||B|zx), x>0 e y(t) =1+ re?™, t € [0,1], entdo

A=y (e

n=0
onde

a+n—1\ afa+1)---(ax+n—1) T(a+mn)
n n!  T(e)n!

Mostre que A~*F = A=*A~P para todo «, 3 € (0,00), e estude também as poténcias

positivas A* de A.

Veja que do exercicio anterior, em particular, segue que

Al= i(—l)“B“ e A= i(n +1)(—1)"B™.
n=0 n=0

Um dos usos do calculo operacional é o cdlculo da inversa de determinados
operadores.

Teorema 3.1.6. Sejam X um espaco de Banach sobre C e A € L(X). Se f € U(A)
€ tal que f(A) # 0 para todo A € o(A), entdo f(A) € injetor e sobrejetor em X com
inversa g(A) onde g é qualquer funcao de U(A) que coincide com % em um aberto que
contenha o(A).

Demonstragdo. Se g = % em um aberto que contém o(A) entdo g € U(A) e f(A)g(A) =
1 em um aberto que contém o(A). Logo

f(A)g(A) = g(A)f(A) = (fg)(A) = L
Ol

Exercicio 3.5. Mostre que se f(A) = >~ ja,A" e A € L(X), entdo f(A) = Y a,A",
e a série converge em L(X).
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Exercicio 3.6. Seja A € L(X) e Q um aberto de C contendo o(A). Assuma que
{f.} CU(A) é tal que Q C D(f,) para todo n € Ne que f € U(A) € tal que Q C D(f).
Se {f,} converge para f uniformemente em subconjuntos compactos de Q, entdo
{f.(A)} converge para f(A) em L(X).

Exercicio 3.7. Suponha que P € L(X) é tal que P? = P. Encontre uma expressio
explicita para (A —P)~! com A(A —1) # 0. Use isso para obter uma expressio simples
para f(P) quando f € U(P).

Exercicio 3.8. Se A € L(X) e f € U(A), entdo f € U(A*) e f(A*) = [f(A)]*.

Exercicio 3.9. Denote por V o conjuntos das fungdes que sido definidas e analiticas
no disco unitario |zl <1de C, e para he V e 0 < r <1 defina

1 27 ) 1/2
My[h; 1] = (—J |h(1‘€l9)|2d9) )

27 J,

HZ={h e V: sup My[h;71] < co}.

o<r«1

Entao H? é um espaco vetorial, e a funcdo

IIh|| = sup Mslh, 1]

0<r«1

define uma norma em H2. Defina (Ah)(z) = zh(z) para cada h € H? e |z| < 1. Mostre
que A € L(H?), o(A) ={A € C: |A| <1} e para f € U(A) temos (f(A)h)(z) = f(z)h(z)
para cada |z| < 1.

3.2 OPERADORES FECHADOS

Seja X um espaco de Banach sobre C ¢ A: D(A) € X — X um operador linear
fechado com resolvente p(A) ndo-vazio. Denotaremos por U, (A) o conjunto das
funcoes analiticas f: D(f) C C — C que satisfazem:

(@) D(f) € um aberto que contém o(A);
(b) D(f) contém, para algum r > 0, o anel fechado A(0, 1, c0);

(c) f é limitada no infinito, isto é, existem M > 0 e R > r tais que [f(A)] < M
para |A| > R.

Exercicio 3.10. Nas condicdes acima, mostre que existe o limite

lim f(A).

Al— o0

Dica: Da limitacdo de f no infinito, mostre que A = 0 é uma singularidade removivel da funcéo
analitica g: B{ (0) — C dada por g(A) = f(1/A).
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Assim, para f € U, (A), denotaremos

f(oo) = lim f(A). (3.4)

Al — o0

Podemos aqui também definir em U, (A) a relacdo de equivaléncia ~ dada por:
f~ g se fe g sdo iguais em um aberto que contém o(A) e também no exterior de
uma bola.

Da Proposicédo 3.1.3, sabemos que existe um dominio de Cauchy D ilimitado com
o(A) UA(0,1,00) C D e D C D(f). Para f € U,(A) e D um dominio de Cauchy
ilimitado com

o(A) UA(0,1,00) C D C D C D(f),

2mit

R>re & €D um ponto interior a curva yg(t) = Re*™ com t € [0, 1], temos

1 f(A) 1 f(A)
fle) = 2mi LR A— ad)‘ *om LBD A— a‘D" 3-5)

pois +0D Uyg forma uma curva fechada retificavel, com f analftica em seu interior,
e & um ponto de D em seu interior. Fazendo R — oo em (3.5) e usando (3.4) obtemos

1 J f(A)

] I (3.6)

para todo & em D. Com um raciocinio parecido com o de cima, se & € exterior a D,

entéao . fA)

=f — ——dA v
0= floo) + 5 | S pan @7

pois a funcdo A — % ¢ analitica em +0D Uyg e em seu interior.

Quando f € U, (A), definimos
1
f(A) = f(oo)l 4+ =— J f(A) (A — A)~ldA, (3.8)
27 Jiop

onde D é um dominio de Cauchy ilimitado tal que o(A)UA(0,r1,00) C D C D C D(f).
Note que f(A) € L(X) mesmo que A nao seja um operador limitado.

Exercicio 3.11. Sejam X um espagco de Banach sobre C e A: D(A) C X — X um
operador fechado com resolvente nao-vazio.

(@) Mostre que se f,g € U (A) e f~ g, entdo f(A) =g(A).
(b) Mostre que se f(A) =1 para todo A € C, entdo f(A) =1L

Sejam X um espaco de Banach sobre C e A: D(A) C X — X um operador fechado
com resolvente nao-vazio. Se f,g € Uy,(A), mostremos que f(A)g(A) = (fg)(A).
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Como antes, sejam D; e Dy dominios de Cauchy tais que o(A)UA(0,r,00) C Dy C
D; € D, € Dy € D(f) N D(g). Com esta notagao temos

1 r

f(A) = f(oo)I 4+ — f(A)(A — A)7ldA,
27t ), op,
€ e
9(A) = g(oo) 1+ 5— . g(w)(n—A)'du.

Usando (3.6) e (3.7), se A € 0Dy e u € 0D, temos

g()\)zg(oo)—kij LPL)du e 0=f(co)+ IJ md)\.
19D,

2mi nL—A 21 Jiop, A — 1
Consequentemente,
f(A)g( 00)9 00)
= Jg() (A — A) (i — A) dyrdn
( LoD, +aD2
9 -1 f(o0) _ Ayt
JBDI A) AN+ = Lamg(u)(u A) T du
_ 1 A—A)"'—(p—A)"
= floolg(o0)l + 5 J LaDimg(“) A
g(co) (o) )
+WLDI ) A —A) D2 szg(m(u—A) ldp
— f(oo)g(co )”ﬁjw A=A (ﬁjw %du) aA
+0D1 +0D3
1 1 1 f(A)
i |, OO0 A) <2mLaD1A—udA> du
, 9lo) o f(oo) .
it |, FV A=A Lamg(“) (- A)du
~ floolgloo)l+ 5= | fNIGMIN—A) dh = [fg)(A).
+0D1

Como no Teorema 3.1.6, vale o seguinte resultado:

Teorema 3.2.1. Sejam X um espa¢o de Banach sobre C e A: D(A) € X — X um
operador fechado com resolvente nao-vazio. Se f € Uy, (A) € tal que f(A\) # 0 para todo
A € o(A) U{oo} entdo f(A) € injetor e sobrejetor sobre X, com inversa g(A), onde g €
qualquer func¢ao de U, (A) com g ~ %

Exercicio 3.12. Sejam X um espaco de Banach sobre C e A € £(X). Mostre que se
feU(A)NUL(A) entdo (3.3) e (3.8) dao origem ao mesmo operador f(A).
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Exercicio 3.13. Sejam A: D(A) C X — X um operador fechado e « € p(A). Mostre
que para cada n > 1, a fungdo f(A) = (ax — A)™™ estd em U, (A) e que

f(A) = (o — A)™

Dica: Para n =1, use (3.8) e a identidade do resolvente.
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CAPITULO 4

Conjuntos Espectrais e o Teorema da Aplicacao Espectral

4.1 ConjuNTOS ESPECTRAIS

Definicao 4.1.1 (Resolvente e Espectro Estendidos). Sejam X um espaco de Banach
sobre C e A: D(A) € X — X um operador fechado com resolvente p(A) néo-vazio.
Definimos o espectro estendido o.(A) e o resolvente estendido p.(A) de A por:

i) se A € L(X):
0c(A) =0(A) e pe(A)=p(A)U{occ}

(ii) caso contrario:
0c(A) =0(A)U{oo} e pe(A)=p(A).

Uma justificativa para a definicdo acima € dada pelo seguinte resultado (veja [10,
Theorem I11.6.13]).

Teorema 4.1.2. Sejam X um espa¢o de Banach sobre C e A: D(A) € X — X um
operador linear fechado. Se p(A) contém o exterior de um disco, vale uma das seguintes
alternativas:

i) A € L(X), p(A) 2A = (A—A)"! € L(X) é holomorfa no infinito e P\l"Lm A—-A)l=
0;

(i) p(A) 2 A= (A —A)t € L(X) tem uma singularidade essencial no infinito.
Demonstracdo. Assuma que oo nio é uma singularidade essencial de (A—A)~!. Como
(A —A)! ndo € identicamente nula, temos uma expansio para (A —A)~! da forma

U\ - A)_l = i }\nAnv

n=—oo

59
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para algum k € Z, com A,, € L(X) para todo n < k e Ay # 0, para |A| suficientemente
grande. Como A(A—A) 1 =AA—-A)"! -1, temos

k
AR—A) " =—1+ ) AYA,.

n=—oo

Mostremos primeiramente que k < —1. Se k > 0, deverlamos ter

k
AFIA—A)T = Y ATTAL 50,

n—=——oo

k
ANFIA—A) Y =AM IAN—A) 1= A1y Z AVEAL = Ay,

n=—oo

quando A — oco. Como A € fechado obtemos Ay = 0, o que nos dd uma contradicéo.
Assim k < —1 e portanto

A=A 10 e AN—A)'— -1+ (limA*HA,.

Novamente, o fato de A ser fechado nos dd —1+4 (limA*1)A, = 0, o que s6 é possivel
se k =—1 e A_; = 1. Finalmente, para cada x € X obtemos

-1
AA=A) =Y ANTAX = A x=x,

n=oo
e também

-1 -2
AMA=A)X) =MA—A)x =M+ Y APAx= > APAx— A,

n=—oo n=—oo

quando A — oco. Novamente, do fato de A ser fechado, obtemos x € D(A) e Ax =
A _ox. Portanto A = A _, € L(X), e o restante da demonstragdo segue. ]

O seguinte resultado representa um caso especial do Teorema da Aplicacdo Es-
pectral que veremos mais adiante.

Teorema 4.1.3. Sejam X um espago de Banach sobre C e A: D(A) C X — X um
operador fechado e injetor. Entdo o.(A) > A A7! € 0.(A™1) € bijetora.

Demonstragdo. Considere A € p(A) com A # 0, e defina
S=AN—A)'=AA-A)'—T1€e L(X).

Para cada x € X, temos Sx = AA—A)x e A 1Sx = (A —A)x = A Ix + A1Sx.
Portanto
“AAT—ADHSx =x,
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o que mostra que (A~! — A1) é sobrejetor. Claramente (A" — A~!) € injetor, pois se
AT —Ax =0 entdo (A—A)x =0, o que nos dd x = 0. Além disso, obtemos

A T—A Y T=-AS € L(X),

e portanto A~! € p(A1).

Se A=0 ¢ p(A) entdo A~! € L(X), logo co € p.(A~!) por defini¢do. Se co € p.(A)
entdo A € L(X) e portanto 0 € p(A~!). Portanto a aplicacdo p.(A) 3 A —= A7l €
p.(A7!) é uma aplicacdo injetora. Intercambiando A e A~!, o resultado segue. O

No que segue X é um espaco de Banach sobre C e A: D(A) C X — X € um
operador linear fechado.

Definicdao 4.1.4 (Conjuntos Espectrais). Um subconjunto o de o.(A) € chamado de
conjunto espectral para A se ele € aberto e fechado na topologia de o.(A) induzida
do plano complexo estendido.

Claramente um conjunto o é um conjunto espectral para A se, e somente se,
ambos o e 0.(A) \ o sdo fechados no plano complexo estendido. Um ponto isolado
de o0.(A) € um conjunto espectral. Se o é um conjunto espectral para A e um dentre
0 e 0.(A)\ o contém oo, entdo o outro € limitado como um subconjunto do plano
complexo.

Exercicio 4.1. Mostre que o é um conjunto espectral limitado (em C) entdo existe
um dominio de Cauchy D limitado com oD C p(A) tal que o = o.(A) N D.

Se considerarmos um conjunto espectral o, temos as seguintes possibilidades:
(E1l) 0 = @, e nesse caso 0.(A)\ 0 =0.(A);
(E2) 0 =0.(A), e nesse caso 0.(A) \ 0 = 2,

(E3) @ # 0 C 0.(A), e nesse caso, um dentre o ¢ 0.(A) \ o é limitado no plano

=

complexo (portanto, compacto). Assim existem abertos Uj, Uy com Uunu,=o
com 0 C Uj e 0.(A)\ 0 C Uy (um deles limitado e outro ilimitado e contendo
um anel fechado A(0, 1, 00) para algum r > 0, de onde segue que ol; e dlUs sdo
ambas limitadas).

Assim, podemos definir respectivamente:
(F1) D(fy) =C e f;(A) =0 para todo A € C quando 0 = &;
(F2) D(fs) =C e fs(A) =1 para todo A € C, quando 0 = 0.(A);

(F3) D(fs) =U;U Uy, e fs(A) =1 para todo A € Uy e f;(A) =0 para A € Us.
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Note que, em qualquer um dos casos, temos f, € U, (A). Definimos entio:
Po(A) =fo(A) € LX), (4.1)

e quando ndo houver confusio com o operador A, usaremos a notacdo P, ao invés
de P,(A).

Como f?, = f,, temos claramente P?, = P,. Portanto P, é uma projecdo em L(X).
Além disso, para dois conjuntos espectrais quaisquer o e T de A sdo vdlidas as
seguintes propriedades:

(@) P =0se o=, ja que f, =0;

(b) P, =1se 0 =0.(A), pois fy = 1;

(¢) Psnr = PoPr = PPy, uma vez que fonr = fofr = iy

(d) Pour = Po + Pr — Pone = Po + P — PP, pois four = o + o — fofr

Em particular, para um conjunto espectral o e 0’ = 0.(A)\ 0, das propriedades acima
obtemos

PO'PO'/ - PO'/PO' - PO’ﬂO'/ - O)
PO‘ + PU’ = PUUG’ + PUOG’ =1+0= I)

e definindo

temos
X=X ® Xgr. 4.2)

Se 0 ¢ um conjunto espectral limitado de A, segue do Exercicio 4.1 que existe um
dominio de Cauchy limitado D tal que 0D C p(A), c C De o'ND =&, com D C U,
onde U; € dado em (F3). Entdo

1

Po = -—
2mi

J aD(?\ — A)ldA. 4.3)
N

Exercicio 4.2. Mostre que Py(X) € D(A) e que

1 1
AP, = —J AN—A)ldA = —J AN — A)LdA.
27t J o0 2mi ] op

Dica: Veja o Exercicio 2.8.

Exercicio 4.3. Mostre que para & € p(A) temos (§—A)7'P, = Po(§ —A)7L, e conclua
que P, comuta com A.

Dica: Para mostrar que (& — A)7'P; = Ps(§ — A)7L, veja o Teorema 1.3.6, e para concluir que Py
comuta com A, veja o Exercicio 2.10.
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Estes exercicios nos dizem que para todo x € X, = Py(X) temos x € D(A) e
Ax = APsx = P;Ax € X, 0 que nos permite definir A,: X, — X, por

Asx =Ax para todo x € X,. 4.4)
Para x € D(A)N Xy = D(A)NIm(I — P,) temos
Ax = A(I—Py)x = Ax — APyx = Ax — PoAx = (I — Py)Ax € Im(I — Py),

e portanto podemos definir

Asx =Ax para todo x € D(A) N X, 4.5)
Assim para x € D(A) temos x = X; + Xor com Xg € Xy € Xor € D(A) N Xyr €

AX = A(Xg + Xo7) = AXg + AXgr = AgXe + AgrXgry
isto é, obtemos uma decomposicao
A=A;+Ay

relativa a decomposicao (4.2).
Note que do Exercicio 4.2 segue que

1
Ay = AP, = —J AN —A) A € £(X,).
Além disso, vemos que A, é fechado pois A é fechado e I — P, estda em L(X).
Agora, veja que para todos x € D(A;) =X, ey € D(Ay/) = D(A) N X, temos
A—A)x=A—-Asx e A—-A)ly=A—Ax)y.

Assim se A € p(A) vemos que A— A, € inversivel (e (A—A,) ! é igual a (A—A)"'P,),
o que mostra que A € p(A;). Analogamente A € p(Agy).
Com essas consideragdes, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1.5. Sejam X um espaco de Banach sobre C e A: D(A) C X — X um
operador linear fechado. Suponha que o € um conjunto espectral ndo-vazio e limitado
de A e seja 0/ = 0.(A)\ 0. Entao temos a decomposicao de X dada em (4.2) e a
decomposicido de A dada em (4.4)-(4.5), com A, € L(X,). Além disso, temos

o(As)=0 e o(Ay)=0. 4.6)

Demonstracdo. S6 nos resta mostrar (4.6). Ja sabemos que p(A) C p(As) N p(Ay), O
que mostra que o(Ays) U o(Ay) C o(A). Agora tome & € p(Ay;) Np(Ay) e defina o
operador T € L(X) por

T=(§—A¢) 'Po+ (E—Ag) (1 Py).
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Claramente T é a inversa de £{—A, o que mostra que & € p(A). Assim p(Aqs)Np(Ay/) C
p(A), e logo o(A) C 0(As) U0o(Ayr). Concluimos entdo que

0(A) =0(Ay) Uo(Ag).

Afirmamos também que o(A,) C 0. Como antes, D ¢ um dominio de Cauchy
limitado com 0D C p(A), cCc D e o’'ND =g, com D C Uy, onde U; é dado em (F3).
Assim para cada & € p(A) que néo esta em 0D temos

(E—Ag) " = (E—A)'P, = i.J (E—A) ' (A—A) '
27 J o A7)
L AT ReAT “
_%J+6D A—§ .

Se além disso & ¢ D, temos

o1 A—A)"!
(E—Al)" = 2mL6D et

Como o lado direito da expressdo acima é analitico no exterior de D, segue que
(£ — Ay)! tem uma continuacdo analitica ao exterior de D. Desta forma, pelo
Corolario 2.1.14, segue que p(A,) contém o exterior de D. Dessa forma o(A;) C
DnNo(A) =o0.

Para & € D, (4.7) nos da

CAFP, = (£ —I_LJ A=A
E- AR = (- A - | BT

ou seja

1 A—A)T!
(E—Ae) ' = (E—A)(I-P,) = —.J A=A, 4-8)
2mi ) op A—E
Como antes, isso mostra que (& — Agy/)~! tem uma continuacido analitica em D e,
portanto, D C p(Al). Logo o(Ay) C C\ D, e portanto o(A,/) C o’
Logo o(As;) =0 e 0(Ay/) = 0/, e a prova estd completa. m

Exercicio 4.4. Sejam X um espaco de Banach sobre C, A: D(A) € X — X um
operador fechado com resolvente compacto e o um conjunto espectral limitado de A.
Mostre que P, (a projecdo espectral associada a o) é compacta (e consequentemente
tem imagem com dimensao finita).

Os resultados dessa se¢do podem ser refinados quando o = oy U --- U oy, onde o,
¢ fechado para cada p=1,---,k e 0, N0y = & quando p # . Nesse caso, podemos
escolher uma colecéo finita de curvas fechadas simples retificaveis y,, p = 1,---,k
tal que nenhuma delas se intersecte e nem esteja no interior de outra diferente,
seus tracos estejam inteiramente contidos em p(A), o}, esteja no interior de y, para
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p=1---,k e o esteja do lado de fora de todas as curvas y, para p = 1,--- k.
Definindo entéo :

P, =Py ==— | (A—A)"dA

P P 2 Jyp( ) d )

temos as seguintes propriedades:

(@) P,Pq = 6,4P, para todos p,q =1,---,k, onde 6, =1se p=(q e d,q =0 caso
contrario;

(b) A comuta com cada Pyp;
© Py =1—P —---—Pyg
Assim, para X, = P,(X) parap =1,--- ,k e X;v = Py, obtemos uma decomposi¢éo
X=Xi®D- & X D Xgr
de X, e A pode ser decomposto de acordo com essa decomposi¢cdo de X. A parte A,

de A em X, estd em L(X,) e tem espectro o(A,) =0, parap =1,---,k. A parte Ay
de A em X, é fechada e tem espectro o(Ay/) = 0’.

4.2 PonNTOS IsoLADOS DO ESPECTRO

Sejam X um espaco de Banach sobre C e A: D(A) C X — X um operador fechado.
Suponha que o(A) contém um ponto isolado A € C. Claramente 0 = {A} ¢ 0/ =
0.(A) \ 0 sdo conjuntos espectrais, com o limitado em C.

Com as notacdes da secdo anterior, segue do Teorema 4.1.5 que o operador A, €
L(Xs) tem espectro o(Ay) = {A}, o que implica que o(A—A;) = {0} (do Teorema 2.2.5).
Assim do Teorema 2.2.3 segue que

(D™E—=NTTHA =AY,

M

(Ev - Ac)_l =

Il
=)

mn

para todo & € C\ {A}, pois 14(A
& € p(A) temos (§ —A) P, = (&

Ay;) = 0. Temos (A — A,)P; = (A— A)P,, e para
A.)'P,. Logo para & € p(A) segue que

. Po ¢ nt(_qynpn
(£—A)'Po = E_}\+Z(a—7\) (—)"D™

n=1
onde D € definido por

D—(A_ AP, — %J (A—&)(E—A)\dE,
7T v
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para y(t) = A+ 1e?™ com t € [0,1] e v > 0 tal que E;C(A) N o(A) ={A}. Note que D
estd em L(X) e é quasi-nilpotente, isto é, o(D) ={0}. Além disso, veja que

AP; = AP, —D.

Por outro lado, como A € p(Ay/), (§ —Ag/)~! € analitica em uma vizinhanca (de
raio v > 0) de A e assim

o0

(§E—Ao) Py = (§—A) Py = Z(E — A (=St
n=0
onde! 1
. . -1 T . -1 (i) 1 (Ev - A)i
$=R=Ae) P =lim{C—A)"Po =50 L o 46

onde em (x) usamos (4.8) e depois calculamos o limite quando ¢ — A.
Segue que, se & € BE(A) \ {7},

PG - —n—1lyn - n ngn

(E=A)" =25+ ) _(FDME-ATTD 4 ) (FDME—NST

n=1 n=0

¢ a serie de Laurent para (§ — A)~! em torno da singularidade isolada A. Os ope-
radores S e D satisfazem D = DP, = P,D, SA C AS € L(X), (A—A)S =Py e
SP, =P,S=0.

Observacao 4.2.1.

(i) Se A é um polo de ordem m > 1, entdo D™ = (A — A)"P, = 0 para todo n > m,
isto €, D é nilpotente. Como P, # 0, devemos ter A— A nao injetora, e portanto
A é um autovalor de A.

(ii) Se Xy = Ps(X) tem dimenséo finita, entdo D € nilpotente (pois € quasi-nilpotente
num espago de dimenséo finita, veja [10, Problem I-3.6]). Portanto A é um polo
de ordem finita de p(A) 3 & — (§—A)! € L(X), e portanto um autovalor de A.
Disto segue que se A tem resolvente compacto entdo todos os pontos isolados
do espectro sdo autovalores de A (basta ver que P, serd compacta e portanto
X terda dimensao finita).

(iii) Se o ={A} € um conjunto espectral de A entdo A pode ser um autovalor de A
ou uma singularidade essencial da fun¢édo p(A) 3 & — (§ —A)! € L(X). No
segundo caso, se A é também um autovalor de A entdo D nao € nilpotente e
dim X, = oo (veja o exemplo abaixo).

INote que (A — A)~! néo existe.



4.3. O TEOREMA DA APLICACAO ESPECTRAL 67

Exemplo 4.2.2. Sejam X = {?(C) e A € L(X) o operador definido por

X2 X3 X4
A{X1>X27X3>"'}:{ }

232
Entdo 0 € um autovalor de A, pois A{1,0,---} ={0,0,---}. Além disso A € quasi-

nilpotente, isto €, o(A) = {0} (sabemos assim que Py = I pois o(A) = {0}, mas calcule
usando (4.3)). Mas A néo é nilpotente, pois

A" #£0 paratodon e N.

Note que D = —A e, portanto, A = 0 é uma singularidade essencial de p(A) 3 & —

(£E—A)" e L(X).

Podemos estender esse raciocicio para k pontos isolados de o(A), usando a ex-
tensao apresentada no final da secdo anterior. Se Ay, ---,A¢ sdo pontos isolados de
o(A), oy ={A} paraj=1,---,k e 0¢g = 0c(A) \ {A1,- - , A}, temos

k

(E—-A)'=) i
E—N

j=1

[e.e]

+ Y (E=N)T (DD} + (E— Ag) 'Pa,,

n=1

onde Py.Py, = 8P, P Dj = DiPy = D, (A — APy, = Dj, (& — Ag,) 1Py, € analitica
em um aberto que contém {Ar, -+ A € (& — Ag,) Py, = lim e (C— A)7IP,,. Além
disso,

k
AP =3 APy —Dj, (4.9)
j=1
onde P = P, +---+ P, e os operadores D; sdo quasi-nilpotentes com imagem em

Xo; = Po, (X).

Exercicio 4.5. Complete os detalhes para encontrar a extensdo apresentada acima.

4.3 O TEOREMA DA APLICACAO ESPECTRAL

Nesta se¢do, buscamos estender o Teorema 2.2.5 para contemplar operadores fe-
chados A: D(A) C X — X e fungoes f € Uy (A). Suponhamos f € U, (A). Lembremos
da seguinte definicéo:

Definicao 4.3.1. Dizemos que co € um zero de ordem m de f se f(oo) =0e 0 é
um zero de ordem m da funcédo g(A) = f(1/A), isto €, se g é uma fungdo analitica
numa vizinhanca de 0, e podemos escrever g(A) = A™h(A), onde h € uma funcéo
analitica numa vizinhanca de 0 com h(0) # 0.
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Assim oo é um zero de ordem m de f se existe uma funcio! k analitica num anel
A(0,1,00) tal que k(oo) = lim k(A) existe e € ndo-nulo, com

Al—o0

1
f(A) = }\—mk(k) para A € A(0, 1, 00),

ou equivalentemente, se A™f(A) é uma funcéo analitica num anel A(0,r,00) tal que

lim A™f(A)

A|l—o0
existe e € ndo nulo.

Exercicio 4.6. Mostre que se oo € um zero de ordem m de f entdo para cada y < m
temos

lim AYf(A) = 0.

A — o0
Lema 4.3.2. Sejam X um espaco de Banach sobre C e A: D(A) C X — X um operador
fechado com resolvente nao-vazio. Suponha que f € U, (A), f(A) # 0 para todo A €
0(A) e que oo seja um zero de ordem m de f. Entao f(A) € injetor, Im(f(A)) = D(A™)
e para cada x € D(A™) temos

fIA) x = —
(A) ™ 2mi

o m+1 o —1
1 J (x —A)™ A —A)x ax, (4.10)
+0D

f(A) (e — A)m+HL

onde o € p(A) e D € um dominio de Cauchy ilimitado tal que o(A) C D, D C D(f),
xg&Def(A)#0seAeD.

Demonstragdo. Seja « € p(A) e defina g(A) = (¢ — A)™f(A). Entdo g € U(A) e g
nio tem zeros’ em o.(A). Escolha o dominio de Cauchy ilimitado D de forma que

o(A) € D, g(A) # 0 para todo A € DU{co}, « ¢ D e D C D(f). Segue do Teorema
3.2.1 que g(A) tem inversa limitada dada por (1/g)(A). Como

g(A) (e —A)™ = (c— A)"g(A) = f(A), (4.11)
obtemos Im(f(A)) = D(A™), e para x € D(A™) temos
f(A) % = g(A) o — A)™x. 4.12)

Para x € D(A™), usando (4.12) e (3.5) obtemos

dA

N (RN (A —A) (o — A)™x
g(A) " (x—A) X_—g(oo)((x A) x+2mLaD NN

IBasta tomar k(A) = h(1/A) num anel A(0,T,00) com T > 0 suficientemente grande.
2Veja que, usando o Exercicio 4.6, temos |)\l‘im gA) =(-1)m™ |)\l‘im ATE(A).
—00 —00
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1 1 [ (x—A™A—A)
= —(x—A)™"x 4+ — dA
g(o0) 2mi ). 4p fA) (x—A)™
1 [ (x—A)™(ax—A)TA-A)x
= —(x—A)™"x 4+ —; dA
g(o0) 21 | op fA) (o —A)™
1 1 [ (x—A)™A-A)T—(a—A)x
= ——(x—A)" dA
g(oo)((x )T+ 27 ) 4p f(A) (o — A)mtl ’
1 1 [ (x—A™A-A)x
= (x—A)™ dA
gloo) X T A o ] T T (a— a
1 1
— dA (. — A)™x.
o LaD T (= i A (= AJTx
O resultado estara demonstrado se mostrarmos que
1 1 J 1 1 J 1
—_— = dA = — —— dA.
g(oo)  2mi ) op F(A)(ax —AJ™H 21 J o0 g(A) (e —A)
Mas note que isso € a expressao (3.7) aplicada a 1/g. O

Lema 4.3.3. Sejam X um espago de Banach sobre C, A: D(A) C X — X um operador
fechado com resolvente nao-vazio, e suponha que o(A) seja limitado (assim o = o(A)
€ um conjunto espectral nao vazio). Entao Im(Psa)) C D(A).

Demonstragdo. Como o(A) € limitado, temos

1

P = g

J (A—A)dA,

+0D

onde D é um dominio de Cauchy limitado com o(A) C D. Segue diretamente do
Exercicio 2.8 que Im(Py(a)) C D(A). ]

Lema 4.3.4. Sejam X um espaco de Banach sobre C e A: D(A) C X — X um operador
fechado com resolvente nao-vazio. Suponha que o(A) seja limitado e que f € U, (A)
seja nula no exterior de um disco e nao tenha zeros em o(A). Entao Im(f(A)) =
Im(Pg(a)) e ker(f(A)) = ker(Py(a)). Em particular, se D(A) C X, f(A) nédo tem inversa
em L(X).

Demonstragdo. Se D(A) C X e o(A) € limitado, entdo o(A) é um conjunto espectral
e P, # 1, pois segue do Lema 4.3.3 que Im(P,) C D(A). Logo a segunda parte desse
lema segue da primeira, pois Im(f(A)) = Im(Psa)) C D(A) C X.

Definimos g e h em D(f) da seguinte forma

(A) = 0 na componente conexa ilimitada de D(f),
INMNZ1 1 no restante de D(f),

h(A) = 1 na componente conexa ilimitada de D(f),
1 f(A) no restante de D(f).

Como f é nula no exterior de um disco (e portanto € nula na componente conexa
ilimitada de D(f)), temos f(A) = g(A)h(A) para todo A € D(f). Além disso
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(i) Psa) = g(A),

(ii) h(A) tem inversa limitada pelo Teorema 3.2.1 (ou pelo Teorema 3.1.6, se A €
L(X)), pois h # 0 em o0.(A).

Portanto
f(A) = Pya)h(A) = h(A)Pya),

e o resultado segue do fato que h(A) € bijetor. O

Lema 4.3.5. Sejam X um espago de Banach sobre C, A: D(A) C X — X um operador
fechado com resolvente nao-vazio e f € U, (A). Entao f(A) tem inversa em L(X) se, e
somente se, f ndo tem zeros em o.(A).

Demonstracdo. Ja vimos que se f ndo tem zeros em o.(A) entdo f(A) tem inversa
em L(X) (veja o Teorema 3.1.6 e o Teorema 3.2.1). Reciprocamente, assuma que f(A)
tem inversa limitada e que f(A) = 0 para algum A € o(A). Sabemos que existe uma
funcdo g analitica em D(f) tal que f(&) = (A — &)g(&) para todo & € D(f) (tome
g(&) = % para & # A e g(A) = f'(A)). Note que

e portanto g € Us(A) e g(oo) = 0. Procedendo de maneira andloga como no inicio da
demonstragéo do Lema 4.3.2 obtemos Im(g(A)) C D(A). Assim, se D € um dominio
de Cauchy com o(A) Cc D ¢ D C D(f) temos

(A—A)g(A)—i.(A—A)j 6(£)(E— A) e

- 2m +aD

1 -~ Ayl

= gt |, SEIA - A)(E—A) T

1 L1

~ | OEIA—EIE—A) da+%L6Dg(a)da

1 o, 1 f(£)

= o | TEE- A 2mLaDa—Ad5
e

= |- Atas + feo) = £(A),
T J 19D

onde utilizamos (3.6) e o fato que f(A) = 0, além do Exercicio 2.8 ¢ contas andlogas
as apresentadas no final da demonstracdo do Lema 4.3.2. Além disso, f(A)x =
g(A)(A — A)x para todo x € D(A), pois g(A) comuta com A — A. Disto segue que
A € p(A), pois caso contrario Im(f(A)) € X ou f(A) néo seria injetor. Isto prova que
f ndo se anula em o(A). Se oo € 0.(A) temos D(A) C X, e além disso, se f(oco) =0
(procedendo como em (4.11)) obtemos Im(f(A)) C D(A) C X. Portanto f nao se anula
em o.(A). n
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Com todos esses resultados, apresentamos o Teorema da Aplicacao Espectral

Teorema 4.3.6 (Teorema da Aplicacdo Espectral). Sejam X um espago de Banach
sobre C e A: D(A) € X — X um operador fechado com resolvente nao-vazio. Se
f € U,(A), o espectro de f(A) € exatamente o conjunto dos valores f(A) quando A
percorre o.(A). Simbolicamente, o(f(A)) = f(0.(A)).

Demonstragcdo. Note que n ¢ f(o.(A)) se, e somente se, u — f(A) ndo se anula em
o.(A). Por outro lado, u — f(A) ndao se anula em o.(A) se, e somente se, w— f(A)
tem inversa em L(X) (ou seja, u ¢ o(f(A))), e a demonstragdo esta completa. a

Exercicio 4.7. Sejam X um espago de Banach sobre C e A: D(A) € X — X um
operador fechado com 0 € p(A). Entdo o(A~!) = {%: A € 0.(A)}, e se Ag € um ponto
isolado de o(A) entao Py (A) = P{Aal}(Afl).

x Composicao de Funcoes

Com a ajuda do Teorema da Aplicacdo Espectral, somos capazes de estender o
cdlculo operacional e lidar com a composicdo de funcoes.

Teorema 4.3.7. Sejam X um espa¢o de Banach sobre C e A: D(A) C X — X um
operador fechado. Assuma que f € U (A), T = f(A) e g € Uy(T). Suponha também
que f(oco) € D(g) (no caso em que A € L(X), podemos sempre modificar f proximo a
00, se necessario, para que f(oco) € D(g)). Defina h por h(A) = g(f(A)) se A € D(f) e
f(A) € D(g). Entao h € Uy (A) e h(A) = g(T).

Demonstragao. E simples mostrar que D(h) = {A € D(f): f(A) € D(g)} é aberto em
C, e a demonstracdo deste fato fica a cargo do leitor. Agora, segue do Teorema
da Aplicacdo Espectral que o(f(A)) = f(o.(A)). Assim dado A € o(A) temos A €
D(f) e f(A) € o(f(A)) = ofT) € D(g). Isto nos mostra que o(A) C D(h). Como
T = f(A) € L(X), podemos escolher um dominio de Cauchy limitado D tal que
o(T) c D c D c D(g) e com f(co) € D. Agora, escolhemos um dominio de Cauchy
ilimitado D; com o(A) ¢ D; ¢ D; C D(f) e satisfazendo f(D;) C D. Portanto
o(A)c D;cD;cD(h)e

h(A) = h(co) i J h(A)(A —A)'dA
27 J 1op,
1 _
= h(co) + o J+aD1 g(f(A)) (A — A)1dA.
Mas note que para A € 0D; temos
1 g(&)
90N =5 LaD Y
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Para & € 0D fixado, considerando F(A) =
também que

af}m’ vemos que F(A) = (§—T)™. Notando

h(oo) = g(f(c0)) 1[ 98 4

" 2mi | 4p & — f(o0)

o(T) ij gle)e—T)

- 27

a conclusdo do teorema segue com cdlculos simples, que deixamos a cargo do leitor.
O



CAPITULO 5

Analise Espectral em Espacos de Hilbert

A teoria presente neste capitulo esta baseada em [17, Chapter VI]. Sejam H um
espaco de Hilbert com produto interno (-,-}: Hx H - K e A:D(A) CH— H um
operador densamente definido. No que segue, (-,-) denotara também a dualidade
de H* em H, e pedimos cuidado ao leitor para evitar confusdo. Para cada u € H,
definimos &,: D(A) — K por

(v, £4) = (Av,u).

Claramente &, € linear. Assuma que &, € limitado, isto &, existe ¢ > O tal que
(v, &) < c||[v|lu para todo v € D(A).

Do Teorema de Hahn-Banach (ou do fato de que D(A) é denso em H), existe uma
extensdo ¢, € H* de &,. Segue do Teorema da Representacdo de Riesz (veja [3,
Theorem 35.5]) que existe um unico elemento u® € H tal que

(v, by) = (v,u®) para todo v € H,
e portanto
(Av,u) = (v, &) = (v, dy) = (v,u®) para todo v e D(A).
O adjunto A® de A € definido por
D(A®) ={u € H: &, € limitado}.
e para cada u € D(A®), A*u=u* € H é o unico elemento de H tal que
(v, A*u) = (Av,u), para todo v € D(A).

73
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Quando H é um espaco de Hilbert sobre R, € simples ver que A®* = A*. Esta
relacdo porém nao é mantida quando H € um espaco de Hilbert sobre C, ja que
o produto interno nao € linear na segunda coordenada, mas sim linear-conjugado.
Vamos deixar essa relagdo entre A® e A* mais clara.

Considere H um espaco de Hilbert sobre C, e defina E: H — H* por
(v, Eu) = (v,u) para todo v € H,
Sabemos que E € uma isometria linear-conjugada entre H e H*, isto &,

E(uw + oup) = Euy + @Euy  para todos uj,up € He « € C,

E € bijetora e
[[Eu

ne = |lulln  para todo u € H.

A identificacdo entre H e H* consiste em identificar w com Eu, e daqui por diante,
entenderemos que H = H*, via essa identificacéo.

Proposicao 5.0.1. Considere A*: D(A*) C H* — H* o operador dual de A. Entéao
A* =EA*E.

Demonstracdao. De fato, Eu € D(A*) e A*Eu = Ev se e sO se
(Aw,Eu) = (w,Ev) para todo w € D(A),
isto €,
(Aw,u) = (w,v) para todo w € D(A),
0 que ocorre se € s6 se w € D(A®) e A*u=v.
Deste modo ED(A®) = D(A*) e
Au=v=ETA*Eu para todo u € D(A®).

]

Com essa identificacdo fica claro que A®* =E'o A*oE é um operador linear, por
causa da dupla conjugacido (uma de E e outra de E~!). Daqui por diante ambos A® e
A* serdao chamados indistintamente de adjunto de A e denotaremos ambos por A*,
mas € importante observar que, se A = «B entdo A®* =« B® enquanto que A* = «B*.
Desta forma, (A — A)®* = A — A® enquanto que (A —A)* =\ — A*.

Exercicio 5.1. Mostre que se A € L(H) tem inversa limitada, entdo Im(A*) = H.
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5.1 FORMAS BILINEARES E QUADRATICAS

No que segue, H denotarda um espaco vetorial sobre K, com um produto interno
(,-) e norma associada || - |.

Definicao 5.1.1 (Forma Bilinear e Quadrdtica). Uma aplicacdo a: H x H — K €&
dita uma forma bilinear se a(-,v) € um funcional linear para cada v € H fixo e se
a(u,-) é um funcional linear para cada u € H (e nesse caso dizemos que a(u,-) € um
funcional linear conjugado).

Com uma forma bilinear a em H definimos o funcional ¢: H — K por ¢(u) =
a(u,u). Dizemos que ¢ € a forma quadratica associada a forma bilinear a.

Note que para uma forma quadrdtrica ¢, temos ¢(oxu) = |a/?dp(u) para todo
u € H. Uma importante relacdo entre uma forma bilinear a e sua forma quadrdtica
¢ associada €
u+v u—v 1
d)( 5 ) —cb( 5 ) zﬁ[a(u,v)—l—a(v,u)]. (6.1

Quando K = C temos também

alwv) = b (u;—v) Y (u;v) i (u;vi) i (u;vi) ) 5.2)

0 que mostra que a é completamente determinada por sua forma quadratrica associ-
ada no caso complexo. No caso real, esse nem sempre € o caso.

Exemplo 5.1.2. Considere a uma forma bilinear no espago vetorial real H com
produto interno. Defina

b(u)\}) - i[a(u>v) + a(v,u)],

Mostre que b é também uma forma bilinear, cuja forma quadrdtica associada € igual
a de a. (Note que, em geral, b nédo € igual a a).

Dizemos que uma forma bilinear a € limitada se existe uma constante ¢ > 0O tal
que
la(uw,v)| < c|lull||v]] para todo u,v € H.

Exercicio 5.2. Mostre que uma forma bilinear a: H x H — K € continua se, e
somente se, a € limitada.

Quando uma forma bilinear € continua, definimos

lall="sup la(u,v]|.
Jul=livli=1
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Exercicio 5.3. Mostre que ||a|| define uma norma no conjunto das formas bilineares
continuas e limitadas a de H. Mostre também que

la = sup laluvli= sup 120bVI
I, i<t wor wro W]V

Para a forma quadrdtica ¢ associada a forma bilinear continua a, definimos

161 = sup [p(w)] = sup folu) = sup 2

[[ull<1

e claramente temos ||¢| < ||al|. Quando K = C, usando (5.2) e a regra do paralelo-
gramo' obtemos ||a|| < 2||¢||. Portanto no caso complexo obtemos

1Pl < flall < 2[|d]l.

Uma forma bilinear a € dita simétrica se a(u,v) = a(v,u) para todos u,v € H
(no caso complexo, uma forma simétrica € também chamada de forma Hermitiana).

Proposicao 5.1.3. Se a é uma forma bilinear simétrica e ¢ é a forma quadratica
associada, entao ||a|| = |||

Demonstragdo. So6 nos resta mostrar que ||al| < ||$||. De (5.1) obtemos

Rea(u,v) = ¢ <u—2Fv> — ¢ <u;v> )

e portanto da regra do paralelogramo segue que

[Rea(u,v)| < + V).

Se K =R, o resultado estd provado. Quando K = C, para u,v € H com [ju|| = |v|| =1
fixados, existe 0 € R tal que a(u,v) = |a(u,v)[e®®. Definindo u; = e u temos ||w|| =1
e

—i0

a(u,v) = e Va(u,v) = la(u,v)| = 0.

Portanto a(uy,v) = |[Rea(uy, v)| e assim
|(1(LL V)l - |RC(1 Uy, Vv Hd)H)
e o resultado estd completo. O]

Para cada operador linear A: H — H, a aplicacdo a(u,v) = (Au,v) define uma
forma bilinear.

'Lembre-se que num espago vetorial H com produto interno temos |[u+v||2+|u—v||? = 2|u|?*+2|v|?
para todos u,v € H.
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Teorema 5.1.4. Nas condig¢oes anteriores, a € continua se, e somente se, A € L(H).
Nesse caso, ||a|| = [|A||zm)-

Demonstragdo. Se A € L(H) entéo
la(w, V)| = [{(Aw,v) [ < [AU[[[VI] < 1A e FullV]]-
Reciprocamente, se a € continua entao
IAU]? = (Au, Au) = a(u, Au) < [|alf[fuf[[|Au],
o que mostra que ||Au|| < ||a||||u||, completando o resultado. O

Teorema 35.1.5. Assuma que H € um espago de Hilbert e que a € uma forma bilinear
continua em H. Entao existe A € L(H) tal que a(u,v) = (Au,V) para todos u,v € H.

Demonstracao. Para cada u € H fixado, a aplicagdo &,: H — K, dada por (v,§&,) =
a(u,v) para cada v € H, é um funcional linear continuo de H. Pelo Teorema de
Riesz-Frechét (veja [17, Theorem III.5.1]) existe um tinico w, € H tal que

a(u,v) = (vy,wy,) para todo v € H.

Defina Au = w,. Assim A: H — H € um operador linear e a(u,v) = (Au,v) para
todo v € H. Do teorema anterior A € L(H) e a prova estd completa. O

Teorema 5.1.6. Sejam a e A como no teorema acima. Assuma que exista m > 0 tal
que
la(u,u)| = m|[u||®* para todo u € H. (5.3)

Entao A é uma aplicacéo bijetora e A~! € L(H).
Demonstracdo. Note que

muf* < la(w, Wl = [{(Au,u) | < [|Au[[ul,
e portanto m|ju|| < [[Aul| para todo u € H. Assim A € injetora e A~': Im(A) — H €
limitada. Segue da Proposic¢do 2.1.6 que Im(A) € fechado em H. Deixamos a cargo
do leitor provar que Im(A) é densa em H, o que completa a prova. O]

Uma forma bilinear que satisfaca (5.3) € chamada de coerciva.

Teorema 5.1.7 (Lax-Milgram). Sejam H um espaco de Hilbert sobre K e a uma forma
bilinear continua e coerciva. Entdo para cada & € H*, existe um unico v € H tal que

(u, &) = a(w,v) para todou € H.
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Demonstragdo. Pelo Teorema de Riesz-Frechét (veja [17, Theorem I11.5.1]), existe w €
H tal que
(u, &) = (u,w) para todo u € H.

Do Teorema 5.1.6, o operador A associado & a possui inversa A~!' € L£(H). Do
Teorema A.2.4, Im(A*) = H e portanto w = A*v para algum v € H. Entéo temos

<u) ‘(-v> = <ua W> = <u> A*\)> = <Au) \)> = a(u,v).
A unicidade de v fica a cargo do leitor, e a demonstracdo esta completa. [

Exercicio 5.4. Seja H um espaco vetorial complexo com produto interno. Uma
forma bilinear a em H é simétrica se, e somente se, sua forma quadratica ¢ ¢ tal
que ¢(H) C R.

Dica: Se ¢(H) C R, defina a;(u,v) = a(v,u), e observe que ¢ é também a forma quadrética associada
a aj.

Exercicio 5.5. Seja H um espaco vetorial complexo com produto interno.

(@) Se A: H— H ¢ linear e (Au,u) = 0 para todo u € H entdao A = 0. Isto € vdlido
também se H for um espaco vetorial real com produto interno?

(b) Se A,B: H — H sao operadores lineares tais que (Au,u) = (Bu,u) para todo
u € H, entdo A = B.

5.2 OPERADORES ADJUNTOS, SIMETRICOS E AUTOADJUNTOS

Definicao 5.2.1. Seja H um espaco de Hilbert sobre K com produto interno (-,-).
Diremos que um operador A: D(A) € H — H ¢é simétrico se A é densamente
definido e A C A*, isto é, para cada y € D(A) temos y € D(A*) e A*y = Ay, ou seja

(Ax,y) = (x,Ay) para todos x,y € D(A).
Diremos que A ¢é autoadjunto se D(A) =D(A*) e A = A"

Quando K = C, um operador simétrico também ¢é chamado de operador Hermiti-
ano.

Sabemos do Exercicio 2.19 que para um espaco de Hilbert H e um operador linear
densamente definido A: D(A) € H — H, seu adjunto A*: D(A*) C H — H ¢ fechado.
Além disso, sabemos do Lema 2.3.2 que se A é fechado, entdo A* é densamente
definido, ja que H é reflexivo (pois € um espago de Hilbert).

Exercicio 5.6. Seja H um espaco de Hilbert sobre K. Mostre que, se A: D(A) C H —
H € simétrico e A € K € um autovalor de A, entdo A € R. Além disso, mostre que

inf (Au,u) <A< sup (Au,u),

ulln=1 =1

e que se A,u sdo autovalores distintos de A e u,v sdo os respectivos autovetores
associados, entdo u e v sdo ortogonais, isto é, (u,v) = 0.
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Note que, no exercicio acima, as hipdteses de que
inf (Au,u) =—0c0 ou sup (Au,u) = oo
[[ulln=1 [[ull=1

nao estido descartadas.

Exercicio 5.7. Seja H = C™ com o produto interno usual. Se A = (aij)i;; € uma
matriz com coeficientes complexos que representa um operador linear em A € L(H),

encontre A®* e A*.

Exercicio 5.8. Sejam H um espaco de Hilbert sobre K com produto interno (-,-) e
A:D(A) C H— H um operador densamente definido. Mostre que

G(A*) = {(—Ax,x): x € D(A)},
onde M+ representa o ortogonal de M.

Proposicao 5.2.2. Seja H um espaco de Hilbert sobre K com produto interno (-,-). Se
A:D(A) C H — H € um operador autoadjunto, injetor e com imagem densa, entao
A1 € autoadjunto.

Demonstragcdo. Veja que

G(A™) ={(Ax,x): x € D(A)} o {(x,—Ax): x € D(A)}*,
onde em (x) usamos o fato de A ser autoadjunto. Como A € injetor temos
{(x,—Ax): x € D(A)}*r = {(—A %, x): x € Im(A)}.
Como A~ !l: Im(A) C H — H é densamente definido, segue do Exercicio 5.8 que
G((A™)) ={(=A"%x): x € Im(A)}* = G(A™),
o que mostra que A"l = (A71)*. O
Exercicio 5.9. Se A € L(H) € simétrico entdo A é autoadjunto.

Teorema 5.2.3. Seja H um espaco de Hilbert sobre K com produto interno (-,-). Se
A:D(A) C H— H € um operador simétrico e sobrejetor, entao A é autoadjunto.

Demonstragdo. Primeiramente mostremos que A e A* sdo injetores. Se x € D(A) e
Ax = 0, temos 0 = (Ax,y) = (x,Ay) para todo y € D(A) e consequentemente, do
fato que Im(A) = H temos x = 0. Para ver que A* € injetor procedemos da mesma
forma.

Agora mostremos que A é fechado. De fato, se D(A*) D D(A) 2 x, > x € He
Ax, = A*x, — y, entdo x € D(A*) e A*x =y. Como A ¢é sobrejetor, existe w € D(A)
tal que Aw =vy. Mas assim A*w = Aw =y = A*x, e da injetividade de A* temos
w =x. Com isto x € D(A) e Ax =y, mostrando que A é fechado.

Segue que do Teorema do Grafico Fechado que A tem inversa A~' € £(H). Do
Exercicio 5.9 temos A~! autoadjunto, e segue da Proposicdo 5.2.2 que A é autoadjunto.

m
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Deste resultado, segue o seguinte coroldrio.

Corolario 5.2.4. Seja H um espago de Hilbert sobre K com produto interno (-,-).
Se A: D(A) ¢ H — H € um operador simétrico e existe \y € RN p(A) tal que
Im(Ag — A) = H entdo A € autoadjunto.

Demonstracdo. Claramente Ao — A: D(A) C H — H é também simétrico, pois A € R.
Como Ayp — A € sobrejetor, segue o Teorema 3.2.3 que Ag — A € autoadjunto. Disso
segue facilmente que A € autoadjunto. [l

Exercicio 5.10. Seja H um espaco de Hilbert sobre K, e considere a: HxH — K uma
forma linear na primeira varidvel, linear-conjugada na segunda varidvel, continua,
simétrica e satisfazendo a(u,u) > 0 para todo u € H. Mostre que vale a desigualdade
de Cauchy-Schwarz para a, isto €

1/2

la(u, V)| < a(u,w)2a(v,v) para todos u,v € H.

Definicao 5.2.5. Sejam H um espaco de Hilbert sobre K com produto interno (-,-) e
A:D(A) C H— H um operador linear. Dizemos que A é:

(@) limitado superiormente por x € R se

(Au,u) < «flul|y, para todo u e D(A);

(b) limitado inferiormente por x € R se

(Au,u) > «|lul|}, para todo u e D(A);

(c) positivo se € limitado inferiormente por 0;
(d) estritamente positivo se

(Au,u) >0 para todo u € D(A)\ {0}

Exercicio 5.11. Em H = (%(C) defina o operador T: H — H por
Xn
T{Xn} = {F} .

Mostre que T € estritamente positivo, mas que néo existe « > 0 tal que T é limitado
inferiormente por «.

Usando os resultados de imagem numérica, somos capazes de localizar o espectro
de um operador autoadjunto limitado superiormente, e obter estimativas para o seu
resolvente.
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Exemplo 5.2.6. Sejam H um espaco de Hilbert sobre K e A: D(A) C H — H um
operador autoadjunto (em particular, A é densamente definido e fechado) e limitado
superiormente por @ € R. Entdo C\ (—oo, ] C p(A) e para cada 0 < @ < 7 existe
uma constante M > 1 tal que

M
A—A)"! <——
It Vo llewo < 55

para todo A € Go ={A € C: |arg(A — «)| < @} \ {«} (veja Figura 5.1). Note que
W(A) ={(Au,u) :u e D(A) e ||u|lpn =1} C (—o0, o,

e também A — x = A* — « sdo dissipativos. Do Coroldrio 2.5.5, p(A — «) D (0, c0).
Do Teorema 2.6.1 temos C \ (—oo, ] C p(A) e

1 o 1
d(A,W(A)) = d(A, (—oo, )’

[N =A) ey <

Além disso, se A € Gg,p, temos
1 1 1
S ;
d(A, (—oo,ad) ~ sing A — o

e o resultado segue.

0 Goc,(p

Figura 5.1: O conjunto Gu, para 5 < @ <me x <0.

Proposicao 5.2.7. Sejam H um espaco de Hilbert sobre K com produto interno (-,-) e
A € L(H) um operador autoadjunto. Se

m= inf (Au,u) e M= sup (Au,u),

lulin=1 =1

entdo {m, M} C o(A) C [m, M].
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Demonstragdo. Da definicdo de M temos (Au,u) < M||ul|} para todo u € H. Do
Exemplo 5.2.6, sabemos que C \ (—oo, M] C p(A).

Mostremos que M € o(A). A forma bilinear a(u,v) = (Mu— Au,v) é linear
na primeira varidavel, linear-conjugada na segunda varidvel, continua, simétrica e
a(u,u) > 0, para todo u € H. Logo do Exercicio 5.10 vale a desigualdade de
Cauchy-Schwarz para a. Segue assim que

[(Mu — Au,v) | < (Mu — Au, W) (Mv — Av,v)/2
< C(Mu—Au,w)?||v|n  para todos u,v € H,
e portanto
IMu— Aufly < C(Mu— Au,uw)?  para todo u € H. (5.4)
Seja {u,} uma sequéncia de vetores com |u,|n = 1 para todo n € N com
(Aun,u,) — M. De (5.4) segue que |[(M —A)u,|ln — 0. Se M € p(A) entao
Uy=M—-A)M—=-A)u, >0

o que contradiz o fato de que ||u,||n =1, para todo n € N. Segue que M € o(A).
Do resultado acima aplicado a —A obtemos C \ (m,00) C p(A) e m € o(A), e 0
resultado esta completo. [

Lema 5.2.8. Sejam H um espaco de Hilbert sobre K e A € L(H) um operador auto-
adjunto, entao
HAHE(H) = sup |<Au,v>| = Ssup |<Auvu>|'

ulr=[vlin=1 lwln=1

Demonstracdo. Sabemos que

[Allzoy = sup [[Aulu=sup  [{Au,v)l,

[[ulln=1 [l r=lvIn=1

e que
sup [(Au,w)| < [[Al[zm)-

lulln=1

Para concluir o resultado basta mostrar que

sup  [{(Au,v)| < sup [(Au,u)|:=a.

lulln=(viln=1 lulln=1
Se u,v' € H com |[ul|y = |V'|ln =1 existe & € R tal que
(Au,v') = [(Au, V)| e™.

Para v = eV’ temos ||[v[pu=1e
(Au, V)| = (Au,v) = =[(A(u+v),u+v) — (A(u—v),u—v)]

< Sl +vl* + u—v|*] = q

RN

0 que completa a prova. m
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Corolario 5.2.9. Sejam H um espaco vetorial com produto interno (-,-) e A € L(H)
um operador autoadjunto com o(A) = {0}, entdo A = 0.

Demonstracgéo. Pela Proposicdo 5.2.7, como {m, M} C o(A) = {0}, temos m =M = 0,
e assim (Au,u) =0, para todo u € H com |[u/ly =1 (e consequentemente para todo
u € H). Do Lema 5.2.8, ||Al|zn) = 0 e portanto A = 0. O

x O Teorema de Friedrichs

Antes de enunciar e provar o Teorema de Friedrichs, apresentamos alguns resul-
tados que facilitardo a sua demonstracdo. Sejam X um espaco de Hilbert sobre um
corpo K e A: D(A) € X — X um operador simétrico tal que

(Ax,x) > ||x||* para todo x € D(A). (5.5)
Definimos a aplicacédo
D(A) x D(A) 3 (x,y) — (x,y), = (Ax,y) € K. (5.6)
Exercicio 5.12. A aplicacdo em (5.6) define um produto interno em D(A).

Com esse exercicio, temos uma norma |[|x|. = (x, x)é = (Ax, x)% em D(A), que
satisfaz ||x|| < [|x]|«, tendo em vista (5.5).

Consideremos entao o completamento Z = (Z,|| - ||z) de Y = (D(A), || - ||+). Lem-
bremos que os elementos de Z sdo classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy
em Y, denotadas por [{x,}], com a relacdo de equivaléncia ~ dada por

{xn}~{yn} seesdse lim ||x, —yn|«=0.
n—oo
Além disso, a norma || - ||z em Z é dada por
[{xnllllz = lim [jxq]]..
n—oo

Sabemos ainda que a aplicacdo ¢: Y — Z, dada por ¢@(x) = [{x}] (isto é, que a cada
x € D(A) associa a sequéncia de Cauchy constante {x}), é uma isometria linear! com
@(Y) é denso em Z.

Lema 5.2.10. Com as hipoteses acima, existe uma aplicacao ¢: Z — X que € linear e
injetora.

Demonstracao. Se {x,} é uma sequéncia de Cauchy na norma || - |, ela também ¢é
uma sequéncia de Cauchy na norma ||-||. Como X é completo, existe um tinico x € X
tal que [|x, —x|| = 0 quando n — co. Além disso, se {z,} ~ {xn}, entdo ||z, —x|| — 0

Isto ¢, ¢ € linear e ||@(x)||z = [|x||« para todo x € D(A).
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quando n — oo. Assim, x independe do representante de [{x,}] e definimos ¢: Z — X
por
d[{xn}] = x para cada [[x,)] € Z.

Claramente ¢ € linear.

Agora, note que se {x,} é uma sequéncia de Cauchy na norma || - ||., entdo a
sequéncia {||x,||.«} € uma sequéncia de Cauchy em [0, co0), e portanto ||x,|« — a, para
algum a > 0. Com isso em mente, mostraremos a injetividade de ¢. Se ¢([{x.}]) =0
entdo isso quer dizer, por definicdo de ¢, que [[x,| — 0. Se |x.|l« — a quando
n — 0o, temos

2Re<AXn) Xm) = <Axn> Xn> + <Axm) Xm> - <A(Xn - Xm)) (Xn - Xm))

= [[xall2 + P2 = X —xm 2 ™7 2a%.

Mas notemos que, para cada n € N fixado, temos (Axy,Xm) —3 0, uma vez que
Ixm|| = 0 quando m — oco. Deste modo, obtemos a = 0 e portanto [{x,}] =0 em Z, e
a injetividade de ¢ esta provada. O

Denotamos agora
Xz = $(Z) C X. (5.7)

Claramente D(A) C Xz. Em Xz, definimos HXH% = r}L—)n(}o |xnl+» onde x = d(Hxn}).

Exercicio 5.13. Mostre que || - ||% define uma norma em Xz, que para x € D(A)

temos ||x|]% = |Ix|l.. Além disso, mostre que para x € Xz, temos ||x|| < Hx||%
Lema 5.2.11. D(A) ¢ denso em (X2, |- ).

Demonstracio. Veja que dados x = ¢p[{xn)] € X2 e € > 0, como {x,} é de Cauchy em
Y, existe ng € N tal que ||[xn—Xn,|[« < 5 para todo n > ng. Assim G[{xn—xn,}l = X—Xn,,
Xn, € D(A) €

< e,

N m

[ =l = Wm flxn —Xn [+ <
n—oo
o que conclui a demonstracao. O]

Agora, se x,y € Xz, {xnh{yn} C€ D(A) sao sequéncias com lim ||x, —XH% =
n—oo

lim lyn —yll; = 0, definimos

(x,y>% = lim (X, Yn), = Uim (Axq,yn) . (5.8)
n—oo n—oo
Note que, uma vez que {x,} e {y,} sdo sequéncias de Cauchy em || - ., temos

| (X Yn)y — Ky Ym)y | < X = X[ [[Ynll« + [[Xmlls[[Yn — Ymll+ I 0,

ou seja, o limite em (5.8) existe. Com o mesmo raciocicio, mostramos que o limite
independe da escolha das sequéncias {x,} e {yn} que convergem, respectivamente,
para x e y na norma || - ||:.

2
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, . . 1 .
Exercicio 5.14. Mostre que (-,-): define um produto interno em Xz, cuja norma
2
associada € | - ||1.
2

Lema 5.2.12. Paracadax € D(A) ey € Xz, temos

<X>y>, = <AX>U> .

NI

Demonstragdo. De fato, se {y,} C D(A) e |lyn —yH% — 0 quando n — oo, temos

= lim (Ax,yn) .

1
2 n—oo

% y)
Mas |lyn —yl| < [|yn —yH% — 0 (veja o Exercicio 5.13) e portanto
(A%, Yn) — (A% Y) | < [Ax[llyn —yll = 0 quando n — oo,

o que completa a demonstracéo. O]

Lema 5.2.13. (X%, |- ||1) € completo, e €, portanto, um espago de Hilbert.

1

2
Demonstracao. Considere {x,} € Xz uma sequéncia de Cauchy na norma |- 1. Como
D(A) é denso em Xz, para cada n € N, existe z, € D(A) tal que [|x, —zn||% < ?11

Assim, {z,} € D(A) é uma sequéncia de Cauchy na norma | - ||%, e portanto, na

norma || - [|.. Assim [{z,}] € Z, e podemos definir x = d[{z,}]. Para cada n € N fixo,
temos

lzn = x[l1 = lim [z —z][..
k—o0

Assim, dado € > 0, escolhemos ny € N tal que nge > 2 e para n,k > ny tenhamos
|zZn — zi[|« < §. Assim para n > ny temos

€
Jon—xlly < 5
e, portanto,
1 e
Xn —=x[l1 < llxn —znlls + llzn —x[l; < =+ 5 <,
2 2 2 n 2
0 que mostra que {x,} converge em X2, e completa a prova. O

Além disso, também temos

lim (Axn,Ym) = UM  (XnyYm), = <X)U>%> (.9)

n,m—oo n,m—o0

uma vez que

[ (XnyYm), — (%, Y) 1 [ = <Xn>ym>% - <X>y>% |

< e =Xl llymlly + 111 ym —yll; "==7 0.

1
2
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Definicdao 5.2.14. Seja X um espaco de Banach sobre K e A: D(A) C X — X um
operador linear. Diremos que um operador linear B: D(B) € X — X é um extensao
de A, e denotamos A C B, se D(A) c D(B) e Bx = Ax para todo x € D(A).

O teorema a seguir, juntamente! com o Teorema 5.2.3, constituem as principais
ferramentas para a obtencdo de operadores autoadjuntos.

Teorema 5.2.15 (Teorema de Friedrichs). Sejam X um espaco de Hilbert sobre K e
A:D(A) C X — X um operador simétrico para o qual existe «x € R tal que

(Ax,x) < ox||* ou  (Ax,x) > «|x||* para todo x € D(A), (5.10)

isto €, A € limitado superiormente (ou inferiormente) por x. Entdo A admite uma
extensdo autoadjunta que preserva a limitacao (5.10).

Demonstragdo. Vamos fazer a prova apenas no caso em que (Ax,x) > x| para
todo x € D(A) e para algum « € R. O outro caso pode ser deduzido deste consi-
derando o operador —A. Também consideraremos apenas o caso « = 1 pois o caso
geral pode ser deduzido deste considerando o operador A + (1 — )L

Defina D = D(A*) N Xz, com Xz definido em (3.7). Como D(A) C~D(A*) (pois
A é simétrico) e D(A) C Xz, obtemos D(A) cDCcC D(A*). Definimos A tomando a
restricdo de A* a D e mostraremos que A ¢ autoadjunto.

Mostremos primeiramente que A é simétrico. Para x,y € D C X2, sejam {xn}, {yn} C
D(A) com |x, — x||% — 0 e |lyn — y||% — 0 quando n — oo (com isto, segue que

IIxn —x|| = 0 e ||yn —y|| — 0 quando n — oo). Desta forma, obtemos
lim lim (Axn,ym) = le <Axn,y> = le <xn,Ay) (X, Ay)
n—oo m—oo

lim lim (Ax,, Yym) = le <x, Ayn) = le <Ax Ym) = </Z\x,y>.

m—o0 N—o0

Mas, de (5. 9) ambos os limites sdo iguais (uma vez que o limite duplo existe), o que
mostra que A ¢ simétrico. Além disso, do provado e de (3.9), segue que para todo
x € D, temos (Ax x) = (x, x)§ |x]|?, e a limitagdo (5.10) estd preservada.

Mostremos agora que A é sobrejetor. Tome y € X e considere o funcional
f: D(A) — K dado por f(x) = (x,y). Entdao f ¢ um funcional linear continuo
relativamente a norma || - H%, pois

FO) = 106 Yl < IIxllllyll < lixllellyll - para todo x € D(A).

Assim, f pode ser estendido a um funcional linear continuo de X%, pelo Teorema de
. . ~ 1
Hahn-Banach. Do Teorema de Representacdo de Riesz, existe y € Xz tal que

<X>y> =f(x) = <X>g>% = <AX>Q>> para todo x € D(A)»

INote que o Teorema de Friedrichs também faz uso do Teorema 5.2.3 na sua demonstracéo.
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onde a ultima Lgualdade segue do Lema 5.2.12. Isso nos mostra que y € D(A*") e

Ay =y. Entdo §y € D(A*) N Xz = D e Ay = A*y, mostrando que A € sobreje-
tor. Portanto, do Teorema 5.2.3, A:DcCX—oXé autoadjunto, e o resultado esta
demonstrado. O

Exemplo 5.2.16. Neste exemplo, mostraremos que o operador Laplaciano em C3(0, 7),
o conjunto das fungodes reais duas vezes continuamente diferencidveis e que tem su-
porte compacto em (0, 7), dado por

(Aod)(x) = —¢"(x) para x € (0,7), ©.11)

possui uma extensdo autoajunta, e caracterizaremos o dominio desta extensio.
Sejam X = L2(0, 7t) com o seu produto interno usual, isto &, para u,v € L%(0, )
temos (u,v) = [Ju(x)v(x)dx. Tome D(Aq) = C3(0,7) e defina Ag: D(Ag) C X — X
como em (5.11).
E facil ver que Ay é simétrico. Agora, se ¢ € D(Ag), temos

Tt

(Ao, b) = —J 0" () b(x)dx = j ¢’ (x)%dx,

0 0

e tambem como ¢(x fo y)dy, da desigualdade de Holder segue que ¢(x)?
x [od'(y)?dy e portanto

us 2 rm 2
| woorax< G | otyray = G e, ),

o que mostra que (Agd,d) > ﬂz |b||% para todo ¢ € D(Ag). Do Teorema de Frie-
drichs, Ao possui uma extensdo autoadjunta A que satisfaz (A, ) > 22 |b]|% para
todo ¢ € D(A).

Para caracterizar D(A), observe primeiramente que o espago X: do Teorema de
Friedrichs é, neste exemplo, o fecho de D(Ay) = C3(0,7t) na norma H!(0, 7t) e portanto

X7 = HY (0, 7). Por outro lado D(A}) € caracterizado por

D(Aj) ={u e X: existe u* € X tal que (—¢”,u) = (b, u*) para todo ¢ € D(Ap)},

e Aju=1u*=—u" para todo u € D(A{), onde u” denota a derivada fraca de ordem
dois de u € X, e portanto D(A;) = H?(0,7). Assim, D(A) = H%*(0,7t) N H}(0,7) e
Au = —u" para todo u € D(A). Além disso, temos

2
(Au,u) > ﬁ||u||§< para toda u € D(A).

Com isto caracterizamos completamente a extensdo autoadjunta A de Ay. Vamos
explorar mats algumas de suas propriedades.

* A é um operador fechado.
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Se D(A) > u, »ue —u’=Au, »vem X = [%0,n) entdo para toda fungéo
P € CF(0,7) temos

7T TC TC

—(t)u) (t)dt — J P(t)v(t)dt.

0

~[wrwuwar e -

0 0

D (Dun(t)dt = J

0

Com isso temos u € H?(0,71) e —u” =v. Para concluir a prova de que A é fechado
¢ suficiente mostrar que as normas

[lullx + [[w/llx + lw”lx e fullx =+ lw”lix

sao equivalentes em D(A). Uma das desigualdades € obvia. Para a outra, note que
para u € H?(0,7) e s,t € [0, 7] temos

0 que nos da
/()] < Jw/(s)] + 72w x.

Como H2(0,7) — C([0,7]) e u € D(A), devemos ter u’(s) = 0 para algum s € [0, 7]
(por exemplo, s =0 ou s = 7), e portanto

/()] < /2w

Elevando esta desigualdade ao quadrado e integrando obtemos |[u'||x < 7/2|u”||x.

x C\ [2/7?,00) C p(A).
Basta notar que —A € limitado superiormente por —2/72, isto §,

2
(—Au,u) = —(Au,u) < —;Hu!\i»

e do Exemplo 5.2.6 segue que C\ (—oo,—2/7?] C p(—A), e a afirmacdo estd demons-
trada.

* A tem resolvente compacto.

Para u € D(A) temos

u(x) — u(y)l < Ix —yl2[u]lx = x —yl* (Au,u)?,

Assim, se B é um conjunto limitado de D(A) na norma | - ||x + ||A - ||x, entdo

sup [[u'fx < oo,

ueb
e a familia B de funcoes é equicontinua e limitada em C([0,7]) com a topologia
da convergéncia uniforme. Segue do teorema de Arzeld-Ascoli que B € relativa-
mente compacto em C([0,71]) e consequentemente B € relativamente compacto em
X =12%(0, 7). Do Exercicio 2.34 segue que A tem resolvente compacto.
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Com os resultados que veremos adiante, seremos capazes de mostrar que o(A) =
op(A). Assim, para caracterizar o(A), basta encontrarmos os autovalores de A.
Temos ue D(A) e (A—A)u =0 se, e somente se, u € C=([0,7]) e

u”’(t) +Au(t) =0 para todo t € [0, 7],
u(0) = u(m) =0.

Assim devemos ter A =n? para algum inteiro positivo n e
u(t) = c¢isen(nt) para t € [0, 7).

Portanto o(A) = 0,(A) = {n?: n € N\ {0}}, e o autovalor A, = n* estd associado a

1
autofuncdo unitdria u,(t) = (2)?sen(nt).

x Caracterizacao Minimax de Autovalores

Nesta subsecdo apresentamos caracterizacoes dos autovalores de operadores com-
pactos e autoadjuntos via principio do minimax.

Teorema 5.2.17. Sejam H um espaco de Hilbert sobre K e A € K(H) um operador
autoadjunto positivo. Entao

i) A1 = sup{{Au,u): ||u|ln = 1} € um autovalor de A e existe vi € H com ||v|jn =1
tal que A\; = (Avy,vy). Além disso Av; = Apvy.

(i) Indutivamente
An =sup{(Au,u): |lullh=1le ulv,j=1--- ,n—1} (0.12)

¢ um autovalor de A e existe v, € Hcom |[vy|lu =1 v, Lvyparaj=1,--- ,n—1,
tal que A\, = (Avn,vy). Além disso, Av,, = A\ ,,.

(iit) Para todo n € N*, se

V. ={F C H: F € um subsepaco vetorial de dimensao n de H}

entao
A = Fi‘r}f sup{(Au,u): ||u|n =1, uw L F}, (5.13)
EVn—
An = sup inf{{Au,u): jullp =1, u e FL (5.14)
FEVR

Demonstragcido. Consideraremos apenas os casos K = C e A; > 0, deixando os demais
como exercicio para o leitor.

(i) Considere {u,} uma sequéncia em H com |u,|[[y = 1 para todo n € N* e
(Aun,u,) — Ay quando n — oo. Como {u,} é limitada sabemos que, tomando
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subsequéncias se necessario, {u,} converge fracamente para v; € H. Como {Au,}
converge fracamente para Av; e A é um operador compacto, novamente passando a
subsequéncias se necessario, podemos assumir que {Au,} converge fortemente para
Avy. Logo (Avy,vi) = A;.

Mostremos que a sequéncia {u,} converge fortemente para vi. Do Lema 5.2.8
sabemos que 0 < A; = ||A]|zmn) e do fato que {u,} converge fracamente para v; temos
0< ||V1||H < 1. Assim

lim sup || At — At [y = lm [|Auwn[[f; — 271 lim (A, wn) + A7

n—oo

= [[Avi]lii =AY <0,

o que mostra que {Au, —Aju,,} converge fortemente para zero. Como {Au,} converge
fortemente para Av; e A; > 0, segue que {u,} converge fortemente para v, |[vi|ln =1
e Avy = Ay

(i) A prova deste item segue de (1) notando que o ortogonal do subespaco

H,, = span{vy,--- ,v,} é invariante por A, e repetindo o mesmo procedimento para a
restrigdo de A a H=.

(iii) Vamos primeiramente provar (5.13). Se H,_; = span{vy,---,va_1}, de (5.12)
temos

An = sup{{Au,u): [Jullp =1, uw L Hy 4}
> inf sup{{Au,u): ||u|lp =1, uw L F}L
FEVL 1

Por outro lado, seja F € V,,_1 € wy,--- ,w,,_1 um conjunto ortonormal de F. Esco-
lha? oy, -+ ,, € C de modo que Y [ o (vi,w;) = 0 para cada j =1,---,n—1e
> o ll* =1 Definindo u= 3", ov; temos |[ullp=1eu L wjparaj=1---,n—1
Assim

(Au,u) = oA = A,
i=1
0 que mostra que
sup{(Au,u): |[u|n =1, uw L F} > A,, para todo F € V,_y,

e completa a prova de (5.13).
Provemos agora (5.14). Se H, = span{vy,---,v,} e u € H,, ||[u|| = 1, temos

u=3" ogvicom Y | =1e

n

(Au,u) = oA > A,

i=1

’Note que Z?:l o (viywj) =0 G=1,--- ,m—1) é um sistema linear homogéneo com n incognitas
e n — 1 equagdes, e portanto possui infinitas solucdes. Dentre estas, escolha a que satisfaz também a
equacdo ndo-linear Y - |og/* =1.



5.3. OPERADORES COMPACTOS AUTOADJUNTOS 91

0 que nos da

sup inf{(Au,u): ||u|| =Lu e F} > A,.

FEVn
Reciprocamente (procedendo de maneira andloga como no caso anterior) dado F € V,,
podemos escolher u € F com ||u[| =1eu L v;paraj=1,--- ,n—1 Segue de (5.12)
que (Au,u) < A,, e consequentemente

inf{(Au,u): ||u|| =1L, u € F} <A, para todo F € V,,,
e a prova de (5.14) esta completa. O

Exercicio 5.15. Se A: D(A) C H — H é autoadjunto, positivo e tem inversa com-
pacta (isto é, A~ € K(H)), encontre uma caracterizacio minimax dos autovalores de
A.

5.3 DEcomMpPOSICAO ESPECTRAL DE OPERADORES COMPACTOS
AUTOADJUNTOS

Para esta secdo assumimos que H € um espaco vetorial sobre C com produto
interno, com H # {0}, e vamos considerar um operador A € K(H) autoadjunto. Para
evitar trivialidades, vamos supor A # 0. Jd sabemos (do Teorema 2.4.15) que o(A)
contém no maximo uma quantidade enumeravel de pontos, que o conjunto dos pontos
de acumulagido de o(A) é vazio ou {0}, que o(A) \ {0} = 0,(A) \ {0} # @ (a tltima
igualdade segue do Coroldrio 5.2.9). Temos ainda o seguinte resultado:

Proposicao 5.3.1. Seja A € K(H) autoadjunto com A # 0. Entao ou ||Al|zm) ou
—||Al|zm) € um autovalor de A, e existe um autovetor u correspondente tal que ||u| =1
e [{Au,u) | = [[Al -

Demonstracdo. Do Lema 5.2.8 sabemos que existe uma sequéncia {u,} € H com
|lun|| =1 tal que (Aun,u,) — A onde A € R e |A| = ||A|| ). Assim

0 < [[Au = A [* = [[Aug [|* — 22 (Atn, un) + A2 ug |12
<AL gy — 2 (A, ) + A2
Assim, fazendo n — oo, obtemos z, := Au, — Au, — 0. Como A & compacto

temos, a menos de subsequéncias, {Au,} € convergente. Portanto, como A # 0, temos
u, = A (Au,—z,), e logo {u,} converge para um ponto u € H com |[u| = 1. Portanto

Au — Au, = A\u, + z, — Au,

e assim Au = Au, e |[u| = 1. Claramente |(Au,u)| = ||Alzn), € a prova estd
completa. [
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Agora faremos um processo construtivo.

Passo 1: Denote o autovalor obtido na Proposicdo 5.3.1 por A;, seu autovetor corres-
pondente por u; e Hy = H. Considere Hy = {u € H: (u,u;) = 0}. Temos H, invariante
por A, pois se u € Hy entdo

(Au,uy) = (u, Auy) = A (u,uy) = 0.

Temos ainda H = span{u;}® Hs, pois se u € H e o« = (u, 1) entdo u = oy +u— xuy,
e

(u—oug, ) = (u,uy) — x =0,
logo u— auy € Hy. Além disso, a restricdo de A a Hjy esta em [C(Hy) e é autodjunta.
Se esta restricdo é o operador nulo, entdo a imagem de A estd contida em span{u},
pois para cada u € H temos

Au = A(ou; +u— o) = aAyy € span{uy}.
Se a restricdo de A a Hy nédo € nula, procedemos ao Passo 2.

Passo 2: Usando novamente a Proposicdo 5.3.1, existe um autovalor A, de A e
um autovetor uy em Hy com |[ug| =1 e [Ag] = ||Al,llzm,. Claramente [Ag| < [Aq].
Definimos Hs = {u € H: (u,u;) = (u,uy) = 0}. Assim Hz C Hy, Hs € invariante por
A e H = span{uy, us} 4 Hs, pois

u= <LL, LL1> uy + <LL, LL2> Uy +U — <u> ul) u — <u) LI.2> Uy .

-~

€H3

A restricdo de A a Hj estd em K(Hj3) e € autoadjunta. Se esta restri¢do é o operador
nulo, entdo a imagem de A estda contida em span{u;,us} pois para uw € H temos
u=ouw + Puy +v, onde v € Hz e assim

Au = oAU + BAgus.

Se a restricdo de A a Hs nédo é nula, repetimos o processo.

Passo N: Temos n autovalores nao-nulos Ay, --- ,A, € autovetores correspondentes
Uy - ,Uy, comw € Hyparai=1,---,n, eparai=1---,n—1, os elementos de
Hi.; sdo os elementos de H que sdo ortogonais a u,---,u;. A cada passo, |\ € a

norma da restricdo de A a H;, e portanto |[A,| < --- < Ao < A
Este processo termina aqui se, e somente se, a restricio de A a H, 4 = {u €
H: (u,u) =--- = (u,u,) = 0} é nula. Nesse caso, a imagem de A ¢ span{uy,---,u,},
poisseuceHesev=u—> 1 (uw)u temos (vyu;) =0 para i =1,--- ,n e logo
v € H,,41. Portanto Av =0 e assim
n n
Au=Y (nu)Aw =Y A uu)w. (5.15)
i=1 i=1
Essa situacdo pode ocorrer mesmo que H tenha dimensédo infinita, e certamente
ocorre se H tem dimensao finita, pois uy,--- ,u, sdo linearmente independentes.
Com esse procedimento, temos o seguinte resultado:
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Teorema 5.3.2. Suponha A € K(H) autoadjunto e A # 0. O procedimento acima

nos da uma sequéncia (possivelmente finita) de autovalores ndao-nulos A;, Ay, - -+ € uma
sequéncia ortonormal correspondente de autovetores uy,---,uU,. Se a sequéncia é
infinita, entdo A, — 0. A expanséao

Au = Z (Au, wy) we = ZA (U, wy) Uy (5.16)

€ valida para cada u € H, onde a soma é sobre toda a sequéncia, seja ela finita ou
infinita. Cada autovalor nao-nulo de A aparece na sequéncia {A,}. O autoespago
correspondente a cada A; tem dimenséo finita e essa dimensao € exatamente o numero
de vezes que esse particular autovalor aparece repetido na sequéncia {\,}.

Demonstracdo. Como 0 < [Aq] < A para cada k € N*, devemos ter ou A, — 0 ou
existe € > 0 tal que |A,| > € para todo n € N*. Se a sequéncia ¢ infinita e vale a
segunda condicdo acima, entdo {u,/A,} € uma sequéncia limitada e A(uw,/A,) = u,
para todo n € N*. Como A é compacto, a sequéncia {u,} deve ter uma subsequéncia
convergente, mas a ortonormalidade de {u,} nos dd |[u, —un,||* =2, e obtemos entdo
uma contradicdo. Portanto se a sequéncia € infinita, devemos ter A, — 0.

Se a sequéncia termina no passo n, entao (5.16) se reduz a (5.15). Caso contrario,

para u € H definamos
n

Vo =Uu— E (u, W) wy,
k=1
e como antes v, € H,,,; para cada n € N*. Além disso obtemos

n
vl® = el = > 1wy we) P < [l
k=1

Como |A.1| € a norma da restricdo de A ao espaco H,.; temos
HAVnH < |)\n+l|HVnH g |}\n+1’”uH>

e portanto Av, — 0, pois A, — 0. Mas

n
Av, = E (u,wy) Auy = Au — E A (U W) Wy
k=1 k=1

e obtemos (5.16) (note que (Au,wy) = (u, Auy) = Ay (U, wy)).

Se A € um autovalor ndao-nulo de A que néo estd na sequéncia {A,,} entdo existe um
autovetor unitdario u correspondente que deve ser ortogonal a u, para todo n (veja o
Exercicio 5.6). Mas entao, por (5.16), obtemos Au = 0, o que contradiz Au = Au # 0.

Um mesmo autovalor ndo pode se repetir infinitas vezes, pois A, — 0. Suponha
que A¢ apareca p vezes. Entdo temos pelo menos p autovetores ortonormats, €
portanto o autoespago associado a Ay €, pelo menos, p-dimensional. Se a dimensao
for maior do que p, entdo para este tal Ay existiria um vetor unitario u com Au = A u
e (u,u,) =0 para todo n € N*, o que ndo pode acontecer pelo mesmo argumento do
paragrafo acima. [
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O proximo teorema descreve a inversa de A — A.

Teorema 5.3.3. Sejam H, A, {A,} e {u,} como no Teorema 5.3.2. Entdao se A # 0 e
A # A, para todo n, A — A tem uma inversa em L(H) e para cada v € H temos

1 1

A=Ay v= vt =) Ny

A (.17)

Demonstragcdo. Assuma que tenhamos (A — A)u =v. Entdo Au =v + Au, e de (5.16)
temos
Au=v+ Z Ak (U, W) Uy

Tomando o produto interno desta expressdo com u; obtemos
A, ) = () + A (uy ),
e portanto

(v, 1)
A—A

(u, ) = para cada j € N*.

Desse modo
Au=v+ Z A ) “k

o que prova (5.17). Isto prova também que a solugéo do problema (A — A)u = v,
quando existe, € unica. Assumimos por enquanto que a série em (3.17) converge.
Nesse caso, o elemento u definido pelo lado direito de (5.17) satisfaz (A — A)u = v,
pois

(v uk> 1 A (v, )

N K
A=A A A — A
e usando (5.16) para Av e o fato de que Au, = Ayu, temos

(A=A _v——ZAkvuk wet Y A 7\"“}‘\1 }\Z }\V“;\‘k

—v+Z —&%— A — Ad v, u =v
- A A=A AA—A ) T TR

Mostremos entdo que a série em (5.17) realmente converge, e para tanto, defina

1
A—Au —V—XAV-FZ?\ Ay

1
A=Al

e B—sup

Como A # 0, A # A para todo k, e Ay — 0 no caso infinito, vemos que 0 < «, 3 < oo.
Defina também

vuk B = (v, )
Z?\}\ 7\k e Z“_Zy\_)\u

k=1 k
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Para n > m temos

n }\ 2 n
Hwn _Wm||2 = Z hy _k}\ ’ <V>uk> |2 < o Z | <Vauk> |2-
k=m+1 k k=m-+1

Segue da desigualdade de Bessel' que >, | (v,uy)|* é convergente, e portanto {wy} é
uma sequéncia de Cauchy. Se H fosse um espaco de Hilbert, teritamos terminado.
Quando H néo € completo, vemos que

lznl* = ZM”;'Z\BZZMMQ < BVl

onde usamos novamente a desigualdade de Bessel. Assim {z,} é limitada, e clara-
mente Az, = w,. Como A é compacto, {w,} deve conter uma subsequéncia conver-
gente, e sendo {w,} uma sequéncia de Cauchy, ela deve convergir, e completamos a
demonstracdo de que a série em (5.17) é convergente.

Finalmente de (5.17) vemos que

1
A=AV < o |IVI|+ vl

Al
e portanto A—A) e L(H) e

_ 1+«
A —=A) 2oy < e

]

Encerramos a discussdo acima considerando o nticleo de A. A situacdo € bem
mais clara quando H € um espaco de Hilbert.

Teorema 5.3.4.

(@) Sejam H, A, {A\,.} e {u,} como no Teorema 5.3.2, e considere M = span{u, ug, - - - }.
Entdo M+ = ker(A). Assim o conjunto ortonormal {u,,} é completo® se, e somente
se, ker(A) = {0}, isto €, se 0 ndo € um autovalor de A.

(b) Se H € um espaco de Hilbert, temos H = M @ ker(A). Além disso Im(A) consiste
exatamente dos elementos v de M para os quais a sé€rie

Yy <"’}\t‘<> " (5.18)

é convergente.

ISe {ux} é um conjunto ortonormal em H, entéo para cada v € H temos Y, | (v, ux) [> < [|[v||? (veja
[17, (1.6-13)]).

2Um conjunto ortonormal S num espaco vetorial H com produto interno é dito completo se nio
existe nenhum outro conjunto ortonormal S’ tal que S C S’. Em outras palavras, S é maximal com
respeito a propriedade de ser ortonormal (veja [17, Page 83]).



96 CAPITULO 5. ANALISE ESPECTRAL EM ESPACOS DE HILBERT

Demonstracdo. (a) Veja que de (5.16) obtemos M+ C ker(A). Por outro lado, se
z € ker(A) entao
(z,wy) = }\i (z, Awy) = }\i (Az,wy) =0,
K K
e portanto z € M*. Portanto M+ = ker(A). O conjunto ortonormal {u,} é completo
se, e somente se, M+ = {0}, o que mostra que ker(A) = {0}.

(b) Quando H é um espaco de Hilbert, sabemos que H =M @& M+ = M @ ker(A)
(veja [17, Theorem I1.7.4]). Agora assuma que v = Au para algum u € H. Entéo
por (5.16) sabemos que v € M. Além disso, da ortonormalidade de {u,} segue que
(vyug) = A (u,uy). Se escrevemos w = z+w com z € M e w € ker(A), temos
(u, ) = (z,w) pois w € M+, Portanto, de [17, Theorem 11.6.9], obtemos

z= Z <Z> uk> Uy,

e portanto

z= Z (W, wie) wye = Z <v,7\uk)uk)

e a série deve ser necessariamente convergente se for infinita. Reciprocamente, se
v E M e a série (5.18) é convergente, denotamos por u sua soma. Assim

Au = Z v uk Z (vywie) wye ) Vv,

e portanto v € Im(A), onde em (%) usamos novamente o [17, Theorem I1.6.9], e a
prova estda completa. O

Podemos fazer essa decomposicdo de outra maneira, € para isso, no que segue,
assumiremos que H é um espago de Hilbert. Como consequéncia do Coroldrio 5.2.9
temos o seguinte resultado:

Proposicdao 5.3.5. Sejam A: D(A) C H — H um operador autoadjunto, & € o(A)
um ponto isolado do espectro de A e P, a projecdo associada ao conjunto espectral
o ={&}. Entao

i) &€ op(A);
(i) a restricdo A, de A a X, = Im(Py) € &l,, onde 1, € a identidade em X;
(iit) Im(Py) = ker(& — A).

Demonstragcdo. Primeiramente note que Im(P,) # {0}. De fato, se Im(P,) = {0} entéo
As; = 0, o que implicaria que 0(A,) = @ (uma contradi¢do pois o(A,) = 0 = {&} #
@). Do fato que o(§ — A,) = {0}, segue do Coroldrio 5.2.9 que A, = &I, (0 que
prova (ii)). Disto segue & é um autovalor de A (o que prova (1)) e, além disso, que
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ker(& — A) D Im(P,). Para concluir a prova, veja que se x € ker(& —A), r > 0 é tal
que §f(&) \{&} C p(A), e y(t) = &+ 1e?™ para t € [0,1], temos

1
Pox = — J A—A)xdA =x
2mi |,
pois (A —A)l = %@‘Arl. Logo x € Im(P,) mostrando o item (iii) e concluindo
a prova. O

Lembre-se que uma projecio P num espaco de Hilbert H é dita ortogonal se
(u,v) =0 para todos u € Im(P;) e v € ker(Py).

Exercicio 5.16. Seja A um operador autoadjunto. Se o € um conjunto espectral de
A, mostre que P, € autoadjunta e conclua que P, é uma projecdo ortogonal.

Seja A € K£(H) um operador autoadjunto. Segue da Proposicdo 5.3.5, do Teorema
2.4.12 e do Teorema 2.4.15 que todo ponto em o(A) \ {0} € um autovalor isolado com
multiplicidade finita. Se o(A) \ {0} = {A1, A9, A3, - - - }, definimos

P.=Pp, e H,=Im(P,) paracadan e N

Como Hy = ker(A) é um subespaco fechado de H, e H é um espaco de Hilbert,
ele possui um complemento ortogonal Z = ker(A)*. Podemos entdo considerar a
projecdo ortogonal Py: H — H dada por Pyx = xq, onde x = xo+z € ker(A)® Z (e
assim Im(Py) = ker(A)). Notemos ainda que AP; = P;A e que P;Px = d;¢ para todos
j,k € N.

Note que a série (5.16) é convergente independente do seu rearranjo (aplique [17,
Theorem 11.6.9] para a série >_ (v, uy) u, onde v = Au). Vamos entdo rearranjar esta
série de modo que todos 0s termos para os quais Ay assume um mesmo valor sejam
trazidos juntos, para que eles ocorram consecutivamente nesta série. Assumimos

entao que a notacdo fol arranjada para que isto seja verdade. Para cada Ay, defina
Qwu = Z (u, W) w.
A=A
Assim Qi = Qj; se j = k.

Exercicio 5.17. Verifique que QxQ; = 0 se Aj # A, que Qf = Qx e que Qy €
autoadjunta.

Podemos entdo escrever a série (5.16) na forma

Au = Z}\k Qku>

onde ) indica que a soma estd feito sobre os valores distintos de A.. Além disso,
podemos reescrever (5.17) na forma
1 le— A

J— -1 —_— — —
A—A)"v 7\\1+}\ .

QkV.
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Esta expansdo mostra, em particular, que A, é um polo simples de (A — A)~'v, com
restduo Qyv.

Proposicao 5.3.6. Q. = Py, onde Py é a projecao espectral do conjunto o = {A}
definida acima.

Demonstracdo. Veja que se T > 0 € tal que Eic(?\k) \ At C p(A) e y(t) = A + re?mt,
com t € [0,1], entédo

1 _
PV = o L(?\ — A)7'dA = Quy,

pelo Teorema dos Residuos (veja [4, Theorem V.2.2]). O

Usando a decomposicdo H = M @ ker(A), escrevemos uw =w +z onde w € M e
z € ker(A) = M+. Temos

Pru = Qku = QkW + QE-Z; = QkW = Pyw,
=0

w = iQku = iPku.

Além disso Pou =z e assim

u= iPku + Pou = i P.u.
n=0

Logo para cada u € H temos

Au = i AnPru,

n=1

pois APp =0 e AP, = A, em H,.

Exercicio 5.18. Sejam A, {A;} e {ux} como no Teorema 5.3.2. Se A = A para algum j,
mostre que a imagem de A— A consiste dos vetores que sdo ortogonais ao autoespaco
correspondente a A;j (isto é, Im(Aj—A) = HjL). Para um vetor v desta forma, a solucéo
geral de (A— A)u =v é dada por

1 1 <V,'Ll.k>
u=_—v+ — A——U +w
AT 2 A=A T
M)
onde w € um vetor arbitrario do autoespago correspondente a A;.

Exercicio 5.19. Seja H um espaco de Hilbert, {u,} um subconjunto ortonormal e {Ay}
uma sequéncia qualquer de numeros reais com A, — 0. Defina A por

Au = Z A (U wy) .

k=1

Entdo A € um operador autoadjunto e compacto. Se Ay > 0 para todo k, entdo
(Au,u) > 0 para todo u € H.
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x Operadores Autoadjuntos com Resolvente Compacto

Assumimos aqui que H € um espaco vetorial com produto interno (ndo necessa-
riamente completo) e que H tenha dimenséo infinita.

Teorema 5.3.7. Assuma que A: D(A) C H — H seja um operador linear autoadjunto
bijetor e que A~' € K(H). Considere as sequéncias {\.} e {w} associadas a A~! dadas
no Teorema 5.3.2, e defina w, = 1/\ para todo k. Entao {u,} € infinita e || — co. O
conjunto ortonormal {\w.} € completo e para cada u € D(A) temos

i
M8

(u, W) uy. (5.19)

~
I

1

Um ponto u esta em o(A) se, e somente se, L = W para algum k. Temos Au, = [y
para todo k e, se u € p(A) entao

oAy y =y ot (5.20)
T H— K

o0

g

k

para cada v € H, e este operador é compacto.

Demonstracdo. Claramente A~! é autoadjunto pois A o é. Além disso, segue do
Exercicio 2.1.6 que A ¢ fechado. Assim podemos aplicar os resultados da secdo
acima para A~l. Observe que Alu, = Ay se, e somente se, Auy = . O
conjunto ortonormal {u;} € completo, pelo Teorema 5.3.4, ja que 0 nao é autovalor de
A. O conjunto ortonormal entdo deve ser infinito, pois H tem dimenséo infinita (pois
caso contrario, 0 deveria ser um autovalor de A, ja que seria um ponto isolado do
espectro de A). Portanto Ay — 0, e assim || — oo. Temos Im(A™!) = D(A), e como
cada u € D(A) é da forma u = A", (5.19) é uma consequéncia direta de (5.16).

Sabemos que 0 € p(A) e que p € 0p(A) C o(A) para todo k. Seja entdo p#0 e
1 # W para todo k. Para simplificacdo, denotemos B = AL, Veja que se uc D(A) e
(L— A)u =v obtemos uBu —u = Bv. Assim

(B—l)u:le
i i

-1
u= l (B — l) Bv. (5.21)
[ [

Por outro lado, dado v € H, definindo u por (5.21) vemos que uw € D(A) e que
(L—A)u=v. Portanto n € p(A) e

-1 -1
(H_A)lzl(g_l> B:l};(g_l) )
m u u m

e logo
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-1
onde na tltima igualdade usamos o fato de que B comuta com (B — ﬁ) .
Nos resta mostrar (5.20). Para isso, veja que de (5.17) temos

1 —1 o0
(— — B> v =pv + p Z vy ) Uy,
g Mk — M

u k
e portanto
(v, u
(u—A)*lv:—BeruZ 0
1 b (1 — Hk
, v, U = (v,u = (v,u
(5é6)_Z< ) k>uk+HZ (v, W) uk:Z< ) k>uk-
— — (1 — ) — 1 —

Para p =0, (5.20) se reduz a (5.16) para A~!, e a demonstracio estd completa. [

Corolario 5.3.8. Assumam validas as condicoes do Teorema 5.3.7 e que H € um
espaco de Hilbert. Entao para cada u € D(A) temos

Au = Z e (U W) Uye (5.22)
k=1

Demonstragdo. Defina wy, = Y || (u, uy) ux. Temos w, € D(A), wy, = u e

n

Aw, = Z (u,wy) Ay = Z e (U W) Wy
k=1 k=1

Do Teorema 5.3.4 segue que para cada u € D(A) a série )_ . (u, uy) ui é convergente.
Assim, Aw,, - w onde w € H é dado por

w = Z i (U) uk) Uy
k=1

Como A ¢ fechado, obtemos Au =w, o que prova (5.22). O]

Exemplo 5.3.9 (Continuacdo do Exemplo 35.2.16). Considerando a extensdo autoad-
junta do Lapaciano A: D(A) C L?(0,7m) — L%(0,7), onde D(A) = H(0,7) N H%(0, 7),
os resultados dessa secdo nos dao

o0
Au = Z K2 (u, uk>L2(0’n) Uy,
k=1

para toda u € D(A), onde w(t) = (%)% sen(kt).



CAPITULO 6

Poténcias Fracionarias

6.1 INTRODUCAO

Este capitulo sera dedicado a extensdo do cdlculo operacional desenvolvido na
Secao 3.2 para incluir funcoes do tipo C\ (—o0,0] 5 A — A* € C, que nao estdo em
Uso(A).

As poténcias fraciondrias de operadores setoriais desempenham papel fundamental
na teoria de existéncia de solucdes para equagoes diferenciais parciais ndo lineares
do tipo parabdlico e a andlise do comportamento assintotico de solugcdes para estes
problemas.

Vamos comecar esta secdo motivando a definicdo de poténcias fraciondrias de
operadores fechados. Em primeiro lugar observe que se y ¢ uma curva fechada,
retificavel e simples em C\(—oo, 0] e n(y;a) denota o indice da curvay em a € C\{y},
da Formula Integral de Cauchy temos

1 A%
a* = — J dA
Y

T om ). A—a

para todos « € C e a € C\{y} com n(y;a) =1 (veja [4], por exemplo). Aqui A* = e*'oeA
e logA € o ramo principal do logaritmo complexo.

Se A € L(X) € tal que 0(A) C C\ (—o0,0] e v é uma curva fechada, retificavel e
simples em C \ (—o0,0] tal que n(y;a) =1 para todo a € o(A), definimos na Secédo
3.1 (em analogia com a observacédo acima)

1
A= — J AN —A)tda,
2m v

para todo « € C. Claramente A* € L(X).

101
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Im

Setor Ly, para 0 < ¢ < 7. Setor Ly, para 5 < ¢ <.

Figura 6.1: Exemplos de setores.

Exercicio 6.1. Mostre que:
(a) I* =1 para todo « € C;
(b) A*AP = A**P para todos «, B € C;

(c) A™ coincide com a definicdo usual (a n-ésima iterada de A).

Dica: Veja que se @« =1, a curva y néo precisa evitar o eixo real negativo pois C> A — A" € C
¢ uma funcéo inteira. Podemos entédo considerar y como sendo um circulo de raio R > ||Al|z(x)
orientado positivamente. Use entdo (2.4) e o Teorema dos Residuos para concluir o resultado.

No que se segue buscamos expressoes equivalentes de A* que facam sentido para
uma classe de operadores fechados mais ampla que a dos operadores limitados. Para
0<¢d<me r>0 defina o setor (veja os exemplos na Figura 6.1):

Lor = A € C: [argAl < b} \ BE(0).

Como A € L(X) (portanto o(A) é compacto) ¢ o(A) C C\ (—o0,0], podemos
escolher 3 < ¢ <me 0 <1 <Rtais que o(A) CK=ZL4,N B%(0) (veja Figura 6.2).
Denote por Ik e yr as porcoes da fronteira de K como na Figura 6.2, com I orientada
no sentido da parte imagindria decrescente e yr orientada no sentido antihorario.
Com isto, o traco da curva Iy Uyg € a fronteira de K orientada positivamente.
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Figura 6.2: O conjunto K e as curvas Iy € yg.

Escolhemos R > 2||A||zx). Com isto, temos

1
A% = —J A¥(A—A)HdA
27-[1 MRUYR (6 1)
1 1 '
= —J AN —A) AN + —J A¥(A — A)7Laa.
21 2mi )y,

Notemos primeiramente que para |A| =R > 2||A||, usando (2.4), temos

> 1
<Y RYAIR oy = <2 (62
&) Z A0 = TR AT g o2

A= 2A) e = || X AA
n=0

Se Rex < 0, mostremos que a integral sobre yg em (6.1) converge para zero quando
R — oo. De fato,

¢ .
‘ J }\0((7\ _ A)ild}\H < J RReocefSImcxH(Rele _ A)ilng(x)Rde
YR LX) —¢

€2 R ¢ 01
< 2R e"‘J e "*d0 —- 0 quando R — oo.
—¢

Assim, se I denota a fronteira de X4, orientada no sentido da parte imagindria
decrescente (como na Figura 6.3), os cdlculos acima mostram que
1

A% = —J A¥(A—A)'d\  para Rex < 0. 6.3)
21 Jr

Observacao 6.1.1. Observe que a convergéncia da integral em (6.3) somente depende
da estimativa em (6.2) e ndo do operador A. Isto segue facilmente se parametrizamos
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Im

Figura 6.3: Curva I'.

. Vamos apenas considerar a parte [, de I' com parte imagindria positiva e fora
da bola de raio r (e para simplificar a parametrizacdo, consideramos a orientacdo da
parte imagindria crescente, o que néo altera a convergéncia da integral), isto é

r.(t)=te'* parater,c0).

Entéo

o
J AY(A — A)—ldAH < J tRexg=bIma (ol A)) 4t
Iy T

Como o operador resolvente € continuo sobre o traco de I, a convergéncia da
integral acima segue somente de (6.2). Ainda mais, esta convergéncia é uniforme
para o« em compactos de {v € C: Rev < 0}. A convergéncia da integral sobre a parte
de I' com parte imagindria negativa segue de forma semelhante.

Exercicio 6.2. Conclua a convergéncia de fm A*(A — A)~!dA usando a estimativa
(6.2).

6.2 OPERADORES DE TIPO POSITIVO

A Observacdo 6.1.1 nos indica uma classe mais geral de operadores A para os
quais podemos definir as poténcias A* com Rex < 0, a saber, a classe dos operadores
A:D(A) € X — X que sao fechados, densamente definidos, para os quais existem
5 <¢<mer>0 tais que o(A) C L, de maneira que A(A — A)7! ¢ limitada em
C\ Zgr

Exercicio 6.3. Seja A: D(A) € X — X um operador fechado, densamente definido,
para o qual existem 5 < ¢ < e 1 > 0 tais que o(A) C L. Mostre que as afirmacoes
abaixo sdo equivalentes:
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Im

Y

Re

Figura 6.4: O complementar do setor L, (& esquerda) e seu reflexo com respeito a
origem (a direita).

(a) A(A—A)! € limitada em C\ Zy,,.

b) AA+ A)7! € limitada em —C \ Zy,.

© (1+ADA+A)! € limitada em —C \ Ly,
+ Veja a Figura 6.4.

Agora faremos o seguinte: assuma que A: D(A) C X — X é um operador fechado
e densamente definido com p(—A) D [0,00), e que existe M > 1 tal que (1+s)||(s +
A)7Y| < M para todo s € [0,00). Defina ¢ =7 — arcsen(ﬁ) (note que 5 < ¢ < m).

Mostraremos (veja o Teorema 6.2.2 e o Exercicio 6.5) que p(—A) D —C\ Zd),ﬁ e
que (1+A)(A+ A)7! € limitado em —C \ Zcb,ﬁ' Portanto A satisfaz o item (c¢) do
Exercicio 6.3, e assim satisfaz todos os itens, o que nos permitira definir A% para
Rex < 0.

Definicdo 6.2.1. Seja X um espago de Banach. Um operador linear A: D(A) C X — X
¢ dito de tipo positivo com constante M > 1 (veja [1]) se A € fechado, densamente
definido, [0,00) C p(—A) €

(1+5s)(s+A) Yz <M para todo s > 0. 6.4)

O conjunto dos operadores de tipo positivo em X sera denotado por P(X). Se A €
P(X) e M >1 ¢€ tal que vale (6.4), diremos que A tem constante M.

Exercicio 6.4. Sejam H um espago de Hilbert sobre C e A: D(A) C H — H um
operador linear autoadjunto e positivo, com 0 € p(A). Mostre que A € de tipo
positivo.

Dica: Use o Exemplo 5.2.6.
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Im
A

Figura 6.5: Os conjuntos Xy, C\ Ly e —C\ X (a direita).

Teorema 6.2.2. Considere A € P(X) com constante M. Defina Ay como o conjunto
dos A € C para os quais existe s > 0 tal que |\ — s| < L (veja Figura 6.6), isto é

™M
—C
Am = Us;OBl%MS(S)-

Entdo Apm C p(—A) e

L+ MDA+ A) o0 < 2M+1  para todo A € A 6.5)
Demonstracdo. Dados s > 0 e A € C satisfazendo |A — s| < ;’—MS, segue de A + A =
(s+A) I+ A—=s)(s+A) ) que A€ p(—A) e

1 191 1 2M

A+ A) " lepg < T+ A=8)(s +A) T lepoll(s + A) e < T+s

Como A —s < JA —s|, temos 1 < Him'—s' e portanto

A+A)! < < = :
I( ) llero T+ 1+s 1+ Al M 1+ Al

2M 1+ s+ A —s] 2M < 1 ) 2M +1
< 1+ =
2
Com isto mostramos que Ay C p(—A) e que (6.5) vale. O
Exercicio 6.5. Com as condicoes do Teorema 6.2.2, defina
Om = arcsen(1/2M). (6.6)

Mostre que as retas Aj(t) = te™ + iz e Ay(t) = te ™ — i para t > 0 estdo

2M
contidas em Ayp.. Conclua que

_C\Zd),ﬁ C AM)
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Im
A Am

Figura 6.6: O conjunto Ap.

onde ¢ = — Oy

Dica: Escreva as retas na sua equacéo geral em coordenadas cartesianas e calcule a distancia de um
ponto (s,0), s > 0, até as retas A\; e Ag. Se A; tem equacgdo geral ax + by + ¢ =0 entédo a distdncia do
ponto (u,v) a A; é dada por

au+bv+c
d((w,v),Ar) = W.
Com isto para todo A € P(X) e & € C com Rex < 0, definimos
1 1
A% = —J (—A)*(A+ A)tdA = —J A¥(A — A)Laa, 6.7)
2mi 2mi

onde I é qualquer curva simples em Ay \ [0, 00) suave por partes indo de coe ™ para
o00e®, com 0 € (0,0y] (como na Figura 6.7), evitando [0,00), e T_ ={A € C: —AcThL
Segue de (6.5) que A* estd bem definido em L£(X), pois a integral é convergente em
L(X). Além disso, segue do Teorema de Cauchy que A* independe da escolha de T.

Lema 6.2.3. Para «, 3 € C com Rex < 0 e Rep < 0 temos A*AP = A*FB,

Demonstragcdo. Dados « e 3 com Rex < 0 e Ref3 < 0, escolhemos curvas I7 e I3
como acima, de forma que I fica a esquerda (com respeito a orientagdo positiva) de
I5. Neste ponto deixamos um exercicio ao leitor:

Exercicio 6.6. Mostre que para p €Iy e A € I7 temos

(=A)* 1 J (—w)P
dA =0 — du = (—A)P.
J;A—u S e

Desta forma, obtemos

1

ASAP =
(271i)2

LL}—M%—MWA+AYWM+ATHMM
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Im

N
&

Figura 6.7 Um exemplo de curva T

-1 _ -1
( e J'J A (— H)B(”+A) A+A) dydA

A—p
“amJ A (5| T s

1 [ (—wP
+2—er1( AN+ A) (2_me u-)\d“) dA.

Segue do Exercicio 6.6 e de (6.7) que

1
AAP = A+ A)TdN = AxTP
g |, (N A) ,
e a demonstracdo estd completa. [

E uma consequéncia simples dos teoremas de derivacéo sob o sinal de integracéo
(veja [6, Capitulo II-§6], por exemplo) que a aplicacdo z — A* € L(X) é analitica em
{z € C: Rez < 0}.

Exercicio 6.7. Mostre que para o« = —1, a poténcia fraciondria A* de A coincide
com A~! (a inversa de A). Conclua assim que para todo m € {0,1,2,...}, a poténcia
fraciondria A~™ de A coincide com a m-ésima iterada de A7, isto é, A™™ = (A~1)™,

O teorema a seguir desempenha um papel fundamental na obtencdo da Desigual-
dade do Momento que sera apresentada na proxima sec¢ao.

Teorema 6.2.4. Se A € P(X) entédo

sin7tz [*°

A= J s *(s+A)'ds para0<Rez<l. (6.8)
0

T
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Demonstracdo. Fixemos 0 < 0 < 0y (veja (6.6)) e 0 < r < 1tal que a curva I' formada
pelos raios se® e se'® para s > 1, e a curva rel® para 2mr — 0 < & < 0, orientada
positivamente, seja tal que vale (6.7). Assim

1

T omi

- JOO S—ze—i(—ﬂ+6)2(sei6 + A)—leieds

T

A2 J (—A)F(A+ A)ldA
r
L% . o) i ~1,-i0
—— | s%e (se ™™+ A) e ¥ds
1 (° . . .
+ — J T2 mEE (relt L A)Tlireitde,

Para a primeira integral, veja que existe uma constante K > 1 tal que

K S—Rez

1+s

s e 0 (5el® 4 A) Y| <

Note que o lado direito desta desigualdade é uma fungéo integrdavel em [0, c0) (pois
0 < Rez < 1), e essa estimativa vale para todos s > 0 e 0 € (0,0p). Segue do
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, fazendo r — 0" ¢ 8 — 0" que

1 [ . . . A
_J S*Zefl(*ﬂ+9)z(sele _i_A)fleleds N € : J s%(s —l—A)ildS.
2mi ), 2mi |,

Analogamente para a segunda integral, obtemos

1 [ . . . —inz oo
__.J' szeﬂ(nfe)Z(seﬂe +A)716719ds - _ € : J s7%(s —l—A)iIdS.
2mi ), 2m ),

Para a terceira, veja que para 0 < r < 1 temos

M eT:Isz.lfRez

< Menlmz.
1+ h

[r2e 5 (rett 4 A) Hire'®| 40 <

A ultima € uma fungdo constante (com respeito a variavel 0) e portanto € integravel
em [2t — 0,0]. Novamente, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
fazendo v — 0" obtemos

1 (° . . ,
— J T 2e mH2(reté 1 A)lireltdE — 0.
2mi 2m1—0

Assim obtemos

inz oo —inmz oo
AF= J s (s +A)ds — —— J s *(s+ A)"ds,
2m ), 2m ),

0 que mostra (6.8). O
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Agora vamos considerar o caso A* com Rez > 0. Mas antes, faremos o seguinte
lema:

Lema 6.2.5. Para cada z € C com Rez > 0, temos A~ injetor.

Demonstragdo. Escolhendo n € N tal que n < Rez < n+1 temos Re(n+1—2z) > 0.
Se x € X é tal que A *x = 0 entao

Af(nJrl)X — A*(Tl‘FI*Z)*ZX — Af(n+lfz)Asz —0.

Como 0 € p(A), temos A™! injetor, e portanto A~ = (A~1)"*1 também é. Logo
x = 0, o que conclui o resultado. O

Com isto, para Rez > 0, podemos definir o operador A*: D(A*) C X — X por
D(A®) =Im(A™?) e A*=(A?)L (6.9)
Segue do Exercicio 2.1.6 (a) que A* € fechado.
Exercicio 6.8. Defina

Ix

1= |[X]Ix + |A*X]lx e |x|l.=||A*x||x para cada x € D(A®).

(a) Mostre que || - ||.1 € uma norma em D(A*) e que D(A?) com esta norma ¢ um
espaco de Banach.

(b) Mostre que || - ||, € também uma norma em D(AZ?), e que ela é equivalente a
norma || - ||,

Dica: Lembre-se que A~ * € L(X).
Segue deste exercicio a seguinte definigédo:

Definiciao 6.2.6 (Espacos de Poténcias Fraciondrias). Se A € P(X), os espacos de
Banach X* = (D(A?%),] - ||.), para Rez > 0, sd@o chamados espacos de poténcias
fraciondrias associados ao operador A.

Teorema 6.2.7. Sejam A € P(X) e z,w € C com 0 < Rez < Rew. Entao
D(A"™) C D(A?), (6.10)
e as inclusoes de XV em X* e de X* em X sdo continuas, isto €,
X" — X*— X, para0 < Rez < Rew. (6.11)
Demonstracdo. Primeiramente note que para x € D(A*) C X e Rez > 0 temos

[Ixllx = IAT* A < AT 2o [[A™X]x = TAZ o0 Ml



6.2. OPERADORES DE TIPO POSITIVO 111

o que mostra que X* — X. Agora, para 0 < Rez < Rew, se x € D(A") temos
x = ATAVx = AT WEAYY = ATFATWTEIAYY € Im(ATF) = D(A?),
o que prova (6.10). Além disso para x € D(A") temos
]l = IA*[|x = AT A" |x < AT g [AYX[Ix = AT 20l xlw,
0 que mostra que X" <— X%, e completa a demonstracgao. [

Proposicao 6.2.8. Sejam A € P(X) ez,w € C tais que Rez # 0, Rew # 0 e Re(z+w) #
0. Entéo
A*AYx = A*™x  para todo x € D(A"Y), (6.12)

onde u € {z,w,z + w} com Reu = max{Rez, Rew, Re(z +w)}.

Demonstracédo. Para z,w € C com Rez < 0 e Rew < 0, o resultado segue do Lema
6.2.3. Para z,w € C tais que Rez > 0 e Rew > 0, entdo Re(z+w) >0e u=z+w.
Assim para

x € D(AY) = D(A*™) Cc D(AY) N D(A?),

defina y = A*"x. Entdo x = A~y = A™YA~?y implica A¥x = A~?y. Isto mostra
que A%x € D(A*) e que y = A*A%x. Semelhantemente y = AVA*x, ou seja,

A¥Wx = A*A%x = A¥A*  para todo x € D(AZ™). (6.13)

Agora se Rez > 0, Rew < 0 e Re(z+w) < 0, temos uw = z e para x € D(A?)
obtemos
AWAZX — AZ+W—ZAZX — AZ+WA—ZAZX — AZ-‘rWX.

Também, para todo x € X temos
AZAWX — A2A72A2+wx — AZ+WX.

Finalmente, se Rez > 0, Rew < 0 e Re(z+w) > 0, temos u = z. Se x € D(A?),
aplicando (6.13) a z+w e —w, temos

A = AFWAWx = AWA*™x  para x € D(A?).

Assim A*x € D(AY) e
AVAFx = AF™x,

]

Proposicao 6.2.9. Sejam A € P(X) e z,w € C com 0 < Rez < Rew. Entdo D(AY) ¢é
denso em X* e D(A?) € denso em X, isto é, a inclusées

X"V e X*— X para 0 < Rez < Rew

sdo densas.
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Demonstragdo. Dados x € D(A) e € > 0, denote y = Ax. Como D(A) é denso em X
(pois, por definicdo, um operador em P(X) é densamente definido), existe u € D(A)
tal que ||u—yllx < m. Assim, se v = Au, temos

AT —x[|x = AT u— A7y[lx <Aoo lu—yllx <e.
Como A2y € D(A?), obtemos D(A) C D(A2). Portanto X = D(A) C D(A2), o que
garante que D(A?) é denso em X. Por inducdo obtemos D(AX) denso em X para
k € N. Agora se Rez >0 e k € N € tal que Rez < k, de (6.10) temos D(A¥) c D(A?),
0 que nos da

D(A?) =X Rez> 0. (6.14)

Agora, dados x € D(A*) e ¢ > 0, denote y = A*x € X. Como D(A"7*) é denso
em X, existe u € D(A"7?) tal que |[u—yl||x < e. Defina v =A"*u. Da definicdo de
D(A"7%), existe y; € X tal que u = A* "y, e portanto v=A""y; € D(A") e obtemos

v —=x|[z = [[A*(v =x)[x = [[u—yllx <,
o que mostra D(A") é denso em X*, completando a demonstracao. [
Exercicio 6.9. Mostre que, se A € P(X) tem resolvente compacto, entdo as inclusoes
XV — X*— X para 0 < Rez < Rew

sdo compactas.

Exercicio 6.10. Seja H um espago de Hilbert de dimensédo infinita e A: D(A) C
H — H um operador autoadjunto e positivo, com 0 € p(A) (deste modo, do Exercicio
6.4, A é de tipo positivo). Definindo A = I, mostre que A® é autoadjunto para todo
0 eR.

Exemplo 6.2.10 (Poténcias Reais de Operadores Autoadjuntos Positivos). Conside-
remos H um espaco de Hilbert e A: D(A) C H — H um operador A ¢ autoadjunto,
nao-nulo, estritamente positivo com 0 € p(A). Assuma ainda que A~ é compacto.
Usando o Exercicio 6.4, sabemos que A é um operador de tipo positivo. Assim de
(6.7), para s > 0, temos

1

A5 = —
2m

J (—A)"S(A+ A)7ldA,
r

onde ' é uma curva simples suave por partes indo de ocoe ® para ooe'® evitando
[0, 00).

Para explorarmos mais profundamente a expressdo para A~°, utilizaremos o Te-
orema 5.3.7. Obtemos uma sequéncia infinita de autovalores {A,} positivos (pois A

é estritamente positivo) associados a A~!, satisfazendo 0 < A < A¢ para todo k, e
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uma sequéncia ortonormal de correspondentes autovetores {u;} que € completa. De-
finimos w, = 1/A¢ para todo k (assim p.; > e > 0 para todo k e W, — oo0). Para
cada u € D(A) temos

(Lw)ue e Au= Z Hc (W, Ui) Uk
1 K1

i
M8

~
Il

Além disso, para cada A # 0 e A # —, para todo k temos

NP

k=1

>’

Assim para todo ve H e o € C com Rex < 0 temos

Xy A\« —1 _ = L (_}\)oc
A%y = L( A)*A+A) vdk_%(znijr?\+ukdk) (Vy W) U

ty (Vy W) U

I
Me 3]~

i
I

Para s > 0 obtemos entao
o0
E V uk Uy,
k=1

e do Teorema 5.3.4(b) aplicado a A*, vemos que Im(A~*) consiste dos elementos
u € H para os quais a série

> (uw)u (6.15)
k=1

converge em H.

Exercicio 6.11. Mostre que (6.15) converge se, e somente se, a série ) -, uﬁsl (uy wy)
converge em R.
Dica: Calcule || Y ", 18 (u, wi) uk/?,.

Portanto
D(A®) =Im(A™°) = {ueH Zu (u, uy) <oo}.

Exercicio 6.12. Mostre que para s >0 e u € D(A®) temos

o0

Alu = Z uy (U W) Uy

k=1
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6.3 INTERPOLACAO E POTENCIAS FRACIONARIAS

Nesta secdo mostraremos a Desigualdade do Momento e a utilizaremos para ob-
ter resultados que mostram a estabilidade dos espacos de poténcias fraciondrias (e
suas normas) relativamente a perturbagdes por operadores subordinados as poténcias
fraciondrias. No que segue, X ¢ um espaco de Banach (sobre K).

Teorema 6.3.1 (Desigualdade do Momento). Dados A € P(X) e « € [0, 1], existe uma
constante K dependendo somente de A tal que

[A%|]x < K((1— o)u*||x|[x + an*Y||Ax|)x)  para todos x € D(A) e p € (0, 00)
ou, equivalentemente,
[A%||x < K||AX||%]Ix|Ikx* para todo x € D(A).

Demonstracdo. O resultado € trivial para « = 0 e para o« = 1, e também para x = 0.
Para 0 < x <1e x € D(A) \ {0}, segue de (6.8) que,

A% = A~ -0 Ay — M JOO S—(l—OC)(s + A)_leds
U 0
_ St J s* 1A (s + A) 'xds.
T 0

Logo, para todo p € (0,00), obtemos

. i o0
A%l < S | [Pt s + s Maxas)
0 B
sin o x o1
< S 0 1) [+ 25 Al
o 11—«
sin 7t
= m(M +1) [(1— o pu¥[|x[|x + o[ Ax]lx]

<2(M+1) [(1— )u™[x]lx + ap* | Ax]lx] -
Além disso, o valor minimo da funcéo

(0,00) 3 = 2(M + 1) [(1— a)u|xIx + o [ Ax|x]

[IAX]Ix
[xlix

¢ alcancado em p = e, consequentemente,

[AX]Ix

X[l

JA%]x < ¥ ( ) — o(M + 1) Ax|g XL

Isto completa a prova. [
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Corolario 6.3.2. Sejam A € P(X) e B: D(B) C X — X um operador linear fechado tal
que D(B) D D(A%) para algum o« > 0. Entéo existem constantes C,C; > 0 tais que

|Bx||x < C||A%||x para todo x € D(A%), e
IBx||x < Cil(1— a)u™||x||x + au*'||Ax||x] para todos x € D(A) e u > 0.

Demonstracdo. Considere o operador fechado BA™*. Como D(B) D D(A%), o ope-
rador BA™ estd definido em todo X, e segue do Teorema do Grafico Fechado que
BA~* € L(X). Isto e a Desigualdade do Momento concluem o resultado. [

Veja que, diferentemente da Desigualdade do Momento, as constantes C,C; do
Coroldrio 6.3.2 dependem de o > 0.

Teorema 6.3.3. Sejam A, B € P(X) com D(A) = D(B) tais que, para algum « € [0,1),
temos (A — B)A~* € L(X). Entao para todo B € [0,1] temos APB=P € L(X) e BPAF ¢
L(X).

Demonstragdo. Os casos 3 =0 e 3 =1 seguem diretamente. Pela Desigualdade do
Momento, para 3 € (0,1), s >0 e x € X temos

IAP(s + A)x[lx < KJJA(s +A) X[ (s + A) x|l < CL+ )P x|,
para alguma constante positiva C. Assim
[AP(s +A) Yoo < CA+ )P
e podemos obter, analogamente,
IBP(s + B) o0 < C(1+5)P .
Ainda, do Teorema 6.2.4, para 0 < 3 < 1 obtemos

sen7tf}
s

BB _APB=

Joo sP(s+B)Y(A—=B)(s+A)\ds. (6.16)
0

Usando a estimativa
s PBP(s +B) (A —B)(s+A) |l
< s PIBP(s +B) Mool (A = B)A™ || oo lJA%(s + A) | £x) (6.17)
< C S B(1+S)ﬁ 1(1+S “71||(A—B)A7“”£(X),

e procedendo como no Exercicio 2.8, para cada x € X, obtemos

ro s P(s+B)(A—=B)(s+ A)'xds € D(BF) (6.18)
0

(]

BF JOO sP(s+B) HA—B)(s+A) xds = ro s PBP(s+B) HA—B)(s+A) xds. (6.19)
0 0
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Disso segue que D(APF) ¢ D(BF), que

BPA B =1—

sentfp ro sPBP(s + B) {(A —B)(s + A) 'ds,

T 0

e de (6.17) segue que BPA~P ¢ limitado.
Podemos trocar A por B em (6.16) para obter

AP _BB— Se‘;”B J sB(s+ A)Y(B—A)(s +B)'ds
0

_ _sennif JOO sB(s+A)YA — B)(s + B)ds
s 0

_ _Senmp J s P(s+A) A —BJA*A%(s + B) 'ds.
7 0

Para proceder como acima, precisamos de uma estimativa para o termo A%(s + B)™!
em L(X). Veja que

A¥(s+A)T—A*s+B) '=—A%s+A)(A—-B)(s+B)!
=—A%s+A)(A—-B)A*A*(s+B),

ou seja
As+A) T =T1—-A%s+A)H{A—-B)AYA*(s+B).

Como ||A%(s + A) Y < C(1+s)*7, para s suficientemente grande temos ||A*(s +
A) YA —B)A | x) < 1/2, e assim

A*(s+B)1=[1—A%s+A) (A —-BA Y AYs+ A),

0 que nos da
IA%(s +B) Y0 < 2C(1+s)*Y

para s suficientemente grande. Assim, analogamente (veja o Exercicio 6.14 para a
continuidade necessdria para aplicar o andlogo do Exercicio 2.8) ao caso anterior,
D(BP) c D(AP) e APB=P ¢ limitado, e a demonstracdo estd completa. O

Exercicio 6.13. Use (6.17) e proceda como no Exercicio (2.8) para provar (6.18)-(6.19).

Exercicio 6.14. Mostre que [0,00) 3 s — A%*(s + B)~! € £L(X) é continua.
Dica: Se s, — s em [0,00) note que A*(sp, +B) ' —A%(s+B) ! = (s —s,)A%(s +B) (s, + B)L.

Corolario 6.3.4. Sejam A,B € P(X) com D(A) = D(B) e tais que (A—B)A > € L(X).
Entéo para todo B € [0,1] temos D(AP) = D(BP), com normas equivalentes.
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x O Operador da Onda Amortecido Abstrato

Sejam X um espago de Hilbert e A: D(A) € X — X um operador autoadjunto
e limitado inferiormente por algum & > 0. Assim A € P(X) e para «x € R temos
X* = (D(A%), |]JA% - ||x) um espaco de Hilbert (o produto interno em X* é dado por
(u,v), = (A%, A%v)).

Definimos Y° = X2 x X, que € um espaco de Hilbert com o produto interno

u u
<( 1>, ( 2)> = (U, Up)y + (v, Va)x = (A2us, ATup)x + (i, Vo).
Vi V2 YO X2
e para 0 € [0,1] e n € R, consideramos o operador

A D(Apy) Y = Y° (6.20)

definido por

D(Apn) = {(:) cY’:ve X% e Alieu—l-nv c Xe},

u —V u
Aew (v) B (Ae(Al-eumv)) P (v) © Pldon):

y3) entdo D(Ap,y) = X! x Xz. Mostre que se

6 € (3,1 en >0 entdo D(Agpy)) C X379 x X2, e que néo vale a igualdade.

6.21)

Exercicio 6.15. Mostre que se 0 € [0

Note que, quando (%) € X! x (X2 N X®), temos (}) € D(Apn)

u —V
Ao (v) = ( Autn A%)‘ (6.22)

Do exercicio acima, veja que para 0 € [0, 3] temos D(Agy) = X! x Xz = X!x (X2 NX9)
(a ultima igualdade segue do fato de que Xz — X°), e portanto, para (*) € D(A,)
vale (6.22).

Observacdo 6.3.5. Este operador estd associado a equacédo de evolucdo de segunda
ordem abstrata
W +NA%u — Au=0.

Agora estabelecemos algumas propriedades basicas do operador Ay,).
Proposicao 6.3.6. Para cada 0 € [0, 1] temos:
(1) Ao, € fechado;
(il) sen = 0 entdo —A g,y € dissipativo;

(i) 0 € p(Apm));
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(iv) Se A tem resolvente compacto e 6 € [0,1), entdo A tem resolvente compacto;

Demonstracdo. (i) Tomamos uma sequéncia {(3:)} em D(Ap,)) com

Ul v [u TR v, 0 £
(vn) - (v) ° Ao (v) - (Aeweun +nvn)) - (d))- 6.23)

Precisamos mostrar que (%) € D(Agy) e que Ao (}) = (5)-
As convergéncias em (6.23) nos ddo

1
X2 X X2 _ X
Uy~ Uy, vy =y, =V~ & AN AT, +vn) - .
X% X X
Como X% — X, a convergéncia —v,, — & nos dd —v, — & Mas v, — v e

portanto, v = —& (e, em particular, v € X%).
Caso1: 0 € (%,1].

1
1 X2 XI—G
Como 0 < 1—86 < 3 temos Xz — X% Logo, como u, — u obtemos u, — u,

ou seja, A%, X A0y,
Assim, A0, +1v, — AU +1v e como A° é fechado, segue que A"fu+nv €
D(A®) =X% e AYA%u+nv) = .
Caso 2: 6 € [0, 3.
Lembremos que nesse caso vale (6.22). Ainda, X2 — X9, o que nos dd A®v, — A%,
Logo,
Au, = Au, +nA%v, —nA%, — ¢ —nA%.

Como A € fechado, obtemos Au = ¢ —nA°v e portanto, ¢ = Au +nA°v.
(ii) Note que para cada (%) € D(Ap,) temos

< ~Aon) C) : (:) >yo B < B (AG(AI_"‘; + nv))’ (t) >yo

—(A2v, Azu)x — (A2 (AT%U +1v), v)x

WA, ATy — (A7 (A0 4 ), Atv)
:<A%v, A%u)x — (A%u, A%v)x —n(AS*%V, Aév)x
(§)<A%v, A%u)x — (Azv, A%u)x —n(Agv, Ag\)>x
—2iIm<A%v, A5u>x —nlvl®e

Em (x) usamos o fato de que Az é autoadjunto (veja Exercicio 6.10) e em (x%) usamos
o fato de que Ab—s = A%A%, que AT ¢ autoadjunto e que AT AL =A% (lembrando
que Xz X%). Portanto,

u u
(32, - <0
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prova que —A, € dissipativo.
(iit) O operador B: Y? — Y? definido por

s(%) = nAlu+ Al
v) —u

satisfaz B € L(Y?), B(Y?) C D(Ag))s

BA@n) (1:) = (:) para <1:) € D(Ap,y) e
A(g,n)BC\f) = (:) para C}L) e Y°.

Portanto 0 € p(Apy)) € .A(_elm =B.
(iv) Segue de (iil) e da compacidade das inclusdes entre os espacos X%, que por
sua vez ¢ uma consequéncia da compacidade do resolvente de A. [

Vamos mostrar que o operador Ao estd em P(Y?) e calcularemos suas poténcias
fraciondrias. Como A € P(X), temos [0,00) C p(—A) e sabemos que existe M > 1 tal
que

(1+)|[(s+A)Yzx) < M para s > 0.

Exercicio 6.16. Mostre que [0,00) C p(—A(0,0)) € que para cada s > 0, o operador
(s + A(o,o))_l pode ser representado simbolicamente por

2 -1 2 -1
(s + Apo) ' = (_S/is(sj_i_A%)—l s((sszilAA))_l) .

Use isto para mostrar que existe M > 1 tal que

(14 s)||(s+ A(o,o))*1||uyo) < M para todo s > 0.

Assim, A € P(Y°) e para 0 < o < 1 a poténcia fraciondria A%, € dada por
(6.8), isto &,
_ sin o [
Ao = —J

s *(s+ .A(o,o) )_1 ds
Tt

0

Exercicio 6.17. Usando a expressdao acima, mostre que (simbolicamente) temos

T _x . T =l
A(?)“O): ( CoOs A2 SinTFAT2 >

. - _«x
—sin¥A 2 cosTTAT?
Exercicio 6.18. Usando o exercicio acima, mostre que

H“A&)‘TO) - A(_ol,o)Hz:(YO) — 0 quando o — 1.
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Exercicio 6.19. Mostre que para 0 < o« < 1 temos

cos —A 2 —sin
0.0) = . 6.24
(0.0 (sm T‘Z“A £ cos —A 2 ) ©6.24)

Com isto temos o seguinte resultado de caracterizacdo dos espacos de poténcias
fraciondrias:

Lema 6.3.7. Para 0 < « < 1, se X™* denota o completamento de X com a norma
I« x . .

|A=%Ix, 0 operator Ay Y? — X2 x X2 € uma isometria e portanto, se Y~* denota

o completamento de Y° com a norma [ Ao " llvo, entao

1—x

Y =X7 xX%.
Demonstraggo. Dado (%) € Y° temos

2

. (u e (U . (u
HA(OaO) (v) Y() - <A(0)0) (v) ) A(O)O) (v) >Y()
T ™ x X T —1l-
<cos—A Sutsin—A T V,c0S — A~ 2u+sm—ocA Ty )
2 2 2 2 X2
+ < —sin T[—AI_T“u + cos T[—A’%v —sin T[—Al_Tau + cos T[—(XA’%V>
2 2 2 2 X
<cos %OCA 2 u+sm7A 2v cos 7}\ P u+sm7A 2v>x
T T T T
+< sin—A 2 U+ cos —A~ v,—SLn—A2u+cos—A 2v>
2 2 2 X
1—«x 11— 2
= (A2 uA 7 Wx+ (A 2v, A 2v)x H( >H -
X2 xX 2
o que conclui o resultado. [

Exercicio 6.20. Suponha que A tem resolvente compacto (e portanto, possui uma
sequéncia {w} de autovalores positivos). Mostre que oy (A(,0)) = {?\;—L}, onde

Af = +iy/m  para todo k.



APENDICE A

Apéndice

A.1 CoMPLEXIFICACAO DE Espacos VETORIAIS REAIS

O estudo desta secdo segue [13]. Se X € um espaco vetorial sobre C, entdo podemos
também pensar em X como um espaco vetorial sobre R simplesmente restringindo o
conjunto dos escalares a R. Em geral, este espaco € denotado por Xg e € chamado
de versao real de X.

Por outro lado, para cada espaco vetorial X sobre R pode ser associado a um
espaco vetorial X® sobre C.

Definicdo A.1.1. Se X é um espaco vetorial real, o conjunto X® = X x X de pares
ordenados com adi¢do e multiplicacdo por escalares complexos definidas, respectiva-
mente, por

() + wy,z) =(u+w,v+2z) e (a+bi)(u,v)=(au—Dbv,av+ bu),

para todos u,v,w,z € X e a,b € R, € um espaco vetorial sobre C, chamado de
complexificacao de X.

Podemos introduzir uma notacéo para os vetores de X® que lembre a de niimeros
complexos. Denotamos (u,v) € X® por u + vi, e assim

X ={u+vi:u,veX.

Assim a soma e a multiplicacdo por escalar em X* se tornam andlogas as de C. A
parte real de u+vi € X® é u € X, e a parte imagindria é v € X. Além disso, z € X* ¢
zero se e soO se suas partes real e imagindria sdo ambas nulas.

Podemos identificar X com um subconjunto de X® via a aplicacio de complexi-
ficacdo cpx: X — X® dada por cpx(u) = u+ 0i para u € X. Claramente cpx é uma
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aplicacdo injetora que preserva soma e multiplicacdo por escalares reais, mas nao ¢
sobrejetora.

Para um espaco vetorial X sobre R e uma aplicacdo linear A: D(A) C X —
X, podemos considerar a complexificacao de A como sendo o operador linear
A®: D(A®) c X¢ — C dado por

D(A®) ={u+vi: u,v e D(A)},
e AC(u+vi) = Au+ Avi para u +vi € D(A").

Exemplo A.1.2. A complexificacdo de {P(R) (ou LP(Q,R)) é (P(C) (ou LP(Q,C)).

A.2 TEOREMAS SOBRE INVERSAS CONTINUAS

Nesta secdo assumiremos que X e Y sdo espacos vetoriais normados e que A: D(A) C
X — Y é um operador linear densamente definido. Em alguns casos assumiremos X
ou Y completos, ou que A € fechado, e deixaremos isso claro quando necessario. Em
qualquer caso, sabemos que X* e Y* sdo completos (veja Exercicio 1.3).

Lema A.2.1. Se A: D(A) C X — Y € um operator linear, entdo a inversade A: D(A) C
X — Im(A) C Y existe se, e somente se, ker A = {0}. Quando tal inversa existe, ela é
denotada por A~': Im(A) C Y — D(A) C X, e é um operador linear.

Demonstracdo. Suponha que A~! exista, ou seja, suponha que A € injetiva. Se x €
D(A) € tal que Ax = 0 entdo Ax = AO0 e portanto x = 0, pois A € injetiva. Logo
ker A = {0}.

Reciprocamente, se ker A = {0} e Ax; = Axy entdo x; = Xg, pPois X; — xg € ker A =
{0}. Logo A € injetiva e A~! existe. A prova de que A~! é linear, quando existe, é
deixada ao leitor. O]

Lema A.2.2. A inversa A~ de A: D(A) C X = Im(A) C Y existe e é continua no seu
dominio de definicao Im(A) C Y se, e somente se, existe uma constante m > 0 tal que

mlx||x < ||Ax|ly paratodo x € D(A). (A1)

Demonstragdo. Se vale (A.l) e Ax = 0 entdo x = 0, ou seja, ker A = {0}. Assim
A:D(A) € X — Im(A) tem uma inversa A~!, pelo Lema A.2.1. Se y = Ax entio
x = A—1y e de (A.l1) temos

m{|A yx < [ylly,

logo
1
IA "yl < [yl para todo y € Tm(A),

e portanto A~ € limitado. A reciproca é deixada a cargo do leitor. [
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Lema A.2.3. Se A ndo tem uma inversa continua, entao existe uma sequéncia {x,} C
D(A) tal que ||xn|| — o0 e Ax, — O.

Demonstragdo. Segue do Lema A.2.2 que para cada inteiro positivo n existe u, €
D(A) com 2[uy|[x > [|Aun|ly. Assim u, #0 e

— 0.

sl - st
[[nlx [[unlx

Definindo z, = u,/[[u,|[x para cada n, temos z, € D(A) e Az, — 0. Por fim,
definimos
v = { TR S€AZFO,
" nz, se Az, =0.
Assim x, € D(A) para cada n temos

%n | = eS¢ Az #0,
" n se Az, = 0.

e portanto |x,|[x — oo. Além disso

a | T se Az #0,
’ 0 se Az, = 0.

e obtemos ||Az,|| — 0, o que completa a demonstracao. O
Teorema A.2.4. Im(A*) = X* se, e somente se, A~ existe e continua.

Demonstragdo. Suponha que Im(A*) = X*, mas que A néo tenha inversa continua.
Do Lema A.2.3 existe {x,} C D(A) com ||x,| — o0 e Ax, — 0. Entdo para cada
y* € Y* temos

(xny A"Yy") = (Axn,y*) — 0.

Como Im(A*) = X*, isto implica que para todo x* € X* temos
(Xn, X*) — 0.

Do Principio da Limitacdo Uniforme obtemos {||x.|x} limitada, o que nos dd uma
contradicéo.

Reciprocamente, assuma que A tenha uma inversa continua. Se x* € X* é dado,
entdo £ : Im(A) C Y — K, dado por (y, &) = (Aly,x*) para cada y € Im(A), define
um funcional linear continuo em Im(A). Do Teorema de Hahn-Banach, &* pode ser
estendido a um funcional linear continuo y* € Y*. Para cada x € D(A) temos

(AX,y") = <AX> ‘E*> = <X) X*>>

e portanto y* € D(A*) e A*y* = x*, o que mostra que Im(A*) = X*, e completa a
demonstracéo. [
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Com a prova andloga a primeira parte do resultado acima, temos

Teorema A.2.5. Suponha que Y é completo e que Im(A) =Y. Entdo A* possui uma
inversa continua.

Demonstracdo. Se A* nao possui uma inversa continua, entdo do Lema A.2.3, existe
{yr} € D(A*) com ||y: |y~ — o0 e A*y — 0 em X*. Entédo para cada x € D(A) temos

(Ax,yn = (x,A"yy) — 0.

Como Im(A) =Y, obtemos (y,y:) — 0 para todo y € Y. Do Principio da Limitagdo
Uniforme, obtemos {||y%||v~||} limitada, o que nos da uma contradicao. [

Y*

Para uma reciproca parcial deste resultado, sugerimos [17, Theorem 9.4].

A.3 RebpEs E CompPACTOS

Redes

A propriedade de Bolzano-Weierstrass estabelece que, um espaco métrico X é com-
pacto se, e somente se, toda sequéncia em X possul uma subsequéncia convergente.
Esta propriedade tem um andlogo em espacgos topoldgicos gerais e, para introduzi-la,
utilizaremos a nogéo de redes em substituicdo a nocdo de sequéncias. A exposicao
apresentada a seguir estd baseada em [5, 11].

Definicao A.3.1. Um conjunto A equipado com uma relagido bindria <x € chamado
um conjunto dirigido se

(1) a A a para todo a € X,
2) sea=<abeb=<,c, entdo a <5 c,
(3) para cada a,b € X existe c€ X com a <pce b =<, c.

Uma rede em um conjunto X é uma aplicacdo A 3 a — x, € X (denotada por {xq}eea)
do conjunto dirigido A em X. Uma subrede de uma rede {X,},ca € uma rede {y,}rcr
juntamente com uma aplicacdo R> r+— a, € A tal que

(1) para dada ay € A existe 1o € R tal que ag <A a, sempre que 19 =g T.

@) Yr = Xaq,-

Sejam X um espago topologico e U C X. Diremos que uma rede {xq}qea € absor-
vida por U se existe ap € A tal que x, € U sempre que ap <a a € que {Xq}aca Visita
U frequentemente se, para todo a € A existe b, € A com a <5 b, tal que xp, € L.
Diremos que a rede {xq}qsea converge para x se toda vizinhanca de x absorve {Xq}aca
(€ claro que se uma rede {xq}aca converge para x, entdo qualquer subrede de {Xq}aeca
também converge para x) e que um ponto x € X € um ponto limite de {X.}een S€
toda vizinhanca de x € visitada frequentemente por {Xq}eca.
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Observacio A.3.2. E claro que N, com sua ordem usual, é um conjunto dirigido e
que uma sequéncia € uma rede. Também € claro que se {X,}wen € uma sequéncia,
qualquer subsequéncia {xn, Jxen de {Xnjneny € uma subrede de {xnjneny € que existem
subredes {xpvep de {Xnlnen que néo sdo subsequéncias de {x,tmen. De fato, se {xn}nen
¢ uma sequéncia, entao

{X|r] }rer0,00)

¢ uma subrede de {x,}neny que ndo é uma subsequéncia, onde |[r| denota o maior
inteiro menor ou igual a 7.

Proposicao A.3.3. Sejam X e Y espacos topologicos, E C X, x € X, {Xq}aca uma rede
em X e f: X = Y uma fung¢do. Entao:

(1) x € um ponto de acumulagao de E se, e somente se, existe uma rede em E\{x} que
converge para x;

(2) x € E se, e somente se, existe uma rede em E que converge para x;

(3) f € continua em x se, e somente se, {f(x.)}aca converge para f(x) sempre que
{Xa}aca converge para x;

(4) x € um ponto limite de {x.}eca Se, € somente se, {Xq}aea tem uma subrede que
converge para x.

Demonstracédo. (1) Se x € um ponto de acumulacdo de E, seja N o conjunto das
vizinhancas de x com =<y dado por D. Para cada U € N escolha xy € (U\{x}) NE.
Entao {xy}uex converge para x. Reciprocamente, se {xq}aca € uma rede em E que
converge para x e U é uma vizinhanca de x, entdo U\{x} contém x;, para algum
b€ A e x € um ponto de acumulacdo de E

(2) Se {Xq}aca € uma rede em E que converge para x, toda vizinhanca U de x
contém um ponto x, para algum b € A e x € E. Reciprocamente, se x € E, cada
vizinhanca U de x contém um ponto xy de E e a rede {xy}uex (onde N é o conjunto
dirigido do {tem 1)) converge para x.

(3) Se f & continua em x e V é uma vizinhanca de f(x), f'(V) é uma vizinhanca
de x. Logo se {xq}eea converge para x, {Xq}lqeea € absorvida por f~1(V) e, consequen-
temente, {f(xq)}eea € absorvida por V e {f(xq)}eca converge para f(x).

Reciprocamente, se f ndo € continua em x existe uma vizinhanca V de f(x) tal
que f (V) ndo é uma vizinhanca de x (ou seja, x € (f1(V))e). Do (tem 2), existe
uma rede {Xq}aea em (f71(V))¢ que converge para x e {f(xq)}aca € uma rede em V¢
({f(xa)}aeca nao converge para f(x)).

(4) Se {xq, }rer € uma sub-rede de {xq}qea que converge para x e U € uma vizinhanca
de x, escolha 1 € R tal que x,, € U sempre que 1 <z 7. Ainda, dado a € A, escolha
T9 € R tal que a <A a, sempre que 12 <z . Entdo existe r € R tal que r; <gr e 11 <R T.
Assim, a < a; e xq, € U, mostrando que {xq}qca Vistita U frequentemente.

Reciprocamente, se x € um ponto limite de {x,}qsca, seja N como no item 1) e faca
Z =N x A um conjunto dirigido fazendo (U, a) <z (V,b) se, e somente se, U <y V e
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a <a b. Para cada z = (U, c) € Z podemos escolher a, € A tal que ¢ <a a, € xo, € U.
Entéo, se z < z’ = (U',c’) temos que ¢ = ¢’ <a az e xq, € U C U U =y U),
portanto segue que {xg,},cz € uma sub-rede de {x.}qsca que converge para x. O

Espacos topoldgicos compactos

Definicao A.3.4. Seja X um conjunto. Uma familia 7 de subconjuntos de X € uma
topologia para X se as seguintes condi¢des estiverem satisfeitas:

(1) X e & pertencem a T,

(2) sed C T, entédo U UueT,

ueu

(3) se F C T e F é finito, entdo ﬂ FeT.
FEF

Se X € um conjunto e 7 € uma topologia para X, o par (X,7) € chamado espaco
topoldgico. Neste caso, chamaremos de abertos os elementos de 7 e de fechados os
conjuntos cujo complementar € aberto.

Se (X,7) é um espaco topoldgico, entao

(1) Se Y C X o fecho Y de Y € a intersecdo de todos os fechados de X que contém
Y. E fécil ver que Y é fechado.

(2) Se Y C X, diremos que U C T é uma cobertura aberta de Y se Y C U U e se

Ueu
Y C U eV € uma cobertura aberta de Y, diremos que )V € uma subcobertura

aberta da cobertura aberta U/ de Y.

(3) Diremos que Y C X € compacto se toda cobertura aberta de Y tiver uma
subcobertura finita. No caso particular em que Y = X diremos que X é um
espaco topoldgico compacto.

(4) Se Y C X, diremos que Y é precompacto se Y é compacto.

(5) Uma familia {F,}qca de subconjuntos fechados de X tem a propriedade da
intersecao finita (PIF) se para cada subconjunto finito B de B temos que

(Fo # 2.

beB

Proposicao A.3.5. Sejam X,Y espacgos topologicos, f: X — Y uma fungdo e F um
subconjunto de X, entao:

(1) X € compacto se, e somente se, para toda familia {F,}.ca de subconjuntos fecha-

dos com a propriedade da intersecdo finita, ﬂ F. # @.
acA
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(2) Se X é compacto e F € fechado, entdao F é compacto.

(3) Se X é de Hausdorff, F € um subconjunto compacto de X e x € X\F, existem
abertos disjuntos U,V tais que x e Ue F C V.

(4) Se X é de Hausdorff, todo subconjunto compacto de X € fechado.
(5) Se X € de Hausdor{f e compacto, entao X é normal.

(6) Se X € compacto e f: X — Y € continua, entdo f(X) € um subconjunto compacto
de Y.

(7) Se X € compacto, entdo C(X,K) = BC(X,K).

(8) Se X € compacto, Y € de Hausdorff e f: X — Y € uma bijecdo continua, entao f
é um homeomorfismo.

Demonstragdo. (1) Seja U, = (F,)¢. Note que {F,}qca tem a propriedade da intersecédo
finita se, e somente se, X nao pode ser coberto por um niimero finito de elementos
de {Ug}aca € Uua # X se, e somente se, ﬂFa # . A prova do resultado agora é
. . acA acA
imediata.

(2) Se {Ug}eea € uma cobertura aberta de F, entdao {Ug}eca U{F°} € uma cobertura
aberta de X e portanto possui uma sub-cobertura finita. Descartanto F¢ temos uma
sub-cobertura finita de {U,}.ca para F.

(3) Para cada y € F seja U, e V, abertos disjuntos tais que x € Uy e y € V;. De

(2) F é compacto. Sejam yi,---,Yn tais que {Vy, I, cobre F, U = f]U.yi eV = UV .-
i1 i=1

E ficil ver que U e V sdo abertos disjuntos com x € Ue FC V.

(4) Se X é de Hausdorff, segue de (3) que F¢ € aberto (consequentemente F &
fechado) sempre que F € compacto.

(©) Seja X ¢ de Hausdorff e compacto e F, G dois conjuntos fechados e disjuntos de
X. De (3), para cada g € G existem abertos disjuntos V4 e Uy com g€ Vg e F C U,

De (2) temos que G é compacto. Sejam gy, - - , gn tais que {Vy JIt; cobre G, U = ﬂugi

i=1

eV = UVQV E claro que U e V sdo abertos disjuntos com F C U e G C V. Segue
i=1
que X € normal.
(6) Dada uma cobertura aberta {Uq}oca de f(X) temos que {f'(Ug)}eca € uma
cobertura aberta de X e portanto, possui uma sub-cobertura finita {f1(U,, )} ,. Segue
que {Ug,}Ji*; é uma sub-cobertura finita de f(X).
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(7) Dada f € C(X,K), basta tomar uma cobertura aberta de K por conjuntos
limitados para concluir que f é limitada.

(8) Se F C X é fechado temos de (2) que F € compacto, de (6) que f(F) € compacto e,
de (4) que f(F) é fechado. Assim, f leva fechados em fechados ou, equivalentemente,
f leva abertos em abertos e f~1: Y — X é continua. ]

Teorema A.3.6. Se X € um espaco topologico, as seguintes afirmativas sao equivalen-
tes:

(a) X € compacto.
(b) Toda rede em X tem um ponto limite.
(c) Toda rede em X tem uma sub-rede convergente.

Demonstragcédo. A equivaléncia entre (b) e (c) segue da Proposicdo A.3.3, item (4).
Se X é compacto e {xq}qca € uma rede em X, seja E, = {xp: a <5 b}. Como para

quaisquer a,b € A existe c € A tal que a <a c e b <5 ¢, a familia {E }.ca tem a

PIF. Segue do item (1) da Proposicdo A.3.5 que L = ﬂ E.#@. Sexeleléuma

acA
vizinhanca de x, U intersepta E, para cada a € A e isto significa que {Xx,}qca Visita

U frequentemente. Consequentemente, x ¢ um ponto limite de {Xq}aca.
Por outro lado, se X nédo é compacto, seja &/ C 7 uma cobertura aberta de X que
néo possui uma sub-cobertura finita. Seja A C 2" a colecdo dos conjuntos finitos de

U dirigida pela inclusdo e para cada A € A seja xa um ponto em (U U) . Entao

UeA
{xataca € uma rede que nédo possui ponto limite. De fato, se x € X escolha U € U

comx € U Se A € Ae{U} XA, entdo xa ¢ U, e x ndo é um ponto limite de
xataca. ]

Um espaco topologico é sequencialmente compacto se, € somente se, toda sequén-
cia possul subsequéncia convergente. Existem espacos topoldgicos compactos que nao
sdo sequencialmente compactos, isto €, espacos topoldgicos onde existem sequéncias
sem subsequéncia convergente. Veja o exemplo a seguir extraido de [15].

Exemplo A.3.7. Considere o conjunto S de todos os subconjuntos infinitos de N.
Em cada s € S escolha dois subconjuntos disjuntos e infinitos as e b cuja unido é
s. Considere o espago topoldgico Xs = {as, bs} com a topologia discreta (as e bs sdo
pontos isolados de X;). E claro que X; € compacto. Se Y = Tl;csXs com a topologia
produto, entdo Y é um espacgo topoldgico compacto.

Em Y escolhemos a sequéncia N > n — x(n) € Y definida por

as, se o enésimo elemento de s pertence a a
[x(n)]s = ’ .
bs, se o enésimo elemento de s pertence a b.
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Dado t € S, a subsequéncia t > n— x(n) € Yde N> n— x(n) € Y é tal que
t 3 n— [x(n)]; € X; assume os valores a; e b; para n € t arbitrariamente grandes (a
medida que n percorre t, passa por a; e by infinitas vezes) e portanto nao converge.
Segue que t > n — x(n) € Y nédo converge e que N > n — x(n) € Y ndo possui
subsequéncia convergente.

. . A =X 3
Exercicio A.1. Seja X = {*(K). Construa uma sequéncia {x}} em B (0) que nao
tem subsequéncia convergente.

Observe ainda que, um espaco topoldgico primeiro enumerdvel e compacto € se-
quencialmente compacto mas nao vale a volta (para um contra-exemplo veja [11,
Problema E-(e), pg. 163]).
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poligonal, 5

retificavel, 5

simples, 5

suave, 9

suave por partes, 5

traco de uma, 5

derivada, 2
dominio de Cauchy, 11
dominio de um operador, 1

E-compacidade relativa, 140
E-convergéncia, 139
EE-convergéncia, 140
espago

uniformemente convexo, 42
espaco dual, 1

espacos de poténcias fraciondrias, 108
espectro, 16

continuo, 20

estendido, 57

pontual, 20

residual, 20

fecho de um operador, 17
forma
bilinear, 73
coerciva, 75
Hermitiana, 74
quadratica, 73
simétrica, 74
funcao
analitica, 2
analitica em o(A), 50
inteira, 4
vetorial, 1

grafico de um operador, 16

identidade do resolvente, 21
imagem numérica, 44
integral, 9

integral de linha, 10

malha, 4

marcacéo, 7

multiplicidade algébrica, 39
multiplictdade geométrica, 39

norma do grafico, 41
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operador variacdo total, 5
adjunto, 71 versao real, 149
autoadjunto, 76
com resolvente compacto, 41
compacto, 32
de tipo positivo, 103
dissipativo, 42
dual, 27
estritamente positivo, 78
fechavel, 16
fechado, 16
Hermitiano, 76
limitado, 1
limitado inferiormente, 78
limitado superiormente, 78
positivo, 78, 87
simétrico, 76

operador resolvente, 16

ortogonal, 30

particdo, 4
marcada, 7
particdo mais fina, 5
poligonal, 5
projecédo, 36
ortogonal, 93

raio espectral, 24
refinamento, d
reftnamento comum, 5
resolvente

estendido, 57

setor, 100
soma de Riemann, 7
soma de Riemann-Stieltjes, 7

Teorema da Aplicacdo Espectral, 68
Teorema de Friedrichs, 81

Teorema de Lax-Milgram, 75

traco, o

U(A), 50

variacdo, o
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