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Capitulo

1

Matrizes

Neste capitulo trataremos de um elemento que ¢ de grande importancia, em particular,
no estudo da Geometria Analitica ¢ da Algebra Linear: as matrizes. Lembraremos
da definicao, das operacoes basicas e das propriedades das matrizes, além de algumas
aplicagoes que sao particularmente importantes no contexto da nossa disciplina.

1.1 Definicoes basicas

Comecemos com a defini¢ao basica de matriz que utilizaremos.

Definicao 1.1.1 (Matrizes). Uma matriz é uma tabela retangular de nimeros reais ou
complexos. Tais ntimeros sao denominados entradas da matriz. Uma matriz seréd indi-
cada por uma letra maiuscula: A, B,C,..., ou também por letras minusculas x,b, u, .. ..

Uma matriz horizontal sera denominada matriz linha. Uma matriz vertical sera dita
matriz coluna.

A ordem (ou tamanho) de uma matriz é o seu nimero de linhas pelo seu nimero de
colunas.

Em geral uma matriz, de tamanho n X m, com entradas

a;j, paracada i€{l,---,n} e je{l,---,m}
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tem a seguinte forma:

a1 Qa2 ... Qim
o1 Q29 ... QA9m

A= . . . . = (aij)nxm = (aij)
ap1  Ap2 Apm

onde n,m € N sao fixos.
No caso acima diremos que a matriz A tem n linhas e m colunas. Quandon =m a
matriz A serd dita quadrada de ordem n. No caso acima, as entradas
a;, paracada i€ {l,---,n}
formarao, o que denominaremos de, diagonal principal da matriz .

Exemplo 1.1.2.

1. A matriz
1

A= 1
-3

¢ uma matriz (complexa) coluna, de tamanho 3 x 1.
2. A matriz B= (10 50 7 e) é uma matriz (real) linha, de tamanho 1 x 4.

3. A matriz (real)
1 2 3
C=14 56
789

¢ uma matriz de tamanho 3 x 3, logo quadrada de ordem 3.

Denotaremos por

M, (K) = {matrizes n x m com entradas em K},

onde K =R ou K = C.

Quando n = m, dentotaremos M, (K) simplesmente por M, (K). Para simplificar a
notagao acima, denotaremos o conjunto acima por M, «,, quando nao for importante o
tipo de entradas da matriz (reais ou complexas).

Nos exemplos acima temos A € M3, (C), B € Mi44(R) e C € M3(R).
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Definigao 1.1.3 (Igualdade entre matrizes). Sejam n,m,p,q € N e matrizes A € M,,x,
e B € M,,,. Diremos que as matrizes A e B sao iguais se, e somente se, n = p, m = ¢
ea; =bj; paracadai € {1,...,n} ej e {1,...,m}, onde A = (a;;) e B = (b;;). Neste
caso, escrevemos A = B.

Dito de outra maneira: duas matrizes sao iguais se, e somente se, elas tém o mesmo
tamanho e todas as correspondentes entradas sao iguais.

1.2 Operacoes com Matrizes

1.2.1 Soma de matrizes

Definigao 1.2.1 (Soma de matrizes). Sejam n, m € N e considere matrizes A, B € M,,xm.
Definiremos a adi¢ao de A e B (ou a soma de A e B), indicada por A+ B, se, e somente
se, n = p e m = q e neste este caso, a matriz C = A+ B € M,y,, terd como entradas

Cij = Qjj +bz’j7 para cada 1€ {1, . ,n} (S ] S {1, : ,m}, (121)

onde A = (aij) e B= (blj)

Importante: A soma s6 esta definida para matrizes de mesmo tamanho

Note que, da Defini¢ao acima, se A = (a;;), B = (b;;) e C = A+ B, entao
(cij) = (as; + biy).
Exemplo 1.2.2. Se

2 31 11 4 3 4 1+1
g = a A B - .
A (3 ] 2) e B (1 0 _2) , entao + (4 1 0 )

Proposicao 1.2.3. Para a adi¢cao de matrizes, temos a sequintes propriedades:

1. A soma é fechada em M, ,, € fechado, isto €, a soma de duas matrizes n X m € uma
matriz n X m;

2. A adicao em M,,,, € comutativa, isto ¢, se A, B € M, v, entao

A+B=B+A

3. A adicao em M,,,.,, € associativa, isto ¢, se A, B,C € M, y,, entao

(A+B)+C=A+(B+C)
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4. A adi¢ao em M, y,, tem elemento neutro, isto €, existe uma (unica) matriz n X m,
denominada matriz nula e denotada por 0, tal que

A+0=A, paratoda A€ Myxm;

A matriz 0 € a matriz de ordem n xm cujas entradas sio todas zero, isto €, 0 = (0;5)
onde 0;; =0, para todoi € {1,--- ,n} eje{l,--- ,m}.

5. A adi¢cao em M, ., admite elemento oposto, isto €, para cada A € M, ., eriste uma
(unica) matriz n X m, denominada oposta da matriz A, denotada por —A tal que

A+ (-A)=0.

A matriz —A € a matriz de ordem n X m, cujas entradas sao os opostos das corres-
pondentes entradas da matriz A, isto €, se

A=(a;), entao —A=(—a;).

Fxercicio 1.2.4. Prove a proposicao acima.

1.2.2 Multiplicacao de matriz por escalar

Tendo a soma de matrizes definidas, vamos agora definir a multiplicacdo de matriz
por um numero real ou complexo. Para simplificar, um niimero real ou complexo sera
chamado de escalar.

Defini¢ao 1.2.5 (Multiplicacao de matriz por escalar). Se A = (a;;) € Mpxm € o um
escalar, entdo a matriz B = (b;;) € M, cujas entradas sdo:

bi; = aa;;, paracada i€ {l,---,n} e je{l,--- ,m}, (1.2.2)

serd denominada multiplicagdo de A pelo escalar « (ou produto de A por «) e
indicada por aA.

Segue da Definigao acima, que se & € R (ou o € C) e (a;;) € Myxm entao
a(a;) = (aai;) .

Exemplo 1.2.6. Se

A= 231 e a=-2, entao aA= 4 =6 =2
-6 -2 —4
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Proposicao 1.2.7. Para a multiplicagao de matrizes por escalares, temos a sequintes
propriedades:

1. A multiplicacao de matriz por escalar € fechada em M,,y,,, isto €, a multiplicacao de
uma matriz n X m por um escalar € uma matriz n X m;

2. Se A,B € M, «,, e a € um escalar, vale a distributiva, isto €

a(A+ B)=aA+aB

3. Se A€ M,y € a,f sao escalares, vale a distributiva, isto €

(a+ p)A=aA+ LA

4. Se A € M,wm € , B sao escalares, vale a associativa, isto €
(aB)A = a(BA)

5. Além disso vale também 1A =A e 0A =0 para toda A € M,y .

Fxercicio 1.2.8. Prove a proposicao acima.

1.2.3 Produto de matrizes

Vamos agora definir o produto de duas matrizes, que é um pouco mais complicado
que as operacoes anteriores, e deve ser estudado com muito cuidado.

Defini¢ao 1.2.9 (Produto de matrizes). Sejam A = (ay) € Myuxm, B = (bgj) € Myxyp-
Definimos o produto de A por B, como sendo a matriz C' = (¢ix) € M, x,, cujas entradas
sao dadas por

Cij = Zaikbkj, para cada t€ {l,--- ,n} e je{l,---,p}. (1.2.3)
k=1

Denotamos C = AB.

Importante: Para podermos realizar o produto AB é necessario que o nimero de
colunas da matriz A seja igual ao nimero de linhas da matriz B.

Este modo de definir produto de matrizes ¢é ttil em diversas situagoes. Entre outras,
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para transformarmos sistemas lineares em equagoes matriciais, como mostra o exemplo:

anyr + a2y = 21
A21Y1 + Q22Y2 = 22 é equivalente a Ay =z,

a3y + azlys = 23

onde

11 A12 21
A _ _ yl .
=laxn ax]|, Y= ez= 1%
Y2
a31  asz Z3

Uma propriedade a ser notada é que o produto de matrizes nao é comutativo, isto
é, em geral AB # BA. Por exemplo, se

00 10 . 00 0 0
A= (1 1) e B= (1 O) , entao AB= <2 O) e BA= (O 0) ,
ou seja, neste caso AB # BA.

Proposicao 1.2.10. Temos as sequintes propriedades para o produto de matrizes:

1. O produto de matrizes é associativo, isto é:

A(BC) = (AB)C, para todas A€ Myym, B € Mpy, eC € Myyy,;

2. Vale a distributiva do produto de matrizes pela soma de matrizes, isto é:

A(B+C)=AB+ AC, paratoda A€ M,y ¢ B,C € My,

3. Vale a distributiva da soma de matrizes pelo produto de matrizes, isto é:

(A+ B)C = AC+ BC, para todas A,B € Myxm e C € Myyp:

4. Vale a associativa do produto por escalar com o produto de matrizes, isto é:
a(AB) = (aA)B = A(aB), para todas A € Mysm, B € My, e a escalar.
Fxercicio 1.2.11. Prove a proposi¢ao acima.

Fxercicio 1.2.12. Mostre que a matriz

3 -1 1
A=12 0 1
1 -1 2
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¢ solucao da equacdo 22 — 522 +82—4=0,onde A" =A---A--- A .
—_—

n—vezes

1.3 Inversa de matrizes quadradas

Definicao 1.3.1. A matriz I,, € M, cujas entradas sao:

0, para i#j
ayj = 0ij = T
1, para 1=

onde i,j € {1,--- ,n}, serd denominada matriz identidade de ordem n.

Proposicao 1.3.2. Se A € M, x,, entao [, A=AI, =A.

Para ntimeros reais (ou complexos) temos a seguinte propriedade: se a # 0, entédo
existe a1, tal que ! = 1. Para matrizes isto pode, em geral, nao ocorrer. Conside-
remos o seguinte exemplo: seja A € My(R) dada por

()

Entao nao existe uma matriz B € My(R), tal que AB = I5. De fato, se existisse tal

B = (z; Z;z) deveriamos ter AB = (b(l)l b(lf) # ((1) (j) =I5,

matriz

para qualquer byq, b1o, mostrando que isto é impossivel.

Vamos trabalhar agora somente o caso de matrizes quadradas, apesar de podermos
definir os objetos abaixo para matrizes nao quadradas (tomando o cuidado de separar a
multiplicagdo de matrizes a direita e a esquerda). Em vista da discussdo acima temos a
seguinte defini¢ao:

Definigao 1.3.3 (Inversa de uma matriz quadrada). Seja A € M,,. Se existir uma matriz
X € M, tal que
AX=XA=1,, (1.3.1)

diremos que A é uma matriz inversivel (ou invertivel). A matriz X serd dita uma
inversa da matriz A.

Exemplo 1.3.4. A matriz
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()

Proposi¢ao 1.3.5 (Unicidade da inversa de uma matriz quadrada). Se X e X € M, sdo

¢ uma matriz inversa da matriz

pois AX=XA=1,.

matrizes inversas da matriz A € M,, entao X=X.

Demonstragio. Observemos que se X ¢ X sdo inversas da matriz A, entdo teremos, em
particular, que XA =1, e [, = AX. Assim
X=XI,=X(AX)=(XAX=I,X=X,

ou seja, X = X, como queriamos demonstrar. O

Logo se uma matriz quadrada admite uma matriz inversa, esta serd tnica, com isto
podemos introduzir a seguinte definicao:

Definicao 1.3.6. Uma matriz A € M,, que admite uma inversa seré dita nao singular.
Neste caso a matriz inversa da matriz A sera denotada por A"

Uma matriz A € M,, que nao admite matriz inversa serd denominada singular.
Proposicao 1.3.7. Sejam A, B € M,, matrizes nao singulares. Entao a matriz AB € M,

€ uma matriz nao singular e
(AB)'=pB1tA". (1.3.2)

Demonstragao. Como A e B sdo matrizes nao singulares segue que AA™ = A=t A =1,
e BB = B™'B = I,. Portanto (B™'A™')(AB) = B"'(A'A)B = (B™'I,)B =
B7'B =1,e (AB)(B7'A™) = A(BB Y A™! = (AI,)A™! = AA™! = [,,. Portanto a
matriz AB é nao singular e (AB)"! = B~1A™1. O

Corolario 1.3.8. Sejam Ay, ..., Ay € M,, matrizes nao singulares. Entao a matriz
A1Ay--- Ay € M,
¢ uma matriz nio singular e (Ay -+ Ay)™t = At AT
FExercicio 1.3.9. Prove o corolario acima.
Mostramos na Proposicao [1.3.7] acima, temos que o subconjunto das matrizes nao

singulares em M,, é fechado em relagao ao produto de matrizes, ou seja, se A e B € M,
sao nao singulares, entdao AB também serd nao singular.
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Vimos num exemplo anterior que para

00 10
A—(l 1)7“) e B—(l 0)%0,

temos BA = 0. Observemos que tanto a matriz A quanto a matriz B sao matrizes
singulares. Entretanto, se uma das duas fosse nao singular isso nao poderia ocorrer, como
mostra o resultado a seguir.

Proposicao 1.3.10. Se A € M, € uma matriz nao singular e a matriz B € M,, ¢ tal
que AB =0 € M,,, entao deveremos ter B = 0.

Demonstragdo. Como a matriz A é uma matriz nio singular entdo AA™ = A71A =1I,.
Mas, B=1,B = (A"'A)B= A"Y(AB) = A7'0 = 0, ou seja, B = 0. O

Exercicio 1.3.11. Sejam A,B € M,(R) tais que AB = I,. Mostre que BA = I, ¢
conclua que B = A%

Uma aplicacao para as propriedades desenvolvidas acima seria considerar a equacgao
matricial

Az =0, (1.3.3)

onde A € M,, b € M, sdo dadas, e x € M,; é uma matriz a ser encontrada (se existir). Se
A & uma matriz nao singular entdo x = A~! - b serd a tnica solucdo da equacao matricial
(1.3.3). Observemos que a equagao matricial acima corresponde a um sistema linear de n
equacgoes algébricas lineares a n incognitas. Logo as correspondentes entradas da matriz
coluna z serdo as (tinicas) solugoes do sistema linear associado a equacdo matricial .

1.4 A transposta de uma matriz

Uma operacao bastante importante para matrizes é a transposicao.

Definicao 1.4.1. Se A € M, ., definimos a matriz transposta da matriz A = (a;;),
denotada por A!, como sendo a matriz A* = (bij) € My, dada por

bij=a;, parcada je€{l,---,n} e i€{l,---,m}. (1.4.1)

Seja A € M, xm. A transposta de A é a matriz A® onde a i-ésima coluna de A’ é a
i-ésima linha de A, para i = 1,--- ,n. Note que se o tamanho de A é n X m entao o
tamanho de A* é m x n. E facil verificar que se m = n, entdo A, A* € M,,.
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Exemplo 1.4.2.

1. Se
1
i . 2
A:(l 2 0 —1) entdo A'= 0
—1
2. Se
1 2
1 2 4 —1 2 —4
B = taio B'=
(2 4 14 2) entao 4 1+
—1 2
3. Se

(12 (1 2\
C<2 1) entao C<2 1)0

Proposicao 1.4.3. Temos as sequintes propriedades para matrizes transpostas.

1. (AY' = A para qualquer matriz A € M-

2. (A+ B)! = A" + B* para quaisquer A, B € M, xm.

3. (@A) = aA para qualquer A € M xpm.

4. (AB)! = B'A?" para quaisquer A € M,y € B € M.

Exercicio 1.4.4. Prove a proposicao acima.

E simples verificar que se a matriz A é uma matriz diagonal entdo A* = A. Em
particular, temos I’ = I,,.

Definigao 1.4.5. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Diremos que A é:
(a) simétrica se A" = A.
(b) antissimétrica se A' = —A.

Por exemplo, a matriz C' do exemplo anterior é simétrica, ja que C* = C.

Exemplo 1.4.6.
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1. A matriz

1 45
A=14 2 6
5 6 3
¢ uma matriz simétrica, pois A" = A.
2. A matriz

0 1 2
B=|-1 0 3
-2 30

¢ uma matriz antissimétrica, pois B! = —B.

Temos as seguintes propriedades para matrizes simétricas ou antissimétricas:

Proposigao 1.4.7. Sejam A, B € M,,. Entdo

1. Se A e B sao simétricas, entao A+ B também serd simétrica.

2. Se A e B sao antissimétricas, entao A+ B também serd antissimétrica.

3. Se A simétrica e o € um escalar entao aA também serd simétrica;

4. Se A € antissimélrica e a € um escalar, entao aA também serd antissimétrica;

5. Se A e B sao matrizes simétricas, entao AB serd simétrica se, e somente se, AB =

BA.
6. Se A e B sao antissimétricas, entao AB serd simétrica se, e somente se, AB = BA.

7. Se A € simétrica e B € antissimélrica entao AB serd antissimétrica se, e somente se,

AB = BA.
Demonstragdo. De 1. Se A e B sdo simétricas entdo A' = Ae Bt = B. Como (A + B)' =
Al + Bt = A+ B, segue que A + B ¢ simétrica.

Os outros itens sao deixados para o leitor. O
Exercicio 1.4.8. Prove os itens deixados como exercicio.

Lema 1.4.9. Se A é uma matriz quadrada de ordem n qualquer, entao B = A + At é
uma matriz simétrica e C = A — A é uma matriz antissimétrica.

Demonstragao. De fato, note que B = (A + A) = A"+ (A" = A'+ A=A+ A' = B,
portanto B é simétrica. Analogamente, C* = (A — A")! = A" — (A")! = A" — A =
—(A— A") = —C, logo C é antisimmétrica. O
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Lema 1.4.10. Se A € uma matriz simétrica e antisimmétrica, entio A = 0.

Demonstracao. De fato, temos A = A e A" = —A, assim A = A® = —A, e portanto
2A =0, 0 que nos da A = 0. m

Com estes resultados combinados, podemos provar o seguinte resultado:

Teorema 1.4.11. Dada matriz A quadrada de ordem n, existem unicas B,C matrizes
quadradas de ordem n tais que B € simétrica, C € antissimétrica e A =B + C.

Demonstracao. Note que

1 1
A= §(A + A" + 5(14 — AY,
(A—A"), sabemos que B é simétrica, C' é antissimétrica

e denotando B = $(A+A") e C =
e, por construcao, A= B+ C.

1
2

Falta mostrar que elas sao tunicas, isto é, que se A = D + E, onde D é simétrica e
é antissimétrica, entdao D = Be E = (C. Seesse é o caso, entao B+C =A=D+ F e
assim B— D = F — C. Mas B — D é simétrica, enquanto E — C' é antissimétrica, e pelo
lema anterior, devemos ter B— D =F —C =0,oquenosdia B=D e (C =E. n

1.5 Traco de matrizes quadradas

Definicao 1.5.1. Dada uma matriz quadrada A = (a;;) € M, o trago de A , denotado
por tr A, é a soma de todos os elementos da diagonal principal de A, isto é,

trA=> a;. (1.5.1)
=1

Exemplo 1.5.2. Encontre o trago da matriz

3 -1 1
A=12 0 1
1 -1 2

Solugao: Temos trA=>a; =3+0+2=05.
i=3
Temos as seguintes propriedades para o traco de matrizes:

Proposicao 1.5.3. Sejam A, B € M,, e a um escalar. Entao:

1. tr(A+B)=trA+ trB
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2. tr(ad) =atrA
3. trA'=trA

Fxercicio 1.5.4. Prove a proposi¢ao acima.

Temos também o seguinte resultado:

Proposicao 1.5.5. Sejam A = (a;j) € Myxm € B = (bij) € Myxn. Entao:

tr (BtA> = i i aijbij.

=1 i=1

Fxercicio 1.5.6. Prove a proposicao acima.

1.6 Algumas matrizes importantes
Definicao 1.6.1. Uma matriz quadrada A € M,, sera chamada:

(a) matriz diagonal se
a; =0, para i#j com 4,j€{l,--- ,n} (1.6.1)

isto é, se A for da forma

a;; O 0
A= ? a:22 ? . (1.6.2)

00 . aw

(b) triangular superior se
a; =0, para i>j com i,j€{l,---,n}, (1.6.3)
isto é, se A for da forma

a1 a2 ... Qaip

A= 0 22 af“ . (1.6.4)
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(c) triangular inferior se
a; =0, para i<j com i,j€{l,---,n} (1.6.5)

isto é, se A for da forma

ai 0 e 0
asy @y ... 0

A= | (1.6.6)
Gp1 Ap2 ... Gpp

Proposicao 1.6.2. Temos as sequintes propriedades:

1. Se as matrizes A, B € M,, sdo matrizes diagonais entdao as matrizes A+ B, AB e aA
serao matrizes diagonais, onde o € um escalar.

2. Se a matriz A = (a;;) € wma matriz diagonal, cuja diagonal principal nao contém 0

(isto €, a; # 0, para cada i € {1,--- ,n}), entao a matriz A é uma matriz nao
singular e
1
— 0
aii
Al = : :
1
0 _
ann

3. Se as matrizes A, B € M, sao matrizes triangulares superiores (inferiores, respecti-
vamente) entdo as matrizes A+ B, AB e aA serdao matrizes triangulares superior
(inferior, respectivamente), onde o € um escalar.

4. Se a matriz A € M,, € triangular superior (inferior, respectivamente), cuja diagonal
principal tem entradas nao nulas, entao a matriz A € uma a matriz nao singular,
isto €, existe a matriz inversa da matriz A e além disso a matriz A~ também serd
uma matriz triangular superior (inferior, respectivamente).

FExercicio 1.6.3. Prove a proposicao acima.

1.7 Determinante de uma matriz

Vamos apresentar duas maneiras distintas, porém equivalentes, de se apresentar o
determinante de uma matriz.



1.7 Determinante de uma matriz 17

1.7.1 Definicao pela Regra de Laplace

Definicao 1.7.1. Seja A € M, uma matriz quadrada. Se n = 1, definimos o determi-
nante A, denotado por det A, como sendo

detA:aH. (171)

Se n > 1, para cada i,j € {1,--- ,n}, definamos a matriz A;;, a matriz quadrada de
ordem n — 1, obtida da matriz A, retirando-se a i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz
A, isto é,

a1q . al(j_l) al(j+1) C QA1np
Ay = | @mDr e G-y GG - Gmnn | (1.7.2)
AG+1)1 -+ QG+ (G=1)  AGE+1)(G+1) -+ AE+1)n
Qp1 c. an(j_l) an(jH) Ce Qpn

Assumindo que o determinante de uma matriz de ordem (n — 1) x (n — 1) ja foi
encontrado, definimos o determinante de A por

det A = Za1j|A1j| (173)
j=1
onde
|Ay;] = (=1)""7 det Ay;, paracada je€{1,--- ,n} (1.7.4)

O ntmero |A;;| definido acima ¢ denominado cofator do elemento a;; da matriz A.
E a matriz B = (JA;;|) , serd4 denominada matriz cofatora de A e denotada por cofA.

Proposicao 1.7.2. Temos as sequintes propriedades:

1. Se

entao det A = a11a22 — a91a22.

2. Se
a1; G2 ais
A= |axn axn ax3|,
Ga31 a3z ass

entdo det A = a11a22033 — (11023032 — Q12021033 + Q12023031 + Q13021032 — A13022031 -

3. Se 0 ¢ a matriz nula, quadrada de ordem n, entdao det 0 = 0.
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4. Se I, € a matriz identidade de ordem n, entao det I, = 1.

5. Se A= (a;j) € M,, € uma matriz diagonal ou triangular superior ou triangular inferior,
entao det A = aq1 -+ - app-

Poderiamos definir o determinante de uma matriz quadrada, por meio dos cofatores
de qualquer coluna ou linha da matriz A que obteriamos o mesmo valor, isto é, para cada
i, € {1,---,n} , temos

detA = Zaioﬂ Aioj‘ s

J=1

onde
|A;,j| = (=1)* det(4; ;) paracada je€{l,---,n},
ou, para j, € {1,--- ,n} fixado temos que
detA = Zaijo |Aijo| s
i=1
onde
|Ajj,| = (—1)"° det(A;;,), paracada i€ {1,--- ,n}.
Conclusao: para cada i,,j, € {1,--- ,n} fixados, temos que
det A =) ai;|Aigl = ai, |Ai,],
j=1 i=1

mas a verificacao deste fato é bastante trabalhosa.

1.7.2 Propriedades do determinante

A seguir exibiremos algumas propriedades importantes do determinante de uma matriz
quadrada. Antes disso, vejamos uma defini¢ao:

Definicao 1.7.3. A operacao de:

1. trocar duas linhas de uma matriz sera chamada de operacao de tipo 1.

2. multiplicar uma linha por um escalar nao nulo serd chamada de operagao do tipo
IT.

3. adicionar o multiplo de uma linha numa outra linha serd chamada de operacao do
tipo III.




1.7 Determinante de uma matriz 19

Tais operagoes sao chamadas de operagoes elementares sobre as linhas de uma matriz.

As mesmas operacgoes podem ser definidas sobre as colunas de uma matriz. Nosso
trabalho nos préximos resultados é entender como estas operagoes afetam o determinante
de uma matriz.

Proposicao 1.7.4. Seja A € M,,. Consideremos B = (@1, , Qu(k—1); bsks Qu(kt1), - 5 Gin)
e C'= (G, Qu(k—1), Cuks Gu(kg1), " 5 Gsen) ONde, para cada j € {1,--- n}, a., denota a
j-ésima coluna da matriz A (analogamente para as matrizes B e C') e seja k, € {1,--- ,n}.

Para B, escalares, se Gy, = Bba, + VCup entiao det A = fdet B+ ydetC'.

Vale um resultado analogo ao da Proposi¢ao (1.7.4]) acima, para as correspondentes
operacoes sobre as linhas da matriz, isto é, se

A1x A1
a(k—l)* a(k—l)*
B = bk* e C= Clex
A(k+1)* A(k+1)x
Q) Q)
onde, para cada j € {1,--- ,n}, ar. denota a j-ésima linha da matriz A (analogamente

para as matrizes B e C). Para 3,y escalares, se g, = [Bbgs + Yk entao det A = fdet B+
vdet C.

Corolario 1.7.5. Temos

det [a*l, S Q=) By Q(lg1), " ,a*n] = [det A. (1.7.5)
e também
detfa, =+, Qur—1):bsk T Caky Qur1)s "+ 5 Q]
= det[aur,  + , Qu(—1)s Dsky Qurr1)s "+ 5 Q]
+ det[au, -+, Qu(k—1)s Coks Qs(lt1)s "~ 5 Qo] - (1.7.6)

Demonstra¢ao. Tome v = 0 na Proposic¢ao para provar (1.7.5), e 5 =~ = 1 na
Proposicao [1.7.4] para provar (1.7.6)). acima. O

A primeira equagao do Corolario [I.7.5 acima, nos diz que o determinante de uma
matriz que tem uma coluna (ou linha) multiplicada por uma constante, pode ser obtido
multiplicando-se o determinante da matriz pela tal constante. Ja a segunda equagao nos
diz que o determinante de uma matriz que tem uma coluna (ou linha) obtida da soma de
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duas colunas, pode ser obtido somando-se os determinante das matrizes que teém cada
uma das colunas que foram adicionadas.

Vale um resultado analogo para as correspondentes operacoes sobre as linhas da matriz

A.

Corolario 1.7.6. Se A € M,, tem alguma coluna (ou linha) formada inteiramente por
zeros, entao det A = 0.

Demonstracao. Basta tomar =0 em (1.7.5)). O
O resultado acima nos diz que se uma coluna de uma matriz quadrada é nula, entao
o determinante da matriz seré igual a zero.

Um outro resultado importante é dado pela:

Proposicao 1.7.7. Seja A € M,,. Entao

det(@ur, -+ Qugy s+ Qujy oo Qun) = —det(@ur, -+, Qujy s Quy+ 5 Q) (1.7.7)

O resultado acima nos diz que se trocarmos duas colunas de uma matriz quadrada seu
determinate muda de sinal. Vale um resultado analogo trocando-se “coluna” por “linha”,
isto é, se trocarmos duas linhas de uma matriz quadrada seu determinate muda de sinal.

Corolario 1.7.8. Seja A € M, tem duas colunas (ou linhas) iguais, entao det A = 0.

Demonstrag¢ao. Provaremos o caso de colunas iguais (o de linhas se prova analogamente).
Da Proposicao [1.7.7] acima segue que se trocarmos a k,-ésima coluna com a j,-ésima
coluna o determinante da matriz obtida serd menos o determinante da matriz A. Mas a

matriz obtida da troca da k,-ésima coluna com a j,-ésima coluna ¢é igual a propria matriz
A. Com isto teremos: det(A) = —det(A), ou seja det(A) = 0. O

Corolario 1.7.9. Sejam A € M, v um escalar e j # k, para j, k € {1,--- ,n}. Entao
det(aur, -« 5 Qujy oo 5 Qulho1) Quk + Vg, Qu(lr1)s = > Gun) = det A,

ou seja, se trocarmos uma coluna de uma matriz pela mesma somada com um mailtiplo
de uma outra coluna, o determinante da matriz obtida serd igual ao da matriz inicial.

Demonstra¢ao. Da Proposigao (1.7.4)), segue que

det(a*h cr gyttt 7a*(k—1)7 Qxk + Y sy a*(k‘-i—l)v e 7a*n)
= det<a*17 oty Oyttt JCL*(k—l)J A« a*(k,‘-i—l)’ e Ja’*n)
+ 6det(a*17 o 7a*j7 e 7a*(k71)7 a*j) a*(k+1)7 ) a*n)

= det<a*17 C s Qugy A (k—1)y Qxkey A (k41)5 " aaf*n)-
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O

Vale um resultado analogo ao acima para a correspondente operagao sobre as linhas
da matriz A. Resumindo: se A € M,, e A é um escalar entao:

(i) trocar duas colunas (ou linhas) da matriz A, faz com que o determinante da matriz
obtida, seja menos determinante da matriz A;

(ii) adicionar A vezes uma coluna (ou linha) da matriz A a uma outra coluna (ou linha),
faz com que o determinante da matriz obtida seja igual ao determinante da matriz
A;

(iii) multiplicar uma coluna (ou linha) da matriz A por A, faz com que o determinante
da matriz obtida seja igual ao determinante da matriz A multiplicado por A.

Proposigao 1.7.10. Sejam A, B € M,,. Entdo

det(AB) = det Adet B.

Proposigao 1.7.11. Sejam A € M,,, entao det A = det A.

Proposigao 1.7.12. Seja A € M,, nio singular. Entio A' é nao singular e
(a)™ = ()"
Demonstragao. Seja B = (A™1)". Assim B' = A~ logo AB' = AA™! = [, e assim
I, =1I' = (AB") = BA",
isto 6, B = (A!)~!. Portanto (A")~" = (A~1)". O
Como uma aplicagao de determinantes e de transposi¢ao de matrizes temos o seguinte

resultado:

Proposicao 1.7.13. Seja A € M,, uma matriz. Entio A é nao singular se, e somente

se, det A # 0. Neste caso
1
—1

T det A

Exemplo 1.7.14. Verifique se a matriz quadrada de ordem 3,

[cof A" (1.7.8)

3 2 -1
A=|-12 3],
-3 1 3

é nao-singular. Em caso afirmativo, encontre sua inversa.
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Resolugao: Observemos que:

A | = (=)™
|Ap| = (—1)'*?
|As| = (—1)'*?

Logo

2 3 ) B

|- - =3,

T 3 =39 = 6.
:;?w:pn%—y+®:5.

det A = ay1| A11| + a12 | Ar2| + a3 |Ass|
—3.342 (—6)+(-1)-5=9-12-5=-8#0.

Logo, pela Proposicao [1.7.13] segue que A é nao singular. Para encontrar a matriz

A~ calculemos:

2 —1
Al = (-1 |7 7 ‘_(—1)3(6+1)_—7,
—1
Apl = (—122 |5 TH o (C1yt9-3) =6,
-3 3
2
il = (-1 | %) 3= 176+ 0 = 0.
(1.7.9)
2 —1
[Azi| = (1) =(-1)*(6+2) =8,
2 3
—1
Ag| = (—1)#2 | 3 \:<—1>5<9—1>:—8,
-1 3
3 2
[ Agg] = (-1 | °) J—@Afm+m:8.
Portanto
‘A11| \A12| |A13\ 3 —6 b5
cof A = | |Aa1| |Ag| |Ass] | = -7 6 -9
|A31| |A32| |A33| 8 —8 8
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Assim

w

— 7
|
8 8
3 -7 8
1 —1 —
e letdr = (<6 6 =8| = | §
5 -9 &
5 9
. |
8 8

1.7.3 O determinante no calculo de areas de poligonos convexos
Vamos comegar usando determinantes para o calculo da area de triangulos.

Definicao 1.7.15. Sejam P, = (z1,y1) e Py = (x2,y2) dois pontos no plano cartesiano
R2. Definimos o determinante de P, para P, por

det(Py, P) = det (xl yl) = T1Y2 — T2Y1,
T Y2

isto ¢, o determinante da matriz onde a primeira linha temos as coordenadas de P; e na
segunda linha as coordenadas de P;.

Note que ao trocarmos os pontos de posicao, isto é, fazer o determinante de P, para
Py, o valor do determinante muda de sinal, isto é:

det(PQ,Pl) = — det(Pla P2)7

e também temos det(Py, P;) = 0 = det(P,0), para qualquer que seja o ponto P, de R2.

Consideremos agora um tridngulo A, com vértices 0 = (0,0), P, e P5, como na figura
abaixo:

Py . .
Entao temos a seguinte formula para o area

Ap do triangulo A:

1 1
P AA = §det(P1,P2) = §det (il ?;1>
2 2
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Como det(P,0) = det(0, P) = 0 para qualquer que seja o ponto P de R? podemos
escrever a formula da area de A da seguinte forma:

1
Ap = = | det(0, Py) + det(Py, Py) + det(P2,0) |. (1.7.10)
2 T \H_G_./

Note que fizemos os determinantes: do vértice 0 para o vértice P;, do vértice P; para
o vértice P, e do vértice P, para o vértice 0. Isto é, fechamos um ciclo com os vértices do
triangulo, caminhando no sentido anti-horario. Isto é importante, pois da propriedade
de determinantes, caminhando no sentido horério teriamos um valor negativo, o que nao
condiz com a grandeza de area.

Vamos agora provar esta féormula. Para isso considere o seguinte:

Yy
Py
Yo
W Py
0
0%
0 i) T T

Sabemos que a area de A é dada por

[ 1—
AA:—OPI 0P2S€Il6):§0P1 OPQSGH(9+W—W)

N DN = DN -

—0P; 0Py[sen(f + w) cosw — senw cos(f + w)]

0P cosw 0Pysen(f + w) — 0P senw 0P, cos(f + w)]
N——— N—— N——

=z =10 =y =x2

1 1
= —(flyz - $2y1) = 5 det(Pl, P2>,

2
o que prova a formula para o caso de tridngulos com um dos vértices na origem. Agora,
o que fazemos quando nenhum dos vértices do triangulos estd na origem? Considere o
caso abaixo:
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Y P,

P onde Po = (x07y0)> Pl = (xlayl) € P2 =
($27y2)-

F

Fazendo uma translagao de Py para a origem 0, isto é, fazendo a mudanca (u,v) =
(x — zo,y — yo) abaixo:

Yy PQ v

P

Py

temos Py = (x1 — o, y1 — Yo) € Py = (22 — 20, y2 — Tp). Usando a formula para a area
deste triangulo (que ndo muda através de translagoes), obtemos

T1— %o U1 —3/0>

1 1
AA:—det(Pf,P;):—det(
2 2 Ta— %o Y2 — Yo

- %[(9@1 = @0)(y2 = yo) — (22 — o) (31 — yO)]’

e assim obtemos
1
Ap = 3 [(%?ﬁ — Y1) + (21Y2 — 2y1) + (2y0 — xoyz)]
1
=3 [det(Po, Py) + det( Py, Py) + det(Ps, PO)} ,

que coincide com a férmula (|1.7.10) quando Py = 0.

Assim, a area de um tridngulo com vértices Fy, P; e P, numerados em sentido

antihorario, é dada por:
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AA - [det(Po,P1)+d€t(P1,P2)+det(P2,P0)]-

N | =

Exemplo 1.7.16. Usando determinantes, calcule a area to triangulo A dado na figura:

Y P

" onde Py = (1,1), P, = (5,3) e P, = (4,5).

B

T

Solugao: Neste caso, temos

| 11 5 3 45 1
AA—é[det(E) 3)+det(4 5)+det(1 1)}_5(—2+13—1)_5.

Area de poligonos convexos quaisquer usando determinantes

Por meio da decomposi¢ao de um poligono convexo P qualquer em triangulos, podemos
aplicar esta formula de area sucessivamente e encontrar uma expressao para a area deste
poligono usando determinantes. A saber, se temos um poligono de n lados, com n vértices
Py, Py,---, P, 1, numerados no sentido antihorario, a area de P é dada por

1
AP = 5 det(Po, Pl) + det(Pl, PQ) —+ det(Pn_g, Pn—l) + det(Pn_l, Po) .

Exemplo 1.7.17. Calcule a area do pentagono P da figura abaixo:
Y

Py Py

Py com vértices Py = (1,1), P, = (3,1),
PQZ (5,3), P3:(4,5> €P4: (1,5)

Solugao. Temos

1
AP = 5 [det(Po, Pl) + det(Pl, PQ) + det(Pg, P3) + det(P3, P4) + det(P4, P()):|

1 11 31 5 3 4 5 15
§[det(3 1>+det<5 3>det<4 5)det<1 5)+det(1 1)}

1

2

(—2+4+134+15—-4) =13.



Capitulo

2

Sistemas Lineares

Neste capitulo trabalharemos com os sistemas lineares. Estes sao de grande impor-
tancia para a Geometria Analitica, Algebra Linear e diversas outras areas da Matemaética
e Matematica Aplicada.

Introduziremos o escalonamento de matrizes e apresentaremos algumas aplicagoes
desse processo para resolugao de sistemas lineares (homogéneos e nao-homogéneos), e
também a sua utilizagao na inversao de matrizes.

2.1 Definicoes Basicas

Consideraremos a seguir questoes relacionadas com o sistema linear de m equagoes e
n incognitas nao-homogéneo, a saber,

a1xy + -+ 4 appx, = by
a91T1 + -4 Aonly — bg

(2.1.1)
Am1T1 +  + ATy = bm
que na forma matricial pode ser escrito como Az = b, onde
aix a2 - Qin
I b1
Q21 Q22 -+ A2
A= =), =] e b=|:]. (212
: : : : . -

m1 Am2  *°° Amn
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Definicao 2.1.1. A matriz (@ - - - @4, bs) serd denominada matriz aumentada associ-
ada ao sistema nao homogéno (2.1.1)), e é também denotada por ( A b ). Uma solugao
da equagao matricial Az = b (se existir) ser4 uma matriz

Uy
U= € Mnxla

Unp

tal que Au = b. O conjunto de todas as solugoes da equagdo matricial (2.1.1)) sera
denominado conjunto solugao da equagao matricial Ax = b.

Da identificacao (2.1.1) com a equagao Ax = b, segue que encontrar solucao para o
sistema linear (2.1.1)) é equivalente a encontrar solugao da equagao matricial Az = b.

Exemplo 2.1.2. Coloque o sistema linear

x1+2x2+a:3 =0
T+ Ty = 1

na forma matricial.

Resolugao: Note que o sistema linear (2.1.3]) é equivalente a equagao matricial Az = b,

onde:
1 21 1 0
A=(0 1 1], z= |2 e b=1|-1
110 T3 1

Observemos que a equagao matricial acima tem como uma solugao a matriz

1
u=| 0 |, euma solu¢do de (2.1.3)) serd 1 =1, zo =0e z3 = —1.
—1

A matriz aumentada associada ao sistema do Exemplo [2.1.2] acima, sera a matriz

121 0
(Ab)y=[011 -1
110 1

Definicao 2.1.3. Diremos que as equacoes matriciais Axr =b e Cx =d sao equiva-
lentes se A,C € M,,xn, b,d € M,,«1 e as duas equacoes matriciais possuem 0 mesmo
conjunto solugao, isto é, as matrizes A, C' e b, d tém os mesmos tamanhos, respectivamente,
e as equagoes possuem o mesmo conjunto solucgao.
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Observemos que as equagoes matriciais Ar = b e Cx = d sa@o equivalentes se, e
somente se, os sistemas lineares associados as correspondentes equacoes matriciais tém os
mesmos nimeros de equagoes e de incognitas, e possuem o mesmo conjunto solugao.

Definicao 2.1.4. Considere o sistema matricial Ax = b. Se b = 0 o sistema ¢é dito
homogéneo. Caso contrério, o sistema ¢ dito nao-homogéneo.

2.2 Operacoes elementares e matrizes elementares

Nosso objetivo agora é: dado um sistema (homogéneo ou ndo-homogéneo), saber dizer
se ele possui ou nao solugao, e quando possuir conseguir encontra-la (ou encontra-las,
no caso de ter mais de uma solugdo). Para tanto, lembre-se da Defini¢ao m, para
comecarmos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.2.1. Considere a matriz identidade I,,, quadrada de ordem m. Ao fazer uma
operagao de tipo X (X = 1,2,3) na matriz [,, obtemos uma matriz (também quadrada
de ordem m), que sera chamada de matriz elementar do tipo X, onde X = 1,2, 3,
respectivamente.

Dada uma matriz A € M,,«,, fazer uma operacao do tipo X (X = 1,2, 3) nesta matriz
é equivalente a multiplicar a matriz A (& esquerda) por uma matriz do tipo X (X = 1,2, 3,
respectivamente) isto é,

operagao do tipo X
A —

ExA. X =123

De fato, considere o seguinte exemplo. Seja

1 1 5 11
A=12 1 7 15
2 0 4 8

De agora em diante ¢; se referira & linha ¢ da matriz A. Trocando-se /5 por {5 — 2/1
temos

115 11 1 1 5 11
2 1 7 15| =% o -1 -3 —7| =4, (2.2.1)
2.0 4 8 2 0 4 8

Fazendo esta mesma operagao (que é do tipo 3) na matriz identidade I3, obtemos:
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e podemos notar que

1 00 115 11 11 5 11
EsA=1-2 10 21 7 15)=(0 -1 =3 =7] =44,
0 01 2 0 4 8 2 0 4 8

ou seja, as operagoes produzem a mesma matriz.

Proposicao 2.2.2. Uma matriz elementar de tipo X (X =1,2,3) é nao singular, e além
disso sua inversa é uma matriz do mesmo tipo X (X = 1,2,3, respectivamente).

Para ilustrar esta proposicao, faremos a demonstracao num caso especifico. Considere
a matriz elementar de tipo 3 que soma —2¢; em {5, dada por

1 00
Es=1-2 10
0 01

Mostremos que Es5 tem inversa, e que sua inversa é também do tipo 3.

Solugao. Observe que det F3 = 1, portanto a matriz E3 é nao singular. Além disso

usando a Proposicao temos:

1 1

lo+4201
B =
3 det E3

0 0 0 1 00
O] =(-210 — 010],
1 01 0 01

1
0 0

e portanto Ky ! também é uma matriz elementar do tipo 3.

2.3 [-equivaléncia de matrizes

Defini¢ao 2.3.1. Sejam A, B € M,,x,. Diremos que A é l-equivalente (ou equiva-
lente por linhas) & B, se a A pode ser obtida de B por meio de uma finitas operagoes
elementares sobre as linhas da matriz B, isto é, se A = E,E,_;--- E1B, onde Ey,--- , E,
sao matrizes elementares de tipo 1, 2 ou 3.

Neste caso escreveremos A ~ B.
A relagdo ~ é uma relacao de equivaléncia em M,,,, isto é:

(i) Reflexiva: A ~ A para cada A € M,,x,.

(ii) Simétrica: se A ~ B entdao B ~ A.
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(iii) Transitiva: se A~ B e B~ C entao A~ C.

Da defini¢ao de l-equivaléncia, segue o seguinte resultado.

Proposicao 2.3.2. Sejam A, B € M,,«,,. Se A ~ B, entao existe um matriz P € M,,«»
nao singular, tal que B = PA (e consequentemente A = P™1B.)

Demonstracao. Basta definir P = E,E,_--- E;. O

A relagao entre matrizes l-equivalentes e a equagoes matriciais equivalentes é dada na
seguinte resultado.

Proposigao 2.3.3. Sejam A,C € M,y €b,d € Myyyy. Se (Ab) ~(Cd) em My, i1,
entao as equagoes matriciais Ax = b e Cx = d sao equivalentes.

Demonstrag¢ao. Observemos que, da Proposigao (2.3.2) acima, existe P € M,,x, nao
singular, tal que

(Cd)=P(Ab) e, consequentemente, (Ab)=P '(Cd).

Da defini¢ao de produto de matrizes, segue que C' = PA e d = Pb, e consequentemente
A=P7'Ceb= P 'd. Logo, se u € M,y é solucao da equacao matricial Ax = b, isto &,
se Au = b, entao

Cu = (PA)u = P(Au) = Pb=d,

ou seja, u € M,y é também uma solugao de Cx = d. Analogamente, toda solugao de
Cz = d é também solucao de Ax = b. Assim as equagoes matriciais Az = b e Cx = d sao
equivalentes. O

A reciproca deste resultado também é verdadeira, e fica a cargo do leitor mostra-la, isto
é, mostrar que se as equagoes Ax = b e Cz = d sao equivalentes, entdao ( Ab )~ (C d).

Vale observar que o resultado acima pode ser aplicado para as matrizes aumentadas
associadas a sistemas lineares, ou seja, as matrizes aumentadas sao l-equivalentes se, e
somente se, os sistemas lineares sao equivalentes. Como consequéncia temos o seguinte:

Corolario 2.3.4. Se A~ C em M,,«xn, € x € M, 1 entdao as equacoes matriciais Ax =0
e Cr =0 sao equivalentes.

Demonstra¢ao. Basta tomar b = d = 0 na Proposigao ([2.3.3)). [

Daremos a seguir um exemplo de como encontrar solu¢ao de um sistema linear nao
homogéneo utilizando matrizes elementares e a l-equivaléncia.
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Exemplo 2.3.5. Considere o sistema linear abaixo:

21+ 2o+ Brs =11 115 11
201 +x9+ T3 =15 <— Axr =05, onde A= |2 7l eb=1|15
2331 + 4.CC3 =38 2 4 8
21+ 2o+ Brs =11 115 11
201 +4x3 =38 2 0 4 8
4 =24
I1+.T2+5$3 =11 1 1 5 11
—x9 — 3x3 = —7 — -1 -3 -7
Ul =26
$1+372+5333 =11 1 1 5) 11
—T9 —3x3 = —7 — 0O -1 -3 -7
—2x9 — b3 = —14 0 -2 -6 —14
J b+0
ry + 2.%'3 =4 1 0 2 4
—X9 —3x3 = —7 — 0o -1 -3 -7
—2.CE2 — 6.2?3 =—-14 0O -2 -6 —-14
Ul — 20,
—X9 — 3233 = -7 > 0o -1 -3 -7
0 =0 0 0 0 O
4 =6
To+3x3 =7 — 0137
0 =0 0000

O sistema linear obtido acima é bem mais simples que o original, e é equivalente ao
original, ja que suas matrizes aumentadas sao l-equivalentes. Assim, o conjunto solugao do
sistema original é o mesmo que o do ultimo sistema linear acima, que pode ser encontrado
fazendo x3 = t, de onde obtemos o =7 — 3t e x; = 4 — 2t.

Assim o conjunto solucao do sistema linear dado incialmente sera

S = {(x1,x9,23) = (4 — 2t,7 — 3t,t): t ¢ um escalar qualquer}.
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Observe que obtivemos, apds as operagoes de l-equivaléncia sobre a matriz ( A b ) a
matriz ( C' d ), onde

1 0 2 4
C=101 3 e d=17],
0 00 0
cuja forma facilita a resolucao o sistema linear original associado.

2.4 Eliminacao de Gauss-Jordan (Escalonamento)

Vamos estudar mais a fundo a fim de encontrar um método que faca o seguinte: dada
uma equac¢ao matricial ( A b ), obtenhamos uma equacao matricial ( C' d ) equivalente onde
a matriz ( C' d ) tenha essa forma especial que simplifique encontrar o conjunto solugao da
equagao. Tal método é o chamado escalonamento ou eliminacao de Gauss-Jordan.
Comecemos o eu estudo com a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.4.1. Seja A = (a;j) € My« uma matriz. O primeiro elemento nao-nulo da
linha 4, da esquerda para a direita, é chamado de coeficiente lider da linha i. Se a linha
7 € inteira nula, entao dizemos que ela nao possui coeficiente lider.

Agora sim, vamos definir qual é a forma especial que queremos que nosso sistema
associado tenha, para que sua resolucao seja a mais simples possivel.

Definicao 2.4.2. Dizemos que uma matriz A € M,,y,, estd na forma escalonada re-
duzida por linhas (FERL) se ela tem as seguintes propriedades:

(i) se uma linha i de A possui um coeficiente lider, este coeficiente lider é 1;
(ii) se uma linha de A é nula, ela esté abaixo de todas as linhas nao-nulas de A;

(iii) se temos duas linhas nao-nulas de A, o coeficiente lider da linha mais abaixo estéa a
direita do coeficiente lider da linha mais acima.

(iv) se uma linha contém um coeficiente lider, a coluna a qual este coeficiente lider
pertence deve ter zero em todas as entradas, exceto na entrada na qual o coeficiente
lider se encontra.

Por exemplo, as matrizes:

0
0
0

o O =
o = O
|
(@)

o O =
o = O
—_ o O
¢}
RN
o O
o O
o O
v
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estao na FERL. J4 as matrizes

1 0 0
1 (2[00

e |0 0o |1
0 1 10
0 0 00 01| o

nao estao na FERL. Os elementos destacados nao cumprem as propriedades requeridas,
no caso, as propriedades (iv) e (iii), respectivamente.

Proposicao 2.4.3. Toda matriz A € M« € l-equivalente a uma (inica) matriz, que
indicaremos por Agr, que estd na FERL, isto €, dada uma matriz A qualquer, existe uma
matriz Ag que estd na FERL e uma matriz P nao singular tal que Ag = PA.

Em vez de exibirmos a demonstracao da proposi¢ao acima, explicaremos por meio de
um exemplo o método (escalonamento ou eliminagao de Gauss-Jordan) que é utilizado
para demonstra-la.

Exemplo 2.4.4. Encontre o conjunto solucao do sistema linear

—2?[73 + 71[’5 =12
201 + 4xy — 1023 + 624 + 1225 = 28 (2.4.1)
2x1 + 4x9 — bx3 + 624 — D5 = —1

cuja matriz aumentada é dada por

00 -2 0 7 12
(Ab)=[2 4 —10 6 12 28
2 4 -5 6 —5 —1

Solucao. O que faremos é realizar operacoes elementares sobre as linhas da matriz
aumentada acima para obter a sua FERL.

Comeco do Escalonamento

Passo 1: troque as linhas nulas da matriz ( A b ) com a linhas ndo nulas, de modo que
as todas linhas nulas estejam abaixo de todas as linhas nao-nulas. Ao final deste passo,
va para o Passo 2.

* No nosso exemplo nao ha linhas nulas, logo nao faremos nenhuma mudanca na matriz
aumentada ( A b ).

Passo 2: localize a coluna mais & esquerda que nao seja totalmente nula, e nesta coluna,
localize a primeira linha que tenha um elemento nao nulo.
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0O -2 0 7 12
4 —-10 6 12 28

0
£24)2
24 -5 6 -5 -1
4

Feito isso: se esta linha for a primeira, va para o Passo 3. Se a linha encontrada nao
for a primeira, troque-a de lugar com a primeira linha, e v&4 para o Passo 3. No nosso
exemplo a linha encontrada é a ¢, (com elemento nao nulo na coluna c¢;):

214 —10 6 12 28
0O 0 -2 0 7 12 (trocamos ¢y com /1)

2 4 =5 6 -5 -1

Passo 3: se o primeiro elemento da coluna do Passo 2 for a, multiplique ¢; por %, para que
o coeficiente lider de ¢; seja 1. No nosso exemplo, o primeiro elemento é 2 e multiplicamos
{y por 3:

112 =53 6 14
0O 0 =2 0 7 12 (multiplicamos ¢, por %)
2 4 -5 6 -5 —1

Feito isso, va para o Passo 4.

Passo 4: Some miltiplos de /; na linhas de baixo, a fim de zerar todas as entradas abaixo
do coeficiente lider de /1. No exemplo:

112 -5 3 6 14

010 -20 7 12| (&-26)

0,0 5 0 —-17 =29

Feito isso va para o Passo 5.

Passo 5: Isole a linha ¢; da matriz, e volte para o Passo 2, agora com a matriz sem
a primeira linha. Aplique estes passos até atingir a ultima linha nao nula. No nosso
exemplo:

-5 3 6 14
-2 0 7 12 (isolada a linha 1)
5 0 =17 =29

nova f; —

S O =
o O

nova £y —
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4
1 2 -5 3 6 14 1 2 -5 3 6 14
00 1 0 —7/2 —6 (—=36) = 00 1 0 —7/2 —6 (5—5¢7)
0 0 5 0 —-17 =29 00 0 0 1/2 1
1 2 -5 3 6 14
00 10 -7/2 -6 (isolada a linha 1)
nova {1 — 00 0 0 1/2 1
4
1 2 -5 3 6 14 1 2 -53 6 14
00 1 0 —-7/2 -6 (264) =100 1 0 -7/2 -6 (esgotadas as linhas)
00 0 O 1 2 00 0 0 1 2

Ao término dessas iteracoes, va para o Passo 6.

Passo 6: Para finalizar, comecando por uma linha nao nula, some miltiplos desta linha
nas outras, para zerar as entradas acima do coeficiente lider. No nosso exemplo

12 -53 6 14 12 -5 36 14
00 1 0 —7/2 —6 = 00 1 00 1 (by + (7/2)0s)
00 0 0 1 2 00 0 01 2
12 -5 30 2 120307

= 00 1 00 1 (6,—605) = 001001 |=(Cd) (L4+56).
00 0 012 00001 2

Ao terminar este passo com todas as linhas, a matriz obtida estara na FERL.

Fim do Escalonamento

Observe que a matriz ( C' d ) realmente estd na FERL. O sistema linear asssociado a
matriz ( C'd ) sera:

1 +2£L’2+31’4 7
r3 = 1
Ty 2

Portanto se, por exemplo, considerarmos xo =t e x4 = s, teremos x; = 7 — 2t — 3s.
Assim, o conjunto solugao associado ao sistema linear (2.4.1)) sera:

S = {(x1, %, x3, 14, x5) = (T — 2t — 3s,t,1,8,2): t,s € R}.
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e o conjunto solugdo da equagao matricial Ax = b sera

¢

7T—2t—3s
t

Sm: U€M512U: ,t,sG]R

N » =

2.4.1 Posto de matrizes

Definicao 2.4.5. Dada uma matriz A € M,,,, definimos o posto de A, denotado por
rank (A), como sendo o nimero de linhas nao nulas de sua FERL associada. Dizemos
que A tem posto maximo se rank (A) = n, isto ¢, se seu posto ¢ igual ao seu nimero
de colunas.

Proposicao 2.4.6. Se A € M,,x,, entdao rank (A) < min{m,n}.

2.5 Sistemas lineares homogéneos e nao-homogéneos

Nesta se¢ao estudaremos algumas propriedades interessantes de sistemas lineares. Para
isso sejam A € M,,x, € b € M,,»;. Consideraremos o sistema nao-homogéneo

Az = b, (NH)

e o sistema homogéneo

Az = 0. (H)

2.5.1 O sistema homogéneo

O sistema tem sempre solucao, a saber, a matriz identicamente nula, © = 0 €
M, 1, que serd denominada solucao trivial de . Além disso, se Ar é a FERL de A,
entao a equagao matricial Ax = 0 serd equivalente & equagao matricial Agz = 0, ou seja,
resolver o sistema homogéneo é equivalente a resolver o sistema homogéneo associado a
matriz na FERL.

Observemos que se u,v € M, sdo solugoes de (H]), entao, para cada «, 8 escalares,
a matriz au + fv € M,y também é uma solucao de (H)), pois

A(au + pv) = A(au) + A(Pv) = a( Au ) + B(Av ) = 0.
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Mais geralmente, se wuy,--- ,u, € M,y sdo solucoes de (H) entdo, para ay,---,q,
escalares, a matriz ayuy + - - - + apu, € M,,; também ¢é solugao de (H).

Defini¢ao 2.5.1. O ntmero k = n — rank (A) =(ntmero de variaveis - posto de A) é
chamado de niimero de variaveis livres de .

Proposicao 2.5.2. Considere a equagao e seja k seu numero de varidveis livres.
Entao existem k solucoes nao triviais uq, us, - -+ ,up € M, de tais que dada qualquer
solugao u € M,y de , existem escalares aq, -+, (unicamente determinados para
cada u), tais que

U= oquy + -+ qpug.

Vamos verificar esta proposicao num exemplo.

Exemplo 2.5.3. Encontre o conjunto solucao de , para

1 -2 0 3 0
A=10 0 1 —1 0] € Msus5(R). (2.5.1)
0 0 0 0 1

Solucao: Note que a matriz A estd na FERL, e o sistema linear associado a esta equagao
é

1 — 219+ 3x4 =0 T =229 — 31y
r3—x4 =0 , ouseja, T3 = T4
Ts = 0 T5 = 0

Neste caso temos k = n — rank (A) =5 — 3 = 2, ou seja, o namero de varidveis livres
deste sistema é 2. Portanto para aq, as € R, consideramos x5 = a1 € 4 = o, € teremos

201 — 3 2 -3
o 1 0
u = Qo = [0 +as| 1 |,
Qi 0 1
0 0 0
=u1 =ug

serd uma solugao de (HJ), e mais ainda toda solugao de (H]) pode ser escrita nesta forma,
para ap,as € R.

Proposigao 2.5.4. Seja A € M,,«r,. Entao u =0 € a unica solugao de (H)) se, e somente
se, A tem posto mdximo.

Demonstragao. Segue do fato que k = n — rank (A), pois se rank (A) =n entdo k =0, e
a unica solugao de (H|) é u = 0. Reciprocamente, se u = 0 ¢ a tnica solugao de entao
k =0, o que nos da rank (4) = n. O
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Corolario 2.5.5. Seja A € M,xn. Se m < n entdo tem infinitas solugoes nao
triviais.

Demonstragao. Como k = n — rank (A) e rank (A) < m < n, segue que k > 0 e assim
tem infinitas solugoes nao triviais. ]

2.5.2 O sistema nao-homogéneo

Definigao 2.5.6. O sistema (NH)) sera dito:

(a) possivel e determinado (PD) se tem uma tnica solugao;
(b) possivel e indeterminado (PI) se tem mais de uma solugao;

(c) impossivel (I) se ndo possui solugao.

Quando um sistema for ou possivel e determinado ou possivel e indeterminado, diremos
simplesmente que ele é possivel.

Na se¢ao anterior vimos que no caso b = 0, isto é, para o sistema homogéneo, so
ocorrem duas das situagoes acima: ou o sistema é possivel e determinado (e neste caso
u = 0 & a sua unica solugdo), quando o posto de A é maximo, ou o sistema é possivel
e indeterminado (e neste caso ele tem infinitas solugoes), quando o posto de A néo é
maximo.

Exemplo 2.5.7. O sistema linear nao-homogéneo

l’1+21‘2—|—$3 =0
To+2x3 = —1
T1 + X2 =1

¢ possivel e determinado, e (x, z9,x3) = (2, —1,0) é a sua unica solugao.

Exemplo 2.5.8. O sistema linear nao-homogéneo

T+ 2x9+x3 =0

To+ T3 = -1
r1+ax =1
¢é possivel e indeterminado e seu conjunto solugao é
2+ T3
S = —1—23)], x23€R

xs
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Exemplo 2.5.9. O sistema linear
T+ a2 =1
T+ Ty = 2

FExercicio 2.5.10. Verifique as afirmacoes dos exemplos acima.

é impossivel.

Lembremos que resolver a equagao matricial (NH)) é equivalente a resolver a equagao
matricial Agz = bg, onde (A b) ~ ( Ag br ), logo podemos assumir que a matriz ( A b )
ja estd na FERL, pois o conjunto solucao de ambas é o mesmo.

Seja r = rank (A). Como a matriz A estd na FERL, ent@o as altimas m — r linhas de

A sao nulas. Portanto, as dltimas m — r equagoes do sistema tem forma:

Oxy+---+0x, =b;,paracada i€ {r+1,---,m}.

Logo, para que o sistema seja consistente, devemos ter b; = 0, parai € {r+1,--- ,m},
e temos o seguinte resultado.

Teorema 2.5.11. Se a matriz A € M,,x, estd na FERL e rank (A) = r, entdo (NH)) ¢
possivel se, e somente se, byy1 =+ =1b,, = 0.

Em particular, se rank (A) = m entao (NH) serd possivel.

Se a matriz A € M,,«, nao estd na FERL temos o seguinte resultado

Teorema 2.5.12. Seja A € M,,x,,. Entao (NH)) serd possivel se, e somente se, rank ( A b) =
rank (A).

Exemplo 2.5.13. O sistema linear

T1 — X9 0
—rT = 1
Ty = —1
é possivel ou impossivel?
Solucao. Note que
1 =1 0 1 0 -1
(Ab)=[|-1 0 1 |~|0 1 —1)=(Agbr),
0o 1 -1 0 0 O

e assim rank ( A b ) =2 = rank (A), e o sistema é possivel.
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Teorema 2.5.14. Seja A € M, «p,. Suponha que (NH) seja possivel e tome ug € M,x1
uma solugao particular de (NH|). Entao dada uma solug¢ao u de (NHJ), existe uma solugao

v de tal que

U = Ug + 0.

Demonstragao. De fato, se u, up s@o ambas solugoes de (NH)), defina v = v — ug. Assim
Av = A(u —uy) = Au— Aug =b—0b=0,

logo v é uma solucao de eu=uy+v. O]

Exemplo 2.5.15. Encontre o conjunto soluc¢ao de (NH)), onde

1 3 5 -1 1
-1 2 -5 4 2
A = =
0011 1| "
1 4 6 =2 )
Solugao. Podemos mostrar que (Ab) ~ (Arbg), onde
1 0 0 10 —13
010 3 3
A — =
P=loo 1 e ¢t 1
000 O 0

Exercicio 2.5.16. Prove que (Ab) ~ (Agbg).

Portanto, pelo Teorema [2.5.11 segue que (NH|) é possivel, pois rank (Ab) = 3 =
rank (A). Além disso

w= (=13 3 1 0)

é uma solugao da equacao Arx = bg e portanto da equacao Ax = b. Note que

—10a —10
-3« -3
= = R
v o « 4 para cada o €
o 1

é solugao geral da equacao Agr =0, ja que k = 4 —3 = 1. Logo, do Teorema [2.5.13]
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segue que qualquer solugao de (NH]) é da forma

—13 —10
3 -3
U= Uy + v = 1 + « 4 para cada a € R,
0 1
isto é,
—13 — 10«
3 — 3a
S = R
1+ 4a @€
a

¢ o conjunto solugao de (NH)).

Para completar nosso estudo sobre da equac¢ao matricial (NH) (ou dos sistema linear
associado a matriz aumentada (A b)) temos os seguintes resultados:

Teorema 2.5.17. Sejam A € My,xpn, b € M,,x1 € suponha que (NH|) € possivel. Entdao
(NH)) tem solugao tinica se, e somente se, A tem posto mdzximo.

Demonstragao. Segue da Proposicao e do Teorema [2.5.13] O

Corolario 2.5.18. Nas condi¢coes do Teorema (2.5.16)), assuma que m < n. Entao existe
uma unica solugcao de (NH)) se, e somente se, A tem posto mdximo e m = n.

Demonstra¢ao. Suponhamos (NH|) tem uma tnica solugdo. Entao do Teorema ([2.5.16]),

segue que A tem posto maximo. Assim
n = rank (A) < min{m,n} < m < n,

0 que mostra que m = n.

Reciprocamente, se rank (A) = n, segue do Teorema [2.5.16/ que (NH)) tem uma tnica
solugao, completando a demonstracao. O]

2.6 Calculo da inversa de matrizes nao singulares por
escalonamento
Para finalizar, exibiremos um método para encontrar a matriz inversa associada a uma

matriz nao singular, utilizando o matrizes elementares e escalonamento. Para ilustrar
consideremos o seguinte exemplo:
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Exemplo 2.6.1. Considere a matriz A € My(R) dada por

o
O~ =k O
|
—_
_ o O =

Exercicio 2.6.2. Mostre que A ~ 4.

Como I, estd na FERL, temos rank (A) = 4. Além disso

1 0 0 1 1
detA=|1 -1 0|—| 0 1 —1|=-2—(1+1)=-4+£0,
0 1 ~10 0

e portanto a matriz A é nao singular.

Neste exemplo, ocorre uma relagao entre o posto da matriz e a sua nao-singularidade.
Mas isto nao é um caso especifico, pois ele ocorre sempre, como mostra o seguinte resul-
tado.

Teorema 2.6.3. Seja A € M,,. Sao equivalentes:

1. A € nao singular; 2. A tem posto mdzrimo; 3. A~1,.

Demonstracao.

1. = 2.: Se a matriz A é uma matriz nao singular e Au = 0, entdo u = A710 = 0, ou
seja, a unica solucao de é a solugao trivial v = 0. Segue do Corolario [2.5.17| que A

tem posto maximo.

2. = 3.: Se A tem posto méaximo entdo nao existem linhas nulas na matriz Ag (a FERL
da matriz A) e cada linha de Agr € M,,, tem coeficiente lider 1 e zero nas outras posigdes
da coluna, isto é, Agr = I,,, ou seja A ~ I,,.

3. = 1.: Se A~ I, entao Agr = I, e existe P € M,, nao singular tal que I,, = Ar = PA.
Portanto a matriz A é uma matriz nao singular e além disso

Al=p

]

Corolario 2.6.4. Seja A € M,,,. A matriz A é nao singular se, e somente se, ela é
produto de matrizes elementares.
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Demonstracao. Do teorema acima temos que A = P~!. Mas da Proposicao a matriz
P é o produto de matrizes elementares, e portanto sua inversa é também o produto de
matrizes elementares. O

Este teorema, mais especificamente a equacao A~! = P destacada na demonstracao,
nos da um modo de encontrar a inversa de uma matriz quadrada nao singular. O método
consiste basicamente em escalonar n sistemas lineares

Ax =b,,

onde b, = (O o 001 0--- O) (o 1 aparece na posi¢ao n), mas fazendo todos os esca-
lonamentos de uma mesma vez, que é possivel pois a matriz A é a mesma em todos os
escalonamentos. Ja que a matriz A é nao-singular, sua FERL ¢ I,,, e assim o = A~'b,.
Juntando as n solucgao, formamos a matriz A1,

Vamos ilustrar o método no seguinte exemplo.

Exemplo 2.6.5. Encontrar a inversa da matriz

1 0 0 1
0 1 1 0
A_01—10
-1 0 0 1

Solugao. Para encontrar inversa de A (se existir) faremos o seguinte: consideremos a

matriz
1 0 0 1]1 00 0
0 1 1 0/0 100
(AlL) = 0 1 -1 0/0 0 1 0
10 0 1/00 0 1

e realizaremos operagoes elementares sobre as linhas de A para transformé-la (ser possivel)
na matriz identidade I, mas com o cuidado de aplicar todas as operagoes que feitas em
a A na matriz I, a direita.

10 0 1{/1 00O 10 0 1)1 0 0

n+e, | 001 1T 001 00 Je—e| 01 1 0[{0 1 0O
(AlLy) "~ ~

01 -1 00010 00 -20/0 -1 10

00 0 21001 00 0 0|1 0 01
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100 1|1
1011 0]0
“loo10/0
00021

1

31 0

1o

0

1

t—t, | O

“ 1o

0

o O = O

1/2

o O = O

o = O O

O = O O

0 0 1 0 0 111 O 0 0
0 0 |we|l0100/012 1/2 0
—1/2 0 0O 01 010 1/2 —1/2 0
0 1 00 0 2|11 0 0 1
1 1 0 0
0] 0 1/2 1/2 0
0| o 1/2 —1/2 o
1{1/2 0
ol12 o o 1/2
0 0 1/2 1/2 0

/21 _ (1,|P)
0] 0 1/2 —-1/2 0
111/2 0 0 1/2

Assim, dos resultados acima, sabemos que como A ~ I, (pela parte da esquerda da

matriz), sabemos que A~*

= P, que ¢é a matriz que aparece na parte da direita, isto é:

ATl =

12 0 0 —1/2
0 1/2 1/2 0
0 1/2 -1/2 0
/2 0 0 1/2
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