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Capitulo

1

Introducao

Este é um material elaborado para poder ser usado como base nas disciplinas de
Calculo IV, ministradas pelos professores do Departamento de Matematica da Univer-
sidade Federal de Santa Catarina.
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Capitulo

2

O corpo C dos numeros complexos e o

plano complexo

2.1 Definicao e propriedades basicas

Comecamos este capitulo com a definicao do corpo dos nimeros complexos um

pouco diferente da qual estamos habituados, mas veremos que elas coincidem.

Defini¢ao 2.1.1. Seja C o conjunto dos pares ordenados {(a,b): a,b € R}. Em C definimos

duas operagoes basicas da seguinte maneira, se (a1, by),(a, b,) € C, temos
(a1,b1)+(ap, by) = (ay +ap, by +by), que é chamada de soma.
(a1,b1)-(ap,by) = (ayay —biby,a1by + byay), que é chamada de produto.
Chamamos a tripla (C,+,-) de corpo dos numeros complexos.

Estas operagoes satisfazem as seguintes propriedades, para (ay,b;),(a,,b;) e (a3, b3)

em C:
(S1) Associatividade da soma:

[(a1,b1) + (a2, b2)] + (a3, b3) = (a1, b1) + [(a2, b2) + (a3, b3)].
(S2) Comutatividade da soma:

(a1,b1) + (az,b2) = (az,by) + (ay, by).
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(S3) Elemento neutro da soma: considere o elemento (0,0) € C e temos

(a1,b1)+(0,0) = (ay,by).

(S54) Elemento inverso da soma: para (a;,b;) considere o elemento (—a;,—b;) € Ce

temos
(a1,b1)+(=ay,—by) =(0,0).

Denotamos (—ay,—by) por —(ay, by).

(P1) Associatividade do produto:
[(a1,b1) - (a2, b2)] - (a3, b3) = (a1, by) - [(a2, b2) - (a3, b3)].
(P2) Comutatividade do produto:
(a1,01) - (ag,b3) = (ap,b;) - (a1, by).
(P3) Elementro neutro do produto: considere o elemento (1,0) € C e temos

(a1,b1)-(1,0) = (a1, b1).

(P4) Elementoinverso do produto: para (a;,b;)# (0,0) considere o elemento (ﬁ, —ﬁ)
e temos s s
a; by
ai,bq)- ,— =(1,0).
(:01) (amf a§+b5) (-0

a__ b -1
Denotamos (Q%er%, —a%+b%)por (a;,b7)"".

(D) Distributividade

(a1,b1) - [(a2, by) + (a3, b3)] = (a1, b1) - (a2, by) + (a1, b1) - (a3, b3).

Essas propriedades listadas acima sao o motivo pelo qual dizemos que (C, +,-) é um

corpo.
Exercicio 2.1.2. Demonstre todas estas propriedades.

Daqui pra frente, omitiremos as operagdes e denotaremos o corpo dos numeros

complexos simplesmente por C.
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Exercicio 2.1.3. Mostre as seguintes propriedades adicionais de C:

(a) Temos
(a1,0) + (a2, 0) = (ay +ay,0) e (a1,0) - (ap,0) = (a14,,0).

Também
(0,b1) =(0,1)-(by,0).

(b) Para qualquer A € R temos

(A,0)-(a1,b1) = (Aay, Aby).

(c) Temos
(0,1)-(0,1) =—(1,0).

Vamos agora ver que essa definicao que demos para o corpo dos numeros complexos
coincide com a defini¢ao usual. Para isso, seja (a,b) € C, e escrevemos com a ajuda do
item (a) do exercicio acima:

(a,b) =(a,0)+(0,1)-(b,0).

Além disso, os itens (a) e (b) nos permitem identificar o par (4,0) com o numero real a,
e definindo i = (0, 1) escrevemos

(a,b) =a+1ib,

e note que pelo item (c), temos i% = —1.

Assim, o corpo C dos numeros complexos pode ser visto como o conjunto
{z:=a+ib: a,beR}, onde i2=-1,
com as operagoes de soma e produto definidas anteriormente.

Exercicio 2.1.4. Reintreprete a defini¢do das operagbes de soma e produto, bem como suas
propriedades, com a definigao usual dos niimeros complexos. Isto é, dados z; = ay +iby e
zy =ay+iby em C, quem é zy +z,? Quem é z1.2z,? Como ficam as propriedades da soma e
produto agora?

Observacgio 2.1.5. Nestas novas notacdes, denotamos o inverso multiplicativo z=1 de um

niimero complexo z ndao-nulo também por %, que também é chamado de reciproco de z.
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Para um ntmero complexo z = a + ib, chamamos a de parte real de z e b de parte
imaginaria de z e denotamos por a = Re(z) e b = Imz, assim todo nimero complexo z

pode ser escrito na forma
z = Re(z) + ilm(z).

Um numero complexo z com Re(z) = 0 é chamado de nimero imaginario puro.

Sejam z; = a; +1iby e z, = a, +1b, dois numeros complexos. Usando as propriedades
do conjuntos dos pares ordenados, sabemos que z; = z, se, e somente se, a; = a, e
bl - bz.

2.2 Geometriaem C

Em C podemos também colocar uma estrutura geométrica, que nos possibilita tra-

balhar com distancias e angulos. Para isso, definimos primeiramente

Definicao 2.2.1. Seja z = a+ib € C um niimero complexo. Definimos o conjugado de z
como o numero complexo z dado por

Z=a-—1b,
Além disso, definimos a norma de z como o niimero real |z| dado por
|z| = Va? + b2.

Exercicio 2.2.2. Mostre as seguintes propriedades da conjugagao e da norma em C:

(@) z1+2z, =21 + 2o, (g) |zl =0 se, e somente se, z=0;
(b) z1z=21 -2 (h) |z1 - 20| = |z1]lz2);

(c) z=2z (i) z+z=2Re(z);

(d) |z| =1zl; (j) z—z = 2ilm(z);

(e) z-Z=z% (k) [Re(z)] < zl;

() 2 = & sez20; (1) tm(z)| <2l

|z

Com estas duas novas defini¢oes, podemos olhar C como um espago geométrico,
que pode ser representado no plano da seguinte forma, seja z = a + ib um namero
complexo, e olhamos o plano cartesiano com o eixo x representando a parte real de z e

eixo y representando a parte imaginaria de z
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Figura 1: Representacao coordenada e vetorial de z=a+ib.

Assim, o nimero complexo z pode ser visto tanto como o ponto coordenado (a,b) no
plano ou como o vetor (a,b). Assim, podemos definir a distancia entre dois nameros

complexos z; e z, por |z; — 25|

2.2.1 A desigualdade triangular

A norma complexa tem uma propriedade muito importante, que é a chamada de-

sigualdade triangular, que enunciamos e demonstramos a seguir.
Proposicao 2.2.3 (Desigualdade triangular). Sejam z,,z, € C. Temos

|21 + 25| < 21| + 22|
Demonstracao: Sabemos que

|21+ 2o|* = (21 + 2)(21 T 22) = (21 + 22)(Z1 + 2)
=2121+ 2123+ 2122 + 222
=lz1l* + 212, + 2125 + |20
= |z1/° + 2Re(z123) + |2,/
<z + 2IRe(z,2)| + |z
<21l + 2lz1llzo] + |2/

2
= (lz1] +|z2)%,

o que mostra o resultado. n

Usando a desigualdade triangular, podemos ver também que |z; — z5| < |z1] + |2,].

Proposi¢ao 2.2.4. Para quaisquer zy,z, € C, temos |21 — z5| > ||z1| — |z2]|-
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Demonstracao: Temos
21| =21 — 22 + 25| < |21 — 22| + |22,
utilizando o item (i) do exercicio anterior. Assim
21| = |2o] < |21 = 2.
Analogamente, obtemos |z,| —|z;| < |z; — 2,|, e juntas estas desigualdades nos dao
|21 = 22| 2 |z1] = |z2]|-

O exemplo abaixo ilustra um pouco da teoria de lugar geométrico, e sera muito util

no Capitulo 4.

Exemplo 2.2.5. Mostre que se p > 0 e p # 1, entdo o conjunto I dos pontos de C que
satisfazem a equagao
|z —zo| = plz|, para um zy € C fixado ,

é um circulo.

Solugao: Vamos supor que p > 1 (o0 caso p <1 é inteiramente andlogo). Assim temos
|z = zl” = p?l2l?,

e assim temos
|z> - 2Re(2Z) + |zo|* = p?|2I>.

Usando que p > 1 podemos definir a = 1 — p? e reescrever a equagdo acima da seguinte
maneira
2 2 — 1 0
|z|” — —Re(zzg) + —lzo|” = 0,
a a

. 2 i
0 que, somando e subtraindo o termo % nos da

2 2

Zo|2 2 2 =zl 7
z——=| =|z|"— =Re(zzp) + — = —|z

| | | a ( O) CY2 a2|0|1

5 7 1 20 in P
que é a equagao de um circulo de centro 2} e raio m|zo|.
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2.3 Representacao polar em C

Até agora, vimos como representar um numero complexo z = a + ib como o par
ordenado (a4,b) no plano complexo, que chamamos de representagao cartesiana de z.
Mas, podemos também, alternativamente, representar o niumero z em coordenadas

polares. Sabemos que se z = (a,b) entao existem numeros reais r > 0 e 0 € R tais que

a=rcosBeb=rsino.

Assim, podemos escrever o numero complexo z como
z=rcosO +irsinf =r(cosO +isin0).

Definindo e'? := cos6 +isin @, escrevemos entio z = re'?. Note que para qualquer
0 € R temos
i9|2

e =cos?0+sin’0 =1,

logo r = |z|. Além disso, um possivel valor para 0 é arctan(%) e e0+217) — i para
qualquer n € Z.
Se z = re'?, dizemos que O é um argumento de z (ndo ¢ tinico) e assim, existe um
tinico O € (-7, 7] tal que z = re'%, e a este 6, chamamos de argumento principal.
Uma das propriedades mais uteis desta representacao ¢ a facilidade em lidar com

produtos e poténcias de numeros complexos, como veremos a seguir:

Proposicio 2.3.1. Dados z, = r1e'% e z, = r,e'%2, temos

2125 = 112" 01762),

e além disso, se zy =0 temos r; >0 e zfl = rl_le"e.

Demonstracao: Sabemos que
2125 = 1172(cos B + isin 6y )(cos O, + i sin OB,),
logo

2125 = 1112[cos 01 cos B, —sin O sin O, + i(sin O cos O, + sin 6, cos O1)]
=n Tz(COS(Ql + 92) + isin(91 + 92))

= r rye!(01+02),
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Para a segunda parte, como z; # 0 temos r; = |z;| > 0 e ainda

z1 1 . .
z{l = —12 = —r1(cos 6 —isin6)
|le rl

= ;! (cos(~0) +isin(-0)) = rl_le_ie.

]
Utilizando esta proposi¢ao indutivamente, obtemos a seguinte expressao para po-
téncias de nimeros complexos, cuja demonstracao segue diretamente da proposi¢ao

anterior.

Proposi¢ao 2.3.2. Para cada z =re'® € C e n € Z* temos
2" = r"einf, (2.3.1)

Além disso, se z # 0, esta expressao é vdlida para todo n € Z.

Ainda, como consequéncia direta da expressao (2.3.1) obtemos a féormula de de

Moivre (isto mesmo, sao dois ‘de’)
iO\n _ in@
()" =¢'", paratodoneZ.

2.3.1 Igualdade de nimeros complexos na representagao polar

Sabemos como lidar com a igualdade de nimeros complexos em coordenadas car-

tesianas, agora vamos ver como isto se comporta em coordenadas polares.

Proposicio 2.3.3. Sejam z; = r1e'% e z, = rye'%2 niimeros complexos. Entdo z; = z, se, e
somente se, 1 =1, e 01 = 0, + 2mm, para algum m € Z.

Demonstracao: Sabemos que
Zy =1r;c0s0; +irysinfy e zp, = r,cos 0, +isin O,,
e da igualdade de numeros complexos, temos
r1cosB; =r,cos60, e rysinf@y = rysinO,,
logo, como 11 = |z1]| =|z5| =1,, temos r; =1, e
cos0; =cosB, e sinf; =sinH,,

o que implica que existe m € Z tal que 6, = 0, + 2m7. A reciproca é trivial. (]
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2.3.2 Raizes de nimeros complexos

Suponhamos que temos 7 > 2 e w = re'? # 0 um ntimero complexo dado. Quantas
possiveis solugoes a equacao z" = w possui?

. ~ < 10

Tendo em vista a expressao (2.3.1)), sabemos que uma solugao é dada por z=rne'n.

Mas esta claramente nao é a tnica solugao, e de fato, todos os nimeros

1 60+2kn
zr=rune’ n ,para0<k<n-1 (2.3.2)

sao solugoes de z" = w.

Proposi¢ao 2.3.4. Os niimeros complexos dados em (2.3.2)) sdo as tinicas solugdes da equa-

cao z"' =w.

Demonstragao: Ja sabemos que todos os zx, k = 0,---,n — 1 sao solugdes da equagao
n_ ; — i0 5 n_ n _ .n,in0
z" = w. Agora seja z; = r1e'”! uma solugao qualquer de z" = w. Temos que z} = r{'e’"™1

e assim temos r? =renb =0+ 2mm, para algum m € Z, portanto

1 -0+2mm
zZ1=rne no

e claramente podemos tomar 0 < m < n—1, o que conclui a demonstragao. m
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Capitulo

3

Funcoes de uma variavel complexa

Este capitulo é dedicado ao estudo das fun¢oes de variavel complexa, que é muito

mais rico do que simplesmente func¢des de R? a R?, como vamos a ver no que segue.

3.1 Defini¢oes basicas

No que segue vamos considerar GC Ce f : G — C uma funcao. Dizemos entao que
f é uma fun¢ao complexa de uma variavel complexa, ou simplesmente, uma fungao

complexa.
Exemplo 3.1.1.

1. Seja f: C — C dada por f(z) = z* + iz. Temos neste caso f(0) =0, f(i) =i’ +i-i =
2i% = -2, e assim por diante.

2. f: C— Cdada por f(z) =1i.

3. Fixe w € C e considere f: C\ {w} — C dada por f(z) = =

z-w’

O conjunto G é chamado dominio de f, e o conjunto f(G) dos pontos {f(z): z €
G} € C é chamado de imagem de G por f. Quando nada é especificado, assumimos
que o dominio da fungao f é o maior subconjunto de C no qual f esta bem definida.
Por exemplo, considerando f(z) = ﬁ, o dominio de f é o C\{i,—i}; uma vez que z2+1
é 0 para z = =+i.

Claramente, como R C C, toda fungao real pode ser vista como uma fun¢ao com-
plexa. Além disso, as fungoes complexas podem ser vistas como fungoes definidas

no plano, da seguinte maneira: seja f: G — C uma funcao complexa. Se escrevemos
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z=x+iy e f(z) = u+iv, podemos olhar a func¢ao f como uma fung¢ao de duas variaveis,
dada por

f(x9) =u(x,y)+iv(x,p).

A funcao u é chamada de parte real de f, enquanto a funcao v é chamada de parte
imaginaria de f
Exemplo 3.1.2. Encontre as partes real e imagindria da funcdo f(z) = z*> +iz.

2

Escrevendo z = x + iy, temos f(x +iy) = (x +ip)? +i(x +iy) = x> —p? -y +i(2xy + x),

logo temos u(x,y) = x> -y —p e v(x,y) = 2xy — x.

3.1.1 A funcao exponencial

Consideremos a fungao f: C — C definida da seguinte maneira: escrevendo z =
x + 1y, definimos
f(x+iy)=e"e'Y =e*(cosy +isiny),

que denotamos por f(z) = ¢*. Tal funcao é chamada de func¢ao exponencial complexa.
Como e* > 0 para todo x € R, vemos que e* = 0, para todo z € C. Ainda, suas partes
real e imaginaria sao, respectivamente u(x,y) =e*cosy e v(x,y) = e*siny.

Temos também que |e?| = e* = eR¢(*), para todo z € C; logo le’¥| = 1 para todo yeR.

Proposicao 3.1.3. Para todos zq,z, € C, temos

Z1+2 Z1 ,2
e = etle™,

Demonstragao: Escrevemos z; = x| +1y; € 2, = X +1y;, temos

pZ1+22 — pX1+X2 i (11492)

= eM1%2p1¥101V2 = oX10101 p%2,1Y2 — p%1p%2

aonde utilizamos a propriedade da exponencial real e a Proposi¢ao[2.3.1] u
Uma curiosidade interessante a respeito da exponencial complexa é que ela é pe-

Z+217t

riddica, uma vez que e = ¢%, para todo z € C. Logo ela é periédica com periodo

imaginario puro 2ir.

3.2 Limites

Defini¢ao 3.2.1. Dizemos que o limite de uma funcao complexa f quando z tende a zy é L,
e denotamos por
lim f(z) =L,

z—2(
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quando dado € > 0 existe 6 > 0 tal que |f (z) — L| < € sempre que 0 < |z—zy| < 9.

Critério de nao-existéncia de limite: Se f se aproxima de dois nameros complexos
Ly # L, quando tomamos dois caminhos diferentes chegando até z,, entao lim,_,, f(z)

nao existe.

Exemplo 3.2.2. Mostre que lim,_,( £ ndo existe.
Solugao: Consideramos o limite olhando somente o eixo real; isto é, assuma que z = x =
x + 0i. Assim, temos z = x e temos, para x se aproximando de zero (mas x nao é zero):

.z . ox
lim=-=lim-=1.
z—02Z x—0 X
Agora, consideramos o limite olhando o eixo imagindrio; isto é, assumimos que z = iy =
0+ 1y. Neste caso, z = —iy e temos, para y se aproximando de zero (mas y nao é zero):
.z 1
lim-== hm—},} =-1.
z—>0z y—-0-—-1Y

Logo, pelo critério de nao-existéncia do limite, segue que lim,_, Z nao existe.

Exemplo 3.2.3. Mostre, usando a definicdo, que lin} 22 =1.
_ z—

Solugao: Dado € > 0, nosso trabalho é encontrar um numero real 6 > 0, tal que |22 -1| <
€, sempre que |z—1| < 6. Mas z2~1 = (z+1)(z—1) e, supondo que 0 < |z—1| < 6 < 1, sabemos
que

1>0>z-1|=|z+1-2|>|z+1]| -2,

logo |z + 1| < 3 e assim |22 — 1| = |z + 1|z — 1| < 35, e escolhendo ainda 6 < 5, temos
22— 1| <, sempre que 0 <|z—1| < 0.

Proposicao 3.2.4. Suponha que f e g sejam fungao complexas. Se lim f(z) = Le lim g(z) =

Z—2Z Z—2Z
M, temos

(a) lim cf(z) = cL, onde ¢ é um niimero complexo qualquer fixado;
Z—2

(b) lim(f(z)+g(z))=L+M;

Z—2

(c) lim f(z)-g(z)=L-Me

zZ—2(

(d) zh—>nzlo % = %, desde que M # 0.
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Demonstracao: Provemos primeiramente (a). Se ¢ = 0, nada temos a fazer, ja que é

trivial ver que lim 0 = 0, para qualquer que seja z; € C. Assuma entao que ¢ # 0 e dado
Z_,20

€ > 0, da defini¢ao de limite, existe 6 > 0 tal que se 0 < |z—zy| < 6 temos |f(z) - L| < ﬁ
Assim, segue que

lcf (z) —cL| = lellf () - LI < |c|§ =¢,

0 que mostra (a).
Deixamos as demonstragoes de (b), (c) e (d) como exercicios para o leitor. ]

Uma maneira util de se verificar o limite de uma func¢ao complexa, é usar a teoria

de funcdes em duas variaveis, e o seguinte resultado mostra exatamente isso.

Teorema 3.2.5. Sejam f uma fungdao complexa, com f = u+iv, 2o = xg+iype L =a+1ib

nuimeros complexos, e escrevemos z = x +1y. Entdo lim f(z) = L se, e somente se,
zZ—2

lim wu(x,y)=ae lim v(x,y)=0b.
(Xry)ﬁ(XOJyO) (Xry)ﬁ(XOJyO)

Demonstracao: Assuma que lim f(z) = L, entao isso quer dizer que dado € > 0, existe
zZ—2(

0> 0tal que se 0 < |z—zy| <0 temos |f(z) — L| < . Mas temos

2= 20l = \J(x =302 + (9 = 302 = I(%.9) - (<090l

F(2)~ LI = \J(u(x,p) - @) + (v(x,9) - D)2

Assim, é facil ver que |u(x,y)—al <|f(z)-L| e [v(x,y)—b| <|f(z)—L| e portanto segue
que
u(x,y) —al < e e v(x,y) — b| < &, sempre que 0 <|(x,9) - (xo, po)llz2 < &,
ou seja, lim u(x,y)=ae lim  v(x,y) = b. A reciproca fica como exercicio

(x,9)—(x0,%0) (x,9)—(x0,%0)
para o leitor. "

Exemplo 3.2.6. Mostre que lim 2% = 1, usando o teorema acima.

z—1

2=x%- yz +12xy e portanto neste caso

Solugao: Sabemos que se z = x + iy, temos z
u(x,v) = x> - % e v(x,y) = 2xy. Quando z — 1 = 1+i0 temos que (x,) — (1,0), conse-
quentemente

lim  wu(x,v)= lim (x*-v?)=1,
(x,9)—(1,0) (%7) (x,y)—>(1,0)( y’)

lim v(x,y)= Lm 2xy=0,
(x,9)—(1,0) Y (x,9)—(1,0) Y
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portanto lim z> =1 +i0 = 1.
z—2

3.3 Continuidade

Definicao 3.3.1. Dizemos que uma fungao complexa f é continua em um ponto z, do seu dominio,

se

lim f(z) = f(zo).

Z—2
Quando f é continua em todos os pontos de seu dominio, dizemos simplesmente que f é

continua.

Observacgao 3.3.2. Lembre-se que, para garantir que uma fungdao complexa f é continua em

um ponto z, precisamos verificar trés coisas:

1. lim f(z) existe;
Z—2

2. f estd definida no ponto z; isto é, z estda no dominio de f;

3. lim f(z) = f(zp).

2552
Exemplo 3.3.3. A funcdo f(z) = z> é continua em zy = 1.

Solugao: Sabemos que ll_l’)l} 2% existe e que zy = 1 estd no dominio de f(z) = z>. Ainda, jd
mostramos que lim 22=1,0 que mostra que 2% é continua em zp = 1.

z—1
Exemplo 3.3.4 (O logaritmo complexo). Definimos o logaritmo principal complexo de
um numero complexo z por
Log(z) = In|z| + iArg(z).

A fungao Log(z) estd definida para todo niimero complexo nao-nulo; porém, notemos que
ela é descontinua no eixo real negativo.

Solugao: De fato, assuma que zqg = —x, x > 0, é um niimero complexo no eixo real
negativo. Vamos nos aproximar de zy por valores no circulo de raio x, com parte real positiva;
isto é, com valores da forma z = xe'® onde 6 se aproxima de 7, por valores menores do que
1t. Temos

Log(z) =lnx+10,

e portanto lim,_,, Log(z) =limg_,;[Inx+i0] =Inx+im.

Analogamente, se z se aproxima de zy pelo circulo de raio x, com parte real negativa;
isto é, com valores da forma z = xe'% onde O se aproxima de —m, temos lim,_,, Log(z) =
limg_,_[Inx+i0] =Inx—iT.

Do critério de nao-existéncia do limite, segue que lim,_,, Log(z) nao existe, e portanto

Log(z) ndo é continua no eixo real negativo.
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Usando a Proposi¢ao[3.2.4]podemos enunciar algumas propriedades basicas de fun-

¢oOes continuas:

Proposicao 3.3.5. Suponha que f e g sejam fungdo complexas continuas em um ponto z,

entao:
(a) cf écontinua em zy, onde c é um niimero complexo qualquer fixado;
(b) f +gécontinua em zy;

(c) f-gécontinuaemzye

f

(d) < é continua em z, desde que g(zq) # 0.

Com essa proposi¢ao, podemos provar a continuidade de uma grande classe de

funcoes, como veremos no exemplo a seguir:

Exemplo 3.3.6. Sabemos que a fungao f(z) = z é continua em todos os pontos de C, assim
usando o item (c) da proposigdao acima, qualquer fungao z" é continua, para n € N.
Usando os item (a) e (b), vemos que qualquer fungao complexa polinomial do tipo p(z) =

Co+C1z+--++c,z" é continua.

Por fim, usando o item (d), qualquer fungdo complexa do tipo % é continua, onde

p(z),9(z) sdo fungao complexas polinomiais, em todos os pontos zy nos quais q(zq) = 0. Estas

~

fungdes sao chamadas de fungoes racionais.

Por fim, podemos usar o Teorema [3.2.5]para dar um critério que estabelece a conti-
nuidade de fung¢des complexas, utilizando a teoria de calculo em duas variaveis.

Teorema 3.3.7. Seja f uma fungdo complexa com f = u+iv e zg = xo + iyg. Entdo f(z) é
continua em z se, e somente se, u(x,y) e v(x,y) sao continuas em (xg, V).

3.4 Diferenciabilidade

Para introduzir o conceito de diferenciabilidade, precisamos antes do conceito de

vizinhanga:

Definicao 3.4.1. Seja zy um niimero complexo. Uma bola aberta de centro em z; e raio
r> 0 ¢é o conjunto definido por

B,(zg) ={z€C: |z—zy| < 1}.

Uma bola aberta de centro em z e raio qualquer é também chamada de vizinhanga de

2 e dizemos que um subconjunto D C C é aberto, se para cada ponto zy € D existe uma
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vizinhanga de z( inteiramente contida em D; isto é, para cada zy € D existe um r > 0 tal que

7

7z

Figura 2: Vizinhang¢a de um ponto z.

Definicao 3.4.2. Seja f uma fungao complexa definida numa vizinhanga de um ponto z.
Dizemos que f ¢é diferenciavel no ponto z se existe o limite
f(2)— f(20)

lim —————,
Z—2Z z— ZO

e neste caso denotamos este limite por f’(zg); isto é

. z)—f(z
) tim TS 20)
z—2) zZ—2
Quando f é diferencidvel em todos os pontos do seu dominio dizemos simplesmente que

f ¢ diferenciavel.

d
Observacao 3.4.3. Também denotamos a derivada f’(z) por Ef(z).

Exemplo 3.4.4. Mostre que f(z) = z* é diferencidvel e que f’(z) = 2z, para todo z € C.
Solugao: Notemos que, para z, € C fixado, temos

f&)=flzo) _Z =2 _ (z=20)(z+2)
z—z2y = z-2z9 zZ— 2

=z+2z),
sempre que z # zq. Portanto

lim M = lim z + z( = 2z,
zZ—2) z— ZO zZ—2)

elogo f é diferencidvel em zg e f'(zy) = 2z¢. Como z é arbitrdrio, segue que f é diferencidavel
em todos os pontos de C e que f'(z) = 2z.
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O exemplo a seguir mostra que os Teoremas [3.2.5 e [3.3.7| ndo tém um correspon-

dente quando tratamos da diferenciabilidade de fung¢oes complexas.

Exemplo 3.4.5. Considere a fungdo complexa definida por f(x +iy) = x + idy. Mostremos

que esta fungdo ndo é diferencidvel em nenhum ponto de C.

De fato, seja zy = xq + 1Yo € C um niimero complexo arbitrario fixado. Consideramos

primeiramente o limite lim M

usando o caminho z = xy + iy. Temos
Z—2 z— ZO

lim &)= fz0) _ i Xo+idy—(xo—idyo) _ . 14 =30)
2=z Z2— 2 y—=% Xg+1y — (X0 —1Y0)  ¥—% (Y —Yo)

Agora, tomando z = x + 14y, temos

f(2)=f(z0) _ lim X+ i4yo — (X0 — i430) _ lim X =%0 _

lim =1,

-z Z—2 x—=xg X +1Yo— (xo —1yo) X—Xg X — X

e usando o critério de ndao-existéncia do limite, vemos que esta fungdo nao é diferencidvel em

20-

O préximo resultado mostra que diferenciabilidade é ‘mais forte’ do que continui-
dade; isto é, uma funcao diferenciavel num ponto z, é automaticamente continua neste

ponto.

Proposicao 3.4.6. Seja f uma fungdo complexa definida numa vizinhanga de um ponto

zo € C. Se f é diferencidvel em zy entdo f é continua em z.

Demonstracao: Temos que

lim (f(2)~ f(z0)) = Jim TEZLE) )
z—2) z—2) -2y
fl2) - f(z0)

e como f é diferenciavel, existe o limite lim e do item (c) da Proposicao

z—2) Z—2

segue que
Jim (/0= feo) = Jim HETE fim o200 =0
0 0 0 0
=0

]
Vejamos agora alguma regras de diferenciacao, que sao muito uteis no calculo de

derivadas e cuja demonstragao fica como exercicio para o leitor:
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Proposicao 3.4.7 (Regras de derivagao). Sejam f e g duas fungées complexas diferencid-
veis e ¢ um niimero complexo fixado. Temos
d

(a) EC:O;
d ,

() 2 (ef(@)=ef (e

(€) +-(f(2)+8(2) = f(2) + (2]
d

(d) - f(2)-g(2) =f'(2)-g(2) + f(2)- &' (2);
d lf(Z)l f'(2)8(z) - f(2)g'(2)

— = , desde que g(z) # 0 na vizinhanga de z.
dz| g(2) [8(2)]?

Uma outra propriedade importante das derivada é a Regra da cadeia, que enuncia-

mos a seguir.

Teorema 3.4.8 (Regra da cadeia). Sejam f e g fungoes complexas, com g definida numa
vizinhanga de z, diferencidvel em zy e f definida numa vizinhanga de g(z,) e diferencidavel

em g(zq). Entdao a composta f o g é diferencidvel em z; e

d
E(f 0 ¢)(z0) = f'(2(20))g" (20)-

Demonstracao: Como g é diferenciavel em z;, ¢ € continua em z; e temos lim (g(z) -
Z—2

2(zp)) =0, assim

(fog)z) = (fog)(z0) _ . - f(g(2)) - f(g(20))

lim
z—2 zZ—2 z—2 Z-2
_ 1im £ (8(2) ~ £(8(20) g(2) - g(20)
2>z g(z) - g(2o) z2-2
) 1 £ 8@~ f(8(z0)) . &(2) ~glz0)
% g()-gz) R z-z9
= f(8(20))g (20),
onde em (*) utilizamos a diferenciabilidade de f em g(zy) e de g em z,. ]

Observacao 3.4.9. Note que esta demonstragao nao estd completamente correta; melhor
dizendo, ela so é verdadeira se assumirmos que g(z) # g(zy) para 0 < |z —zy| < r, para algum

r > 0. Caso contrdrio, ndao podemos dividir a expressdo por g(z)— g(zo).

Exercicio 3.4.10. Dé uma demonstragao mais precisa deste resultado, que nao exclua o caso

que mencionamos acima.
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Usando o item (c) das regras de derivagao é facil mostrar a regra de diferenciacao

para poténcias:

4,
dz

Além disso, usando o item (e), podemos ver que

"= pz" 1 para todo n € N.

d__d1__1_
dz dz z 22 ’

e indutivamente podemos mostrar que a regra acima vale também para inteiros nega-
tivos. Logo temos
d n

n-1
—z"=nz""", paratodoneZ.
dz P

3.5 Analiticidade

Agora veremos o conceito de analiticidade, que é de extrema importancia quando

trabalhamos com fung¢oes complexas.

Definicao 3.5.1. Seja f uma fungao complexa definida numa vizinhanga de um ponto z, €
C. Dizemos que f é analitica no ponto z, se f é diferencidvel numa vizinhanga de z,.

Observacao 3.5.2 (Cuipapo!). Note aqui uma diferenga sutil, mas de extrema importancia,
entre as definigoes de diferenciabilidade e analiticidade. Para que f seja analitca em z ela

deve ser diferencidvel em todos os pontos de uma vizinhanga de z,, e nao somente no ponto

2(-

Defini¢ao 3.5.3. Seja f : D € C — C uma regido definida num conjunto aberto D. Se f
¢ analitica em todos os pontos de D dizemos simplesmente que f é analitica em D. Uma
fungao analitica em todo o plano complexo C é também chamada de fungao inteira.

Exemplo 3.5.4.

1. Toda fungdo polinomial p(z) = cy+c1z+---+¢,2", com n € N é inteira.

—

2. Uma fungado racional da forma f(z) = 22 ¢ analitica no aberto D definido por C\{z, €

q(2)
C: q(zy) = 0}.
Com estas defini¢oes, podemos enunciar o seguinte:

Proposicao 3.5.5. Sejam f,g: D — C duas fungoes analiticas num conjunto aberto D C C.
Entao as fungoes cf, onde ¢ é um niimero complexo fixado, f + g e f - g sao analiticas em D.
Ainda, se g(z) # 0 para todo z € D, a fungdo é é analitica em D.
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Ainda, uma regra importante usada no calculo de limites é a Regra de L'Hopital,

dada abaixo

Proposicao 3.5.6 (Regra de L'Hopital). Sejam f e g fungoes analiticas num ponto zy com
f(zo) = g(z9) = 0 e assuma que g’(zq) # 0. Entdo

f(D) =)
I @~ gz

Demonstracao: Exercicio.

3.5.1 Equacoes de Cauchy-Riemann

Usando as partes real e imaginaria de uma fung¢ao complexa, podemos estabelecer
um critério para decidir quando uma fungao f nao ¢ diferenciavel em um determinado

ponto z.

Teorema 3.5.7 (Equagoes de Cauchy-Riemann). Assuma que a fungdo complexa f = u+iv
é diferencidvel no ponto zy = xo + iyg. Entdo as derivadas parciais de u e v em (xg,yq)

satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann:

2 0 90) = 22 0,90) € 2 0, 30) = =2 (30,30}
55 X0:Y0) = 7y v0,%0) € oy ¥ ¥0) =50 X0,%0);

ou resumidamente u, = v, e i, = —V,.

Demonstracao: Como f é diferenciavel em z, existe o limite

f(2) = f(z)

f,(ZO) = hm —_— = hm u(x’y)"'iv(xJV)_u(x();})o)—iV(xo,yO)
22 zZ—2 (x,9)—(x0,v0) x + 1y — X0 — lyo

Sabemos também que como este limite existe, ele existe independente de que ca-

minho em C tomamos; isto ¢, podemos tomar y = y, fixo e temos

F(z9) = lim u(x,vo) + iv(x,v0) — t(x0, Vo) — iv(x0, Vo)

X—x X —Xg

~ Im u(x,v9) — u(xp, o) i lim v(x,90) — v(X0,Y0)
X—Xq X — XO X—X X — XO
du v

= a(xofyo) + ia("o&o)-
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Agora, tomando x = x fixado, temos

(x0,) +1v(x0,v) — u(x0,v0) — iv(X0, Vo)

f'(z0) = lim &

¥—70 1y = o)

 Lm M(Xo;}/)—“(xo;yo) i lim V(XOr}?)—V(xo;yo)
) i(y — o) ¥=%0 i(y — o)

- lim v(x0,v) — v(x0,V0) i lim u(xo,y) — u(xo,%0)
'l Y= =% ¥Y—=Yo
22 (x0,30) =i 2 50, 30)
Iy 0:%0 l&y X0, %0

Igualando as duas expressoes obtemos o resultado desejado. (]

Observacao 3.5.8 (Cuipapo!). Este resultado ndo diz quando uma fungao f é diferenciavel,

ele é simplesmente um critério para definir quando uma fungdo f ndo é diferencidvel em um

ponto zy, a saber, se uma fungdo f nao satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann num ponto
zo entdao f nao é diferencidvel em z.

Exemplo 3.5.9. Mostre que a fungdo complexa definida por f(x +iy) = x + i4y nao é dife-
rencidvel em nenhum ponto de C usando as equagoes de Cauchy-Riemann.

Solugao: Neste caso temos u(x,y) = x e v(x,y) = 4y. Assim uy(x,) = 1, uy(x,y) =0,
ve(x,9) = 0 e vy(x,9) = 4 e como u, # v, em todos os pontos de C, segue que f nao satisfaz as
equagoes de Cauchy-Riemann em nenhum ponto, portanto f ndo é diferencidvel em nenhum

ponto de C.

Podemos no entanto, utilizar algumas condi¢oes a mais para ter a reciproca deste
resultado, isto é, utilizando as equagdes de Cauchy-Riemann, sermos capazes de dizer

quando a fungao é diferenciavel. Este é o contetido do préximo resultado.

Teorema 3.5.10 (Equagoes de Cauchy-Riemann v.2). Suponha que f = u + iv seja uma
fungdo complexa, seja zy = xo + iyy e assuma que u(x,v),v(x,y) sdo fungoes continuamente
diferencidveis; isto é, continuas com todas as derivadas parciais de ordem 1 u,, Uy, Vy €
vy continuas em uma vizinhanga de (xo,9o). Se u e v satisfazem as equagoes de Cauchy-

Riemann no ponto (xg,vg) entdao f é diferenciavel em z e ainda

, du v v .du
f(z0) = g(xo;yo) + lg(xo;yo) = a—y(xo;yo)—la—y(xo;yo)-

Exemplo 3.5.11. Encontre os pontos nos quais a fungdo complexa f (z) = |z|? é diferencidvel.
Solugao: Neste caso, sabemos que f(x+iy) = x> +v?, logo u(x,y) = x> +y? e v(x,y) = 0.
Assim temos
uy(x,9) = 2x, uy(x,9) = 29, vy(x,y) =0 e vy(x,) =0,



3.5 Analiticidade 29

assim u e v satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann somente se x = y = 0. Portanto

f(2) = |z|* é diferencidvel somente em z = 0.
No que segue, sempre mencionaremos a palavra dominio, que definimos a seguir:

Definicao 3.5.12. Um dominio D é um subconjunto aberto de C que é conexo; isto é, um

conjunto aberto que nao pode ser escrito como uniao de dois abertos disjuntos.

Observacao 3.5.13. Equivalentemente, um dominio é um conjunto aberto com a seguinte
propriedade: para cada par de pontos distintos z,w € D existe uma fungdo continua y: [0,1] —

D tal que y(0)=ze (1) = w.
Com esta defini¢ao, podemos enunciar o seguinte resultado
Proposicao 3.5.14. Suponha que f seja uma fungao analitica num dominio D.

(a) Sel|f(z)| é constante em D entdo f também é.

(b) Se f’(z)=0em D entdo f é constante em D.

Demonstragao: As provas destes resultado seguem basicamente das equagoes de Cauchy-
Riemann. Provemos primeiramente (a) e para isso, sabemos que para f = u +iv temos,

como |f(z)| = ¢ para algum nimero complexo ¢

¢ =1f () = uP(x,p) + v’ (x,).

Se ¢ = 0, nada temos a fazer, entao podemos supor que ¢ # 0 e derivando a expressao

acima em x e v separadamente, temos

U, +vv, =0

Uty +V0y = 0

Como u e v satisfazem as equag¢des de Cauchy-Riemann, substituindo v, por —u, e

vy pOr U, nas equacoes acima, obtemos

Uty —vu, =0

Uty +vit, =0

Multiplicando a primeira equagao por u, a segunda por v e somando as duas equa-

¢oes temos 0 = u’u, + v2u, = (u? + v?)u, = c?

Uy, e como ¢ > 0 segue que u, = 0.
Analogamente mostramos que u, = 0 e novamente, as equagoes de Cauchy-Riemann
implicam que v, = 0 e v, = 0. Portanto, usando a teoria de calculo em duas variaveis,
sabemos que u e v sd3o constantes, o que mostra que f é constante.

A prova de (b) é analoga, e fica como exercicio ao leitor. (]
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Capitulo

4

Transformacoes de Mobius

Em muitas aplica¢cdes que envolvem problemas de valores de contorno associados
a equacao de Laplace, é necessario encontrar aplica¢des conformes; isto é, que preser-
vam angulos entre curvas, que levam um disco no semiplano y > 0. Tal aplicagao deve
levar a fronteira do disco na reta de fronteira no semiplano. Uma classe importante
de aplicagoes conformes elementares que levam circulos em linhas, e vice-versa, sao as
transformagoes de Mobius, ou também conhecidas como transformagoes lineares fraciond-
rias.

Neste capitulo vamos definir e estudar esta classe especial de aplicagoes. Antes de
comecarmos, faremos uma revisao basica sobre as propriedades das escalas, rotagoes e
translagoes no plano complexo.

4.1 Escalas, rotacoes e translacoes

Definicao 4.1.1. Sejam r > R, 6 € R e zy € C. Definimos para z € C:
(a) a escala de tamanho r por E,(z) = rz;
(b) a rotagio de dngulo O por Ry(z) = €%z;
(c) atranslagao por z por T, (z) = z + 2.
Exercicio 4.1.2. Considere r #0, 0 € R e z; € C. Mostre que para todo z € C temos

1. E,0Ei(z) =z 3. T,jo T (2) =z

2. RgoR_y(z) =z 4. E, oRy(z) =Ry o E,(2).
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Claramente, cada transformagao linear afim da forma f(z) = az+b, onde a,b € C é
uma composi¢ao de uma escala de tamanho |a|, uma rotacao de dngulo Arg(a) e uma
translacao por b. Veremos como cada uma destas transformacgoes se comporta, quando

.~ ~ 1 . . /
fazemos a composi¢ao com a fungao g(z) = 3, no plano complexo estendido (isto ¢, o
plano complexo unido com o simbolo ), que sera denotado por C,..

No plano complexo estendido C,,, podemos definir g(0) = oo e g(c0) = 0.
Proposicao 4.1.3. Para r # 0 temos E, o g o E,(z) = g(z), para todo z € Cy,.

Demonstragao: De fato, se z € C, entao

g =2 == =r(--) =rgtr2) =B ogo B (2.

rz
]
Da mesma maneira, podemos provar a seguinte proposicao.
Proposicao 4.1.4. Para 6 € R temos Ry o g o Rg(z) = g(z), para todo z € C,.
Demonstracao: De fato, se z € C, entao
1 rl 1
g(z) = S=,c r(;) =rg(rz) =E, ogoE,(2).
]

Sabemos da geometria analitica que escalas, rotagoes e translagoes levam retas em
retas, e circulos em circulos. Este fato sera importante para o que veremos daqui pra

frente.

4.2 Definicoes e propriedades basicas

Definicao 4.2.1. Sejam a,b,c e d niimeros complexos com ad — bc # 0, entdo a fungdo

complexa definida por )
az+

Ccz+d

T(z)

¢ chamada uma transformacao de Mobius.

Se ¢ = 0, entao a transformac¢ao de Mobius T(z) € uma transformacao linear afim;
logo, toda aplicacao linear afim é uma transformacao de Mobius. Agora veremos que
qualquer transformagao de Mobius é dada por compostas de transformacoes lineares

afins e da funcgao g(z) = %
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Teorema 4.2.2. Sejam a,b,c e d niimeros complexos com ad —bc # 0 e considere a trans-

formagao de Mobius T(z) = Zj:g Entao existem duas transformacoes lineares afins S, R tais

que
T(z) =S ogoR(z),

onde g(z) = %
Demonstracao: Podemos reescrever T(z) da seguinte forma

bc—ad 1 a
= + -,
c c¢z+d ¢

T(z)

e definindo & = 2=%4 ¢ g = 4 tomamos

S(z)=az+p e R(z)=cz+d,

logo é simples verificar que T =SogoR. "
Claramente vemos que o dominio de T é o conjuntos dos niimeros complexos menos

o ponto z = —%; ja que a funcao T nao esta definida neste ponto.

Observacao 4.2.3. Apesar de nao termos visto a definigdo precisa de aplicagoes conformes,
é possivel mostrar que T satisfaz esta propriedade; e para isto, é de fundamental importincia
que ad —bc = 0.

Além da observagao acima, mostramos mais uma propriedade importante que se-

gue do fato ad — bc = 0.

Proposicao 4.2.4. Uma transformagao de Mobius é injetora no seu dominio.

az+b
cz+d

existe uma transformacao linear afim H tal que HoT(z) =
deT.
De fato, da demonstragao do Teorema sabemos que

Demonstracao: De fato, suponha que T(z) = com ad — bc # 0. Garantimos que

_C21+ -, para todo z no dominio

_bc—ad 1 a

T ,
() ¢ c¢z+d ¢

1
cz+d*

Assim, sejam z1,z, numeros complexos no dominio de T tais que T(z;) = T(z;). Do

logo, definindo H(z) = ;572 — ;-%,; temos que Ho T(z) =

que provamos acima temos

) 1
cz +d HoT(z))=H(T(z1)) =H(T(z3)) =Ho T(2) = cz,+d’
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e portanto z; = z,, 0 que prova que T é injetora no seu dominio. (]

Se ¢ # 0, temos a seguinte situagao: escrevamos T da seguinte maneira

_az+b_1az+b_ 1

= (2)

T = =
(2) cz+d ¢ z4+4

d}
c Zte

onde ¢(z) = %(az+ b). Como ad — bc # 0, vemos que (j)(—%) # 0 e portanto

Ainda, vemos que

b

lim T(z) = lim —=% = —,

Z—0 Z—00 ¢ + i C
z

e assim, usando estas duas ultimas rela¢oes, podemos definir T em todo o plano com-

plexo estendido da seguinte maneira

az+b

——,Sez# ——, Z # 00

cz+d c
d

T(z) =1 oo, sez=——; (4.2.1)

c

a

, se z = oo.

C

Exemplo 4.2.5. Encontre a imagem dos pontos 0,1 +1,1 e co pela transformagao de Mobius

dada por
2z +
T(z) = .
(2) z—1
Solugao: Temos
2-0+1 . . .
T(0)= o~ ¢ T(1+i)=3+2i.
Para os pontos restantes, identificamos a=2,b=1,c=1ed = —i; assim —% =ie % =2;
logo
d
T(i)=T|-—])=00 e T(0)=-=2
c

4.3 Propriedade de preservacao de circulos

Nao é dificil ver que transformagoes lineares afins levam retas em retas e circulos
em circulos. Para termos um estudo de como retas e circulos se comportam sob a
acao de transformacgoes de Mobius, primeiramente vamos estudar este comportamento

considerando primeiramente a fungao g(z) = % Para isto, faremos alguns resultados:
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o ~ . . . e ~ _ l . .
Proposicao 4.3.1 (Eixos real e imaginarios). A fungao g(z) = 7 leva o eixo real estendido
no eixo real estendido e o eixo imagindrio estendido no eixo imagindrio estendido.

Demonstracao: Claramente

. 1
x+10) = — ==
8 ) x+i0 «x
logo g leva o eixo real estendido no eixo real estendido. A analise para o eixo imagina-
rio é totalmente analoga. (]

Proposicao 4.3.2 (Retas passando por 0). Seja r uma reta que passa pela origem, da forma
1

r ={tz: t € R}. Entdo a imagem de r pela funcdo g(z) =  é uma reta que passa pela origem.

Demonstrag¢ao: Sabemos que existe uma rotacao de angulo 6 € R que leva a reta r no
eixo real, isto é Ry(r) = eixo real. A imagem do eixo real por g é o eixo real, Ry leva
o eixo real numa reta inclinada. Como Rgo go Ry = g, segue que a imagem da reta
inclinada r € uma reta inclinada. n

Proposicao 4.3.3 (Retas verticais com xq # 0). Seja r = {z = xo + iy} uma reta vertical

qualquer no plano complexo estendido com xy # 0. Entdao a imagem de r pela fungao g(z) = %

é um circulo contendo o ponto z = 0.

Demonstracao: Temos

1 Xg— 1y
. - ’
Xo+1y x5 +y2

g(xo+iy) =

e por calculos simples podemos mostrar que

1 1

2(xp+iy) - 2—x0 - —2|x0|’

e portanto a imagem da reta r por g é um circulo. Como a reta r é ilimitada, o ponto
oo do plano complexo estendido pertence a r e como g(co0) = 0, segue que 0 pertence ao
circulo. n

Proposi¢ao 4.3.4 (Retas horizontais com y, = 0). Seja r = {z = x+iyy} uma reta horizontal

qualquer no plano complexo estendido com vy # 0. Entao a imagem de r pela fungdo g(z) = %

é um circulo contendo o ponto z = 0.

Demonstracao: Analoga a proposicao anterior, obtemos

1 1

X+1iyg)+im—|= .
R AT TN
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Proposicao 4.3.5 (Retas nao passando por 0). Se r é uma reta que ndo passa pela origem,

entdo a imagem de r por g(z) = % é um circulo contendo o ponto z = 0.

Demonstracao: Como r nao passa pela origem, existe uma rotacao de angulo 6 que
leva r numa reta horizontal r; com parte real diferente de 0. Como g leva r; num
circulo C contendo o ponto z = 0. A rotagao de angulo 6 leva o circulo C num circulo

C; contendo o ponto z = 0. Assim, temos
g(r)=RgogoRy(r)=Rgog(r)=Re(C)=Cy,

logo g leva r no circulo C; que contém o ponto z = 0. (]

oy , ~ 1 .
Agora o proximo passo € ver como a fungao g(z) = ; age sobre circulos. Como
¢ 1(z) = g(z) para todo z no plano complexo estendido, temos facilmente o nosso pri-
meiro resultado, cuja demonstracao segue do que fizemos acima, e é deixada a cargo

do leitor.

Proposicao 4.3.6 (Circulos contendo 0). Seja C um circulo no plano complexo com 0 € C,
centrado ou num niumero real ou num numero imagindrio puro. Entdao g(z) = % leva C em

uma reta horizontal ou vertical.
Agora, vejamos 0s outros casos.

Proposicao 4.3.7 (Circulos centrados em 0). A fungao g(z) = % leva circulos centrados em

0 em circulos centrados em zero.

1 _
rel® —

Demonstragio: Seja C = {z = re'? : 0 € [0,2r]}, para algum 7 > 0. Assim g(z) =

r~le=i9, que esta no circulo de raio r~! centrado em 0. N

Proposicao 4.3.8 (Circulos nao contendo e nao centrados em 0). A fungdo g(z) = % leva
circulos nao contendo e nao centrados em 0 em circulos nao contendo e nao centrados em Q.

Demonstracao: Considere um circulo C nao contendo e nao centrado em 0, que tem
como equagao |z —zg| = r. Como C nao contém 0, sabemos que |zy| # r, e como C nao
esta centrado em 0, zy = 0.

Temos
1 1

z 20

1
z

Clz=zol 7

’

‘g(Z) - Zl—o

~ lallzol Izl

e como |zp| # 1, segue que |Z—TO| # 1 e 0o Exemplo[2.2.5Inos diz que a imagem de C por g é
um circulo nao centrado em 0 e nao contendo 0. n

Com estes resultados, fica simples verificar que estas mesmas propriedades valem
para transformagoes de Mobius gerais. Estas propriedades estao no seguinte resultado,

cuja demonstracao fica a cargo do leitor.
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Teorema 4.3.9. Seja T uma transformagdo de Mobius da forma , entqo:

1. se C é um circulo, a imagem de C por T é ou um circulo ou uma reta no plano esten-

dido. A imagem é uma reta se, e somente se, ¢ # 0 e 0 ponto z = —4 estd no circulo
C

C;

2. ser éuma reta, a imagem de r por T é ou uma reta ou um circulo no plano estendido.

A imagem é um circulo se, e somente se, c =0 e 0 ponto z = _d ndao estd na reta r.
Cc

Além disso, se fixarmos trés pontos zq,z,,z3 em C (ou em r) e especificarmos Tzy, Tz, e Tz3,
a transformagdo T é unica.

Exemplo 4.3.10. Encontre a imagem do circulo unitdrio |z| = 1 pela transformagdo de Mo-
bius T(z) = “2 . Qual éa zmagem do interior |z| < 1 deste circulo?

Soluc;ao. O ponto z = —; =1 estd no circulo unitdrio |z| = 1, entao pelo Teorema
a imagem deste circulo é uma reta. Como qualquer reta é determinada por dois pontos,
encontremos dois valores na imagem de T para encontrd-la. Temos T(-1) = —3 e T(i) =
—% - i%, logo a imagem de T é aretar = {—% +iy: y € R}

Para responder a ultima pergunta, escolhemos um ponto de teste no disco unitario |z| < 1;
por exemplo, z = 0. Assim T(0) = =2, que estd a esquerda da reta r, portanto a imagem do

disco |z| <1 é o semiplano {z € C: Re(z) < —%}.

Exemplo 4.3.11. Encontre a imagem do circulo |z| = 2 pela transformagdo de Mobius T (z) =
22 Qual é a imagem do dzsco |z| <2 por T?

Soluc;ao. O ponto z = —? = 1 nao estd no circulo C = {z € C: |z| = 2}, entdo o Teorema
[4.3.9] garante que a imagem de C é um circulo, que chamamos de C. Neste caso, para
encontrar a descrigdo exata de C, notemos que C é simétrico com respeito ao eixo real; isto é,
se z estd em C, entdao z também estd.

Ainda, observamos que

z+2 [(z+2
T(z) = e (—) =T ,
2 z—-1 z—-1 (2)
assim, se z € C entdo ambos T(z) e T(z) = T(z) estdo em C. Logo, concluzmos que C é
simétrico com respeito ao eixo real. Como z=2ez=-2estioem Ce T(2)=4, T(-2) =

concluimos que C é o circulo de centro em 2 e raio 2; isto é,
C={zeC:|z-2|=2).

Novamente, para responder a tiltima pergunta, utilizando um ponto de teste, por exemplo
z =0, temos T(0) = —2 que estd fora de C e portanto a imagem de |z| < 2 é a regido |z—2| > 2.
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4.3.1 Orientacao

Definicao 4.3.12. Se C é um circulo, entao uma tripla de pontos (z1,z,,23) de C é chamada
de orientacao de C. Analogamente, definimos uma orientagdo para a reta r.

Intuitivamente, trés pontos em um circulo ou uma reta nos dao uma direcao; isto ¢,
nos “vamos” de z; até z, e de z, até z3 (com somente dois pontos, isso claramente seria
ambiguo). Além disso, se caminharmos no sentido dessa orientagao, temos definidos
o lado direito e o lado esquerdo do circulo ou da reta. Podemos entao enunciar o

Principio da Orientagdo:

Teorema 4.3.13. Sejam I3, I, dois circulos (ou duas retas, ou um circulo e uma reta, ou
uma reta e um circulo) e T uma transformacao de Mobius tal que T(I7) = I,. Considere
(21,25,23) uma orientagdo para I'1. Entao T leva o lado direito (resp. esquerdo) de I no lado
direito (resp. esquerdo) de I, com respeito a orientagao (Tzy, Tz, Tz3) de 1.

Exemplo 4.3.14. Qual a imagem do semiplano {z € C: Imz > 0} pela transformagao de
Mobius T que levazy =-1,2,=0,z3=1em wy = -1, wy, =1, w3 = —1 (respecitvamente)?

Solucgao: A orientacao (z1,2,,23) do eixo real faz com que o semiplano {z € C: Imz >
0} seja o seu lado esquerdo. Pelo Teorema a transformacao T deve levar este
conjunto sobre o lado esquerdo do circulo |z| = 1, com a orientacdao dada por (wy, w;, w3)
que é o exterior {ze€ C: |z| > 1}. O

4.4 Representacao matricial

Quando trabalhamos com transformacgoes de Mobius, é util utilizar sua representa-

¢ao matricial, o que facilita muito o calculo de compostas e inversas.

Definicao 4.4.1. Seja T uma transformagao de Mobius dada por

_ az+b
Ccz+d

T(z)

A esta transformagdo associamos uma matriz A, definida por

A:[j Z],

Note que, como para qualquer A # 0 complexo temos
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vemos que esta representagao matricial nao é Gnica; isto é, a mesma transformagao
pode nos dar matrizes distintas.

E bem simples verificar (fica a cargo do leitor) que a composta T, o T; de duas trans-

formacgoes de Mobius T; e T,, dadas por

a,z+ b2

_ (le-l—bl T (Z)

Ti(z e
1( ) clz+d1 2 C22+d2’

é representada pelo produto matricial
a, bz a bl _ araq +b2C1 Elzbl +b2d1
(053 d2 (o] dl B Craj + d2C1 C2b1 + d2d1 '

Além disso, a expressdo para a inversa T~! da transformacio T é representada ma-

tricialmente pela inversa A~! da matriz A, dada por

1 d -b
_1 _
AT = ad—bc(—c a ]

Como podemos eliminar qualquer numero complexo nao-nulo, concluimos que a

representacdo matricial de T~! pode ser dada pela matriz

d -b
— a)
Exemplo 4.4.2. Sejam T(z) = 251 ¢ S(z) = z;_’l Use a representacao matricial para encon-

z+2 iz
trar STl o T.

Solugao: As representagoes matriciais de T e S, respectivamente, sdao

) )

Assim, a representagdao matricial de S™1 é

e portanto a representagdo matricial para S~ o T é dada pelo produto

-1 i) (2 -1) (-2+i 1+2i
i 1)1 2) |\1=2i 2+i])
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Assim, sabemos que a transformagdo S~' o T é dada por

(=2+i)z+1+2i
(1-2i)z+2+i

SloT(z) =

4.5 Razao cruzada

Para terminar este capitulo, apresentamos o conceito de razao cruzada, que é util
para encontrar transformagoes de Mobius que levam trés pontos determinados z1,z, e

z3 em outros trés pontos determinados wy, w, e ws.

Definicao 4.5.1. A razao cruzada entre os niimeros complexos z,z1,z, e z3 é 0 niimero

complexo definido por
Z2—212)—23

2,21,2,23) = _
(2,21,22,23) Pp—
Observacao 4.5.2 (Cuipapo!). Lembre-se de verificar corretamente a ordem dos niimeros
complexos quando for calcular a razao cruzada. Ela é muito importante, e altera o resultado
se for mudada. Por exemplo, mostre que (0,1,1,2) = % + ii, enquanto (0,i,1,2) = i - ii.

Para completar a definicao de razao cruzada em todo o plano complexo estendido,
definimos

(00,21,29,23) = lim (z, 21, 29, 23).
Z—>00

Para apresentar o resultado principal da razao cruzada, faremos um lema.

Lema 4.5.3. Suponha que T é uma transformagdo de Mobius tal que T(0) =0, T(1)=1e
T(o0) = oo. Entao T(z) = z para todo z no plano complexo estendido.

az+b

Demonstragao: Seja T(z) = -~ ;. Temos
b
0=T(0)=—;
()=~
a+b
1=T(1)= ;
) c+d
= T(c0)= 2
(e] C.

Logo temos b = 0,c = 0 e 57 = 1, logo T(z) = z, para todo z no plano complexo

estendido. -
O resultado a seguir ilustra muito bem a importancia das razoes cruzadas quando

trabalhamos com transformacoes de Mobius.
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Teorema 4.5.4. Se T ¢ uma transformagdo de Mobius e zy,z,,z3 sao niimeros complexos

fixados distintos, entdo:

(z,21,22,23) = (T(2), T(21), T(22), T(23))-

Demonstracao: Notemos primeiramente que se definirmos a fungao

R(z) = (2,21,22,23),
no plano estendido, entao R é uma transforma¢ao de Mobius. Além disso, temos
R(z1) = 0, R(zp) = 1 e R(z3) = oo. Defina wy = T(zy), wp, = T(z;) e w3 = T(z3) (que
sao distintos, ja que T é injetora) e

5(2z) = (z,wy, wp, w3).

Para S, temos S(w;) =0, S(w;) =1 e S(w3) = co. Assim, se considerarmos a trans-
formagdo S o T o R}, vemos que

Segue entdo do Lema [£5.3]que S o T o R7(z) = z para todo z no plano complexo
estendido; equivalentemente, substituindo z por R(z), temos

S o T(z) = R(z), para todo z,
isto € (z,21,25,23) = (T(2), T(z1), T(z3), T(23)). [

Usando este teorema podemos construir transformagoes de Mobius que levam pon-

tos z1,2,,23 determinados em pontos wy,w, e wy determinados, como veremos agora.

Exemplo 4.5.5. Construa uma transformagao de Mobius que leva o circulo unitdrio |z| =1

no eixo real.
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Solucao: Escolhemos trés pontos distintos no circulo unitdrio zy =1,z =iezz=-1e
trés pontos distintos no eixo real w; = —1, w, = 0 e w3 = 1. Pelo Teorema sew = T(z)
¢ a transformagdo que buscamos, ela deve satisfazer

(Z, 21,23, 23) = (w; Wy, Wy, w3)'

Assim, usando a definigdo da razdo cruzada, temos

z—1i+1 o ow+l
z+1i-1  w-1’

e resolvendo esta equagdo na varidvel w temos

T(z)=w=

iz—1’
que é a transformagao que buscamos.

Este exemplo é bastante interessante, e merece ser melhor explorado. Vamos ver
0 que acontece com o interior do circulo unitario, escolhendo o ponto de teste z = 0.
Temos T(0) =1, logo o interior do disco é levado no semiplano Im(z) > 0.

Imagine que no problema anterior, quiséssemos que o interior do disco fosse levado
no semiplano Im(z) < 0. Como deveriamos proceder?

Refagamos os calculos escolhendo agora wy =1, w, = 0 e w3 = —1; isto é, vamos
inverter a orientacao.

Queremos

(z,1,1,-1) = (w,1,0,-1),

e resolvendo esta equagao em w temos

—2z+4+ 21
w=T(E)=7"—

e vemos neste caso, que o ponto de teste z = 0 é levado em T(0) = —i que esta no
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semiplano inferior Im(z) < 0. Note que a orientacao nao foi alterada, porque T agora
também leva o lado ‘esquerdo’ do disco no lado esquerdo do eixo real, considerando

claro a orientagao dada pelos pontos z;, z, e z3 no circulo e wy, w, e w3 no eixo real.
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Capitulo

5

Integracao complexa

Neste capitulo trabalharemos com integracao de func¢oes complexas. Na teoria da
variaveis complexas, a integral tem um papel importantissimo e nos da resultados
realmente impressionantes, se comparados aos resultados obtidos com integrais de
funcoes em R2.

Para comecar este estudo, é indispensavel introduzirmos o conceito de curvas em

C; e este é o objetivo da proxima secao.

5.1 Curvas no plano complexo

Definigao 5.1.1. Uma curva no plano complexo é uma aplicagdo continua y : [a,b] — C,
de um intervalo real [a,b] tomando valores complexos. Dada uma curva y em C, podemos
escrever

y(t) = x(t)+iy(t), para cada t € [a, b].

As equagoes x = x(t) e y = y(t) sao chamadas de equagoes paramétricas de y, e o conjunto
I ={y(t): t €la,b]} c Cé chamado de trago de y.

Exemplo 5.1.2.
1. y1(t)=cost+isint, para t € [0,2m];

2. Dados dois pontos distintos zy,zy do plano complexo, a curva y,(t) = (1 —t)zg + tzy,
t €[0,1] é o segmento de reta que sai de z e vai até z;;
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y y

20

AR
. ~

Figura 3: Tragos das curvas y; e 5.

Para uma curva y : [a,b] — C, chamamos o ponto y(a) = x(a) + iy(a) de ponto ini-
cial e y(b) = x(b) + iy(b) de ponto final da curva y. A medida que t varia de a até b,
imaginamos uma particula se deslocando do ponto y(a) até o ponto y(b).

Defini¢ao 5.1.3. Seja y : [a,b] — C uma curva. Dizemos que y é
(a) suave se y é diferencidvel com y’(t) continua em [a,b] e y’(t) # 0, para todo t € [a,b];

(b) suave por partes se existe uma partigio P ={a =ty <t; <---<t, 1 <t,=Db}de|a,b]

tal que 7/|[ti+1,ti] ¢ uma curva suave, para cada i =0,1,---,n—1;
(c) simples se )|, p) € injetora;
(d) fechada se y(a) = y(b).

Uma curva suave por partes, em analise complexa, é também chamada de contorno
ou caminho.
Um conceito importante que esta ligado as curvas é o conceito de orientagcdo, que

veremos a seguir.

Definicao 5.1.4 (Orientagao para curvas nao-fechadas). Sejam zy,z dois pontos distin-
tos de C. Fixado o par ordenado (z(, z1), dizemos que uma curva y : [a,b] — C com y(a) = zg
e v(b) = z1 estd orientada positivamente com relacao a (zy,z;), ou simplesmente orien-
tada positivamente. Se y(a) = z; e y(b) = zy, dizemos que y estd orientada negativa-
mente.

Definicao 5.1.5 (Orientagao para curvas fechadas). Dizemos que uma curva fechada
¥ :[a,b] — C estd orientada positivamente se, ao caminharmos em cima da curva, na
direcdo crescente de valores de t, a regido interior da curva fica a nossa esquerda; equi-
valentemente, se caminhamos no sentido anti-hordrio. Caso contrdrio, dizemos que y estd

orientada negativamente.
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Em qualquer um dos casos acima, dada uma curva y : [a,b] — C, a curva -y :
[a,b] — C dada por
—y(t)=y(a+b—t), paratodo t €[a,b],

tem orientagao contraria a orientacao de y.

5.2 Integrais complexas

Consideremos um contorno y : [a,b] > Ce f: GC C — C e assuma que y(t) € G,
para todo t € [a,b]; isto é, f esta definida sobre todos os pontos da curva y. Dizemos
neste caso que y esta inteiramente contida em G.

SejaP={a=ty<t; <---<t, 1 <t, =b} uma particao do intervalo [4,b] e defina
At; = [t;,t;_1] para cada i = 1,---,n. Esta particdo P de [a,b] induz uma particdo na

curva y da seguinte forma: tome
* z;=y(t;), paracadai =0,---,n;

* Azj=2z;—-z;_,paracadai=1,---,n.

Figura 4: Partigao induzida em y por P.

Definimos a norma da parti¢ao P por ||P|| = max; <, At;; isto é, o comprimento
do maior subintervalo de P. Além disso, para cada um destes subintervalos [t;_1,t;],
escolhemos um ponto t; e definimos z; = y(t]). Definimos entao a soma de f associada
a partigao P por

S(f,P)=)_f(z)Az.
i=1
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Com todas estas consideracdes, podemos fazer a seguinte definigao:

Definicao 5.2.1. A integral complexa de f em y é definida por

ff(z)dz: lim S(f,P)= lim Zf(z;*)Az,-,
vV

IP]—0 IIPIl—0 =

quando este limite existe, independente da escolha dos pontos t; € [ti_y,t;]. Quando tal
limite existe, dizemos que f é integravel sobre y.

A seguinte proposi¢ao, cuja demonstragao sera deixada como exercicio, garante

uma grande quantidade de curvas e fun¢des que cumprem a defini¢ao acima.

Proposi¢ao 5.2.2. Seja f uma fungdo continua em todos os pontos de uma curva y suave
por partes. Entdo f é integrdvel sobre y.

Com esta proposicao, assumiremos daqui pra frente que todas as fungdes e curvas
dadas satisfazem esta condi¢ao; isto é, a curva é suave por partes e a fungao é continua

sobre todos os pontos da curva.

Observacgao 5.2.3 (Notagao). Quando y é uma curva fechada, denotamos a integral de f

ggyf(z)dz.

Um resultado que nos diz como calcular integrais em determinadas situagoes é o

sobre y por

seguinte:

Teorema 5.2.4. Seja f uma fungao continua numa curva suave y : [a,b] — C, entdo

b
J flz)dz = f fly@®)y'(t)dt.
V4 a

Exemplo 5.2.5.
1. Calcule fyZdz, onde y(t) = 3t +it?, para t € [-1,4].

Solugdo: Temos y(t) = 3t —it? e também y'(t) = 3 +i2t, assim

4 4
f Zdz = f (3t—it?)-(3+i2t)dt = f [2¢% + 9t +i3t2]dt = 195 +i65.
V4 -1 -1

2. Calcule Sﬁyf(z)dz, onde f(z) = % e y(t) =cost+isint, t € [0,27].
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Solugdo: Temos y(t) = ' e assim f(y(t)) = e7* e y'(t) = ie'!, portanto

27 o 27
ﬁf(z)dz:J ie et dt = if 1dt = 2mi.
)4 0 0

No que segue, listamos algumas propriedades de integrais de fungoes sobre curvas

suaves.

Proposicao 5.2.6 (Propriedades). Sejam f e g duas fungdes continuas num dominio D, e

y uma curva inteiramente contida em D. Entdo:

(a) fy cf(z)dz = nyf(z)dz, onde ¢ é um niimero complexo fixado;
(b) [ [f(z)+g(2)]dz= [ f()dz+ [ g(z)dz
(o) [, fla)dz=~[ f(z)dz

Note que tudo que fizemos desde o Teorema [5.2.4] foi considerando que y é uma
curva suave. Mas e se quisermos tomar uma curva y suave por partes? Como fazemos
entao?

Notemos que se y € uma curva por partes, podemos escrever ¥ como uma concate-
nagao de curvas suaves 1, Y2, -+, -+, Yk, onde y; comeca no ponto final de y;_;, para

cadai=1,---,k—1; e neste caso, escrevemos y = y; U---U Y.

V2

V3

V1 V4
Vs

Figura 4: Exemplo de uma curva y = y; Uy, U y3U y4 U 5, suave por partes.

Temos entao, com estas notagoes, o seguinte resultado
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Proposicao 5.2.7. Se f é continua sobre uma curva y suave por partese y =y U---U g,

k
f f(z)dz = Z f(z)dz.
vV i=1 YVi

Exemplo 5.2.8. Calcule a integral fyf(z)dz, onde f(x+iy) = x*>+iy% e y é 0 contorno dado

entao:

na figura abaixo:

1+2:

Solugao: Podemos escrever y =y U y,, onde
yi(t)=t+itey,(t)=1+i(1+t), parate[0,1]

Assim, temos
1

1
f(z)dz:f (t2+it2)-(1+i)dt:(1+i)2f tzdtzzi,
71 0 3

0

e analogamente, mostramos que

A proposigao acima nos da que
5.
Jf(z)dzz flzydz+ | f(z2)dz=—<+<i.
7/ yl 7/2 3 3

O resultado a seguir nos da uma limitacao para o valor da integral de uma funcao

f sobre uma curva y, em termos de uma limitagao para f e do comprimento da curva.

Teorema 5.2.9. Assuma que f é continua sobre uma curva suave y e que |f(z)| < M para

todo z € I'. Entdo, se c(y) denota o comprimento da curva y, temos que

L flz)dz

< Mc(y).
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Demonstracao: Seja P uma particao de [a,b] e S(f,P) a soma de f associada a P. Entao

n n
| <) @Azl <M ) |Az)
i=1 i=1

S(f,P)l =

uma vez que |f(z)| <M, paratodoi=1,---,n. Como hm ZlAzzl =c(y), temos

Lf(z)d

Exemplo 5.2.10. Encontre uma cota superior para o valor absoluto de 95)/ %dz onde y éo

< lim |S <M lim Azj| = Mc(y
S IP|— l /. P IPli— Zl g

circulo |z| =
Solugao: Primeiramente, sabemos que o comprimento de y é 87, isto ¢, c(y) = 8. Agora,
sabemos da Proposigcdo que

lz+1|>z|-1=3

e também |e?| = eR°?), e para |z| = 4, 0 maior valor para Re(z) é 4; portanto |e?| < e* e assim

z
45 ¢ 1dz <
2zt

5.3 O Teorema de Cauchy-Goursat

8ret
3

O Teorema de Cauchy-Goursat é um dos resultados principais da teoria de fungoes
de variaveis complexas, e é utilizado em intimeras aplicacoes. Mas, antes de enuncia-
lo, precisamos de alguns conceitos adicionais. Lembremos que um dominio D é um

conjunto aberto e conexo por caminhos.

Definicao 5.3.1. Dizemos que um dominio D é simplesmente conexo se todo contorno
fechado simples inteiramente contido em D pode ser deformado continuamente em um ponto.

Basicamente, estamos dizendo que D ndo tem buracos.
Exemplo 5.3.2.
1. O plano complexo C é simplesmente conexo.

2. O anel formado pelos pontos z € C tais que 1 < |z| < 2 ndo é simplesmente conexo.
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Defini¢ao 5.3.3. Um dominio que ndo é simplesmente conexo é chamado de multipla-
mente conexo; isto é, 0 dominio D possui buracos. Se o dominio D possui um buraco ele é
chamado duplamente conexo, se tem dois buracos ele é chamado triplamente conexo, ¢

assim por diante.

Com estas defini¢oes, podemos enunciar primeiramente o Teorema de Cauchy, que

foi provado pelo préprio Cauchy em 1825.

Teorema 5.3.4 (Teorema de Cauchy). Seja f uma fungdo analitica num dominio simples-

mente conexo D, e assuma que [’ é continua em D. Entdo para cada contorno fechado

ggyf(z)dz =0.

A demonstracao deste resultado sera omitida, mas ela é uma aplicagao direta do Te-

simples em D, temos

orema de Green para fun¢des em R?, juntamente com as equagdes de Cauchy-Riemann.
Algum tempo depois, em 1883, Goursat conseguiu provar o Teorema de Cauchy,
sem a hipotese de que f’ é continua em D. Com isto, temos o tdo famoso Teorema de

Cauchy-Goursat.

Teorema 5.3.5 (Teorema de Cauchy-Goursat). Assuma que f é analitica em um dominio

D. Entao para todo contorno fechado simples y em D, temos

ggyf(z)dz =0.

O Teorema de Cauchy-Goursat pode ainda ser dito de uma forma mais simples: se

f € analitica em uma curva y e em seu interior, entao éyf(z)dz =0.

Exemplo 5.3.6. Calcule 95)/ e*dz, onde y é o contorno mostrado na figura abaixo:

=

Solugao: Seria muito complicado calcular esta integral utilizando o Teoremal5.2.4, uma vez

que a curva é dificil de ser parametrizada. Assim, vamos usar o Teorema de Cauchy-Goursat.
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Como f(z) = e* é uma fungado inteira, f é analitica em 7y e seu interior e portanto, segue que

98 e*dz = 0.
V4

A ideia principal do exemplo acima é que jﬁy e*dz = 0 para qualquer curva fechada
simples y. O mesmo é verdade para as func¢oes inteiras cosz, sinz, ag+a,z+---+a,z".

Vejamos agora um exemplo com uma fun¢ao que nao ¢ inteira.

Exemplo 5.3.7. Calcule ﬁ/ Zl—zdz, onde y é o circulo |z—2| = 1.

Solugao: Sabemos que f(z) = Zl—z ndo é uma fungdo inteira, pois esta fungao nao estd definida

para z=0; mas f é analitica em C\ {0}.
Como z = 0 ndo estd sobre a curva y nem em seu interior, sabemos que f é analitica em

y e em seu interior. Portanto, o Teorema de Cauchy-Goursat se aplica, e temos

1
§—2d2:0.
7/Z

5.3.1 Dominios multiplamente conexos

Para um dominio multiplamente conexo, nao podemos tirar as mesmas conclusoes
do Teorema de Cauchy-Goursat; isto é, nao é sempre verdade que a integral de uma

funcao analitica neste dominio é nula, como veremos no seguinte exemplo.

Exemplo 5.3.8. Mostre que a integral 9€y Z_I—ZOdz = 21ti, onde y é um circulo centrado em z.

1

pr nao é analitica no interior de

Solugao: Como z estd no interior de y, a fungao f(z) =
y. Faremos este exemplo parametrizando a curva y.

Uma possivel parametrizacdo para um circulo centrado em y é y(t) = zo + re*™*, com

t€[0,1]. Logo
1 12 . 27t . 1 .
§ dz:f %dt:%ﬂf 1dt = 2mi.
7/Z—ZO 0 re<T 0

Considere entao o dominio D duplamente conexo e as curvas y4,),, orientadas

positivamente, como dados na figura abaixo:
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V1

Colocamos agora nessa figura um segmento de reta )3, que une as curvas y; e )»,

como na seguinte figura:

Considerando a curva y = y; U y3 U (=y,) U (-y3), o dominio formado pelo interior

dessa curva é um dominio simplesmente conexo e se f ¢ uma fun¢ao analitica em y e

96 f(z)dz=0.
V4
Pela Proposi¢ao[5.2.7le o item (c) da Proposic¢ao [5.2.6] temos

em seu interior, temos

SBf(z)dz: f(z)dz+ f(z)dz+ f(z)dz+ f(z)dz,
V4 71 V3

72 g
e portanto
f@dz=Q f(2)dz,
4! 72
e este é o chamado principio da deformacao de curvas.

Observacao 5.3.9. Note que em y, consideramos —y,, pois é a curva que da a orientagdo

positiva.

Este raciocinio pode ser aplicado para um dominio multiplamente conexo e uma

quantidade finita de curvas, e podemos entao enunciar o seguinte teorema:
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Teorema 5.3.10 (Teorema de Cauchy para dominios multiplamente conexos). Sejam
Y, V1, Yk curvas fechadas e simples, satisfazendo:

(i) y; estd no interior de y, para cadai=1,---,k;

(ii) curvas distintas ndo se intersectam;
(iii) nenhuma curva y; estd no interior de nenhuma curva y;, parai,j=1,---,k;
(iv) todas as curvas estdo orientadas positivamente.

Assim, se f é analitica na regidao formada pela compreendida entre a curva y e seu inte-
rior, e as curvas yy,---, Vi e seus exteriores (vide exemplo na figura abaixo), entao

k
95 f(z)dz = Z f(2)dz.
14 i=1 YVi

Figura 5: Exemplo de curvas e regidao dadas no teorema acima.

Exemplo 5.3.11. Utilize o Teorema[5.3.101para calcular 957 Zfﬁ, onde y é o circulo |z| = 4.

Solugao: Como z2+1 = (z+i)(z—1), seque que a fungdo f(z) = # nao é analitica em z =1

e em z = —i, e ambos estes pontos estao no interior da regido delimitada pela curva y.

Assim, segue do Teorema [5.3.10 que

98 dz _98 dz +9€ dz
2 - 2 2 ’
y 2 +1 7 2 +1 72 2 +1

onde 7y é o circulo de raio % em torno de z =1 e y, é o circulo de raio % em torno de z = —i,

como mostrado na figura abaixo:
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=
NG

<

Usando a decomposi¢ao em fragoes parciais, temos

111 1 1
22+1 2iz—i 2iz+i

e assim

2 - . . B A . . N L.
z2+1 24 21 21 2+ 21 y, 271 21 ), 2t

ds dz 1 dz 1 £+1 dz 1 ﬂ
Y

~ 1 " . . ~ 1 2 Ly
Mas a fungdao - € analitica em y; e em seu interior, e a fungdo = ¢ analitica em 7y,
e seu interior, logo a sequnda e a terceira integrais no lado direito da expressao acima sdo

nulas, pelo Teorema de Cauchy-Goursat. Portanto

98 dz 1 dz 1 dz
2 57 ~_i ;i P
vz +1 2 21 21 )y ZF1

Parametrizando estas cuvas e calculando cada uma destas integrais pela defini¢ao, como
no Exemplo[5.3.8] chegamos em

Observagao 5.3.12 (ATeNGAo!). Tudo que fizemos até agora, foi assumindo que as curvas
fossem contornos simples; isto é, as curvas ndo tinham auto-intersec¢do. Apesar de ndo
apresentarmos a demonstragdo, o Teorema de Cauchy-Goursat é valido também para qua-
quer contorno fechado y num dominio simplesmente conexo D, como por exemplo, para o

que aparece na figura abaixo:
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Contorno fechado nao-simples y em um dominio simplesmente conexo.

Neste caso, se f é uma fungdao analitica em D, temos Sﬁyf(z)dz =0.

5.4 A formula integral de Cauchy

Se uma func¢ao f é analitica num dominio simplesmente conexo D e z; é um ponto

qualquer de D, entao a fungao quociente 5_(—2) nao esta definida no ponto z; e portanto,

nao é analitica em D. Sendo assim, nao podemos utilizar o Teorema de Cauchy-Goursat

. . z s 7
e concluir que a integral de 5_(—2()) é zero sobre um contorno fechado que contém z, no
seu interior.
Em geral, esta integral nao zera 0, e isto é o que mostra a formula integral de

Cauchy.

Teorema 5.4.1 (Férmula integral de Cauchy). Suponha que f é analitica num dominio
simplesmente conexo D e y é um contorno fechado e simples inteiramente contido em D,

orientado positivamente. Entdo, para qualquer ponto zy no interior de y, temos

1 z
271 yZ—20
Demonstragao: Seja D um dominio simplesmente conexo, ¥ um contorno fechado e
simples inteiramente contido em D e z; um ponto interior ao contorno y. Além disso,
seja y; a fronteira de um disco centrado em z; que esta inteiramente contido no interior
de y, orientada positivamente.

Pelo principio da deformacgao de curvas, sabemos que

Mdz = Mclz.

Z—2 B Z—2

V4 71

Assim, calcularemos o valor da integral da direita. Para isto, somamos e subtraimos
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f(zg) no numerador:

Sf@ 5, L @ flz0)+f(z0) .

1 z— ZO 71 Z ZO
d
f(2) = f(zo dz + f(zo 98 z ,
Y1 z— ZO " zZ— ZO
e utilizando o Exemplo[5.3.8] obtemos
M (&)= f(z dz+2mf Zp)- (5.4.2)
Z—2 Z—2

71 V1

Ainda, como f é continua, sabemos que dado € > 0, existe 0 > 0 tal que se |z—z| <0
entdo |f(z) — f(zp)| < €. Assumindo que O é pequeno o suficiente de maneira que se
escolhemos y, como sendo o circulo |z — zy| = 2, temos y, inteiramente contida no

interior de y;, temos do principio da deformacao de curvas e do Teorema [5.2.9] que

f@) S, _ £ f@-fz),,

n %72 2 2720
e também
- )
FE=fz0) 4 260 _ e
v 2720 0

Isto significa que, podemos fazer a integral jﬁ [ JZ( )dz arbitrariamente pequena;
o que s6 ocorre se ela for zero. Portanto

f@ =z, _

2 Z—2
e assim, subistituindo na equacao (5.4.2)), temos o resultado. "
Exemplo 5.4.2. Calcule 95 Zif“*dz, onde y é o circulo |z| =

Solugdo: Primeiramente identificamos f(z) = z> —4z+4 e zy = —i. Como z, estd no interior
de y e f é analitica em todos os pontos de y e do seu interior, podemos aplicar a formula
integral de Cauchy, e obtemos

2 _
99 At omif(—i) = 7(~8 + 6i).
y Z+1

Exemplo 5.4.3. Calcule 957 ﬁdz, onde y € o circulo |z—2i| =4

Solugao: Fatorando o denominador como z> +9 = (z— 3i)(z + 3i), podemos ver que zy = 3i
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¢ o tinico ponto no interior de y, onde o integrando deixa de ser analitico. Podemos entdo
reescrever o integrando como

z _ f(2

zz+9 z-3i

onde f(z) = ;5;. A fungdo f é analitica em todos os pontos de y e em seu interior, portanto,

pela formula integral de Cauchy, temos

98 Z dz= 2 -dz =2mif(31) =
Y 2= 3i

z2+9

5.5 A formula integral de Cauchy para derivadas

Agora veremos que a féormula integral de Cauchy tem um anélogo para avaliar as

derivadas f")(z;) de uma funcao analitica f no ponto zy, paran=1,2,

Teorema 5.5.1 (Férmula integral de Cauchy para derivadas). Assuma que f é analitica
num dominio simplesmente conexo D e y é um contorno fechado simples, inteiramente con-

tido em D, orientado positivamente. Entdo, para qualquer ponto zy no interior de y, temos

FO(z0) = ”!,95 O, (5.5.1)
V4

(z — zo)n+1

Exemplo 5.5.2. Calculejﬁ 2 dz, onde y é o circulo |z| = 1.

_ Y z*+2iz

Solucao: Notamos primeiramente que o integrando deixa de ser analitico nos pontos z =0
e z = —2i; mas somente z = 0 estd no interior de y. Assim, identificamos zy = 0 e escrevenos

o integrando como
z+1 f(2)

24 4+2iz3 28

onde f(z) = % Note que f é analitica em todos os pontos de y e de seu interior, e a formula

integral de Cauchy para derivadas nos da

z+1 f 27{1’ .,
9824+21z3d _ds /(0

Como f”(z) = 22, temos f”(0) = 21— e portanto

z+21)3’
96 z+1 g T(+T(l_
),z4+2iz3 4 27

Exemplo 5.5.3. Calcule jﬁy Zi_?)zdz, onde y = y1 Uy, éa ‘figura oito’ da figura abaixo.
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)
71

Solucgao: Apesar de y ndo ser um contorno fechado simples, y é a uniao de duas curvas yy,

Y2 como indicado na figura acima. Claramente vemos que 7y, estd orientada negativamente,

9523;3dz—§ 23;3512"‘96 237"'35;{2
) 2(z—10)? ), 2(z—1)? ), 2(z—1)?
3 3
:—§ 2T +,32dz+96 2 re +,32dz
~y, 2(z—1) ), 2(2—1)

e agora tanto —yy e y, estdo orientadas positivamente.

logo

L P 3 .
Em —y4 e no seu interior, vemos que zo = 0 é o tinico ponto na qual Z(szf)z deixa de ser

sy . . . 3
analitica; assim, identificamos f,(z) = (zz—t)32' e temos de (5.4.1)) que

3
ds ﬁdz = fliz)dz = 27if;(0) = —671i.
g 1

3 .
243 deixa de ser
z(z—1)

Em y, e no seu interior, vemos que zy = i é o tinico ponto onde

s, e . . s 3
analitica; assim, identificamos f,(z) = 222, e temos de (5.5.1)) que

3
98 idz = ds (@) dz =2mif, (i) = —4m + 67i.
72 z 72

(z—1)? (z—1)?
Somando os dois resultados, temos

3

3

é %dz =—475 + 1271,
y 2(z—1)
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5.6 Consequéncias das formulas integrais de Cauchy

Nesta secao mostraremos algumas importantes consequéncias que as formulas in-

tegrais de Cauchy trazem para as fun¢des de uma variavel complexa.

5.6.1 Derivadas de funcoes analiticas

O Teorema[5.5.Tlnos da uma consequéncia impressionante para fung¢des de variavel
complexa, e esta longe de ser valida para fungoes reais de duas variaveis. Note que o
Teorema [5.5.1] nos da a existéncia das derivadas de todas as ordens de uma func¢ao
complexa analitica, bem como uma férmula para calcula-las. Temos entao o seguinte

resultado:

Teorema 5.6.1. Assuma que f é analitica num dominio simplesmente conexo D. Entao f
tem todas as derivadas de todas as ordens, em todos os pontos de D, e todas as suas derivadas

sdo fungoes analiticas.
Observagao 5.6.2.

1. O teorema acima nos diz que se uma fungao f(x +iy) = u(x,y)+iv(x,y) é analitica
num dominio simplesmente conexo D, entao ela possui todas as derivadas de todas as
ordens. Assim, podemos também concluir que u,v sdo fungoes continuamente diferen-
cidveis que tem derivadas parciais de todas as ordens, e todas sao continuas, em todos

os pontos de analiticidade de f.

2. Se u,v sdo fungoes que ndo possuem todas as derivadas parciais de todas as ordens, a

fungao dada por f = u + iv nao pode ser analitica.

5.6.2 Desigualdade de Cauchy

Usando a féormula de Cauchy para derivadas, podemos tirar uma desigualdade
muito importante, que nos da uma estimativa superior para a norma das derivadas

de uma funcgao analitica f.

Teorema 5.6.3 (Desigualdade de Cauchy). Suponha que f é uma funcao analitica num
dominio simplesmente conexo D e y é um circulo definido por |z — zo| = r que estd inteira-

mente contido em D. Se |f(z)] < M em todos os pontos z € y, entio

n'M
rn

1f " (20)] <
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Demonstracao: Fixe n > 1. Como |f(z)| < M em y e |z—zy| =, temos

f(2)

(Z—ZO)”H

M

= pn+l”

Usando a férmula integral de Cauchy para derivadas e o Teorema [5.2.9], temos

M n'M
; rn+1. nr= o

]

Note que a constante M depende do circulo |z — zg| = r; mas, aplicando este resul-
tado para n = 0, vemos que temos |f(zy)| < M, para qualquer circulo centrado em z,
inteiramente contido em D. Em outras palavras, a limitacao M para |f(z)| em y nunca

pode ser menor do que |f(zg)|.

5.6.3 Teorema de Liouville

Utilizaremos agora o Teorema [5.6.3] para mostrar uma aplicacao importantissima

no estudo de fungoes de variavel complexa.

Teorema 5.6.4 (Teorema de Liouville). Uma fungao inteira f é limitada se, e somente se,
f € constante.

Demonstracao: Assuma que f é uma fungao inteira e limitada; isto é, |f(z)| < M, para
todo z € C. Entao, para qualquer ponto z; € C e qualquer circulo |z — zy| = 7, podemos
aplicar o Teorema [5.6.3]e obter |f’(zq)| < &. Como podemos fazer r tio grande quanto
quisermos, temos que |f’(zy)| = 0, o que implica que f’(zy) = 0, para todo z, € C. Pelo
item (b) da Proposicao temos que f é constante em C. n

Exemplo 5.6.5. As fungdes €%, sin(z), cos(z), p(z) = co+c1z+ -+ ¢,2" sao fungoes inteiras
e nao constantes, assim o Teorema de Liouville implica que nenhuma delas pode ser limitada
em C.

5.6.4 O Teorema Fundamental da Algebra

Com a teoria de variaveis complexas, usando o Teorema de Liouville, podemos
agora demonstrar um dos principais resultados da algebra de polindmios - que dificil-

mente é demonstrado com outras técnicas - de maneira bastante simples e direta.

Teorema 5.6.6 (Teorema Fundamental da Algebra). Seja p(z) um polinémio ndo cons-

tante. Entdo p tem pelo menos uma raiz complexa.
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Demonstracao: Assuma que p(z) =cy+c1z+---+c¢,z", ¢, # 0, ndo possua nenhuma raiz
complexa; isto €, assuma que p(z) # 0, para todo z € C. Entao podemos definir a fungao
f(z)= ﬁ, e esta é uma funcao inteira, ja que o denominador nunca se anula.

Mas temos

1 1 ~ 1
P lepz"+ciztcol  zlle, +--+

f(2) =

g

Assim, vemos que limy,_,,|f(z)| = 0; o que implica facilmente que a fungao f(z) é
limitada para todo z € C. Segue do Teorema de Liouville que f(z) deve ser constante, o
que implica que p(z) é constante, e nos da uma contradi¢ao e completa a demonstragao.

5.6.5 O Teorema do Modulo Maximo

O Teorema do Médulo Maximo é uma ferramenta importante quando trabalhamos
com estimativas de fun¢oes complexas. Ele garante que para encontrar o maximo valor
para o mdédulo de uma funcao complexa em uma regiao fechada, basta olhar para o

modulo de f nos pontos da fronteira dessa regiao.

Teorema 5.6.7 (Teorema do Médulo Méaximo). Assuma que f é analitica em uma regiao

D limitada por uma curva fechada simples y.Entdo o modulo |f (z)| atinge seu mdximo em
Y.

Exemplo 5.6.8. Encontre o valor mdximo para o médulo da fungdo f(z) = 2z + 5i no disco
fechado dado por |z| < 2.

Solucgao: Como f é um polinomio, f é analitica em |z| < 2, e segue do Teorema do Moddulo

Miximo que so precisamos encontrar uma estimativa do modulo de f para os pontos na

fronteira da regido dada; neste caso, o circulo |z| = 2. Temos, para |z| = 2, que
If(2)]> = f(2)- f(z) = (22 + 5i)(2Z - 5i) = 422 — 10i(z—Z) + 25

= 4|z|? + 20Im(z) + 25 = 41 + 20Im(z).

Sabemos que o valor maximo para a expressao acima ocorre quando o mdximo de Im(z)

¢ atingida, para |z| = 2, e este valor ocorre quando z = 2i; isto ¢, Im(z) = 2. Logo

max|f(z)|=V41+20-2=09.

|zI<2
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Capitulo

6

Séeries complexas e residuos

No capitulo anterior, vimos que dada uma fungao f analitica num ponto z, ela
possui todas as derivadas de todas as ordens neste ponto, e todas elas sao fungoes
analiticas em z(; sendo assim, podemos sempre expandir uma funcao analitica num
ponto z; em uma série de Taylor numa vizinhanca de z,. Porém se f deixa de ser
analitica num ponto z;, veremos que poderemos expandir f num outro tipo de série
numa vizinhanga de z;, que é chamada de série de Laurent. Com a séries de Laurent,
surge naturalmente a definicao de residuo de uma fungao num ponto z;, e isto nos

levara a um resultado incrivel para o calculo de integrais.

6.1 Sequéncias e séries complexas*

Muito da teoria de sequéncias e séries complexas é analoga a teoria real. Vamos
nesta secao olhar brevemente as defini¢oes e resultados que precisaremos. No que

segue N denota o conjunto dos nimeros naturais e Z o conjunto dos numeros inteiros.

Definicao 6.1.1. Uma sequéncia de niimeros complexos {z,},cn € uma fungao cujo domi-
nio é o conjunto dos niimeros inteiros positivos, com contradominio complexo. Em outras
palavras, para cada natural n, associamos um niimero complexo z,,.

Dizemos que a sequéncia {z,},cn converge para um niimero complexo L, se dado € > 0,
existe ny € N tal que |z, — L| < €, para n > nq. Neste caso, dizemos que o limite de {z,}é L, e
escrevemos

lim z, = L ou z,, > L, quando n — oo.

n—oo

Quando uma sequéncia ndo é convergente, dizemos que ela é divergente.
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Fica a cargo do leitor verificar que se uma sequéncia {z,},cy converge para L; e L,,

entdo L = L,; em outras palavras, o limite (quando existe) é tnico.

Definicao 6.1.2. Dada uma sequéncia {z,},cn, consideramos uma sequéncia {nyjxeny C N

tal que ny <np <nz <---. Dizemos que {z,, }rey € uma subsequéncia de {z,},en.

Proposicao 6.1.3 (Critério de divergéncia para sequéncias). Se existem duas subsequén-
cias de {z,},en que convergem para niimeros complexos distintos, entao a sequéncia {z,},eN

é divergente.

in+1

Exemplo 6.1.4. As sequéncias {%}HGN, {5 }nen sdo convergentes. Jd {i"},cn é uma sequén-

cia divergente.

Temos um critério de convergéncia que liga a teoria de sequéncias complexas e

reais.

Proposicao 6.1.5 (Critério para convergéncia). Uma sequéncia {z,},cn converge para um
numero complexo L = a + ib se, e somente se, {Re(z,)},en converge para a e {Im(z,)},en
converge para b.

3+in
n+2ni

Exemplo 6.1.6. Considere a sequéncia { }aen € calcule seu limite.

Solugao: Sabemos que
3+in _ 2n*+3n  .n?—6n

— — = +1
" n+2in 5n2 5n2 7

e assim vemos que {z,},cy converge para L = % + 1%, quando n — oo.

Considere uma sequéncia {z,},cn. Definimos uma outra sequéncia {S,},cn associ-

ada a {z,},cn dada por

n

Sn:ZO+Zl+"'+Zn—1+Zn:sz- (6.1.1)
k=0

A sequéncia {S,},cy € chamada sequéncia das somas parcias de {z,},cy. Quando a

sequeéncia {S,},cy € convergente, dizemos que a série de {z,},c € convergente e deno-

(ee)
lim S, = E Zy.
n—-o0

n=0

tamos este limite por

Agora, vamos relembrar alguns critérios para convergéncia e divergéncia de séries

complexas.
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(o]
Proposicao 6.1.7 (Teste da divergéncia). Se lim z, # 0, entdo E z, diverge.
—_— n—-o0
n=0
(o] (o]
Definicao 6.1.8. Uma série E z, é dita absolutamente convergente se E |z,,| converge.
n=0 n=0
(e¢] o0 o0
Se > z, é convergente, mas > |z,,| ndao é convergente, dizemos que a série E z, é
condicionalmente convergente.
(o¢]
Exercicio 6.1.9. Seja > a,, uma série real condicionalmente convergente. Mostre que dado
n=0
o0
x € R, existe uma maneira de reordenar os termos da série E a, tal que a nova série reorde-
n=0

nada tenha soma x.

Sabemos que convergéncia absoluta implica convergéncia, como no curso de Cal-
culo I. Agora, relembremos dois importantes testes para convergéncia e divergéncia de

séries, que também sao validos para o caso complexo.

o0
Teorema 6.1.10 (Teste da razao). Suponha que > z, € uma série de niimeros complexos
n=1
nao-nulos tais que
.|z
lim [ =
n—oo Zl’l

(i) Se L <1, asérie é absolutamente convergente.
(ii) Se L > 1, a série é divergente.

(iii) Se L =1, o teste é inconclusivo.

(o]

Teorema 6.1.11 (Teste da raiz). Suponha que Zzn é uma série de niimeros complexos tais

n=1
que

lim +/|z,| = L.
n—o00
(i) Se L <1, asérie é absolutamente convergente.
(ii) Se L > 1, a série é divergente.

(iii) Se L =1, o teste é inconclusivo.
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6.1.1 Séries geométricas

Uma série geomeétrica é qualquer série da forma

oo
E az'=a+az+---+az" +---,

n=0

isto é, é a série associada a uma sequéncia da forma {az"},cy onde 4,z sdo nameros

complexos. Daqui para frente, fazemos a convencio 0° = 1.

Para uma série desta forma, usando (6.1.1]), é simples notar que
_ n
S,—zS,=a—-az",

e portanto
a(l-2z")

S =
" 1-z

Agora, z" — 0 quando n — oo sempre que |z| < 1, e portanto S,, — ;. Em outras
(¢]

, . a , . . .
palavras, para |z| < 1, a série > az" = 15 Além disso, esta série diverge se |z| > 1.
n=0
Trocando z por —z na série acima, podemos ver também que

(e a
1\ N
E a( 1)2_1+Z.

n=0

Concluimos entdao que para |z| < 1 temos

. n_ 4 . 1\ M _ a

Zaz _l_ZeZa( 1)z =1 (6.1.2)

n=0 n=0

v (1+26)"
Exemplo 6.1.12. Calcule o valor da série ZQ
- - 511
n=0

Solugao: Neste caso, sejama=1ez = % Como |z| = |122i| = % <1, sabemos que

= (1 +2i)" 1 1
Z( 5n) :1_1+_2i:1+15'
n=0 5
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6.1.2 Séries de poténcias

Uma série da forma

ian(z— 20)" = ag+ay(z—z9) +ay(z—2zg)* + - (6.1.3)

n=0

€ chamada uma série de poténcias (dizemos ainda que ela esta centrada em z;).
Aplicando o teste da raiz para a série acima, se « = nh_r)lc}o m, entao a série é abso-

lutamente convergente se |z — zg|la < 1, é divergente se |z —zgla > 1 e é inconclusivo de

|z—zpla = 1. Isto quer dizer que existe um disco de raio 0 < R < oo (onde R = é) tal que

a série de poténcia (6.1.3]) é convergente se |z —zy| < R e divergente se |z —zy| > R.

Definicao 6.1.13. Este R definido acima é chamado de raio de convergéncia da série
(6.1.3). O circulo |z—zg| = R é chamado de circulo de convergéncia.

Observacgao 6.1.14. Note que se @ = oo, temos R = 0 e a série é convergente somente no
ponto z = zy. Se 0 < R < oo, a série converge absolutamente para todos os pontos no interior

do circulo de convergéncia. Se R = oo, entdo a série converge para todo z € C.
An+1
an

’

Lembre-se que R = %, onde a = lim +/|a,|. Pode-se mostrar que lim +/|a,| = lim
n—-o00 n—-o00 n—o00

quando estes dois limites existirem. Assim

Sobre o circulo de convergéncia |z — zy| = R ndo podemos dizer muito sobre a série.
Ela pode convergir em todos os pontos, bem como divergir em todos os pontos; ou até
mesmo convergir em alguns e divergir em outros, como veremos no exemplo a seguir:

X _n

. , . A . z ~ -
Exemplo 6.1.15. Considere a série de poténcias E —. Entao, do Teste da razao temos
_ n
n=1
Zn+1
lim ”Z—*,;l = lim |lz| = |z|,
n—oo| “2_ n—oo 1 +

n

e assim a série converge se |z| < 1 e diverge se |z| > 1.
Ainda se z = 1, sabemos que a série diverge, enquanto que para z = —1 a série é conver-
gente. Pode ser mostrado ainda que esta série converge em todos os pontos do circulo |z| = 1,

exceto no ponto z = 1.

Exercicio 6.1.16. Mostre que a série acima converge para todo z com |z| = 1, exceto no ponto
z=1.
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Agora, como no Calculo I, temos resultados que nos permitem derivar e integrar
termo-a-termo uma série de poténcias. Para isto, assumimos no restante desta segao

que o raio de convergéncia R da série (6.1.3) nao é zero. Temos entao

Teorema 6.1.17. Considere a série de poténcias (6.1.3)) e assuma que seu raio de convergén-

cia R é nao-nulo. Assim, temos

(a) esta série representa uma fungdo continua f dentro do seu circulo de convergéncia |z —
Zol = R,'

(b) afuncdo f é diferenciavel e a série pode ser derivada termo-a-termo dentro do seu circulo

de convergéncia |z — zg| = R, e sua derivada f’ é dada por

@)=Y nanz—z) (6.1.4)

n=1

Ainda mais, a série (6.1.4) tem raio de convergéncia R;

(c) esta série pode ser integrada termo-a-termo dentro do seu circulo de convergéncia; isto é,
se y é um contorno inteiramente contido no interior do circulo |z — zy| = R entao

f fl(z)dz= ianf (z—2z2p)"dz, (6.1.5)
4 n=1 Y

Ainda mais, a série (6.1.5)) tem raio de convergéncia R.

6.2 Séries de Taylor

Na teoria de funcdes de variavel complexa, as séries repesentam um papel muito
importante. Vejamos o primeiro resultado que relaciona os conceitos de analiticidade

e séries.

Teorema 6.2.1. Seja f uma fungdo analitica num dominio D e seja zy € D. Entdo f tem

uma representagdo em série de poténcias:

f(z)= Zan(z—z())”, (6.2.1)
n=0
onde .
a, = A (6.2.2)
n!

e esta representagao é valida para a maior vizinhanga centrada em zq e raio R > 0 que estd

inteiramente contida em D.
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Exemplo 6.2.2. Encontre a série de Taylor de f(z) = ﬁ, centrada em zy = 0.

Solugao: Poderiamos utilizar a expressao (6.2.2)) para encontrar esta série. Porém, sabendo

d 1 _ 1 o7 s . L 7.
qUe 321 = [T utilizaremos a série de = para nos auxiliar.

Temos para |z| < 1, que & = Zz”, logo o item (b) do Teoremal6.1.171implica que
n=0

1 d 1 v .
(1—2)2_dzl—z_an ’

¢ a representagdo em série de Taylor de f(z) centrada em zy = 0, que tem raio de convergéncia
. s . 1 s _
igual ao da série de -, que é R =1.

Podemos ainda utilizar tais expressoes para, por exemplo, encontrar a série de Tay-

lor de f(z) = “f—z)z, simplesmente multiplicando a série obtida no exemplo anterior,
obtendo
z3 =
(1-2)2 - annﬂ,
n=1

e novamente, esta série tem raio de convergéncia R = 1.

Exemplo 6.2.3. Encontre a série de Taylor de f(z) = ﬁ centrada em zy = 2i.

Solugao: Neste caso, escrevemos

1 1 1 1

_ — _ -_ _ . — _ . _2‘
l-z 1-2i—(z-2i) 1 2] -2

Se definimos w = f:—%i., temos ﬁ = 1_121. ﬁ Usando a expansdo em série de poténcias para

1 - = (z—2i\"
m:ZW"ZZ(T_ZZ)’

|lw| < 1, temos

logo

sempre que |‘1Z:%ll| = |w| < 1; isto é, sempre que |z —2i| < |1 —2i| = \/5. Portanto o raio de

convergéncia desta série é R = V5 e o circulo de convergéncia é |z — 2i| = V5 (isto pode ser
verificado também aplicando os resultados da Observagdo [6.1.14).

Observacao 6.2.4. Quando a série de Taylor estd centrada em zy = 0, ela é comumente
chamada de série de Maclaurin.
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6.3 Seéries de Laurent

Se uma funcgao é analitica numa vizinhang¢a de um ponto z;, entao vimos na secao
anterior que f tem uma representacao em série de Taylor. A pergunta natural que
surge é: e se f nao € analitica no ponto z;? Ainda podemos encontrar alguma repre-
sentagao em séries para a fungao f?

Antes de responder esta pergunta, veremos rapidamente a definicao de sequéncias

e séries com indices em Z, ao invés de N.

Defini¢ao 6.3.1. Uma sequéncia com indices em Z é uma fungio que a cada niimero
inteiro n associa um niimero complexo z,. Denotamos por {z,},cz, € quando ndo houver

confusdo, diremos simplesmente que {z,} é uma sequéncia.

Dada uma sequéncia {z,},cz, podemos construir duas sequéncias usuais, dadas por
z) =z, paratodon>0ez, =z_, paratodon>0.

Definicao 6.3.2. Diremos que a sequéncia {z,},c7 é convergente se ambas as sequéncias
{zi =0 e {z,}ns0 sdo convergentes (possivelmente com limites distintos). Neste caso, se

lim,_,z} =L; elim,_, .z, = L,, escrevemos

n——00 n—-oo
Ly, «— z, — L.

Se uma sequéncia {z,},cy, nao é convergente, diremos que ela é divergente.

Exemplo 6.3.3. A sequéncia {z,},cy, dada por z, = %, sen=0ezy=0, éconvergente e

também

n—>—00 n—-oo
0 «— z, —0

Ja as sequéncias {2"},c; e {%}neZ sdo divergentes.

Dada uma sequéncia {z,},cz, podemos construir duas sequéncias de somas parciais,

como segue

n n
1. S} = sz = Zz,t, paran>0,e
k=0

k=0
-1 n
2. S, = Z zp = Zz,:, para n> 0.
k=—n k=1

Observacgao 6.3.4. Para evitar complicagoes com o estudo de séries com indices inteiros,
trataremos somente o caso de convergéncia absoluta para as sequéncias de somas parciais
definidas acima.
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A condicao de convergéncia absoluta nas sequéncias das somas parcias nos da tam-

bém o seguinte resultado.

Defini¢ao 6.3.5. Quando as sequéncias (S, },>0 e {S; }u>0 sdo absolutamente convergentes

para Sy e Sy, respectivamente, dizemos que a série de {z,},c7 é convergente e denotamos

por

(ee]
Z zy,=L,+L,=lim S} + lim S,.
n—o00 n—o00
n=—o00

[o0]

Proposi¢ao 6.3.6. Se a série E z, é convergente, entio

n=—o0o

(0] n

E z,= lim Z.
1n,Mm—>00
n=-o00 k=—m
Como podemos ver, o estudo de sequéncias e séries com indices inteiros € basi-
camente analoga ao estudo de sequéncias usuais, vista no curso de Calculo II. Assim,

todos os critérios e testes de convergéncia se aplicam novamente, se aplicados as partes

‘positiva’ e ‘negativa’.

6.3.1 Teorema de representa¢ao em séries de Laurent

No inicio deste capitulo, perguntamos como seria uma representacao em séries (se
existir) para um fun¢ao f que deixa de ser analitica para alguns pontos de um domi-
nio simplesmente conexo D. A resposta para esta pergunta esta contida no seguinte

resultado:

Teorema 6.3.7. Seja f uma fungao analitica num dominio anelar D definido por r < |z—zy| <

R, (onde 0 < r <R < o0). Entdo f tem uma representagao em série da forma

[(o0]

f@)= ) auz-z)", (6.3.1)

n=—o00

vdlida para r < |z —zy| < R, e a convergéncia desta série é absoluta. Os coeficientes a,, sao
dados por

1 f(2)
a, = e ﬁ/ (2 dz, para todo k € Z, (6.3.2)

onde y é uma curva fechada simples inteiramente contida em D e contém zy em seu interior
(veja figura abaixo).
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Figura: Regido anelar D e curva .

A série (6.4.1) é chamada de série de Laurent de f, centrada em zj, no anel D.
Segue diretamente do Teorema de Cauchy-Goursat que, no caso onde f é analitica
para todos os pontos no interior do circulo |z — zyp| = R, que a, = 0 para todo n <0, e

portanto a série de Laurent é igual a série de Taylor de f.

1
z(z—1)

Exemplo 6.3.8. Encontre a expansdao em série de Laurent para f(z) = nos seguintes

dominios.
(a) 0<lz]<1 (b) |z|>1 (c) 0<|z-1]<1 (d) |z—1]>1

Solucgao: Nas partes (a) e (b), queremos expressar f envolvendo as poténcias de z; jd nos

itens (c) e (d), encontraremos séries envolvendo poténcias de z— 1.

Para o item (a), notemos que f(z) = —%ﬁ, e lembremos que podemos expressar

. .
TR Ik
n=0

que é vdlida em |z| < 1. Assim, multiplicando a expressdo acima por —1, obtemos

I P

n=0 n=—

e esta expressao é vdlida para 0 < |z| < 1.
Para a parte (b), temos que construir uma série que converge se |%| <1;istoé, sel <|z|.
Para isso, note que
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Denotando % por w, temos

1 n
_ = w ,
1—-w Z
n=0
sempre que |w| < 1; isto é,
1 1
_1 T L
1 z n=0

e esta expressdo é vdlida para |z| > 1. Assim, multiplicando esta expressao por Ziz, obtemos

para todo z com |z| > 1.

1

= = lm Para |z—1| < 1, temos

Para o item (c), notemos que podemos escrever f(z) =

Portanto, dividindo a expressao acima por - 1, obtemos

fl@)=) (D'z-1"""= ) (1) (z-1)"
n=0 n=-1
Finalmente, para o item (d), notemos que % = 1+é_1) = Lll L_. Como no item (b),
=
fazendo w = %, temos, para |w| < 1
1+w ’
n=0
isto é
T _
1+ 1 =0 (Z 1)11
Portanto
1 1 c n —(n+2) N —(n+2) n
fl2)= =) "= = Y () -y,
(2_1)214—% n=0 n=-0c0

1
z(z—1)

Exemplo 6.3.9. Encontre a expansdio de f(z) = em série de Laurent, no anel 1 <

|z—2| < 2.
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Solugao: Usamos primeiramente a decomposigdo de f em fragoes parciais, para obter

1 1
=——+
fl)=-—+-——
Sabemos que
11 11
z 2+(z-2) 2 1452

n=0 n=0
Sabemos também que
11 1
-1 —7)  ~_ 1’
z-1 1+(z-2) z-2 1+
e para |z—2|> 1, temos
1+ =(z- 2)n’
logo
o 1
1 _ (_1)11 _ —(n+1) n
z—l_Zr(z—2)”+1 Z( 2 (2=2)
n=0 n=-—00
Juntando as duas expressoes, obtemos
f@)= ) anz-2),
onde a, = (—1)_(”“), paran < -1, a, = %, para n > 0, e esta expressao é vidlida para

1<|z-2|<2.

Exemplo 6.3.10. Encontre a expansdo de f(z) = z?izt.lz) no anel 0 <|z| < 1.
Solucao: Podemos escrever, utilizando a decomposi¢ao em fragdes parciais:

f2) = 8z+1 _1 9

z(1-2z) z 1-z

Sabemos que para |z| < 1, temos
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Logo
=— + 9 Zz = Z a,z",
n=-—1
ondea_y=1ea,=9, paran > 0; e esta expressio ¢ vilida para 0 < |z| < 1.

San

Exemplo 6.3.11. Encontre a expansdo de f(z) = no anel 0 < |z| < oo.

Solugao: Sabemos, usando o Teorema|6.2.1) que

_ C )n 2n+1
smz_nZ Qn+l)”

e esta expansdo é valida para todo z € C. Assim, segue que
[(o¢]

2n+1
n:O

e esta expansao é valida para 0 < |z| < co.

Observacgao 6.3.12. Note que no exemplo acima, a série de Laurent que encontramos para f
estd definida para todo z € C (s6 possui poténcias nao-negativas z"), enquanto que a fungao
f(z) = 02 ygo estd definida para z = 0. Para que as duas expressies coincidam em todos os
pontos de C, podemos definir a fungao

- %, paraz=0

f(z)=
1, para z=0.

Deste modo, temos

[oe]

2n+1
n:O

e esta expressao é vilida para todo z € C.

Exemplo 6.3.13. Encontre a expansao de f(z) = e? 1o anel 0 < |z] < oo.
Solugao: Sabemos, usando o Teorema|6.2.1) que

e esta expansao é valida para todo z € C. Assim, segue que

X 3n 0 n
- Zn!z" - Z« 3”(Z—n)

n=0 n=—00
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e esta expansao é vdlida para 0 < |z| < co.

6.3.2 Singularidades isoladas

Defini¢ao 6.3.14. Um ponto zy é dito uma singularidade isolada para uma funcgio f
se a fungdo ndo é analitica em z,, mas existe um r > 0 tal que a fungdo é analitica em
0<l|z—2zp| <.
Exemplo 6.3.15.

1. zy = 0 é uma singularidade isolada de f(z) = 1.

z
z244°

2. os pontos 2i e —2i sao singularidades isoladas de f(z) =

N|=

3. zg =0 é uma singularidade isolada de f(z) = e=.

sin(z—1)

4. zo =1 é uma singularidade isolada de f (z) = =1

Observacao 6.3.16. Note que, por exemplo, o ponto zy = 0 ndao é uma singularidade isolada
da fungao logaritmo f(z) = Lnz, jd que qualquer vizinhanga de 0 contém pontos do eixo real

negativo, onde f ndo é analitica.

6.3.3 Classificacao de singularidades

Defini¢ao 6.3.17 (Singularidade removivel). Uma singularidade isolada de uma fungao f
¢ chamada de singularidade removivel se existe uma fungdo analitica g numa vizinhanga

|z —zo| < 7 tal que g(z) = f(z) para 0 <|z—zy| <.

Defini¢ao 6.3.18 (Polo). Dizemos que uma singularidade isolada z, de f é um polo se

lim |f(2)| = oo;

z—2
isto €, dado M > 0 existe € > 0 tal que |f (z)| > M se 0 < |z —zy| <e.

Defini¢ao 6.3.19 (Singularidade essencial). Dizemos que uma singularidade isolada z, de
f é uma singularidade essencial se ela nao é nem uma singularidade removivel e nem um

polo.

E possivel mostrar, com um pouco de trabalho, que estas sio as tnicas trés possibi-
lidades para uma singularidade isolada. Agora, a pergunta que surge é: como podemos
determinar qual o tipo de singularidade isolada de uma funcao f? Isto é o que vamos

responder ao longo desta se¢ao com uma série de resultados.
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Classificacao usando séries de Laurent

Seja z; uma singularidade isolada de uma fun¢ao complexa f. Entao existe r > 0 tal
que a func¢ao f € analitica no anel 0 < |z—zy| < r (também chamado de disco perfurado

de centro z; e raio r). Considere a expansao de f em série de Laurent, dada por

o0

f@=) anz-z)"

=—00

Temos que z, é:

1. uma singularidade removivel se a, = 0, para todo n < 0; isto é, se a série de

Laurent sé possui poténcias nao-negativas de z — z;

2. um polo se existe m > 0 tal que a,, = 0 para n < —m e a_,, # 0; isto é, a série de
Laurent possui somente uma quantidade finita de poténcias negativas de z — z.
O numero m é chamado de ordem do polo e dizemos neste caso que z; é um polo

de ordem mi;

3. uma singularidade essencial se dado m > 0 existe n > m tal que a_, # 0; isto é,

existem infinitas poténcias negativas de z — z; na série de Laurent.

Um polo de ordem 1 é também chamado de polo simples. Nos exemplos de 1
a 4 acima, temos 1. polo simples, 2. polos simples, 3. singularidade essencial, 4.
singularidade removivel. O ponto zy = 0 é um polo de ordem m da fungao f(z) = zlm

Na Observacao[6.3.12], o ponto z = 0 é uma singularidade removivel de f.

Singularidades removiveis

Estas singularidades sao as mais simples de serem tratadas, como veremos agora.
Considere f analitica num disco perfurado D dado por 0 < |z—zy| < r e assuma que z,
¢ uma singularidade removivel de f. Temos entao o seguinte resultado de caracteriza-
¢ao:

Teorema 6.3.20. Seja f uma fungao complexa com uma singularidade isolada z,. Entdo z
¢ uma singularidade removivel de f se, e somente se,

lim (z—zg)f(z) = 0.

zZ—2()

Essencialmente, singularidades removiveis nao trazem nada de diferente ao estudo
de singularidades de fung¢oes complexas, ja que estas podem ser simplesmente ‘eli-

minadas’, definindo a funcao f em z; de maneira apropriada. Assim dito, nao nos

preocuparemos mais com estas singularidades.
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Polos

Vamos agora estudar os polos, que diferente das singularidades removiveis, trazem
uma complicagdo um pouco maior para o estudo das fun¢des complexas. Juntamente
ao estudo de polos esta o estudo de zeros de uma fun¢ao complexa. Comegaremos

entao com este conceito.

Definicao 6.3.21. Um ponto z é um zero de uma fungao f se f(zqg) = 0. Além disso, se f é
uma fungdo analitica, dizemos que z( é um zero de ordem m (ou zero de multiplicidade
m) se f"(z,) = 0 para todo n = 0,--- ,m—1 e f"(zy) = 0. Um zero de ordem 1 também é
chamado de zero simples. Diremos que um zero z, de f ¢é isolado se existe r > 0 tal que
f(z) =0, para todo 0 < |z—zy| <.

Daqui em diante, a nao ser que dito o contrario, todos os zeros que estudaremos sao

isolados. Uma propriedade importante de zeros isolados € a seguinte

Teorema 6.3.22. Sejam zy € C e f uma fungao analitica num disco |z — zy| < r. Entdo
2o é um zero de multiplicidade m de f se, e somente se, existe uma fungdio g analitica em

|z—zo| <1, com g(zg) =0 e

f(2) = (z-20)"g(2), em |z —zo| <.

Demonstracao: A implicacao ‘se’ é bem simples, e é deixada a cargo do leitor. Pro-
vemos o ‘somente se’, e para isto, assuma que zy € um zero de multiplicidade m de f.

Como f é analitica no disco |z — zp|, 0 Teorema [6.2.TInos da que

s f(n)(z) ;
= ;TO(Z_ZO) ,

e como f("(zy) =0 paran=0,---,m— 1, temos

A - [ -
ZZT(Z—ZO) (z— ZomZ (z—2z9)" ™.
n=m n=m

Definindo g(z Z o (z—29)""™, o Teorema [6.1.17Inos diz que g é analitica
(note que s6 aparecem potenc1as nao-negativas de z—z), f(z) = (z—z¢)" g(z) em |z—z(| <
re )

"(z0)
8(zp) = fT =0,

j& que, como z; é zero de multiplicidade m, temos f ("™ (z) = 0. n
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Exemplo 6.3.23. Determine a multiplicidade do zero zy = 0 da funcdo f(z) = zsinz>.

Solucgao: Note primeiramente que a fungao f é inteira. Assim podemos encontrar a série de
Taylor de f centrada em 0. Sabemos que

) B o (_1)n22n+1
sinz=)_ 2n+l)
n=0

2

e esta expressdo é vdlida para todo z € C. Assim, substituindo z por z* nesta expressao,

obtemos
o ( 1)11 4n+2

. 2 - Z
sz ‘; Qn+l)

e esta expressdo é vdlida para todo z € C. Assim, multiplicando ambos os lados por z, obtemos

n 4n+3

0o (1 0o n4n
f(z):Z (2n+1)! Z3Z 2n+1

(_1)11 4n

=
I
(=)
E

, e g(0) =1. Portanto zo = 0 é um zero

com multiplicidade 3 de f.
Podemos dar uma caracterizacao similar para polos.

Teorema 6.3.24. Sejam zy € C e f uma fungdo analitica num disco perfurado 0 < |z—zy| <.
Entdo zy é um polo de ordem m de f se, e somente se, existe uma fungdo g analitica no disco
|z —zo| <1 com g(zy) # 0 tal que

f(z)= &, em0<|z—zg| <.
(z—2z)"
Demonstracao: Como no teorema anterior, a parte ‘se’ é bem direta e é deixada a
cargo do leitor. Provemos a parte ‘somente se’, e para isto, assuma que z; € um polo
de ordem m de f. Assim, f tem uma expansao em série de Laurent no disco perfurado
0 <|z—2zy| < r, dada por

o0

f@)=) anz-z)",

n=-—m

onde a_,, # 0. Multiplicando ambos os lados por (z —z;)", obtemos

(e o0
(2=20)"f(2)= ) an(z=20)"" =) @y p(z—2)"
n=—m n=0

Como a série do lado direito da expressao acima s6 possui poténcias nao-negativas
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de z—zy o Teoremal6.1.17Inos da que g(z) = Zun_m(z—zo)” define uma funcao analitica

n=0
no disco |z —zp| < r. Claramente, g(zg) =a_,, #0 e

z
f(z)= A, em 0<|z—zy| <,
(z—z)™
o que conclui a demonstragao. n
Vimos entao que zeros e polos tém uma caracterizagao muito parecida, e com isto é
natural perguntar: zeros de multiplicidade m e polos de ordem m estao relacionados?

A resposta para esta pergunta é sim! Como veremos nos seguintes resultados.

Teorema 6.3.25. Sejam h,k fungdes analiticas num disco |z — zy| < r. Assuma que zy é um
zero de multiplicidade m de h e que k(zy) # 0. Entdo zy é um polo de ordem m da fungao

k
f(2)= 55

Demonstrag¢ao: Como z; € um zero de multiplicidade m de h, o Teoremal6.3.22]garante
que existe uma fungdo g; analitica no disco |z—zy| < r com g;(zp) =0 e

h(z) = (z—20)" g1(2).

Assim, para 0 <|z—zp| <7 e g (z) = gkl((zz)) temos
k(z) _ £(2)

S TE R PR
onde g, é analitica em 0 < |z —zy| < r (se r for escolhido suficientemente pequeno) e

ainda g,(zg) = Mz) 2 0, e 0 Teorema [6.3.24]nos dé o resultado. "
232007 41(z0)

Corolario 6.3.26. Sejam z, € C e f uma fungao analitica num disco |z—zg| < r, com f(z) #0

para todo 0 < |z —zy| < r. Entdo z( é um zero de multiplicidade m para f se, e somente se, z
L
f2)

¢ um polo de ordem m de

Exemplo 6.3.27. Encontre os polos e suas ordens, para a fungao

2z+5
(z—1)(z+5)3(z-2)*

fl2)=

Solucgao: O denominador tem z =1, z= -5 e z =2 como zeros. Claramente, como 2z+5 é
diferente de zero nestes trés pontos, o Teorema [6.3.25 garante que z =1 é um polo simples,
z=-5¢éum polo de ordem 3 e z=2 é um polo de ordem 4.
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Singularidades essenciais

As singularidades essenciais sao incrivelmente complicadas, e nao faremos um es-
tudo detalhado delas. S6 para o leitor ter uma ideia do quao complicada uma fungao f
pode ficar proximo de uma singularidade essencial, apresentamos sem demonstragao,

o seguinte resultado.

Teorema 6.3.28 (Great Picard’s Theorem). Assuma que z, é uma singularidade essencial
de uma fungdo f. Entdo, dado 6 > 0, a imagem do disco perfurado 0 < |z —zy| < 0 por f ¢é
todo o plano complexo, com uma tinica possivel excegdao. Além disso, cada ponto da imagem

é atingido um numero infinito de vezes.
Para ilustrar o resultado acima, mostraremos este teorema num caso bem particular.

Proposi¢ao 6.3.29. Dado r > 0, a imagem de 0 < |z| < r pela fungao f(z) = ez éC \ {0}, e

cada ponto na imagem é atingido um niuimero infinito de vezes.

Demonstragao: Seja r > 0 e w € C\{0}. Mostraremos que existem n, € N e uma sequén-

cia {z,},>n, de nimeros complexos com 0 < |z,| < r tais que

f(z,) =w, para todo n > ny.

ISR

De fato, seja w € C\ {0}, assim w = ret?, paraalgumr>0e 6 €[-m, 7). See

: 1 : ; ) .
re'? temos ez = MW = plnlwl+iArgw _ pInr+i0 A goim  definindo

I
g
I

. 1
“Inr+i(6 +2nm)’

Zp

1
temos zy # 0 e e = w, para todo n € N. Agora

, Inr i 0 +2nm
" (Inr)2+(O0+2nm)2  (Inr)?+ (0 +2nm)?’

e portanto
1

(Inr)2 + (0 + 2nm)?

|Zn| =

Assim, lim |z,| = 0 e podemos escolher 1, € N tal que |z,| < r, para todo n > n, o
n—-o00

que conclui a demonstragao. n

6.4 Residuos

Agora veremos uma ferramenta importantissima e muito atil para o calculo de in-

tegrais complexas, que é o conhecido Teorema dos Residuos. Antes de enuncia-lo, vamos
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fazer alguns resultados preliminares.
Seja z; uma singularidade isolada de uma funcao f, e considere r > 0 tal que f é
analitica no disco perfurado 0 < |z —zy| < r. Temos entdao uma expansao em série de

Laurent para f neste disco perfurado dada por

[o¢]

f@)= ) auz-z)", (6.4.1)

n=—o0o

1 z
onde a,, = — /@) dzeyéocirculo |z—zg| =1 <.
211 J), (2~ 2zo)™*!

Lema 6.4.1. Temos, para y acima, que

0, sen=-1;
d;(z—zo)”dz = (6.4.2)
y 2mi, sen =-1.

Demonstrag¢io: Uma parametrizagio para y é y(t) = zy + rie'!, para t € [0,27]. Assim,

21 ) ) 2t
98 (z—2z¢)"dz = f r?emtrlie”dt = r?”if ¢!+t gy,
V4 0 0

dz = 2mi. Agora, assuma que n # —1, entao

temos

Claramente, se n = —1, temos 98

7/Z—ZO

_ n _ n+l 6.
ggy(z 20)'dz =1 7i(n+1)

o que conclui a demonstragao. n
Usando o Teorema aplicado a série de Laurent de f, concluimos que pode-
mos integrar esta série termo-a-termo. Fazendo esta integracao e usando (6.4.2)), temos

§ f(z)dz= i angg (z—2z¢)"'dz = 2mia_;. (6.4.3)
V4 n=—oo V4

Utilizando este fato fazemos a seguinte defini¢ao:

Definicao 6.4.2. Seja zy uma singularidade isolada de uma fungdo f e considere a expansao
de Laurent (6.4.1)) de f no disco perfurado 0 < |z —zo| <r. O termo a_, desta expansdo é

chamado de residuo de f no ponto z,, e denotamos por

a_i = Res(f,zg).
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Agora, a equagao (6.4.3) nos da o Teorema dos Residuos.

Teorema 6.4.3 (Teorema do Residuo). Seja f uma fungao analitica no disco perfurado
0 <|z—zp| < r. Entdo se y é uma curva suave por partes, simples e fechada, inteiramente

contida em 0 < |z —zy| < r com zy no seu interior, orientada positivamente, temos

ggf z)dz = Res(f, zp).

27t

1

Exemplo 6.4.4. Encontre o residuo de f(z) = =)

em zg = 1, e use isto para calcular
9€7f(z)dz, onde y é o circulo |z—1| = 1.
Solugao: Devemos encontrar a expansdo em série de Laurent de f em torno de zo = 1.

Sabemos que, para |z — 1| < 2, temos

1 1 1

z-3  2-(z-1) 2

|
NI*—‘
Mg

Assim, para 0 < |z— 1| < 2, temos

= (z—1)"2 = (z—1)"
Z 2+l - Z on+3 7
n=0 n=-2

e portanto a, = para n > —2. Assim sendo, o residuo de f em zy =1 ¢

271+3l
Res(f,-1)=a_1 =—-.

Segue entdo do Teorema do Residuo (Teoremal6.4.3) que
. Tl
§ f(z)dz =2mi Res(f,-1) = 5
)4

Exemplo 6.4.5. Encontre o residuo de f(z) = ez em zo = 0 e use-o para calcular 9€7f(z)dz,
onde y € o circulo |z| = 1.

Solugao: Sabemos que e* =)

nOn'

para 0 < |z| < oo, temos
0 0
3" z"
N Zn!z” N Z 3”(—n)

n=0 n=—o0

, e que esta expressao é vdlida para todo z € C. Portanto,

!Consulte o Exemplo[6.3.13
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7 para todo n < 0. Portanto Res(f,0) = 3 e temos

98 f(z)dz = 61i.
Y

Usando o Teorema de Cauchy para dominios multiplamente conexos (Teorema
[5.3.10)), temos o seguinte resultado

assim, a,, = 3,,(

Teorema 6.4.6 (Teorema dos Residuos). Seja f uma fungdo analitica num dominio D,
exceto numa quantidade finita de singularidades isoladas zy,--- ,z,. Seja y uma curva suave
por partes, simples e fechada, inteiramente contida em D \ {zy,---,z,} contendo zy,---,z, no

seu interior, orientada positivamente. Entdo, temos

i 96 f(z)dz = ZRes fzx).

Antes de aplicarmos o Teorema dos Residuos a algumas fun¢des, vamos mostrar
alguns resultados que facilitam (muito!) o calculo de residuos para polos, evitando ter
que expandir a fun¢ao em série de Laurent. Claramente, é consequéncia imediata da

definicao, que se z; é uma singularidade removivel de f, entao Res(f,zy) = 0.

Proposicao 6.4.7. Seja zo um polo de ordem m de uma fungao f e seja § uma fungdio ana-
litica em |z — zo| < r tal que g(z) = (z—z¢)" f(z), para 0 <|z—zo| < r. Entdo

g (zg)

Res(f,zg) = TR

Demonstracao: Como g é analitica, podemos fazer sua expansao em série de Taylor,

no disco |z —zy| < r, dada por

Z (z—z9)".
n=0
Assim, a série de Laurent para f é dada por
2 5(1)(4 s g(m+n)(zo)

:Zg

n=0

) n—-m n
2 (z—2p) :n;nW(Z—Zo) ’

g (z)

e portanto Res(f,zg) =a_; = R

Observacao 6.4.8. Para utilizar o resultado acima, definimos primeiramente a fungdo h(z) =

(z—20)" f(z), para 0 < |z—zy| < r. Desta maneira, a fungdo analitica g dada no teorema acima
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é dada por
h(z), em 0 <|z—2zp| <,
8(z)= zh_)l’Ile h(z), para z = z,,.
Claramente h®)(z) = ;—;[(z —20)"f(2)] para 0 < |z —zy| < r. Portanto
dk
g(k)(zo) = Z11nz1 ﬁ[(z— 20)" f(z)], para todo k > 0.
20 AZ

Corolario 6.4.9. Se z( é um polo simples de f, entdo
Res(f,zp) = lim (z—zg)f (2).
zZ—2(

Exemplo 6.4.10. A funcao f(z) = m

ordem 2 em z = 1. Encontre os residuos de f nestes pontos.

tem um polo simples em z = 3 e um polo de
Solugao: Sabemos do Coroldrio[6.4.91que para o polo simples z = 3 temos
Res(f,3) = ii_lg(z—S)f(z) =lim —— = —
Além disso, aplicando a Proposigdo ao polo de ordem 2 z = 1, temos g(z) = (z—
1)2f(z) = 5. Assim,

Res(f,1) = limi

[—]—lim;l 1
z—1dz|lz-3 _z—>1(Z—3)2_ 4

Exemplo 6.4.11. Calcule (z)dz, onde f é dada pelo exemplo anterior e y é o circulo
it sttt ) p P )4

orientado positivamente dado por
(a) |2l =2 (b) |zl =4.

Solucao: Para o item (a), somente a singularidade z =1 estd no interior do circulo, assim, o
Teorema do Residuo (Teorema[6.4.3)) temos

4}

§ f(z)dz =2mi Res(f,1) = -
Y 2

Para o item (b), ambas as singularidades z = 1 e z = 3 estdo no interior do circulo. Segue
do Teorema dos Residuos (Teoremal6.4.6)) que

§ f(z)dz = 2mi [Res(f,1)+ Res(f,3)] =0.
)4
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6.5 Integrais reais improprias

Considere o seguinte exemplo:

J“X’ x? p e
X=—.
Coo L+ x4 V2

Soluc¢ao: Considere a fun¢ao complexa f(z) = %, que tem quatro polos simples, da-

Exemplo 6.5.1. Mostre que

dos por

Z,= ei(%’L"%), paran=0,1,2,3.

Consequentemente, pelo Corolario[6.4.9] temos que

Res(f,zg) = }Lr[zl(z—zo)f(z) ==

e também

1 e 1 1 1
Res(f,z1)=—e'4 =—[-——=—-i—].
=g ¥ =g )
Agora seja R > 1 e considere a curva y dada pela fronteira do semi-circulo centrado
em 0 e de raio R contido no semiplano superior, orientada positivamente, como na

figura abaixo.

Figura: A curva y.

Do Teorema dos Residuos[6.4.6] como z; e z; estdo na regiao delimitada pela curva

Y, temos
1

242

1
27t

98 f(z)dz =Res(f,zg)+Res(f,z;) =—i
Y

logo obtemos que

9§yf(z)dz - %
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Aplicando a definicao de integral de linha, temos que

R 2 ¢ 3 ,3it
R
§ e [ i [
y _R1+X 0 1+R4e41t

Mostremos agora que o segundo termo da direita na igualdade acima tende a zero

quando R — oo, 0 que implicara que

R 2 IS} 2
TC X
— = lim dx:j a dx,
V2 Rooo ) pl+x% o 1+x4

e concluira o resultado.

De fato, pela Proposicao[2.2.4], temos |1 + R*e**| > R* — 1 e assim, temos

R3 3it T R3 R3 oo
< —dt=1t——— R—> 0,
1+ R4e41t 0

R4 -1 R4 -1
e conclui o resultado. O

Notemos alguns ‘ingredientes’ que utilizamos para demonstrar este resultado:

1. A fungao do integrando é um quociente de polindomios (que chamamos de fungao
racional).

2. A funcao que aparece no denominador nao pode ter zeros reais, para que a inte-
gral esteja bem definida.

3. Note que para que a integral sobre a parte circular da curva convergisse para zero,
€ importante que apareca uma poténcia de R denominador maior do que a que
aparece no numerador. Para isto, lembrando que pela definicao de integral de
linha, aparecera sempre um R no numerador, devemos ter o grau do polindmio

do numerador maior que o grau do polindmio do denominador mais 2.
Com estas consideragoes, podemos enunciar o seguinte resultado:
Teorema 6.5.2. Sejam p e q dois polinomios reais. Assuma que
1. g ndao tenha raizes reais (consequentemente, tem grau par);
2. grau(q) > grau(p) + 2.

Sejam também z,---,z, 0s zeros complexos de q quem tém parte imagindria positiva.

p(x)
foo q(x)dx = 2nzzRes f,z)

Entao
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Exemplo 6.5.3. Calcule

o] X2
j ﬁdx.
oo XF+x+1
Solugao: Verifique que todas as condi¢oes do Teorema [6.5.2] estao satisfeitas. Os zeros

complexos de g(x) = x* + x2 + 1 com parte imagindria positiva sdo

Zp=e :E‘I'lTeZl—eT__E 2;
e ambos sao polos simples da fun¢ao complexa f(z) = %. Assim temos 0s zeros z, =
eis :—%—i@ ez3:ei5Tn :%—i?.
Além disso
Res(f,zg) = lim(z-z )f(z):zz(z —21) Yzp—20) Hzg—23) 7 = l—iL
0T 0 010 0 073 4 43
e também
Res(f,z1) = lim (2 2)f(2) = 22(z1 — 20) (21 —22) 21— 25) | = = — i
) iz 1 0] 3 4 4\/5

Pelo Teorema segue que

(o] x2 . 7-(
Lx, a1 r = 2mi(Res(f,z0) + Restf, 1) = =



Capitulo

7

Soluc¢oes em series para equacoes

diferenciais ordinarias

Neste capitulo, veremos como utilizar séries para resolver equagoes diferenciais
ordinarias de segunda ordem na forma
d?y

P(X)E

+ Q) 7=+ R(x)y =0, (7.0.1)

onde P,Q e R sao fungoes continuas.

Vamos considerar somente o caso homogéneo como acima, pois o caso nao-homogéneo

d?y

d
P(x) == + Q)= + R(x)y = S(x),

é resolvido similarmente.

Uma ampla classe de problemas em Fisica Matematica nos leva a equag¢oes da forma

(Z.0.1)), onde os coeficientes sao fung¢oes polinomiais; por exemplo, a equagao de Bessel
x*y” +xy’ +(x* = vy =0,
onde v é uma constante, e a equagdo de Legendre
(1-x%)p” = 2xy"+a(a+1)y =0,
onde a € uma constante, e também a equagdo de Cauchy-Euler

x*y” +axy’ + Py =0,
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onde «a e § sdao constantes.

Queremos resolver (Z.0.I)) na vizinhanc¢a de um ponto xy em R; e tal solugao esta
profundamente relacionada com o comportamento de P nesta vizinhanca de x,. Va-
mos nos preocupar com o caso onde P(xg) # 0; isto é, x, é um ponto ordinario. Da
continuidade de P, segue que existe uma vizinhanga de x, onde P é sempre diferente

de zero e assim, podemos dividir esta equagao por P(x) e obter a equagao

v +p(x)y"+q(x)y =0, (7.0.2)

onde p(x) = Q) q(x) = Rix ; sao fungoes continuas. Assim, existe um intervalo onde a

unica solugao de (Z.0.1) com condigdes iniciais y(xg) = yp e ¥’(xp) = v, existe e estd bem
definida.
Buscamos uma solucao para (7.0.I)) que possa se expandida em série de poténcias,

00
Eanx Xo,

n=0

da forma

e vamos assumir que esta série é convergente num intervalo |x — x| < p, para algum

p > 0. Para ilustrar o método que vamos utilizar, vamos comegar com um exemplo.

Exemplo 7.0.4. Encontre uma solugao em série para a equagao
v +9 =0, —00 < x < o0.

Solugao: Sabemos que duas solugoes linearmente independentes desta equagdo sao y,(x) =
sinx e y,(x) = cosx, logo ndo precisariamos utilizar séries para encontrar as solugoes desta
equagdo. Mas este exemplo ilustra bem como utilizar séries de poténcias para encontrar so-
lugoes para equagoes diferenciais ordindrias. Note que P(x) =1, logo todo ponto é ordindrio.

Vamos procurar uma solugdo para a equagdo acima na forma de uma série de poténcias

em torno de xo =0

e assuma que esta série converge em um intervalo |x| < p. Diferenciando a série termo-a-

termo, temos
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Subistituindo estas expressoes na equagao inicial, obtemos

[o¢]

Y [(n+2)(n+ Dayp +a,x" =0,

n=0

0 que nos dd a seguinte relagao de recorréncia para a sequéncia {a,},~:
(n+2)(n+1)a,,,+a, =0, para todo n > 0.

Esta equagdo nos mostra que os coeficientes impares e pares sio determinados separada-

mentes. Para os z'mpares, temos

a_al_al __ 4 _ 4
3T T3 T 3 BT a5 Ty
=DF
k1)
o principio de indugdo. Observemos primeiramente que este resultado é vdlido para k = 1.

e sucessivamente, portanto, esperamos que Ay, = -ay. E provemos este fato usando

Assuma que ele é verdadeiro para k e provemos o resultado para k + 1. Temos

A2k+1 B (~1)F (—1)k+

ok =02k = T ) 3y 0k +2) | (2k+3)(2k+ 2)(2k+ 1)1t T T (2k+3) Y

e portanto o resultado é vdlido para todo inteiro positivo k.

—1)k ..
), ay, e substituindo estes valores na

Analogamente, podemos demonstrar que apj = _((2k).

expressdo em série para y, obtemos

(e
9=0) o

k:O

[oe]

(_l)k 2k+1
X + a ;WX .

Usando o teste da razao, podemos ver que as séries convergem em R, e portanto, todas as

etapas anteriores que fizemos sao justificadas, para todo x € R. Assim, vemos facilmente que

a solugao geral da equagdo é dada por

y(x) = agcosx +ay sinx.

7.1 Equacao de Euler
Nesta secao, vamos considerar a equagao de Euler dada por

x*y” +axy’ + Py =0, (7.1.1)
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onde a e  sdo constantes reais. Vamos procurar solugoes pra esta equacao no intervalo
x > 0 (podemos estender facilmente para o intervalo x < 0).

Vamos procurar solug¢oes para (Z.I1.I) na forma
y(x)=x".
Derivando temos y’(x) = rx"! e y”(x) = r(r — 1)x"~2 e substituindo em (Z.I.1) temos
x'(r(r=1)+ar+p)=0,
e como isto deve ser verdade para todo valor de x > 0, devemos necessariamente ter
r2+(a—1)r+[j’:0.

As raizes (possivelmente complexas) desta equagao sao

(1-a)++/(1-a)>-4p (1-a)-+/(1-a)?-4p

r = > and Yy = >

Temos trés casos a analisar: quando rq, r, sao reais e distintas, quando rq, r, sao reais
e iguais, e quando ry, 7, sao complexas conjugadas.

Caso 1: 11,1, sao reais e distintas.

Neste caso, temos as solugoes y;(x) = xt e y,(x) = x"2. Calculando o Wronskiano
destas solucoes, temos

r )
W (v1,v2)(x) = det x ~ x =(ry—1 )xr2+r1+1,

e segue que W(yy,1,)(x) = 0, para todo x > 0, e portanto estas solugoes sao linearmente
independentes.

Deste modo, a solucao geral para a equagao de Euler neste caso é dada por
Y(x) = c1x +¢px"2, para x > 0.

Caso 2: rq, 1, sao reais e iguais.

Neste caso, temos r; = r, e somente uma solucao y;(x) = x".. Para encontrar uma

outra solucao linearmente independente, podemos utilizar, por exemplo, o método da

Note que xy = 0 é um ponto singular; isto ¢, ndo ¢ um ponto ordinario.
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reducao de ordem. Mas faremos de uma outra maneira.

Definindo F(r) =r(r — 1)+ ar + 5, como r; € uma raiz com multiplicidade 2, temos
E(r) = (r — ;)% isto é, ndao s6 F(r;) = 0, como F’(r;) = 0. A equagdo (Z.II) pode ser
escrita da seguinte maneira para y(x) = x’

x*y" (x) + axy’(x) + By(x) = x"F(r).

Derivando ambos os lados da expressao acima com respeito a variavel r, trocando
as ordens das derivagoes e lembrando que %y =x"lnx, temos
2 d2 r d r r r—1 ro/
x“—— [x"Inx] + ax——[x"Inx] + Bx"Inx = rx"""F(r) + x"F'(r),
dx dx
assim, para r = ry, o lado direito da expressao acima é zero, o que nos mostra que

V2(x) =x"1Inx, x > 0, também é uma solugao para a equacao de Euler.

Agora, temos

r 1
W(1,92)(x) = det| . X nx _ L 2n-1

rix’”

x17 Y Inx +1) ’
e portanto W(yy,v;,)(x) = 0 para x > 0, e portanto estas duas solugoes sao linearmente

independentes, e a solugao geral para a equacao de Euler é dada por
y(x) =x"(c; + cp1nx), parax>0.

Caso 3: 11,1, sao complexas conjugadas.

Assuma, neste caso, que ry = A+iper, =A—iy, com p#0. Lembremo-nos que

X' = el Inx — e(/\+i;4)lnx — e/\lnxeiylnx

= e/\lnx(cos(ylnx) +isin(ulnx))

= xA(cos(ylnx) +isin(ulnx)), para x > 0.

Note que estamos buscando solugoes reais para a equagao de Euler, e para isso,
lembremos que qualquer combinacao linear de solu¢oes de uma equacao linear homo-

génea ¢é ainda uma solugao, portanto, as func¢oes definidas por

1 1
p(x)==x" + Exrz = x" cos(puInx), para x >0,

2

1 1
€ V(%) = —x" - —x" =x*

o > sin(ulnx), para x > 0,
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sao solucgoes reais da equacao de Euler. Ainda, temos

x* cos(pln x) x*sin(puInx)Inx

W(yy, = det
(B1,72)(x) = de x*M 1 (Acos(plnx) — psin(ulnx)) x*~1(Asin(pulnx) + pcos(uln x))

= px21

J

e portanto W(yy,v;)(x) = 0 para x > 0, o que mostra que y; e y, sao solugoes linearmente

independentes da equagao de Euler, e a solugao geral neste caso é dada por

y(x) = xe; cos(ulnx)+cpsin(ulnx)), para x > 0.

Questao: como fazemos agora para resolver esta equagao para x < 0? Procedere-
mos da seguinte maneira: consideremos a mudanga de variavel x = =&, para £ >0, e

definamos u(&) = y(—&) = y(x). Assim, temos

du _dy dx _ dy d’u _dy
A€ " dx dE dx © 42 dx
assim, substituindo estes valores na equacao de Euler, obtemos

2

d d
Ezd—;;+a5£+/3u:0;

isto é, u € uma solucao da equagao de Euler para £ > 0, e portanto temos

c1 &M+ &
u(&) =14 & (cy +¢,1né)
&My cos(uIn &) + cpsin(uln &)),
dependendo das raizes de F(r) serem reais e distintas, reais e iguais, ou complexas

conjugadas, respectivamente. Trocando & por —x e lembrando que |x| = —x para x < 0,

temos
c1]x + colx|"?

p(x) =1 x| (¢ + 2 In]x])
x[*(c1 cos(uln|x]) + ¢, sin(puIn |x]),
Lembrando que |x| = x, para x > 0, podemos unir todos estes resultados, provando

assim o seguinte teorema:

Teorema 7.1.1 (Equacao de Euler). A solugdo geral da equagao de Euler

x*y” +axy’ + Py =0,
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em um intervalo qualquer que ndo contém a origem é determinada pelas raizes r| e r, da

equagao
F(ry=r(r-1)+ar+p=0.

1. Se as raizes sdo reais e distintas, entao

v(x) = cq x| + cplx|"2.

2. Se as raizes sdo reais e iguais, entao

y(x) = x| (c1 + 2 In x]).

3. Seas raizes siao complexas conjugadas, entdo
v(x) = x| (¢ cos(uln [x]) + ¢ sin(uln x),

onder; =A+ipery=A—ip, com p=0.
Exemplo 7.1.2. Encontre a solugao geral para a equagao de Euler em x > 0, dada por
(a) 2x%y”+3xy’ -y =0.
(b) x%y” +5xy+4y = 0.
(c) x*y”+xy’ +y=0.

Solugao: Para o item (a), temos

1 1
F(ry=2r(r—1)+3r—-1=2r"+r—-1= 2(1’2+Er—§)

Z(r ! )(r +1)

2 J
e portanto as raizes 1 = % e ry = —1 sdo reais e distintas, e a solugdao geral é dada por
y(x) = C1x% + czx‘l, para x > 0.
Para o item (b), note que
F(r)y=r(r—-1)+5r+4= PP rdr+4= (r+2)2,

e assim temos duas raizes reais e iguais r| = ry = —2, logo a solugdo geral é dada por

y(x) = x72(cy + cp1nx).
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Para o item (c), vemos que
F(r)=r(r-1)+r+1=r*+1=(r+i)(r—i),

e assim temos duas raizes complexas conjugadas ry =i e r, = —i, logo a solugdo geral é dada

por
y(x) = ¢y cos(Inx) + ¢, sin(Inx).

7.2 Solucoes em séries num ponto singular regular - o mé-

todo de Frobenius

Nesta secao vamos nos preocupar em resolver a equagao

y” +p(x)y’ +q(x)y =0, (7.2.1)

mas numa situagao um pouco mais geral do que fizemos acima. Queremos resolver
esta equagao numa vizinhanga da origem x; = 0, mas vamos supor que pelo menos
uma das fungoes p(x) ou q(x) nao seja analitica numa vizinhanga da origem x, = 0; isto
€, ndo é possivel expandir p ou g numa série de poténcias em torno da origem.

Deste modo, nao é razoavel esperar que possamos resolver a equagao acima usando
(o]

uma expressao em série de poténcias y(x) = > a,x", como fizemos no inicio deste

n=0
capitulo. Vamos porém, assumir que xy = 0 é um ponto singular regular; isto é, que

as fung¢des dadas por s(x) = xp(x) e t(x) = x*q(x) sdo fun¢des analiticas e tem expansoes

em séries de poténcias dadas por

(ee] (o0]
s(x) = anx” e t(x)= Ztnx”,

numa vizinhanca de x; = 0.
Para que estas fungoes s e t aparecam na equacao inicial, vamos multiplica-la por
x2, obtendo
x?y” + xs(x)y" + t(x)y = 0.

Note que se s, =t,, =0, para n > 1, a equagao acima se reduz a
x*y” + xs0y” + tgy = 0, (7.2.2)

que é uma equacao de Euler, e foi discutida na se¢dao anterior. Novamente, vamos
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nos restringir a encontrar solugdes para x > 0 numa vizinhanca de xy = 0. Como a
equagao (Z.2.J)) é basicamente uma equacdo de Euler da forma (Z.2.2)), cuja solugao é
x", buscaremos uma solucao em série na forma

com a; # 0, que é chamada série de Frobenius.

Nosso plano para encontrar tal solucao é o seguinte:

1. encontrar os valores de r para os quais a equac¢ao (Z.2.I) tem uma solugao dada

por uma série de Frobenius;

2. encontrar e resolver a relagao de recorréncia para os coeficientes a,, e

(¢]
3. encontrar o raio de convergéncia da série Zanx”.
n=0
A teoria geral foi feita e provada pelo matematico alemao Ferdinand Georg Fro-
benius (1849-1917), e é bastante complicada. Ao invés de apresentarmos esta teoria

geral, iremos aplica-la em alguns exemplos, para que possamos ilustra-la um pouco.

Exemplo 7.2.1. Encontre uma solugao para a equagdo diferencial

2x%y” —xy"+ (1 +x)p = 0. (7.2.3)
Solucgao: Claramente, xq = 0 é um ponto regular singular. De fato, temos p(x) = —% e
q(x) = %, e portanto
1 1+x
s =xp(x)=—5 ¢ tx)=x*q(x)=—",

que jd estdo escritas em suas séries de poténcia, ja que sy = —%, to=1 = % e todos os outros
sy e t, sdo zero. A equagdo de Euler correspondente a equagao (Z.2.3)) é

Ve

2x%y” —xy"+y = 0.

(ee]
Vamos entdo assumir ue temos uma SOll/l ao X) = Xr a Xn ara , COmM ap + 0.
n 0

n=0
Temos

y'(x)= i(" +r)a, " e yl(x) = i(ﬂ +r)(n+r—1)a,x""2,

n=0 n=0
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e substituindo estes valores na equagao (Z.2.3)), temos

(o)
2x%y” —xy'+ (1 +x)y = ZZ(n +r)(n+r—1)a,x""
n=0
o0 o0 o0
- Z(n +7)a,x" + Zanx”” + Zanx””“.
n=0 n=0 n=0
(o)
O ultimo termo do lado direito na expressdo acima, pode ser escrito como Zan_lx””, e
n=1
podemos combinar os termos para obter
2x%y"—xy"+ (1 +x)p = ap[2r(r = 1) —r+ 1]x”
o
- Z{[2(r +n)(r+n—-1)—(r+n)+1a, +a,_}x"" =0.
n=1

Se a equagdo acima deve ser satisfeira para todo x, entdao todos os coeficientes dessa série
dever ser zero. Do coeficiente de x”, uma vez que ag # 0, obtemos 2r(r—1)—r+1 = 0; isto ¢,

2r(r—=1)—r+1=2r>=3r+1=(r-1)(2r-1)=0.

Esta equagdo é chamada de equagao indicial para a equagiao (Z23). Note que esta é
exatamente a mesma equagdo polinomial que obteriamos para a equagao de Euler associada a
equagao (Z.2.3)). As raizes da equagdo indicial sdiory =1ery = % Estes valores sao chamados

os expoentes na singularidade para o ponto singular regular x, = 0.

Agora, os coeficientes de x""" nos dao
[2(r+n)(r+n-1)—(r+n)+1]a,+a,_; =0,
ou equivalentemente
An-1 An-1

an:_2(”+”)(r+n—1)—(r+n)+1 :_[(r+n)—1][2(r+n)—1]’pamn> 1.

Para cada uma das duas raizes ry e r, da equagdo indicial, usamos a relagdo de recorréncia
acima para encontrar valores para os coeficientes a,. Para ry = 1, temos
An-1

- T > 1;
fn (2n+1)n parat =
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e podemos mostrar que

(=1"
3.5-7---(2n+1)n!

a, = ag, paran = 1.

Assim, tomando ag = 1, obtemos uma solugao para (Z.2.3)) dada por

. (_l)n n
—x|1 , >0,
pilx)=x +;3-5-7---(2n+1)n!x para x

Podemos determinar o raio de convergéncia para esta série usando o teste da razdo, e encon-
tramos que esta série converge para todo x.
Para a segunda raiz ry = %, procedemos da mesma maneira, e encontramos
n-1 n-1

a, =— =— , paran > 1.
" Zn(n—%) n(2n-1) P

Portanto, encontramos

_ (=1)"
-~ 3.5---(2n—1)n

a, [ao, para n >1,

e novamente, tomando ay = 1, obtemos uma segunda solugao para esta equagao, dada por

00 _1)"
vo(x) = x? 1+Z3_5.(“(2)n_1)x” , para x>0,
n=1

e esta série também converge para todo x.
o - 1 . ~
Como os termos principais de y, e v, sao x e x2, respectivamente, segue que estas solugoes

sdo linearmente independentes. Portanto, a solugdo geral da equagdo (Z2.3)) é dada por

y(x) = c1v1(x) + cav2(x), para x > 0.

7.3 Equacao de Legendre

Esta secao é um exercicio para o leitor encontrar as solugdes para a equacao de
Legendre, dada por
(1-x%)y” = 2xy" +a(a+1)y =0, (7.3.1)

e também algumas de suas propriedades.

1. Note que o ponto xy = 0 é um ponto ordinario para (Z.3.1)).
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Note que é necessario somente considerar o caso a > —1, pois se @ < —1, entao a

substitui¢ao ¥ = @ —1 > 0 nos da a equagao de Legendre
(1-x*)p” = 2xy" +p(y +1)y = 0.

Procure uma solucgao para a equagao de Legrende na forma de série de poténcias

y(X) = ianxnf

n=0

e como a distancia de xy = 0 até as singularidades 1,—1 da fungao # é 1, pode-
mos esperar que esta série de poténcias tenha raio de convergéncia pelo menos

1.

Mostre que as solugoes linearmente independentes para a equagao de Legendre

para |x| < 1 sao

yl(x):1+i(_l)ka(a—2)(a—4)...(a—2k+2)(a+1)(a+3)~~~(a+2k—1) ok

X,
L (2k)!

Po(x) = x + i(_l)k(a_ Na-3)--(a-2k+1)(a+2)(a +4)---(0c+2k)x2k+1.

- L (2k+1)!

Mostre que se a = 0 ou se a € um inteiro positivo par (a = 2n), entao a solugao
v1(x) se reduz a um polindmio de grau 2n contendo somente poténcias pares de

X.

Mostre que se « é um inteiro positivo impar, entao y,(x) se reduz a um polindmio

de grau 2n + 1 contendo somente poténcias impares de x.

Defina o polinomio de Legendre P,(x) para um inteiro n como a solugao polino-

mial da equacao de Legendre com a = n, que satisfaz P,(1) = 1.

Mostre que a equagao de Legendre pode ser escrita na forma
(1)) = —a(a+1)y.

Assim, segue que [(1 — x?)P)(x)'] = —n(n+ 1)P,(x) e [(1 = x*)P,,(x)'] = —m(m +
1)P,,(x). Multiplicando a primeira equagao por P, (x), a segunda por P,(x) e fa-
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zendo uma integragao por partes, mostre que

1
f P,(x)P,,(x)dx =0, se n = m.
-1

2
2n+1"

Nota: é possivel mostrar também que se n = m entdo a integral acima vale

9. Dado um polinémio qualquer p(x) de grau n, sempre é possivel escrever p como
uma combinagao linear de Py(x),---, P,(x); isto é, sempre existem constantes a, -, a

tais que

p(x) =) axB(x).

k=0

Usando este fato e o item (8), prove que

2k+1 (!
o =2 [ ponods
-1

7.4 Equacao de Bessel

Vamos nesta se¢cao em procurar uma solucao para a equagdo de Bessel de ordem zero,

dada por
x*y” +xy’ + x>y = 0. (7.4.1)

Vemos que xy = 0 é um ponto singular regular desta equacao, e vamos considerar

por simplicidade o caso x > 0. Queremos encontrar uma série de Frobenius

onde ag # 0 e tal que esta série convirja para |x| < p, com p > 0. Temos

y/(x) — i(r+ n)anxﬂ-n—l e y//(x) — i(r n n)(r+ n— l)anxr+n—2'

n=0 n=0
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Substituindo estas expressoes em (Z.4.1)), temos

x*y” +xy’ + x%y = Zan[(r +n)(r+n=1)+(r+n)x"" + Zanx'mﬂ
n=0

n=0
=ag[r(r=1)+rlx" +a;[(r+1)r+(r+1)]x" + Zan[(r +n)(r+n—1)+(r+n)]x™"
n=0
" Zan_zxnw
n=2
=ag[r(r=1)+rlx" +ay[(r+1)r+(r+1)]x"*!
+ Z{an[(r +n)(r+n—=1)+(r+n)]+a,_}x" " =0.
n=0

A equacao indicial para esta equacao é F(r) = r(r — 1) + r (o coeficiente do termo
ap), que tem r; = 0 como raiz de multiplicidade dois. Neste caso, podemos somente

encontrar uma solugao para esta equagao.

Observacio 7.4.1. E possivel, com um estudo mais aprofundado, encontrar uma segunda

solugdo para esta equagdo. Por simplicidade, nos focaremos somente em encontrar uma.

Assim, esperamos encontrar uma solu¢ao da forma y(x) =) ;> ja,x". Com r =0 na

expressao acima, obtemos que a; = 0 e também a seguinte relacao de recorréncia:

A,

n2

a, =-— 2,paran>2.

Vemos da relagao de recorréncia que os coeficientes de indices pares e impares sao
encontrados separadamente.

Caso 1: indices impares.
Neste caso, como a; = 0, a relacao de recorréncia nos da que a,,,; = 0, para todo
n > 0.

Caso 2: indices pares.

Neste caso, temos

a_“o a_ﬂz_ﬂo a = a0
272 AT T oap2 T6T T96(3.2)2
e, em geral, esperamos que
—1)k
(Z2k = an. (74:2)

22k(k!)2
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Provemos (7.4.2) utilizando o principio da indugao finita. Claramente, como cons-
tatamos acima, (Z.4.2) é valida para k = 0,1,2 e 3. Suponhamos que (Z.4.2)) ¢ valida
para um k arbitrario e provemos ser verdade para k + 1.

Temos

-1 k -1 k+1
SV = ) L o | s
) I T2 ek 1)2 T 22(k+1)2- 22K (k)20 T 20 D [(k 4 1)1]2

e portanto (Z.4.2) é valida para todo k > 0.
Portanto, uma solugao para a equagao de Bessel tem a forma

1 (X) =4a [1 + Zzg;(ilrz!)zxznd'

n=1

A funcao entre os colchetes é chamada de funcao de Bessel do primeiro tipo de
ordem zero, e é denotada por Jy(x). Com o teste da razao, podemos concluir que esta

série converge para todo x real.
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Capitulo

8

Equacoes diferenciais parciais

Neste capitulo vamos dar brevemente a definicao de uma equagao diferencial parcial
e resolver algumas equagdes em casos particulares. Comecemos nosso estudo com a

seguinte definicao:

Definicao 8.0.2. Uma equacao diferencial parcial, ou simplesmente, uma EDP, é uma
relagdao que envolve uma fungao u de n-varidveis independentes xq,---,x,, e suas derivadas
parciais com relagdao a cada uma dessas varidveis, até uma certa ordem k.

Exemplo 8.0.3. Para uma fungao u(t,x) ou u(x,y), temos as seguintes EDP’s:

1. u,, =0.

2. uy = c?uy,, onde c é uma constante. Esta é chamada a equagao da onda.

»

u; = kuy,, onde k > 0 é uma constante. Esta é chamada a equagao do calor.
4. uyy+uy, = 0. Esta é chamada a equagao de Laplace.

A teoria de resolucao de EDP’s é consideravelmente mais complicada do que a teo-
ria de EDO’s, e a resolucao de uma EDP depende nao somente da equagao em si, mas
depende também do ‘formato’ da regiao aonde estamos considerando estas equagoes
(isto ficara mais claro ao longo do capitulo).

Nos dedicaremos agora a resolucao da equacao da onda e da equagao de Laplace
em alguns casos especiais. Comecemos com a resolucao da equagao de Laplace em um

retangulo.
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8.1 Equacao de Laplace

A equacao de Laplace para uma fungao u(xy,---,x,) é dada por
At =ty )+ Uy = 0.

Uma fungao que satisfaz a equagao de Laplace é chamada de fun¢ao harménica.
Em dimensao um, temos simplesmente u,, = 0, cujas solu¢oes sao da forma u(x) =
A + Bx, onde A e B sao constantes; mas isto é tao simples que este caso nao nos da

absolutamente nenhuma dica do que acontece em dimensoes maiores.

Para vermos o que pode acontecer, vamos estudar a equacao de Laplace em dimen-

sao 2. Mais precisamente vamos estudar o problema de Dirichlet

Uy +u,, =0em Q,
{” w (8.1.1)

u=f em dQ

onde Q) ¢ um dominio limitado em R? e f ¢ uma funcao dada.

E possivel mostrar, sem muitas dificuldades, que nestas condi¢oes a equacao de
Laplace possui no maximo uma solug¢ao. Mas as dificuldades aparecem quando quere-
mos responder as seguintes perguntas: sera que ela possui uma solugao? E se de fato

tal solucao existe, é possivel encontrar uma expressao explicita para ela?

Neste ponto veremos o quanto o dominio () é importante para respondermos tais

perguntas. Comegaremos com o caso mais simples, aonde () é um retangulo.

8.1.1 Dominios retangulares

Vamos aqui utilizar o método da separagio de varidveis, para encontrar a solu¢ao do

problema de Dirichlet (8.1.1)) no caso onde Q) é o retangulo
Q={(x,y)eR*: 0<x<a, 0<y<bl,

e a funcao f dada por

fi(x), para (x,y) em [0,a] x {0};

| A, para (x,y) em {a} x[0,b};
flx,p)=

f3(x), para (x,y) em [0,a] x {b};

f4(v), para (x,y) em {0} x [0, ],
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onde fi, f», f3 e f4 sao fungoes dadas, satisfazendo f;(0) = f4(0), fi(a) = f2(0), fo(b) =
f3(a), f3(0) = fa(b).

Como a soma de solugdes da equacao de Laplace ainda é uma solugao, podemos
facilmente ver que basta resolver o caso fi = f, = f4 = 0. Os casos f; = f3 = f4 =0,
fo=fz=fis=0e fi = f, = f3 = 0 sdo resolvidos analogamente, e o caso geral é obtido
pela soma destes quatro casos.

Como mencionamos anteriormente, utilizaremos aqui o método da separacao de
variaveis, que consiste em buscar solucdo que dependam separadamente das variaveis

x e y; isto é, buscamos uma soluc¢ao da equagao de Laplace que tenha a forma

u(x,y) = X(x)Y(y),

onde X, Y sao fungoes independentes.

Utilizando esta expressao para u, a equacgao de Laplace se torna
X"(x)Y(p)+ X(x)Y”(y) =0,

e como estamos procurando solugdes nao-nulas para o nosso problema, podemos divi-
dir esta expressao por X(x)Y(y) para obter
X//(x) Y//(y)

X0 Y Y

ou equivalentemente
~X"(x) _ Y”(p)
X(x)  Y()

Mas note que na expressao acima, o lado esquerdo é uma fungao que s6 depende de
x, enquanto o lado direito é uma funcao que depende somente de Y. Isto sé é possivel
quando estas duas fung¢oes tem valor constante, que denotamos por A. Dito de outra

maneira, existe um numero real A tal que

_X//(x) ~ Y”(y)

X() - Y

Assim, primeiramente vamos resolver o problema homogéneo

{X(@+kﬂ@:0 (512

X(0) = X(a) = 0.

Observacao 8.1.1. As condigodes iniciais para X sdao obtidas lembrando que 0 = u(0,y) =
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X(0)Y(y) e 0=1u(a,v)=X(a)Y(y), para todo y € [0,b], e como buscamos solugdes nao-nulas
para a equagao, devemos ter X(0) = X(a) = 0.

O polindémio caracteristico de [8.1.2) ¢ dado por F(r) = r? + A, cujas raizes sdo r =

+iV\ e assim a solugdo geral para a equacao em (8.1.2)) é dada por

X(x) = ¢ VA 4 e VAX

’

onde cy, ¢, sao constantes arbitrarias. Aplicando as condicdes iniciais, temos

C1+C = 0
(8.1.3)

ce' Az c2e_”/x“ =0,

e assim, obtemos que cl(e"‘ﬁ’Z - e""ﬁ”) = 0. Como estamos buscando solu¢oes nao-
nulas, devemos ter ¢; # 0 (pois se ¢c; = 0 entao ¢, = 0 e assim X(x) = 0), o que nos da
que

ez\/ia —e ! Aa _ 0

’

n2m?

e assim temos ezz'\/x’Z = 1, portanto 2iVAa = 2nmi, para n € Z; isto é, A = 3

, para
. ~ , , - - 2.2

n € N. Assim, a equacao (8.1.2) so tera solucao nao nula se A = =3-, para n € N, e neste
. A Ce .

caso, as raizes do polindmio caracteristico sao r = =i, A solugao geral de (8.1.2) para

VA= Z% com n > 1, que denotamos por X,,(x) é da forma

Xu(x) =y sin(ﬂx).
a

Para n =0, temos A = 0 e a solucdo geral de (8.1.2)) é a da forma
X(x)=c1 +cpx.

Com as condigoes iniciais X(0) = X(a) = 0, obtemos que X(x) = 0, que nao nos
interessa. Assim, vamos analisar somente as solu¢des para n > 1.

Agora, para estes valores de A, vamos encontrar as solugoes de

{Y (y)-AY(p)=0 614

Y (0) = 0.

Observacao 8.1.2. Aqui, novamente, a condigdo inicial é obtida da expressao 0 = u(x,0) =
X(x)Y(0), e como X(x) nao é nula, devemos ter Y(0) = 0.

O polindmio caracteristico deste problema é F(r) = 7>~ A, que tem raizes r = + VA =
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+ 1K
a

Logo, a solugao geral para (8.1.4) é dada por
Y(y)=diea? +dyea?.
Aplicando a condicao inicial, obtemos

d1+d220,

e assim a solucio geral Y, de (8.1.4) para A = % ¢ dada por

. nrTt
Y,(y) = d, smh(7y)

Logo, para cada A = 21 com n=

1, temos uma solugao u,(x,y) para a equagao de
Laplace, com ¢; =d; =1, dada por

. (nm )\ . (nm
uy(x,y) = sm(7x)smh(7y).

Usando o principio da superposi¢do, como combinagdes lineares de solugoes de

equacoes diferenciais lineares ainda sao solugdes, uma solugao para a equacgao de La-
place é

u(x,y) = Z‘Zn“n X,y) = Zan Sln(—x)smh(ﬂy)

n=1 n=1

Para completar o problema, devemos encontrar uma solugao que satisfaga a condi-

cao u(x,b) = f3(x), para todo x € [0,a]. Aplicando esta condi¢ao devemos ter

Zuns (—x)smh(7b) para todo x € [0, a].

n=1

Vamos agora determinar os coeficientes a,, para que a expressao acima seja valida

Lema 8.1.3. Para n,m > 1 temos

amn (mm 0, sen=m,
sin|—x|sin|{—x|dx =< 4
0 a a > se n=m.

Agora, usando o lema acima, multiplicando a expressao a expressao por sin( x)
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e integrando de 0 até a, obtemos
a mTt a mr
in|—x|dx=a,,-—-si h(—b),
J;f3(x)sm( . x) X =y 5 -sinh| —

gy - — J;aff;(x)sin(%x)d&

asinh(%b

logo temos

para todom > 1.
Portanto a solucao de (8.1.1) no retangulo Q) é

;Z s1nh nnb J f3(x sm(7x)dx sm(%x)smh(—y)

n:

N

para (x,p) € Q.

) de maneira

Exercicio 8.1.4. Encontre a solugdao deste problema quando f3(x) = sin(%

que tal solugdo ndo esteja mais expressa em forma de séries.

8.1.2 Discos

Nesta se¢ao, veremos como encontrar uma solugao para o problema (8.1.1) quando
Q é um disco centrado na origem; isto ¢, Q = {(x,y) € R?: x? + p% < p?} para algum

p >0, isto €, vamos estudar o problema

Uyx + Uy =0, em

(8.1.5)
u =h(0), em JQ.

Vamos aqui utlilizar o método da separagao de varidveis novamente. Mas, como
estamos trabalhando num disco, é mais conveniente trabalharmos com coordenadas
polares. Sendo assim, precisamos verificar como o operador Laplaceno se comporta
em coordenadas polares.

Lembremos que em coordenadas polares, descrevemos os pontos do disco () por
x=rcosf ey =rsinf,onde 0 <r<pel<O<2m Assim, se escrevemos u(x,y) =
u(x(r,0),y(r,0)), temos

dru = dyucosO +d,using e dou = —Ju -rsin6 + Ju - rcos 6.

Simbolicamente, denotamos isto na forma matricial, para obter a seguinte relagao
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entre os operadores diferenciais

dy| | cos@  sinO _ax
dg| |-rsin@ rcosO dy

Invertendo esta transformacao, obtemos

dy| |cos® —sinl |9
dy ~ |sin6 Cofe do

Agora, usando estas expressf)es, temos

in®cos® in” 0 25in 6 cos 6 in”6
Oyx = cos? 0d,, — 2%&86 " sm2 Do + sin 2COS Do+ sin 5
r r r r
e 2 2
dyy =sin” 00, + 2%@36 N CO:Z Dpp — 25N rzcos 9+ 205

Assim, somando as duas, obtemos a expressao para o operador Laplaceano em co-

ordenadas polares, dada por
1
Uyy + ”yy = Uy + ?MT + ﬁlx[@@,

para 0 <r<p.

Observacao 8.1.5. Por enquanto, assumiremos que r > 0, para podermos utilizar a expres-
sao para o Laplaceano em coordenadas polares. Em alguns passos mais adiante, removeremos
esta condigdo, para encontrar solugoes em todo o disco.

Vamos agora buscar solug¢des para (8.1.5]) da forma u(r,0) = R(r)©(6). Temos

1 1
R”(r)©(0) + ;rR’(r)@(G) + ﬁR(r)G)”(G) =0.
Como estamos buscando solu¢des nao-nulas para o problema, podemos dividir esta

expressdo por u, e multiplica-la por 72, para obter

oR7(r)  R'(r) ©7(6)

R TR o)

ou equivalentemente
2R7(r) . Ri(r) __©7(6)

R R T @)

Como para o caso de retangulos, a expressao acima s6 é possivel se existe uma
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constante A tal que
LR | Rir) __©7(0)
R(r) R(r) 0(0)

Utilizando a equagao para ©, lembrando que © deve ser uma funcao 2r—periddica,

temos

(8.1.6)

0”(0)+A0(0) =0
O(0+2m)=0(0), para O e R.

O polinémio caracteristico desta equacao é Fg(s) = s> + A, cujas raizes sio s = +i VA,
e assim a solugao geral é dada por
O(0) = ¢; sin(VAO) + ¢, cos(VAO).
Exercicio 8.1.6. Mostre que utilizando as condigées de contorno para ©, obtemos A = n?.
Com este exercicio, obtemos entao a solucao
0©,,(0) = ¢y sin(n0O) + ¢, cos(nb),
para cada n > 0. Note que para A =0, a solugao é @y(0) = c,.
Observacao 8.1.7. Note que as constantes variam com n; isto é, c; = c¢1(n) e c; = cp(n).
Agora, para cada A = n?, n > 0, vamos encontrar a solucao da equacao
r*R”(r)+rR'(r) = n*R(r) = 0,

que é uma equacdo de Euler, que tem polindmio caracteristico F,(s) = s(s — 1) + s — n%;

de onde obtemos que s = +n.

Assim, para n > 1, temos a solugao
R, (r)=dir" +cor™",
e a solucao para n =0 é dada por
Ro(r)=dy+dyInr.

Como as solugdes " e Inr tendem a infinito quando r — 0%, descartamos todos

estes termos, e assim obtemos as solu¢oes

R,(r)=dyr", paran>0e0<r<p.
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Assim, como no caso anterior, multiplicando as solu¢oes R, e ©,, e somando para

n > 0, obtemos

(o]

u(r,0) = %0 + ) ", cos(n0) + b, sin(n0).

n=1

Usando a condic¢ao de fronteira, obtemos entao

h(6) = u(p,0) = 61_20 + Zp”(an cos(n0) + b, sin(nb)).

n=1

Vamos agora determinar os coeficientes a,, b, para que a expressao acima seja valida

e para isso, utilizaremos o seguinte resultado:

Lema 8.1.8. Temos as seguintes relacdes para n,m > 1:
(i) [, cos(nep)dep = 0;

(i) [;"sin(ngp)dg = 0;

(iii) [ sin(np)cos(n)dep = 0;

(iv) [7sin(n)sin(me)dep = 0; para n = m;
(v) [)" cos(ngp)cos(mep)dep = 0; para n = m;

(vi) fozn cos?(n¢)d¢ = fozn sin®(n¢)d¢ = .

Agora, usando este lema, fica a cargo do leitor demonstrar (utilizando as mesmas

ideias do caso de dominios retangulares) que

1
_np”

an

e também que
1

b=

21
J; h(¢)sin(nd)d .

Portanto a solugao para o problema tem a forma

[o0]

27
J h(¢)cos(np)dp, paran >0,
0

1 271 1 r n. ~2n
u(r,@):EJ; h(¢)d¢+;Z(—) J; h(¢)[cos(n¢)cos(nB)+ sin(n¢)sin(nb)|d¢.

p

n=1
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Assim, podemos escrever

o0 n (o] r n o0 r n )
1+2 (—) cos(n(@—¢)) =1+ (—) eno-0) 4 (—) e in0-9)
L Ll s
(o] n o0 n
r r
=1+ —e'l? ‘f’)) ++ (—e"(e“f’)) =
;(P ; P
|, _reiod re—i(0-9)
=1+ +
p — rel(g_‘l)) p — re_l(g_(l))
p?—r?

- p? —2prcos(0 — ) +r?

Portanto, a solugdo para o problema de Dirichlet no disco (8.1.5) é dada pela ex-
pressao abaixo, conhecida como a formula de Poisson:

Nl h(¢p)
u(r.6)= 27 J; p2—2prcos(6—qb)+r2d¢'

Exercicio 8.1.9. Encontre uma expressio como a formula acima, para o caso onde () é o
exterior de um disco; isto é, p < r < oco. (Dica: neste caso, faca como fizemos nesta secdo, mas as

solugdes a serem descartadas sdo " e Inr)

8.2 Equacao da onda

Nesta secao, o leitor esta convidado a lidar com a equagao da onda para uma fungao
u(x,t), dada por

_ 2
Upp = C Uyy.

Mais especificamente, lidar com o problema de Dirichlet

(8.2.1)

U = Cllyy, para 0 < x <1
u(0,t)=u(l,t)=0,

com condi¢Oes iniciais

u(x,0) = $(x) e us(x,0) = P(x).
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Usando, novamente, utilizar o método da separagao de variaveis, buscaremos uma
solugao de (8.2.1)) da forma
u(x,t) = X(x)T(t).

Utilizando esta expressao para u, temos
T”(H)X(x) = > X" (x)T (1),

e dividindo esta expressdo por —c2X(x)T(t) obtemos

T//(t) B _X”(X)

—c2T(t) X(x) "

Como o lado esquerdo da igualdade acima é uma fun¢ao que depende somente da
variavel t e o lado direito depende somente de x, estas expressoes definem um valor

constante A. Portanto
T”(t) X”(X) B

“E2T() . X(x)

Logo, estas expressoes nos dao as seguintes equagoes
X"(x)+ AX(x)=0e T”(t)+ c>AT(t) = 0,
cujas solucao gerais sao

X(x)=¢ cos(ﬁx) +c; sin(\/Xx),

T(t) = d; cos(VAct) + dy sin(VAct).

Para a funcao X(x), devemos ter as condi¢oes de contorno X(0) = X(I) = 0.

Exercicio 8.2.1. Mostre que usando estas condigoes para a fungio X, encontramos A =

(%)2 para cada n > 1.

Agora, como fizemos nas se¢oes anteriores, usando estes valores para A, podemos
encontrar as solugoes correspondentes para a fungao T(t), multiplica-las e somar para

n > 1, e obtemos o seguinte exercicio:

Exercicio 8.2.2. Mostre que a solugdo desta equagdo é

u(x, t) = Z[an cos(m;Ct)+ b, sin(@)] sin(nTnx),

n=1
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e usando as condigoes u(x,0) = ¢(x) e uy(x,0) = Y(x), note que

Para encontrarmos os coeficientes {a,},>1 e {b,},>1 explicitamente, aplicamos o ra-

ciocinio utilizado nas se¢Oes anteriores:

Exercicio 8.2.3. Encontre, como nas segoes anteriores, a expressio para o0s coeficientes

{a,}nen em termos da fungdo ¢, e dos coeficientes {b,},cn em termos dos coeficientes de

.

Exercicio 8.2.4. Encontre a solugdo para este problema quando | = 1, ¢(x) = sin(3x) e
P(x) = sin(6x), de tal maneira que esta solugdo ndo esteja mais expressa em forma de uma
série.

8.3 Identidades de Green e func¢oes de Green

A fungao de Gree funciona como uma ‘solugao universal’ para fun¢oes harmonicas
em um dominio, no sentido de que qualquer func¢ao harmonica pode ser expressa em
termos da funcao de Green. Combinada com métodos de reflexio, a fungao de Green
nos leva de uma maneira bem direta a solugao para problemas de valores de contorno

em alguns dominios com geometria especiais.

8.3.1 Notacoes

A principal ferramenta desta secao € o Teorema da Divergéncia, e assim, a notagao
vetorial sera usada extensivamente. Para isso, fixaremos os conceitos (em trés dimen-
soes) que vamos utilizar.

Definicao 8.3.1. Se u = u(x,y,z) é uma fungdo escalar e ¥ = (Fy,F,,F3) é uma fungdo
vetorial; isto é, cada F; é uma fungao escalar, temos

Vi = (uy, uy, 1),

!George Green estava interessado nos novos fendmenos de eletricidade e magnetismo no comego do
século XIX.
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OF, JF, JF,
ox " dy " dz’

Au=divVu =V -Vu =y, + 1y, + g,

divF=V-F=

2_ .2, .2, .2
[Vul” = ug +u, +uj.

Se Q) ¢é uma regido em R3, denotamos a integral de superficie de uma fungdo escalar u

[], was.

Como mencionamos acima, nossa principal ferramenta sera o Teorema da Diver-

sobre a fronteira dQ) por

géncia, que enunciamos abaixo:

Teorema 8.3.2 (Teorema da Divergéncia). Se F é uma fungdo vetorial em uma regiao li-

mitada em Q) de R3 e n é 0 vetor normal unitdrio que aponta para fora de Q, entdo

JIJ div Fdx = JIJ div Fdxdydz = J] F-ndS.
Q Q 2Q

8.3.2 Primeira identidade de Green

Comecamos aqui com a regra de derivacao do produto
(Vidy)x = Vylly + Vidyy,
e 0 mesmo para as derivadas em y e em z. Somando estas equagdes temos
V- (wVu)=Vv-Vu+vAu.

Integrando em () e usando o Teorema [8.3.2Ino lado esquerdo, obtemos

ﬂag”%ds fﬂg Voo Vudxs f f L”A“d"' (8.3.1)

onde g—ﬁ =n-Vu é a derivada direcional de u na direcio de n. Esta equacao (8.3.1)
é conhecida como a primeira identidade de Green, e é valida para qualquer regiao
solida limitada () e par de fungoes u,v. Por exemplo, podemos tomar v = 1 para obter

Ha@ ds = fﬂg Audx. (8.3.2)

Uma aplicagao imediata da primeira identidade de Green ¢ a condi¢ao de compatibilidade
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para o problema de Neumann, dado por

Au=f, em Q,

(8.3.3)
ou =h, em 0Q.
on

Usando a equacao (8.3.2), devemos ter que

[ o

Assim, f e h nao podem ser escolhidas arbitrariamente para que tenhamos espe-
ranca de que o problema de Neumann (8.3.3]) tenha solu¢ao. Devemos necessariamente
ter que f e h satisfacam a condi¢ao de compatibilidade dada acima. Neste sentido, o
problema de Neumann nao é completamente bem posto. Mas, com um pouco de traba-
lho é possivel mostrar que sempre que esta condicao de compatibilidade é satisfeita o
problema tem uma solucao, entao a situa¢ao nao é assim tao ruim.

Quanto a unicidade, é facil ver que se temos uma solucao u para o problema de
Neumann, se adicionarmos uma constante qualquer a esta fun¢ao, obteremos outra

solucao para o problema, logo nunca teremos unicidade.

8.3.3 Segunda identidade de Green

O termo do meio da equagao (8.3.1)) nao se altera quando trocamos u por v, assim,

escrevendo esta equagao com u e v, com v e u e subtraindo as duas, obtemos

Jﬂ (vAU - uAV) dx_ﬂm( 3:‘1 )dS (8.3.4)

que é a segunda identidade de Green, e como a primeira identidade, é valida para
quaisquer pares de fungoes u,v.

Isto nos leva a uma defini¢ao natural.

Defini¢ao 8.3.3. Dizemos que uma condigdo de contorno é dita simétrica para o operador
A se o lado direito de (8.3.4) é zero para qualquer par de fungdes u,v que satisfazem a dada
condigdo de fronteira.

As condi¢oes de contorno classicas do problema Au = f em () sao:
1. condi¢ao de Dirichlet: u = 0 em JQ;

2. condi¢ao de Neumann: g—ﬁ =0em JQ;
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3. condigao de Robin: 3=+ au =0 em dQ, onde a é uma constante.
Exercicio 8.3.4. Mostre que cada uma das trés condigoes de contorno cldssicas dada acima

é simétrica para A.

8.3.4 Formula de representacao

Esta formula representa qualquer funcao harmoénica em um dominio D como uma

integral sobre a sua fronteira. Temos o seguinte resultado:

Teorema 8.3.5. Se Au = 0 em uma regidao limitada () em R3, entdo para cada xy € D, temos

u(xo) T 4n JLQ

Para demonstrar este resultado, precisaremos do seguinte lema:

1 1 Jdu

das.
9n||x xoll " Tx—xll an

Lema 8.3.6. Seja Q) uma regido limitada em R> e x( € Q. Entdo a funcdo dada por

1 1
47t ||x — x|

v(x)=—

, para X # X,

é tal que Av =0 em Q \ {xy}.

Demonstrag¢ao: A demonstracao deste resultado fica a cargo do leitor.

Demonstracao do Teorema [8.3.5} Para aplicar a segunda identidade de Green ao par
de func¢oes u e v, com v dada no lema acima, precisamos primeiramente remover uma
pequena esfera de raio € > 0, que chamaremos de B, centrada em x, da regiao (2, uma
vez que a funcao v nao esta definida em x,.

Por simplicidade de notacao, assumiremos que x,. Assim, B, € uma esfera pequena
centrada na origem, que esta inteiramente contida na regiao (2, e consideraremos uma
nova regiao (), obtida da regiao () retirando a esfera B,; isto ¢, Q. = Q) \ B.

Na regiao (), a funcao v esta bem definida e Av = 0, assim, aplicando a segunda
identidade de Green para o par u,v, obtemos

v Ju
J‘LQ (M%—'Ua—)ds 0.

Mas a fronteira dQ. da regido (). é constituida por duas partes: a fronteira da

regiao original () e também pela fronteira dB, da esfera B.. Assim, obtemos

[Lalea-elese G =o
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Agora, na fronteira dB,, temos 9‘9 = g ,onde r é a direcao radial. Como v(x) = 471U,
onde r = ||x||, temos gv = % = 4m2 Lembrando que r = € em dB, e que a area de dB,
é 41e? temos

H w2 as - ﬂ s+ H uds
20\ on 4re 2B, dme? J) g,
Como 2 . € 1 sdo continuas em (), e em particular, em dB,, segue que
—dS 0
4me J 2B, on -
e também .
das 0),
4me? JLBeu —u(0)
quando € — 0, e portanto, concluimos que
0 d
u(0) = JT (u—v v—u)dS,
20\ dn dn
onde v(x) = 4n” 1 O que demonstra o resultado. ]

Exercicio 8.3.7. A férmula de representacio para uma regido limitada Q) em R? é dada por

uxo) =5 |

Demonstre esta expressao.

d du
—u(x)%lnﬂx—xoll - ln||x—x0||%]ds.

Exercicio 8.3.8. Sejam ¢ uma fungdo de classe C* definida em R® que se anula no exterior

0) = —ﬁ HL %Aq)(x)dx,

onde () é a regiao onde ¢ nao se anula.

de uma bola. Mostre que

8.3.5 Funcoes de Green

A férmula de representagéo dada no Teorema [8.3.5] utilizou duas propriedades ba-

sicas da fung¢ado v(x) = que ela é harmonica exceto em x( e que ela possui

47{||x —X ||
uma singularidade neste ponto. Nosso objetivo é tentar modificar esta fungao para
que tenhamos uma féormula de representacao, mas que um dos termos da féormula do
Teorema [8.3.5] desapareca. Tal fun¢ao modificada sera chamada de fungao de Green

para Q).
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Definicao 8.3.9. A funcao de Green G(x) para o operador A no dominio () no ponto
xo € Q é uma fungdo definida para todo x € Q \ {x} que satisfaz:

(i) G(x) possui derivadas de sequnda ordem continuas e AG =0 em Q \ {xq};
(ii) G(x) =0 parax e dQ;

(iii) a fungdo G(x)+ m é finita em X, tem derivadas de segunda ordem continuas em

Q e é harmonica em x.

Pode-se mostrar que uma fun¢ao de Green sempre existe e é Gnica. A notagao
usual para esta funcao de Green é G(x,xy). Temos o primeiro resultado para a fungao

de Green.

Teorema 8.3.10. Se G(x,Xg) é a fungao de Green, entdo a solugdo para o problema de Diri-

1(xg) = H{}Qu(x)%ds

Demonstragao: Defina a funcao H(x) = G(x,xg) — v(x), onde v(x) = —m, como
anteriormente. Entao, pela definicao da fungao de Green (itens (i) e (ii) da Definigao
[8.3.9), H é uma fun¢ao harmonica em todo o dominio (). Assim, escrevendo a segunda

chlet é dada pela formula

identidade de Green para o par u, H obtemos

0[] 5w -Ha)as

Ainda, da féormula de representacao para o par u,v, temos

al Hag( an )ds

Somando estas duas igualdades, temos

il ﬂ;o( on )ds

Como G = 0 em dQ, pela condigao (ii) da Defini¢ao[8.3.9] temos

u(x u—dS
0) JLQ dn

o que completa a demonstracgao. n
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Uma importante caracteristica da funcao de Green é que ela é simétrica; isto ¢,
temos
G(x,xg) = G(x(,x), para todo x # x.

Exercicio 8.3.11. Usando fungoes de Green, mostre que a solugdo para o problema de Pois-

son dado por
Au=f, em Q)

u=nh, em 0Q

1(xg) = JLQ h(x)@ds + mﬁ £(%)G(x,%0)dx.

8.3.6 Funcao de Green no semi-espago

é dada por

Determinaremos nesta se¢ao a fungao de Green para o semi-espago z > 0. Apesar
de estarmos aqui lidando com um dominio ilimitado, as ideias envolvendo fungoes
de Green permanecem validas, se colocarmos uma ‘condi¢ao de contorno no infinito’,
pedindo que as fungoes e suas derivadas tendam a 0 quanto ||x|| — 0.

Escrevemos as coordenadas como x = (x,y,z) e lidaremos com o semi-espago () =
{z>0}. A ideia aqui é utilizar o método da reflexao; isto é, cada ponto x = (x,y,z) € Q
possui um ponto refletido x* = (x,y,—z) que nao esta em Q.

Sabemos que a fungao v(x) = satisfaz as condicoOes (i) e (iii) da Definicao

S S
4rllx—xoll
8.3.91 Nossa ideia é modifica-la para que tenhamos a condicao (ii). Temos o seguinte

resultado:

Teorema 8.3.12. A fungao de Green para Q) é dada por

1 1

G(x,x5) = — +
(0X0) = = ik —xoll T Tl =

onde X, € o ponto refletido de x,.

Demonstracao: Devemos checar as condigoes (i), (ii) e (iii) da Definicao A con-
dicao (i) é claramente satisfeita, G € finita e diferenciavel exceto em x( e temos AG =0
em Q \ {x¢}.

A condicao (ii) segue do fato de que se x € J(), entao z = 0 e assim x* = x e portanto
G(x,xq) = 0.

Para (iii) € facil ver que como xj esta fora de (), a funcao m nao possui ne-
nhuma singularidade em () e portanto tem suas derivadas de segunda ordem e ¢é

harmonica em x. n



8.3 Identidades de Green e funcdes de Green 125

Vamos agora usar esta funcao de Green para resolver o problema de Dirichlet

Au =0, em Q
u(x,v,0) = h(x, ).

Usaremos o Teorema|[8.3.10l Note que ‘g—g = —%—f em d(), ja que n aponta para baixo.

Ainda mais

G 1( Z+ 2 z—2 ) 1 2y

dz  An\llx—xglPF  lx—xolP/ 27 [lx—xol]*’

em dQ). Portanto a solugao do problema de Dirichlet é

_ % h(x)
uxo) = 5 Hag —xoP "
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