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Introducao

No que segue, estudaremos os atratores para sistemas dindmicos, tanto no caso autéonomo
- nos quais o sistema dinamico é chamado de semigrupo, quanto no caso nao-auténomo -
chamados de processos de evolu¢ao. De maneira geral, para compreender o que é de fato
um sistema dinamico, imagine que queiramos prever o valor de uma variavel x em instantes
futuros e denotemos o espaco dos possiveis valores para esta variavel por X. A variavel
x pode descrever uma infinidade quantidades fisicas, biologicas, economicas, etc. Como
exemplo citamos a posi¢do de um corpo no espaco (um vetor em R?®) ou a distribuicao de
temperaturas em um corpo {2 (uma fungao definida em €2 e tomando valores em R). Assim,
o espaco X pode ser de dimensao finita ou infinita.

Um sistema dindmico ¢ uma familia de operadores {S(¢,s): ¢t > s}, definidos em X e
tomando valores nele mesmo de forma que, dado que o valor da variavel no instante s é x,
S(t,s)x é o valor da varidvel num instante posterior t. O conhecimento do sistema dinémico
nos permite saber (no futuro) os valores da variavel que conhecemos no instante presente
para cada possivel valor da variavel z em X. E claro que esta familia de operadores deve

obedecer certas condi¢oes de compatibilidade. Estas condi¢oes sao:
(i) para todo t, S(t,t) = I onde I ¢é a identidade em X e
(i) S(t,7)S(r,x)x = S(t,s)x sempre que t 27 >sex € X.

um sistema dindmico

[N

Quando t e s sdo tomados em Z, diremos que {S(t,s): t > s}
discreto e se t e s sdo tomados em R diremos que {S(¢,s): t > s} é um sistema dindmico
continuo. Para ilustrarmos algumas situagoes que envolvem sistemas dinamicos e fixar as
ideias, consideraremos por enquanto o caso dos sistemas dindmicos continuos.

O espago X em geral é um espa¢o métrico e denotaremos por d a sua métrica. Algu-
mas vezes, mas nao sempre, também pedimos que um sistema dinamico tenha a seguinte

propriedade de continuidade:

(iii) a aplicagao {(t,s,7) e R* x X:t > s} 2 (t,s,x) — S(t,s)r € X é continua.
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Defini¢ao 0.1. Sejam X um espago métrico e C'(X) o conjunto das fungoes continuas de X

em X. Um sistema dindmico em X é uma familia {S(t,s): t > s} C C(X) satisfazendo:
(i) S(t,t) = I para todo t € R, onde I denota a identidade em X;
(ii) S(t,0) o0 S(o,s) = S(t,s) para todot > o > s,
(iii) a aplicagao {(t,s,7) e R? x X:t > s} 3 (t,s,x) — S(t,s)r € X é continua.

Em geral, distinguimos dois tipos de sistemas dinamicos continuos: os sistemas dindmi-
cos auténomos, comumente chamados de semigrupos, sao os sistemas que satisfazem que
satisfazem

S(t,s) =S(t—s,0) paratodos t=>s.

Neste caso, se definimos T'(t) = S(t,0) para cada t > 0 temos
(i) T(0) = I, onde [ ¢ a identidade em X
(ii) T(t)T(s) =T(t + s) para todos t,s >0 e
(iii) a aplicagao [0,00) x X > (t,z) — T(t)x € X é continua.

Como mencionado anteriormente, uma familia {7'(¢): ¢ > 0} com as propriedades acima

¢ chamada de semigrupo (continuo).

Exercicio 1. Mostre que se {T'(t): t > 0} ¢ um semigrupo, entao a familia {S(t,s): t > s}

dada por S(t,s) = T'(t — s) para todos t > s define um sistema dindmico auténomo.

Note que num sistema dinamico auténomo a evolucao do estado x ocupado no instante s
para o estado S(t+ s, s)z ocupado no instante ¢ + s ¢ independente de s e depende apenas de
t. Os demais sistemas dinamicos serao chamados simplesmente de processos de evolugao.

Os sistemas dinamicos aparecem frequentemente associados a equagoes diferenciais que
podem ser ordinarias, parciais ou funcionais. Para exemplificar, vamos considerar uma classe

de exemplos que surge nas equagoes diferenciais ordinarias.

Exemplo 0.2. Considere o problema de valor inicial

{5@ = f(t,z) t>s, 0.1)

z(s) =z, € R",

onde f: R*"™! — R” é uma funcdao continua e localmente Lipschitz continua na segunda
variavel. Com estas condigoes, da teoria de equagoes diferenciais ordinarias, temos o seguinte

resultado:
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Teorema 0.3. Para cada v, € R™ e s € R, existem 7 > s e func¢do continuamente diferen-
cidgvel £: [s,7) — R™ tal que &(s) = x5 e £(t) = f(t,£(t)) para todo t € (s, 7). Esta fungio é

chamada uma solug¢do de (0.1) e tem as sequintes propriedades:

(a) se existem o > s e fungao continuamente diferenciavel n: [s,0) — R™ tais que n(s) = x
en(t) = f(t,n(t)) para todo t € (s,0), entao £(t) = n(t) para todo t € [s,min{o, T});

(b) existem T(s,x5) > s e uma solugao x(-,s,xs): [$,Tsy,) — R™ de (0.1) tais que ou

T(s,x5) = 00 ou 7(s,x5) < 00 €

limsup [|z(¢, s, z5)|| = oo,
t—7(s,xs)

e tal solug¢ao é chamada solu¢ao mazximal de (0.1);
(c) definindo E = {(t,s,x) € R"2: s <t < 7(s,2)}, aplicagao
E > (t,s,xs) — x(t,s,z5) € R"
€ continua.
Suponha que existe uma constante M > 0 tal que

f(t,x)-x <0 paratodos ||z|]|> M, eteR. (0.2)

Se z(+) = z(+, s,x5): [s,7(s,25)) — R™ é a solugdo maximal de de (0.1), temos

= 2f(t, () - 2(¢).

Exercicio 2. Mostre, usando (0.2) e o Teorema 0.3, que 7(s,z;) = 0o para todo s € R e
rs € R".

Nestas condi¢oes podemos definir S(t,s): R" — R™ para ¢t > s por
S(t,s)rs = x(t,s,xs) paratodo =z, € R™.

Tendo em vista o Teorema 0.3, para concluir que {S(t,s): ¢ > s} é um processo de evolugao

em X = R" precisamos somente verificar que a condigao (ii) da Defini¢ao 0.1 ¢ valida.

Exercicio 3. Mostre que a condigao (ii) da Definicdo 0.1 ¢ valida, usando a unicidade

de solugbes para (0.1) dada no Teorema 0.3 e observando que £(t) = z(t,0,z(0,s,xs)) e
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n(t) = z(t, s, zs) sdo ambas solugdes do problema

{[L‘ = f(t,x) t>s,

z(o) = z(o,s,xs) € R".

Quando f(t,x) = g(z) para todo x € R", isto é, f nao depende de ¢, entao [0,00) >t —

x(t+7,7,20) € [0,00) Dt x(t,0, ) s@o ambas solugoes de

t=g(x) t>0,
z(0) =z € R",

e neste caso, a familia {T'(¢): t > 0} definida por T'(t)xy = z(t,0, z¢) para cada t > 0 define

um semigrupo (continuo) em X = R".
Exercicio 4. Verifique se o argumento acima funciona ou nao quando f depende de t.

Note que os sistemas dindmicos incluem muitos modelos que nao sao provenientes de
equagoes diferenciais, e nestas notas lidaremos com os sistemas dindmicos neste contexto
geral, e assumiremos que X é um espago métrico ou, em situacoes onde a estrutura de espago
vetorial seja necesaria, um espago de Banach (que pode ter dimenséo infinita).

Ainda, dada a natureza do nosso espaco de estados X, gostariamos de estudar sistemas
dindmicos que sdo dissipativos (no exemplo acima todas as solugoes entram na bola de raio
M apés um tempo decorrido). Um conjunto no qual todas as solugdes entram depois de
decorrido um certo tempo (de forma uniforme em limitados de X) é chamado conjunto
absorvente. Queremos estudar os sistemas dindmicos que possuam conjuntos absorventes
limitados. Também queremos que a interseccao de todos os conjuntos absorventes seja um
conjunto compacto nao-vazio, o qual chamaremos de atrator. O atrator serd um conjunto
assintotico de estados e os estados que estao fora do atrator sao estados transitorios.

Buscaremos condi¢oes para existéncia de atratores e procuraremos entender como é o

sistema dinamico dentro do atrator.



Capitulo

1

Atratores para Semigrupos

No nosso estudo de semigrupos, os atratores globais desempenharao o papel central. Neste
capitulo apresentaremos os conceitos e os resultados basicos que nos levam & caracterizagao
dos semigrupos que possuem um attrator global.

Para isto, sejam X um espago métrico, d: X x X — [0,00) sua métrica e denotemos
por C(X) o conjunto das fungoes continuas de X em X. Escreveremos T para denotar o
conjunto dos nimeros inteiros Z ou o conjunto dos numeros reais R, T = {t € T: t > 0},
T-={teT:t<0}, T, =t+T eT/ =t+T" .

Definigao 1.1. Um semigrupo ¢ uma familia {T'(¢): t € T*} C C(X) que satisfaz:
(i) T(0) = I, onde I ¢é a identidade em X,
(il) T(t+s) =T(t)T(s) para todos t,s € TT.

Diremos que um semigrupo {T'(¢t): t € Tt} ¢ fortemente continuo se a aplicagio
Tt x X 3 (t,z) = T(t)xr € X é continua.

No caso em que T = Z ¢é simples ver que todo semigrupo é um semigrupo fortemente
continuo. Além disso, como T'(n) = T'(1)", escrevendo T' = T'(1), o semigrupo {T'(¢): t € Z*}
pode ser escrito na forma {T™: n € Z*}.

Dados um semigrupo {7'(t): t € T*} e um subconjunto B de X, definimos:
(a) para cada t € T a imagem de B sob T'(t) por T'(t)B = {T(t)x: x € B};
(b) a orbita positiva de B por 41 (B) = U+ T(t) B;

(c) para t,t' € Tt com t < t', a 6rbita parcial de B entre t e t' por y[jgt,}(B) =
Useptenr+1'(s) B;
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(d) para cada t € TT 6rbita de B comegando em ¢ por 7, (B) = Users T'(s)B;

O conjunto onde a 6rbita de B se acumula é chamado conjunto w—limite e desempenha

um papel fundamental no estudo do comportamento assintético de um semigrupo.

Definicao 1.2. Para B C X, o conjunto w-limite de B é definido por

w(B) = () % (B).

teT+

Uma solugao para tras de {T'(t): t € Tt} é uma fungao £: T~ — X que satisfaz
E(t+s)=T(t)E(s) paratodosse€ T ete€T  comt+seT .
Uma solugao global de {T'(¢): t € T*} é uma fungao &: T — X que satisfaz
Et+s)=T(t)E(s) paratodosteTHeseT.

Se & é uma solugao para tras (global) de {T'(t): t € T*} e £(0) = z, diremos que ¢ é uma
solugao para tras (global) de {T'(t): t € T*} por z.
Uma solugao global constante sera chamada de solugao estacionaria de {T'(¢): t € T}

e o seu valor sera chamado de ponto de equilibrio, ou ponto fixo ou ponto estacionario
de {T(t): t e T+}.

Observagao 1.3. Como T'(t) nao é necessariamente injetiva para cada t € T, se existe uma

solugdo para tras (ou global) por z existe, ela ndo precisa ser tnica.

Exercicio 5. (a) Se £ ¢ uma solugao para tras de {T'(t): t € T} por z e

_Je@), teT,
(t) = {T(t)x, teTt

entdao 7 é uma solugao global de {T'(t): t € T*} por =.

(b) Se & é uma solugao global de {T'(t): t € T*} por z entédo

&(t)=T(t)xr paratodote T .

(c) Se & é uma solugao para tras de {T'(¢): t € T*} por z e T(t) é injetiva para cadat € T™,
entdo & é tnica, isto é, se n é uma outra solugdo para tras de {T'(t): t € T*} por x
entao 7(t) = £(t) para todo t € T~.



Se & é uma solugao global de {T'(t): t € T™} por x € X, definimos a 6rbita global de
x relativa £ por ye(z) = {£(t): t € T}. Neste caso, para t € T escreveremos (7v¢); (z) =

{&(s): s € T, } e definimos o conjunto a—limite de x relativo a & por

ae(x) = ) ()i (@).

As caracterizagoes dos conjuntos w—limite e a-limite do exercicio a seguir serao frequen-

temente utilizadas.
Exercicio 6. Sejam {T'(t): t € T} um semigrupo e B C X. Mostre que:

a) w(B) éfechado e x € w(B) se, e somente se, existem sequéncias {t,} C T* com ¢, — 0o
(a) w( , , q

e {z,} C B com T(t,)x, — v em X,

(b) se & ¢ uma solucgdo global de {T'(t): ¢t € T*} por z € X, entdo ag(z) ¢ fechado e

y € ag(x) se, e somente se, existe {t,} C T* com ¢, — oo com {(—t,) — y em X.

Para definir as noc¢oes de atracao, absorcao e invariancia sob a acao de um semigrupo
{T'(t): t € T*} precisaremos da semidistancia de Hausdorff entre dois subconjuntos A e

B nao-vaxios de X, definida por

disty (A, B) = sup inf3 d(x,y).

z€A YE

Quando A = {a} é um conjunto unitéario, simplificaremos a notagao, escrevendo d(a, B)
ao invés de disty({a}, B). Note que d(a, B) se reduz a disténcia usual de ponto a conjunto,
isto é,

d(a, B) = inf d(a,b).

beB
Exercicio 7. Mostre que:

(a) distz(A, B) = 0 se, e somente se, A C B;

(b) existem conjuntos nao vazios A e B tais que disty (A, B) = 0e ANB = @. Existem con-
juntos fechados e nao-vazios A, B tais que ANB = @ e dist(A, B) = ing infpep d(A, B) =
ac
0.

Definicao 1.4 (Atragao e Absor¢ao). Sejam X um espago métrico, {T'(t): ¢ € T} um
semigrupo em X e A, B C X. Diremos que A atrai B sob a acao de {T'(t): t € T*} se

lim disty (7T'(t)B, A) = 0.
t—o0
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Diremos que A absorve B sob a acdo de {T'(t): t € T} se existe to € T tal que
T(t)B C A para todo t > t.

Dados C C X e r > 0, definimos a r—vizinhanga de C' por
O,.(C)={re X:d(z,C) <r}.

Exercicio 8. Mostre que se A absorve B sob a acao de {T'(t): t € T*} entdo A atrai B sob
a agao de {T'(t): t € T*}. Utilize o semigrupo T'(t)xg = zpe " em R, A = {0} e B =[-1,1]
para mostrar que a reciproca nio é verdadeira em geral. Mostre também que se A atrai B
sob a acao de {T'(t): t € Tt} er > 0, entao O,(A) absorve B sob a agao de {T'(t): t € T*}.

A nocao de invariancia, dada a seguir, desempenha um papel fundamental no estudo da

dindmica assintética de semigrupos.

Definig¢ao 1.5 (Invariancia). Diremos que A C X é
(i) positivamente invariante por {T'(t): t € T} se T'(t)A C A para todo t € T;
(ii) negativamente invariante por {T'(¢): t € T*} se T(t)A D A para todo t € TT;

(iii) invariante por {T'(t): t € T} se T(t)A = A para todo t € T*, isto ¢, se A &

positivamente e negativamente invariante por {T'(¢): t € T*}.

Note que um conjunto invariante unitario corresponde a um ponto de equilibrio de
{T'(t): t € T*}, isto é, um ponto z* € X tal que T'(t)z* = z* para todo t € T*.

Exercicio 9. (a) Mostre que para B C X et € TT, a o6rbita de B comegando em ¢ é

positivamente invariante por {T'(t): t € T+}.

(b) Se £ é uma solugao global de {T'(t): t € T*} e B ={£(t): t € T} entdo B é invariante
por T.

(c) Se £ é uma solugao para tras de {T'(t):t € Tt} e C = {{(t):t € T~} entdo C &

negativamente invariante por {T'(¢): t € T*}.

1.1 Atratores e resultados de existéncia

Finalmente, estamos em condic¢oes de definir os atratores globais para semigrupos.
Definicao 1.6 (Atrator Global). Um conjunto A C X é chamado um atrator global de

{T'(t): t € T*} se A & compacto, invariante por {T'(¢): t € T"} e atrai subconjuntos limitados
de X sob a agdo de {T'(t): t € T*}.
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Exercicio 10. Mostre que, quando existe, um atrator global A de {T'(t): t € T*} é unico.

Exercicio 11. Sejam {T'(t): t € T*} um semigrupo em X e A C X um conjunto invariante
por {T'(t): t € T*}. Mostre que para cada € A existe uma solugao global ¢ de {T'(¢): t €
T+} por z tal que £(t) € A para todo t € T. Use isto para mostrar que se {T'(t): t € T}

tem um atrator global A, entao
A={r € X: existe uma solucao global limitada de {T'(t): t € T} por z}. (1.1)

Exercicio 12. Mostre que se K C X é compacto e {z,} é uma sequéncia em X com

d(z,, K) — 0 quando n — oo, entdo {z,} tem uma subsequéncia convergente com limite em

K.

Para encontrar condi¢oes que garantam a existéncia de um atrator global para um semi-

grupo {T'(t): t € T*}, faremos alguns lemas auxiliares.

Lema 1.7. Sejam {T'(t): t € T*} wm semigrupo em X e B C X. Entao w(B) € positiva-
mente invariante por {T(t): t € TT}. Além disso, se w(B) € compacto e atrai B sob a a¢do
de {T(t): t € Tt} entao w(B) é invariante.

Demonstra¢ao. Se w(B) = & nao ha o que provar. Suponha entdao w(B) # @ e fixe t € TT.
Do Exercicio 6, se y € w(B), existem sequéncias {t,} C T e {z,} C B tais que T(t,)x, — ¥.
Segue da continuidade de T'(t) que T'(t + t,)z,, = T(t)T(t,)x, — T(t)y e portanto T'(t)y €
w(B). Assim T'(t)w(B) C w(B), e como t € T & arbitrario, w(B) ¢é positivamente invariante
por {T'(t): t € T*}.

Nos resta mostrar que, se w(B) é compacto e atrai B sob a agao de {T'(t): t € T*}, entao
w(B) é negativamente invariante por {T'(t): t € T*}. Fixado x € w(B), existem sequéncias
t, — 00 e {x,} C B tais que T(t,)x, — z. Para t € TT fixo, uma vez que t,, — 00, existe
no € N tal que ¢, > t para todo n > ng. Portanto T'(t)T(t, — t)x, = T(t,)x, — = quando

n — oo. Como w(B) é compacto e atrai B temos
d(T(t,, — t)zn, w(B)) < distg(T(t, — t)B,w(B)) — 0,

quando n — oo. Segue do Exercicio 12 que {T'(¢,, —t)z, } tem uma subsequéncia convergente
(que denotaremos novamente por {7'(t, — t)z,}). Se T(t, — t)x, — y, temos y € w(B) e
T(t)y = z. Isto mostra que w(B) C T(t)w(B). Assim segue a invariancia negativa de w(B),

o que conclui o resultado. O
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Exercicio 13. Sejam x € X e suponha que exista uma solugao global & de {T'(t): t € T}

por z tal que {(T~) seja compacto. Mostre que ag(x) é ndo-vazio, compacto e invariante por
{T(t): t € TT}.

Segue imediatamente da primeira parte do Lema 1.7 que, se z € X, w(zx) atrai = e
w(z) = {z*}, entdo x* é um ponto de equlibrio de {T'(¢): t € T*}. Um resultado analogo

vale para ag(z).

Lema 1.8. Se B C X ¢ nao-vazio e eziste to € TT tal que »;"(B) € compacto, entio w(B) é
nao-vazio e compacto, w(B) atrai B sob a agao de {T(t): t € T} e w(B) € invariante por
{T(t):teTt}.

Demonstragdo. Para cada t € TT, t > to, 7, (B) é nao-vazio e compacto. Segue do fato que
a familia {W : t > to} tem propriedade da intersecao finita que w(B) = ﬂ@tom é
nao-vazio e compacto.

Mostremos agora que w(B) atrai B sob a ac¢ao de {T'(t): t € T*}. Se isto nao ocorre,

entao existem ey > 0 e sequéncias {x,} C B, t, — oo em T tais que
d(T(tp)xn,w(B)) > ¢ paratodo n e N. (1.2)

Como m é compacto e {T'(t,)z,: n > n1} C m para algum n; € N, existem sub-
sequencias t,, — oo de {t,}, {zn,} de {z,} e y € X tais que T'(t,,)r,; — y quando j — oo.
Disto segue que y € w(B). Mas (1.2) nos da 0 = d(y,w(B)) > €y, o que nos leva a uma
contradi¢ao. Logo w(B) atrai B sob a agao de {T'(¢t): t € T*}. Finalmente, o Lema 1.7 nos

dé a invariancia de w(B) por {T'(t): t € T} e conclui a demonstragao. O

O conceito a seguir desempenha um papel importante na caracterizagao dos semigrupos

que possuem um atrator global.

Definicao 1.9 (Compacidade Assintética). Um semigrupo {7'(¢): t € Tt} em X ¢é dito
assintoticamente compacto se dado B C X nao-vazio, fechado, limitado e positivamente

invariante por {T'(¢): t € T"}, existe um conjunto compacto J C B que atrai B sob a agao
de {T'(t): t e T+}.

Lema 1.10. Sejam {T'(t): t € T} um semigrupo assintoticamente compacto e B C X ndao-
vazio para o qual existe ty € T tal que v, (B) € limitado. Entio w(B) € nao-vazio e compacto,
w(B) atrai B sob a agao de {T'(t): t € T}, e w(B) € invariante por {T'(t): t € TT}.

Demonstragao. Como T(t) é continua e T'(t)v"(B) C v (B), segue que T (t)v; (B) C v (B)

para todo t > 0. Logo 7;5 (B) é nao-vazio, fechado, limitado e positivamente invariante
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por {T(t): t € T*}. Da compacidade assintotica de {T'(t): ¢ € T"}, existe um compacto
J C v (B) que atrai v, (B) sob a agao de {T'(t): t € T*}, isto &

disty (T(t)v;(B),J) - 0 quando ¢ — oo,

e nos mostra' que @ # w(B) C J. Como w(B) é fechado e J ¢ compacto, obtemos w(B)
compacto.

Nos resta mostrar que w(B) atrai B sob a agdo de {T'(t): t € T*}. Se isto nao ocorre,
existem €y > 0 e sequéncias t, — oo e {z,} C B tais que d(T'(t,)z,,w(B)) > € para
todo n € N. Da compacidade de J e do Exercicio 12, existem subsequéncias {w,;} de
{xn}, tn, — o0 e z € J tais que T'(tn,)r,, — z quando j — oo. Segue que z € w(B) e
0 = d(z,w(B)) > €, o que nos da uma contradi¢gdo e mostra que w(B) atrai B. Portanto,
w(B) é nao-vazio, compacto e atrai B sob a acao de {T'(t): t € T™}. Finalmente, segue do
Lema 1.7 a invariancia de w(B) por {T'(t): t € T*}. O

Defini¢ao 1.11. Um semigrupo {T'(t): t € T} ¢é dito eventualmente limitado se para
cada limitado B C X existe tg € T* tal que 7, (B) ¢ limitado. Diremos que {T'(t): t € T*}

é limitado se y*(B) é limitado sempre que B for limitado.

Fique atento, pois nao segue do fato que 7T'(t) € C(X) que T'(t) leva limitados de
X em subconjuntos limitados de X, uma vez que subconjuntos limitados de X nao sao

necessariamente relativamente compactos.
Exercicio 14. Seja {T'(t): t € T™} um semigrupo em X.

(a) Assuma que se {z,} C X ¢é limitada e t,, — oo com {T'(t,)x,} limitada implica que
{T'(t,)x,} & relativamente compacta. Mostre que {T'(t): t € T™} é assintoticamente

compacto.

(b) Se {T'(t): t € T*} é assintoticamente compacto e eventualmente limitado, entdao para
todas as sequéncias {z,} C X limitada e ¢, — oo temos {T'(¢,)x,} ¢ relativamente

compacta.

(c¢) Dizemos que {T'(t): t € T"} é condicionalmente eventualmente compacto se dado
B C X limitado e positivamente invariante por {T'(t): t € T*}, existe tp € T tal que
T(tg)B é compacto. Mostre que se {T'(t): t € TT} é condicionalmente eventualmente

compacto ele é assintoticamente compacto.

IExercicio. Mostre essa afirmacéo.
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Definicao 1.12. Diremos que um semigrupo {7'(t): t € T*} é ponto dissipativo (limitado
dissipativo/compacto dissipativo) se existir um conjunto nao-vazio limitado B C X que

atrai pontos (subconjuntos limitados/subconjuntos compactos) de X sob a agao de {T'(t): t €
T+}.

Exercicio 15. Usando o Exercicio 8, mostre que podemos trocar palavra atra: pela palavra
absorve na definicao acima, sem mudar os significados dos conceitos. Isto é, mostre que
{T'(t): t € T*} é ponto/limitado/compacto dissipativo se, e somente se, existe B C X nao-

vazio e limitado que absorve pontos/limitados/compactos de X sob a agao de {T'(t): t € T*}.

Definigao 1.13. Um conjunto B C X limitado que absorve pontos/limitados/compactos
de X sob a acgao de {T'(t): t € T*} é chamado de conjunto ponto/limitado/compacto

dissipativo.

1.1.1 Existéncia no caso limitado dissipativo

Nesta subsecao trataremos de encontrar um resultado de existéncia de atratores globais

para semigrupos sao limitados dissipativos.

Proposigao 1.14. Se {T'(t): t € T*} possui um atrator global entao {T(t): t € Tt} €

assintoticamente compacto e limitado dissipativo.

Demonstragao. Seja A o atrator global de {T'(t): t € T*} e defina By = O;(A). Entao By
¢ limitado e dado B C X limitado, como A atrai B sob a acao de {T'(t): t € T}, existe
to = to(B) € TT tal que dy(T(t)B,.A) < 1 para todo t > tg, ou seja T(t)B C O1(A) = By
para t > tg, e {T'(t): t € TT} é limitado dissipativo.

Agora, se t, - oo e {z,} C X limitada, defina B = {x,: n € N}, que é limitado.
Assim, quando n — oo, temos dg (T'(t,)xn, A) < dg(T(t,)B, A) — 0. Logo do Exercicio 12,

{T'(t,)z,} é relativamente compacto e {T'(t): t € TT} é assintoticamente compacto. O

Exercicio 16. Mostre que se {T'(t): t € T} ¢é limitado dissipativo, entao {T'(t): t € T}
é eventualmente limitado. Conclua que se {T'(t): t € Tt} é limitado dissipativo e assinto-
ticamente compacto, entdo dadas sequéncias t, — oo em T e {z,} C X limitada, entao

{T(t,)x,} é relativamente compacta.

Para mostrar que tais condigoes sao também suficientes, comecaremos com o seguinte

resultado.

Proposigao 1.15. Seja {T(t): t € T} um semigrupo assintoticamente compacto e limitado
dissipativo, e By um conjunto limitado dissipativo para {T(t): t € T*}. Se B C X € nao-
vazio e limitado entdo w(B) C w(By) C By.
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Demonstracgao. Se x € w(B), existem t, — oo e {z,} C B tais que x = lim T'(t,)z,.
n—oo

Como By é um conjunto dissipativo para T, existe tg = to(B) € T tal que se t > ty entdo

T(t)B C By. Em particular T'(tg) B C By. Como t, — 00, existe ng € N tal que t,, > to para

todo n > ng, e para n > ng temos
T(ty)x, = T(t, —to)T(to)x, € T(t, —to)T(to)B C T(t, — to)Bo,
e assim, para y, = T'(tg)x,, temos,

v = lim T(t,)z, = lim T(t, —to)T(to)xn = lim Tt —to)yn,
e xr € w(By). Portanto w(B) C w(By).

Agora se x € w(By) existem ¢, — oo e {z,} C By tais que x = lim T'(¢,)z,. Mas
como By é um conjunto limitado dissipativo para {T'(t): t € T*} e Bongofimitado, existe
to = to(By) € TT tal que T(t)By C By para t > to. Como t, — oo, existe ng € N tal que
para n > ng temos t, > tg, e assim, para n > ng, T(t, )z, € T(t,)By C By. Portanto x € By
e w(By) C By. O

Teorema 1.16. Seja {T'(t): t € T} um semigrupo assintoticamente compacto e limitado
dissipativo. Entao {T(t): t € T} tem atrator global dado por A = w(By), onde By € um
congunto limitado dissipativo para {T(t): t € T*}.

Demonstracao. Temos A = w(By) # &, compacto, invariante por {T'(t): t € T} e atrai By
sob a acao de {T'(t): t € TT}. Se B C X é limitado e ndo-vazio entdo w(B) atrai B sob a
acao de {T'(t): t € T*} e w(B) C w(By) = A. Veja que quando t — oo, temos

dy(T(t)B,w(B)) — 0,
e como dy(T(t)B,A) < dy(T(t)B,w(B)), A atrai B sob a acao de {T'(t): t € T*}. O

Note que, em particular, se T' é assintoticamente compacto e limitado dissipativo, e By é
um conjunto limitado dissipativo para {T'(t): t € T"}, entdo o atrator global A de {T'(¢): t €
T+} esta contido em By. Com isto conseguimos compilar todos os resultados desta subsecao

da seguinte maneira:

Corolario 1.17. Um semigrupo {T(t): t € T} possui um atrator global A se, e somente se,
{T'(t): t € T*} € assintoticamente compacto e limitado dissipativo. Além disso, se By C X
¢ um conjunto limitado dissipativo para {T(t): t € T} temos A = w(By) C By.
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1.1.2 Existéncia no caso ponto dissipativo

Nesta subsegao tentaremos reproduzir os resultados da se¢ao anterior, mas agora com a
hipotese adicional de que o semigrupo {T'(t): t € T"} é fortemente continuo. Tentaremos
encontrar condigoes necessarias e suficientes para a existéncia de atratores globais, que sejam

ligeiramente mais fracas que o caso anterior.

Lema 1.18. Seja {T'(t): t € T} um semigrupo ponto dissipativo e assintoticamente com-
pacto, com a propriedade de que para cada compacto K C X, sua drbita positiva v+ (K) é

limitada. Entao {T(t): t € Tt} € compacto dissipativo.

Demonstragao. Como {T'(t): t € T*} é ponto dissipativo, existe um conjunto nao-vazio e
limitado By que absorve pontos de X. Seja U = {x € By: v (x) C By}. Como By absorve
pontos sob a agao de {T'(t): t € T}, temos' U nao-vazio. Claramente y*(U) = U, U &
limitado e absorve pontos sob a acao de {T'(t): t € T*}. Sabemos também que T'(t)y+(U) C

v+H(U) parat € TT, e assim da compacidade assintotica de {T'(t): t € T"} existe um conjunto
compacto K, com K C 4+(U) = U, atrai U sob a acao de {T'(t): t € T*}. Portanto K atrai
pontos sob a acao de {T'(t): t € T*}.

Afirmamos que existe uma vizinhanga V de K tal que ~; (V) ¢ limitada para algum
t € T*. Se este nao ¢ o caso, existem sequéncias x, € X, z, — y € K e t, — oo tais que
{T'(t,)x,} nao é limitada. Considere A = {z,,: n € N} U {y}. Temos A é compacto e y*(A)
nao-limitada, o que contradiz a hipotese.

Sejam V uma vizinhanga de K e ty, € T tal que ;7 (V) é limitada. Como K atrai pontos
sob a agdo de {T'(t): t € TT} e T(t) é continua, para cada x € X existe uma vizinhanga W,
de z e t, > 0 tal que T(t)W, C ;. (V) para t > t,, isto &, ;. (V) absorve uma vizinhanga
de x para cada x € X. Disto segue facilmente que ’ij (V') absorve subconjuntos compactos
de X e que {T'(t): t € TT} & compacto dissipativo. O

Lema 1.19. Sejam {T'(t): t € T} um semigrupo fortemente continuo e K C X um com-
pacto. Se K atrai um compacto Ky C X sob a agao de {T(t): t € T}, entao v (Ky) €
relativamente compacta e @ # w(K;) C K.

Demonstra¢ao. Como K atrai K; sob a agao de {T'(t): t € T*}, dado € > 0 existe t, € T
tal que
T(t)K1 C Og(K), para todo t > t,.

Assim, Uz, T'(t) K esté contido em uma unido finita de bolas de raio e. Como {T'(t): t € T*}

é fortemente continuo, Up<i<y, T (1) K7 é compacto, pois é a imagem do conjunto compacto

IExercicio. Mostre esta afirmacéo.
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[0, 0] x K pela aplicagao continua TT x X 3 (¢,x2) — T(t)x € X. Disto segue que v (K7)UK
é totalmente limitado. Do Exercicio 12, temos v (K;) U K completo e portanto compacto.

Segue que y1(K) ¢ relativamente compacto.

Além disso, temos ;" (K;) compacto e nio-vazio para cada t € TT, e v, (K1) C vF(K,)
para s < t, ou seja, a familia {7;"(K})}er+ possui a propriedade da intersegiao finita e
portanto w(K;) # @.

Finalmente, dados y € w(K;) e € > 0, existe tp € TT tal que y € v} (K1) C O(K), e
assim d(y, K) < e. Como € > 0 é arbitrario, y € K e o resultado segue. O]

Proposigao 1.20. Sejam {T'(t): t € T} um semigrupo fortemente continuo e K um com-
pacto que atrai a si mesmo sob a agio de {T'(t): t € T}, Entao w(K) = (e T(t)K.

Demonstragao. Claramente Myer+T'(t) K C w(K). Agora, para a inclusdo contraria, usamos
o Lema 1.19 com K; = K para garantir que w(K) C K e v (K) é relativamente compacta.
Do Lema 1.8 temos w(K) nao-vazio, compacto, invariante por {T'(¢): t € T*} e atrai K sob
a agao de {T'(t): t € TT}. Assim

wK)=T({t)w(K) C T(t)K paratodo teT",

e conclui o resultado. O

Teorema 1.21. Seja {T'(t): t € T} um semigrupo fortemente continuo eventualmente limi-
tado, ponto dissipativo e assintoticamente compacto. Entao {T(t): t € Tt} tem um atrator

global A.

Demonstracao. Do fato de que {T'(t): t € T*} é assintoticamente compacto, ponto dis-
sipativo e eventualmente limitado segue do Lema 1.18 que {T'(t): ¢ € T*} é compacto
dissipativo. Seja C' um conjunto compacto dissipativo para {T'(t): t € Tt} e considere
B ={x € C:~%(z) C C}. Assim' B absorve subconjuntos compactos de X sob a agao de
{T(t):t € T*}, T(t)B C B para todo t € T*, e como {T(t): t € T*} é assintoticamente
compacto, existe um conjunto compacto K C B que atrai B. Segue que K atrai subconjun-
tos compactos de X, e o conjunto A = w(K') é ndo-vazio, compacto e invariante sob a agao
de {T'(t): t € T*}.

Agora se J C X é compacto entdo w(.J) C K, e consequentemente w(J) = T'(s)w(J) C
T(s)K para cada s € TT. Segue da Proposi¢ao 1.20 que w(J) C Nger+T(s)K = w(K) e
consequentemente w(K') atrai J.

Seja B um subconjunto limitado de X, como {T'(t): t € T*} ¢ eventualmente limitado e

assintoticamente compacto, segue do Lema 1.10 que w(B) é nao-vazio, compacto, invariante

lExercicio. Mostre este fato.
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por {T'(t): t € TT} e atrai B sob a agao de {T'(t): t € T*}. Como w(B) é compacto e
invariante por {T'(¢t): t € T}, do paragrafo anterior temos w(B) C A e consequentemente
A atrai B, o que mostra que A é o atrator global de {T'(¢): t € T*}. O

Podemos entao compilar os resultados desta subsecao da seguinte forma:

Corolario 1.22. Seja {T'(t): t € Tt} um semigrupo fortemente continuo. Entdo sao equi-

valentes:
(i) {T(t): t € Tt} € limitado dissipativo e assintoticamente compacto;

(i) {T(t): t € Tt} é compacto dissipativo, eventualmente limitado e assintoticamente com-

pacto;

(iii) {T(t): t € T} € ponto dissipativo, eventualmente limitado e assintoticamente com-

pacto;
() {T(t): t € T} possui um atrator global A.

Além disso, se By € um conjunto limitado dissipativo para {T(t): t € Tt}, entdo A =
W(Bo) C Fo

1.1.3 Conexidade

Nesta curta subsegao exploramos a propriedade de conexidade dos atratores globais para

semigrupos.

Lema 1.23. Sejam {T'(t): t € T*} um semigrupo em X e B C X conezo tal que w(B) C B
e w(B) € compacto e atrai B sob a agao de {T'(t): t € T*}. Entao w(B) é conexo.

Demonstragao. Se w(B) é desconexo, entdo w(B) ¢ a uniao disjunta de dois conjuntos com-
pactos, e portanto separados por uma distancia positiva 2p. Mas w(B) atrai B sob a
acao de {T'(t): t € T+}, logo disty(T(t)(B),w(B)) =35 0, mas isto implica (do fato que
T(t)B é conexo) que T(t)B deve estar contido na p vizinhan¢a de uma das componentes
de w(B) para t suficientemente grande. Do Lema 1.7, obtemos w(B) invariante, e assim

w(B) =T(t)w(B) C T(t)B contém w(B), o que nos leva a uma contradigao. O

Observagao 1.24. No caso em que {T'(t): t € T"} é fortemente continuo e T = R, a

afirmacao do Lema 1.23 é valida, por exemplo, para todo B C X conexo para o qual existe

to = to(B) = 0 tal que 7, (B) seja compacto. De fato, temos 7; (B) conexo para cada ¢t > 0,

pois é a imagem do conexo [t,00) X B pela aplica¢ao continua [0, 00) x X 3 (s,z) — T(s)x €

X. Como w(B) = N4, (B), o resultado segue do Teorema A.1.
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Exercicio 17. Mostre que se {T'(t): ¢t € T*} é um semigrupo fortemente continuo com um
atrator global A e T = R, entao w(x) é conexo para cada x € X. Além disso, se £ é uma

solucao global de {T'(t): t € T*} por x, entdo ag(z) é conexo.
Com isto podemos mostrar que atratores globais para semigrupos sao sempre conexos.

Proposicao 1.25. Seja {T'(t): t € T} um semigrupo assintoticamente compacto para o

qual existe um conjunto limitado dissipativo By conexo. Entao A € conexo.

Demonstragao. Do Coroléario 1.17, {T'(t): t € T*} possui um atrator global A = w(By) C Bo.
Tomando By no lugar de By, podemos assumir que By é fechado. Temos A = w(By) compacto
e atrai By (ja que By ¢é limitado) sob a acao de {T'(t): t € T*}. Portanto do Lema 1.23 segue

que A é conexo. O

1.1.4 Condigoes suficientes para a existéncia de atratores

Nesta subsecao apresentaremos alguns resultados que sao comumente usados para garantir

que um semigrupo possui atrator global.

Definigao 1.26. Um semigrupo {7'(¢): t € T*} é dito eventualmente compacto se dado

B C X limitado existe tg € T" tal que T(tp)B é compacto.

Note que se {T'(t): t € T"} é eventualmente compacto entao ele é condicionalmente

eventualmente compacto (veja esta definigdo no Exercicio 14).

Teorema 1.27. Seja {T(t): t € TT} um semigrupo fortemente continuo, ponto dissipativo e

eventualmente compacto. Entao {T(t): t € TT} tem um atrator global A.

Demonstragao. Segue do Exercicio 14, sabemos que {T'(t): t € T*} é assintoticamente com-
pacto e assim, do Teorema 1.21, precisamos somente mostrar que {7'(¢): t € T*} é eventual-
mente limitado.

Dado um conjunto limitado B, segue do fato de que {T'(t): t € T} é eventualmente
compacto que existe tg € T tal que W é compacto. Logo, é necessario somente mostrar
que a orbita de subconjuntos compactos de X sdo limitadas, pois T'(t)T(tg)B C T(t)T(tg)B.
Seja By C X limitado que absorve pontos sob a agao de {T'(t): t € T*} (tomando O.(By)
para algum € > 0 no lugar de By, podemos assumir que By é aberto).

Tome K C X um compacto. Dado x € K, existe s, € TT tal que T'(s)x € By para
todo s > s,. Como By ¢ aberto, segue da continuidade de T'(s,) que existe uma vizinhanga
W, de z tal que T(s,)W, C By. Definindo t, = tg, + s, obtemos T'(t,)W, C T(tg,)Bo.
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Da compacidade de K, existem zy,...,z, tais que K C UY_ W, . e tome 7 = 7(K) =
max{t,,: 1 <i<p}.

Defina Ky = T(tp,)Bo ¢ K; = V[ET(KO)](KO)7 que sdo compactos em X.

Afirmagao: T(t)Ko C Ky parat € TT.
Note que para t > 7(Kj), temos

T(t)Ko CU_ T(t —t,)T(ty, )Wy, CU_ T(t —t,,) K.
Se t —t,, < 7(Kp) entdo T'(t —t,,) Ko C K;. Do contrario, temos

T(t—ty,) Ko CU_T(t =t )W, CU_T(t —ts, —ta;) Ko.

i

Se t —t,, —t,; < 7(Ky), temos T'(t —t,, —t,,) Ko C K. Do contrario o processo se repete, um
namero finito de passos. Assim, obtemos T'(t) K, C K, para t > 7(K,). Para 0 <t < 7(Kj)
temos T'(t) Ky C K; por definigdo de K7, e a afirmagao esta provada.

Disto segue claramente que para t > tp, temos
T(t)By CT(t—tp,)T(tp,)Bo C T(t —tp,) Ko C K;.
Obtemos assim para um compacto K de X que T(t)K C K; parat > 7(K), ja que
Tt)K C U T(t —ty,)T (te,)W,, C U T(t —t,,) Ko C K7,
0 que prova que a 6rbita de um subconjunto compacto de X ¢ limitada e completa a demons-

tracao. O

Este proximo e ultimo teorema deste capitulo é 1til para obter a compacidade assintética
em espacos de Banach, e é utilizado comumente em conjunto com a Férmula da Variacao

das Constantes para equacoes parabdlicas.

Teorema 1.28. Sejam X um espaco de Banach com norma || - | e {T(t): t € Tt} um
semigrupo em X. Suponha que para cada t € T podemos escrever T'(t) = S(t) + K(t) com
S(t) e K(t) satisfazendo:

(1) para cada conjunto limitado B em X, existe umtg € T tal que K(t)B € relativamente

compacto para todo t > tg.
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(i1) para cada subconjunto limitado B de X, existe tg € TT tal que

sp(t) =sup||S(t)z||x <oo  para todot > tp,
reB

e sp(t) — 0 quando t — oo.
Entao {T'(t): t € Tt} € assintoticamente compacto. Além disso, se
(a) ou {T(t): t € TT} é limitado dissipativo,
(b) ou{T(t): t € Tt} € fortemente continuo, ponto dissipativo e eventualmente limitado,
entao ele possui um atrator global.

Demonstrag¢ao. Dados um conjunto B nao-vazio, fechado, limitado e positivamente invariante
por {T'(t):t € T*} e € > 0, escolha s € T* tal que s > tp e sp(s) < 5. Como K(s)B
¢ relativamente compacto, existem N = N(s,B) em N e yy,...,yy em K(s)B tais que
K(s)B C UYL, B (y;). Segue que

w(B) = Ner+T(t)B C T(s)B C S(s)B+ K(s)B C B (0) + U, B (y;) € UL, Be(ys).

Como € > 0 é arbitrario, vemos que w(B) é totalmente limitado. Logo w(B) é fechado e
totalmente limitado no espago de Banach X e portanto compacto. Podemos ver facilmente
que w(B) é nao-vazio, pois para cada sequéncia {z,} em B e t, € Tt com ¢, — o0 a
sequéncia {T'(t,)z,} = {K(t,)x, + S(t,)x,} possul uma subsequéncia convergente. Agora,
procedendo como na demonstragao do Lema 1.8, concluimos que w(B) atrai B sob a acao de
{T'(t): t € T*}, o que mostra que {T'(t): t € T*} é assintoticamente compacto. As outras

afirmagoes seguem do Corolério 1.17 ou 1.22. O

1.2 Semigrupos gradientes

Nesta se¢ao consideraremos os semigrupos gradientes. Esta classe de semigrupos aparece
naturalmente em diversas aplicagoes e suas caracteristicas permitem descrever com bastante
precisao a estrutura interna dos seus atratores.

No que segue, a nao ser quando explicitarmos o contrério, denotaremos por £ o conjunto

de todos pontos de equilibrio do semigrupo {T'(t): t € T*}.

Definicao 1.29 (Semigrupo Gradiente). Um semigrupo {7'(t): t € T"} fortemente continuo

é dito gradiente se existe uma fungao continua V: X — R com as seguintes propriedades:



20 CAPITULO 1. ATRATORES PARA SEMIGRUPOS

(i) Tt ¢+~ V(T(t)z) é decrescente para cada = € X
(ii) Se x é tal que V(T (t)x) = V(x) para todo t € T, entdo = € £.

Tal fun¢ao V' é chamada de uma fungao de Lyapunov de {T'(t): t € T*} com respeito a
E.

Exercicio 18. Assuma que V' é uma funcao de Lyapunov para {T'(t): t € T} com respeito

a &. Mostre que:

(a) se existem t, — o0 e x,y € X tais que T'(t,)r — y entdao V(T'(t)x) — V(y) quando
t — 00;

(b) se & é uma solucao global de {T'(t): t € T} por x e existem ¢, — 0o e y € X tais que
&(—t,) — y entao V({(—t)) — V(y) quando t — oc.

Para semigrupos gradientes temos os seguintes resultados de caracterizacao:

Lema 1.30. Se {T'(t): t € T} € um semigrupo gradiente entio w(x) C € para cada v € X .
Além disso, se existe uma solugao global & de {T'(t): t € TT} por x entdo ag(z) C E.

Demonstragao. Se w(x) = & o resultado é trivial. Se w(z) # @ e y1,y2 € w(x), segue do
Exercicio 18 que
V(y)) « V(T'(t)xr) — V(y2) quando t — oo,

e portanto V' é constante em w(z). Portanto, como T'(t)w(z) C w(z) parat € TT, se y € w(x)
segue que V(T'(t)y) = V(y) para todo t € T*. Da propriedade (ii) na Defini¢ao 1.37 temos
yecf.

O resultado é analogo para ag(x) e é deixado como exercicio ao leitor. ]
Exercicio 19. Prove o resultado anilogo para ag(x) no lema acima.

Exercicio 20. Se {T'(t): t € T} é um semigrupo com um atrator global A4 e conjunto de

pontos de equilibrio £, mostre que £ C A.

Lema 1.31. Se {T'(t): t € T} € um semigrupo gradiente que possui atrator global A e seu
conjunto de pontos de equilitbrio £ s possui pontos isolados, entdo £ € finito e w(x) é um
conjunto unitdrio para cada x € X. Além disso se v € A e &: T — A € uma solugdo global

de {T'(t): t € T*} por x, entdo ae(x) € um conjunto unitdrio.

Demonstracao. Do Exercicio 20, sabemos que £ C A. Como A é compacto, se £ s6 possui
pontos isolados, ele é finito.

Mostremos agora que se £ ¢ finito entao w(x) e ay(x) sdo conjuntos unitarios. Se T = R,
o resultado segue do Exercicio 17. Suponha entao que T = Z e w(x) = {y1,- - ,y¢} C & para
algum ¢ > 2, com y; # y; para ¢ # j.
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Exercicio 21. Mostre que existe uma cobertura disjunta {N;}{_, de N com as seguintes

propriedade:
(a) N; ¢é infinito para cada i =1,... ¢,
(b) T'(n)x — y; quando N; 3 n — oo, para cada i = 1,...,/.

Além disso, mostre que existem j = 2,..., ¢ e uma sequéncia {k,} C N tal que ko, 1 € Ny e

kon = kon—1 + 1 € N;, para todo n € N.

Solucgao: Consideremos

.
0 =7 1£1<1§1<ed(yiayj) >0,
e definimos
N, ={neN:d(T(n)x,y;) < dp}.
Como para cada i = 1,--- ¢ temos y; € w(x), existe {ny} C N com np — oo tal que

T(ng)r — y;. Assim, para k suficientemente grande temos d(7'(ng),y;) < do, 0 que mostra
que ny € N;, e portanto N; ¢ infinito (o que prova (a)).

Para provar (b), assuma que o item nao é valido. Assim, existemi € {1,--- £}, 0 < e < dg
e sequéncia {n;} C N; tal que d(T'(ng)z,y;) = €. Como o semigrupo possui atrator global, a
sequéncia {T'(ny)x} possul subsequéncia convergente para algum ponto y; € w(x). Para este
ponto, temos d(y;,y;) = €. Por outro lado, como {n;} C N;, devemos ter d(T'(ny)x,y;) < do,
o que mostra que d(y;,v;) < dp. Da definicao de dy, isto implica que y; = y;, o que nos da
uma contradigao.

Para a ultima afirmagao, fazemos a seguinte afirmagao: existe uma sequéncia {t,} C N
satisfazendo ty, 1 € Ny e ty, = o, 1 + 1 ¢ N; para todo n € N. De fato, se esse nao fosse o
caso, existiria ng € N tal que n € Ny para todo n > ng, e contradiz o fato de Ny ser infinito.

Como temos uma quantidade finita de N; para ¢ # 1, existem j € {2,--- ./} e uma
subsequéncia de {t,} tal que ao longo desta subsequéncia ti, € N;. Reindexando essa
subsequéncia, se necessario, obtemos o resultado.

Entao, do exercicio acima, e como y; € £, obtemos

y1 =Ty, =T(1) lim T(kg, 1)z = kh_}rgo T (kop)x = y;,

k—o00

0 que é uma contradigao, ja que j # 1, e mostra que se £ for finito, w(x) serd um conjunto
unitario. A prova de que a,(z) é um conjunto unitario quando T = Z ¢ inteiramente analoga,

e ¢ deixada como exercicio. O
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Se E ¢ um conjunto invariante por {7'(t): t € T*}, definimos o conjunto instavel de

E por

W*(E)={z € X: existe uma solugao global £ de {T'(t): t € T} por =
com d(£(t), E) — 0 quando t — —oo},

e o conjunto estavel de F por
WH(E)={x € X:d(T(t)xz,E) — 0 quando t — oco}.

Exercicio 22. Sejam {T'(t): t € T*} um semigrupo fortemente continuo e £ um conjunto
invariante. Mostre que W*(E) é invariante. Mostre ainda que se {T'(t): t € T*} possui
um atrator global A e E' é um conjunto invariante limitado por {7'(t): t € T*} entdao E C
W*(E) C A.

Mostre também que E C W*(FE) e que W*(E) é positivamente invariante.

Teorema 1.32. Seja {T'(t): t € T} wm semigrupo gradiente, eventualmente limitado e
assintoticamente compacto, cujo conjunto de pontos equilibrios € € limitado. Entao {T(t): t €
T} possui um atrator global A =W*(E).

Se, além disso, £ = {e},--- e} € finito entdo A = U} W*"(e}). Finalmente, se existir

um conjunto conexo e limitado B que contenha A, entao A serd conexo.

Demonstragao. Como {T'(t): t € T*} é eventualmente limitado e assintoticamente compacto,
segue do Lema 1.10 que para cada x € X, w(x) é ndo-vazio, compacto, invariante por
{T'(t): t € T*} e atrai = sob a ac¢ao de {T'(t): t € T*}. Do fato de que {T'(t): t € T*} ¢
gradiente segue que w(z) C €. Assim £ atrai pontos de X, e como & é limitado, {T'(t): t €
T+} é ponto dissipativo. Assim, do Teorema 1.21, {T'(¢): ¢t € T*} tem um atrator global A.
Do exercicio acima, W*(£) C A. Nos resta entao provar a inclusdo contraria.

Dado z € A, existe uma solugao global limitada § de {T'(t): t € T} por x com &(T) C
A. Assim {(T) é relativamente compacto, o que implica que a¢(z) # @. Do Lema 1.30,
ays(z) C &, e portanto d(£(t),E) — 0 quando ¢t — —o0, e mostra que z € W*(E).

Agora, se £ = {e}, - e}, segue imediatamente do Lema 1.31 que A = U, W"(e}).
Finalmente, se A esté contido em um subconjunto conexo e limitado de X, segue do Lema

1.23 que A é conexo. H

O seguinte lema é uma consequéncia da propriedade de continuidade dos semigrupos
fortemente continuos, e sera importante mais a frente. Este resultado garante que dado um
ponto de equilibrio y* de um semigrupo {T'(t): t € T*} e y perto de y*, a Orbita finita

yfgﬂ(y) ={T(s)y: s € [0,t] N T*} permanece perto de y* para valores grandes de t.
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Lema 1.33. Sejam {T(t): t € TT} um semigrupo fortemente continuo e y* um ponto de
equilibrio de {T'(t): t € T*T}. Dadost € T e e > 0, existe 6 > 0 tal que

d(T(s)y,y*) <e para todosy € Os(y*) e s € [0,4] NT™.

Demonstracao. Suponha que existam tg € TT e ¢g > 0 tais que, para todo k € N existem z;, €
O%(y*) e s, € [0,t0] NTT com d(T(sg)xk, y*) = €. Como [0,t)] N TT é compacto, podemos
assumir, tomando subsequéncias se necessario, que s — so € [0,to] N TT. Da continuidade
forte de {T'(t): t € T*}, T(sp)xr — T(s0)y* = y*, o que implica que 0 = d(y*,y*) > €, e

nos da uma contradicgao. O]

Exercicio 23. Sejam {T'(t): t € T*} um semigrupo fortemente continuo, y* um ponto de

equilibrio de {T'(t): t € T*} e y,, — y*. Fixe € > 0 e tome, para cada k € N, 7, € T" tal que
d(T(me)yr,y*) =€ e dT{t)yr,y*) <e parate[0,7)NT".

Mostre que 7, — oo quando k — oo.

Teorema 1.34. Suponha que {T'(t): t € TT} é um semigrupo gradiente com um atrator global
A, um conjunto finito de pontos de equilibrio € = {y5,...,y’}, e uma fun¢ao de Lyapunov
V' com respeito a &.

Seja V(E) = {ny,--- ,n,} a imagem de € por V, onde 1 < p < n, com n; < nyq para
1=1,...,p—1.

Sei=1,....p—1en; <r < nyq, entio X, = {z € X: V(z) < r} € positivamente
invariante sob a agao de {T(t): t € TT}. A restrigao {T,(t):t € Tt} de {T'(t):t € T} a
X, possui atrator global A" dado por

AD = JW () Vyp) < ni}

Em particular, V(z) < n; para z € AD, ny =min{V(z): v € X} e AV = {y € £: V(y*) =
ny} consiste de todos os pontos de equilibrio assintoticamente estdveis, isto € para cada
y* € AW existe uma vizinhanga U, de y* tal que T(t)x — y* quando t — oo para cada
x € Uys.

Demonstracao. Segue diretamente da definicao de fungao de Lyapunov que X, é positiva-

mente invariante sob a agao de {T'(t): t € T*}.

Exercicio 24. Mostre que {T,(t): t € T*} (em X,) ¢ um semigrupo gradiente com conjunto

de pontos de equilibrio & = {y;: V(y;) < r} e fungao de Lyapunov V., que é a restrigao
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de V a X,.. Mostre ainda que {7,(t): t € T*} é eventualmente limitado e assintoticamente

compacto.

Assim, do Teorema 1.32, segue que {T,(t): t € T*} possui um atrator global A® =
U{W™(y7): V(yp) < mi}

Nos resta mostrar a tltima afirmacao. Para tanto, tomemos

1
do = 5 min{d(z*,y*): z*,y* € AV, z* £ y*} > 0.

Mostraremos primeiramente que A®" consiste somente dos equilibrios estaveis, isto ¢, dados
€ AWM e 0 < § < g existe 0 < ¢ < 4 tal que v*(z) C Os(z*) para todo = € O ().
Suponha por absurdo que existam z* € A, 0 < § < & e sequéncias z;, — z* em X e

{tx} em T tais que
d(T(ty)zg,x*) =20 e d(T(t)xg,2") < para0 <t <ty

Exercicio 25. Note que, usando o Exercicio 23, que t, — oo.

Segue assim, do Exercicio 16, que {T'(t;)zx} possui uma subsequéncia convergente, que
denotamos a mesma, para um ponto y € X. Como x — x*, temos V(xy) — V(z*) = ny.
Mas entao

V(T()) < V() = lim V(T()e) < lim V(w) =,

k—r00
e portanto V(T (t)y) = V(y) = n; para todo t € T, o que mostra que y € AWM e d(y, z*) > 0.
Utilizando o mesmo argumento, mas para a sequéncia {7T'(t; — 1)z}, obtemos um ponto
z € AY com d(z,2*) < § com T(t, — 1)z, — 2. Mas entdo, como d(z,2*) < § < & segue
que z = x* e assim

2 =T1)z" = lim T(1)T(tx, — 1)xg = klim T(ty)xr = v,
—00

k—o00
o que nos da uma contradicio e mostra que todo ponto de AM & estavel.
Exercicio 26. Mostre que para cada x € X existe y* € & tal que T'(t)r — y* quando t — 0.

Com este exercicio mostramos que cada x € AW ¢ assintoticamente estavel, e concluimos

a demonstragao. O

Podemos generalizar o conceito de semigrupos gradientes, chamados de semigrupos gra-

dientes generalizados, da seguinte maneira:
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Definigao 1.35 (Invariante Maximal). Um conjunto £ C X invariante por {T'(t): t €
T+} é dito um invariante maximal de {T'(t): ¢ € T"} se existe € > 0 tal que F é o
maior subconjunto invariante em O.(E), isto é, se F' C O.(F) ¢ um conjunto invariante por
{T'(t): t € T*} entao F C E.

Exercicio 27. Dado um conjunto E C X invariante por {T'(t): t € T*} com fecho E
compacto, mostre que E também é invariante por {T'(t): t € T+}. Conclua que se E é um

invariante maximal, entdao F é fechado.

Defini¢ao 1.36 (Colegao Disjunta de Invariantes Isolados). Dizemos uma colegao de con-
juntos invariantes maximais E de {T'(¢): t € T™} ¢ uma colegao disjunta de invariantes
isolados se existe d > 0 tal que Os(F1) N Os(FE2) = @ para todos Ey, By € E com Fy # Ej.

Se, além disso, existe um limitado B C X tal que F C B para todo E € E, dizemos que

E é uma colegao disjunto de invariantes isolados limitada.
Com isso podemos definir os semigrupos gradientes generalizados.

Definicao 1.37 (Semigrupo Gradiente). Um semigrupo {7'(¢): ¢t € T*} fortemente conti-
nuo com uma cole¢ao disjunta de invariantes isolados E ¢ dito um semigrupo gradiente

generalizado se existe uma funcao continua V: X — R com as seguintes propriedades:
(i) Tt ¢+~ V(T(t)z) é decrescente para cada x € X
(ii) V é constante em cada componente conexa de cada E € E;
(iii) se z ¢é tal que V(T (t)x) = V(z) para todo t € T*, entdo = € E para algum E € E.

Tal fungao V' é chamada de uma fungao de Lyapunov (generalizada) de {T'(t): t € T*}

com respeito a E.

Exercicio 28. Verifique que todos os resultados desta se¢ao continuam véalidos se trocarmos o
conjunto de pontos de equilibrio £ por uma colegao disjunta de invariantes isolados (limitada,

quando necessario).

1.3 Semigrupos dinamicamente gradientes

A associacao dos semigrupos gradientes as suas fungoes de Lyapunov fazem que, em geral,
nao esperemos que uma perturbacao de um semigrupo gradiente nos dé um novo semigrupo
gradiente. Esta associacao ¢ o maior obstaculo na prova de que o problema perturbado seja

gradiente. Assim, definimos o conceito de semigrupo dinamicamente gradiente utilizando
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Figura 1.1: Um atrator do tipo gradiente.

apenas as propriedades dinamicas de um semigrupo gradiente e evitando a associagao com
funcoes de Lyapunov. Mostraremos que pequenas perturbacoes de semigrupos dinamica-
mente gradientes sao ainda semigrupos dinamicamente gradientes.

Antes de continuarmos, vamos enfatizar a distingao entre semigrupos gradientes e semi-

grupos que possuem atratores do tipo gradiente.

Definicao 1.38. Seja {T'(t): t € Tt} um semigrupo com um atrator global A e uma colegao
finita de pontos de equilibro £ = {yj,--- ,y;}, para algum p € N. Diremos que A ¢ de tipo

gradiente se
p

A=W ().

i=1

Neste caso dizemos que {T'(t): t € T™} é um semigrupo com atrator do tipo gradiente.

Como provado no Teorema 1.32, um semigrupo gradiente com um atrator global e um
ntmero finito de equilibrios é um semigrupo com atrator do tipo gradiente.

Um atrator do tipo gradiente pode vir de um semigrupo que nao é gradiente, como por
exemplo [5, Paginas 2 e 3|. Além disso, notamos que perturbagoes de um semigrupo com um
atrator do tipo gradiente pode nao ter atrator do tipo gradiente. Vejamos um exemplo desta
situacao. A Figura 1.1 apresenta um atrator do tipo gradiente que nao é proveniente de um

semigrupo gradiente (pois apresenta uma orbita homoclinica).
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Figura 1.2: Atrator que nao é de tipo gradiente.

Porém, uma pequena perturbagao deste semigrupo pode resultar em um semigrupo com o
atrator da Figura 1.2. Tal atrator contém uma 6rbita periddica, e portanto nao é a uniao dos
conjuntos instéveis de seus pontos de equilibrio (ou seja, ndo ¢ um atrator de tipo gradiente).
Em [3], os autores provam que certas perturbagoes de semigrupos gradiente geram semigrupos

que possuem atrator de tipo gradiente.

Isto nos leva a seguinte questao: quais sao as propriedades dinamicas de um semigrupo,
que sao estaveis sob certas pertubacoes, que garantem que ele possua um atrator de tipo

gradiente?

Claramente, tais propriedades devem estar presentes nos semigrupos gradientes e em suas

perturbagoes, ja que estas possuem atratores de tipo gradiente.

Com esta pergunta em mente, em [2] os autores introduzem o conceito de semigrupos
dinamicamente gradientes (chamados até entao de gradient-like semigroups), utilizando as

propriedades dinamicas essenciais dos semigrupos gradientes.

No que segue, apresentaremos as defini¢oes e resultados essenciais presentes em [2], para
mostrar que semigrupos dinamicamente gradientes sao também gradientes. Comecgaremos
com o conceito de estruturas homoclinicas (também chamadas de estruturas heteroclinicas),

ilustrado na Figura 1.3 e descrito a seguir:

Defini¢ao 1.39 (Estrutura Homoclinica). Seja {T'(t): t € T*} um semigrupo com um atra-
tor global A e um conjunto finito de pontos de equilibrio £ = {yj,--- ,y;}. Uma estrutura

homoclinica em A ¢ um subconjunto {y;,,---,y; } de £, com 1 <k < p, e um conjunto de
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Figura 1.3: Exemplo de estrutura homoclinica.
solugoes globais {&1,- -+, &} de {T'(t): t € Tt} em A tais que, definindo Yi,., = Yi,» temos

lim &(t)=y;, e lim () =y, paral<i<k,

t——o0 t—+o00

e também

disty(&(R),E) >0 para 1 <i < k. (1.3)

Observagao 1.40. A condigao (1.4) é automaticamente satisfeita quando k > 2, e ela serve
simplesmente para garantir que, no caso k = 1, nao tenhamos uma solucao estacionaria
§1(t) = y;, para todo t € R, o que ndo constitui uma estrutura homoclinica.

No caso k£ = 1, uma estrutura homoclinica também é chamada de ciclo homoclinico.

Definicao 1.41 (Semigrupo Dinamicamente Gradiente). Seja {T'(t): ¢ € T} um semi-
grupo fortemente continuo com um atrator global A e um conjunto finito de pontos fixos
E ={yi, -y}, para algum p € N. Dizemos que {T'(t): t € T*} é um semigrupo dinami-

camente gradiente se as seguintes condigoes estao satisfeitas:

(G1) dada uma solugao global limitada & de {T'(t): t € T*}, existem 4,5 € {1,--- ,p} tais
que
lim d(&(t),y;) =0 e lim d({(t), yj) = 0;

t——o0 t—o00

(G2) A nao possui estruturas homoclinicas.

Exercicio 29. Seja {T'(t): t € Tt} um semigrupo fortemente continuo com um atrator

global A e um conjunto finito de pontos fixos & = {y7,---y;}, para algum p € N. Se (G1)
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esté satisfeita mostre que que A é de tipo gradiente, isto é, mostre que

p
A= Jww).
i=1
A hipotese (G2) nos garante que que nenhum ntimero finito de érbitas pode produzir um

contorno fechado.

Proposigao 1.42. Se {T'(t): t € Tt} é um semigrupo dinamicamente gradiente com atrator
global A e um conjunto finito € de pontos de equilibrio, entao existe y,y: € &£ tais que y,

tem conjunto estdvel em A trivial, isto €, W5(y2) = {y.} onde
Wilys) ={zx € A: tal que d(T(t)x,y,) — 0 quando t — oo},

ey tem conjunto instdvel trivial, isto é, W*(y’) = {y’}.

Demonstragio. Vamos provar a existéncia y;. Se & = {yj,---y,} e para todo y; existe uma
solugao global nao-trivial & de {T'(t): t € T*} tal que &(t) — y; quando t — —o0, é simples
ver que existe um 1 < ¢ < p tal que {yj,---,y;} e {&,---, &} constituem uma estrutura
homoclinica em A, o que contradiz (G2).

A prova da existéncia de y* é deixada ao leitor. ]

Da mesma forma que generalizamos o conceito de semigrupo gradiente, trocando o con-
junto de pontos de equilibrio por uma cole¢ao disjunta de invariantes isolados, podemos fazer

0 mesmo com o0s semigrupos dinamicamente gradientes.

Definigao 1.43 (Estrutura Homoclinica). Seja {T'(t): t € T*} um semigrupo com um atra-
tor global A e uma colegao disjunta de invariantes isolados E = {EY,-- - , Ex} limitada. Uma
estrutura homoclinica em A é um subconjunto {£7, -, E; } de E, com 1 < k < p, e
um conjunto de solugoes globais {&;, -+, &} de {T(t): t € TT} em A tais que, definindo
B

P *
tp1 = L, temos

tlim d(&(t), By) =0 e  lim d(&(t), By ) =0 paral<i<k,
——00

t——+o00 H’l)
e também
disty (&(R),UL_E?) >0 paral<i<k. (1.4)

Definigao 1.44 (Semigrupos Dinamicamente Gradientes Generalizados). Seja {T'(t): t €
T} um semigrupo fortemente continuo com atrator global A e uma cole¢ao disjunta de in-
variantes isolados E = {E},--- , E*} limitada. Diremos que {7T'(t): t € T*} ¢ um semigrupo

dinamicamente gradiente generalizado (com respeito a E) se,
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(G1) dada uma solugao global £ de {T'(t): t € T*} em A, existem ¢, € {1,--- ,p} tais que

lim d(E(t),E;) =0 e lim d(£(t), E;) = 0.

t——o0 t—o00

(G2) A nao possui estruturas homoclinicas.

Exercicio 30. Mostre que os resultados para semigrupos dinamicamente gradientes conti-
nuam validos (com as adaptagoes necessarias) para os semigrupos dinamicamente gradientes

generalizados.

1.4 Semigrupos dinamicamente gradientes sao gradientes

Nesta secao nosso objetivo é mostrar que um semigrupo dinamicamente gradiente gene-

ralizado é um semigrupo gradiente generalizado, isto é, possui uma funcao de Lyapunov.

1.4.1 Pares atrator-repulsor

Agora introduziremos as nocgoes de atrator local, repulsor e par atrator-repulsor.

Definicao 1.45 (Atrator local, Repulsor e Par Atrator-Repulsor). Seja {T'(t): t € T} um
semigrupo com atrator global A. Diremos que um subconjunto nao vazio = de A é um
atrator local se existe um e > 0 tal que w(O.(Z)) = E.

Para um atrator local =, seu repulsor =* é o conjunto definido por
E={rcA wlx)Nn==0g}.

O par (Z,Z*) é chamado um par atrator-repulsor de {T'(¢): t € T"}.

Segue diretamente da definicao que se = é um atrator local entao = é compacto e invari-

ante.

Exercicio 31. (a) Mostre que = C A é um atrator local se, e somente se, = é fechado,

—_

invariante e existe € > 0 tal que disty(T(¢)O.(Z2),Z) — 0 quando t — oo.

*

(b) Mostre que se = é um atrator local, entdo seu repulsor =* é fechado e invariante e

ENE* = @. Ainda mais, se E = w(O.(2)) entdo O (=) NE* = @.
(¢) Seja = C A um invariante. Mostre que se = é um atrator local entao W*(Z) = =.

= = Y 1 = = 30 —* =k
(d) Mostre que se =, =, sdo atratores locais e Z; C =y entao =5 C =3,
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A defini¢do dada de atrator global difere um pouco da definigdo usual (como em [4, 7,
por exemplo) pois pedimos que o atrator local seja o w-limite de uma vizinhanga em X e nao
de uma vizinhanga em A. Provaremos a seguir que ambas as defini¢des coincidem, e para

precisaremos de dois lemas.

Lema 1.46. Sejam {T'(t): t € T} um semigrupo com um atrator global A, op — 00 e
{ur} C X limitada. Defina &: TT, — X por &.(s) = T(s + or)u. Entio existe uma

o
solugao global ¢ de {T(t):t € TT} em A e uma subsequéncia de {&} (que denotamos a

mesma) tal que
&k(s) = o(s)  para todo s € T.

Demonstragao. Veja que para o conjunto limitado B = {uy: k € N} temos

d(&x(0), A) = d(T(oy)ur, A) < disty(T'(ox)B, A) = 0 quando k — oo,

ja que op — oo. Logo, a menos de subsequéncia, existe x € A tal que (0) — z. Para
s € T defina ¢(s) = T(s)x, e obtemos

Ek(s) = T(5)&k(0) = T(s)z = (s).

Procedendo de maneira analoga, {£x(—1)} tem uma subsequéncia (que denotamos igual)
convergente com limite z_; € A. Definindo ¢(s) = Ty(s + 1)z_; para s € [—1,0) N T, temos
T(Dz_y = limgoo T(1)&e(—1) = limg00 £6(0) = , e ¢ satisfaz T'(t)p(s) = ¢(t + s) para
teTteseTr,, etambém para s € TT, obtemos

&(s) =T(s+ 1)&(=1) > T(s+ 1)z_1 = ¢(s).

Indutivamente construimos uma solugao global ¢ de {T'(¢): t € T*} em A e uma sub-

sequéncia de {&} tal que

&(s) — ¢(s) para todo s € TT.

Exercicio 32. Faga os detalhes que faltam na prova do lema acima.

Lema 1.47. Sejam {T(t): t € T*} um semigrupo com atrator global A e E um conjunto

compacto e invariante por {T(t): t € Tt}. Assuma que existe um € > 0 tal que

d(T(t)(O(E)NA),E)—0 quandot — 0.



32 CAPITULO 1. ATRATORES PARA SEMIGRUPOS

Entao dado 0 < § < € existe 0 < ¢’ < 0 tal que v (O (E)) C Os(E).

Demonstracao. Dados 0 < § < €, assuma que tal 6’ ndo exista. Desta forma, para cada k € N
com k > 3, existem x5, € O15(E) e ¢, € TT tais que d(T(tx)wr, E) = 6 e d(T(t)xy, E) < 6
para t € [0,t;) N T. Como E é compacto, podemos assumir que x; — = € F, e com um
exercicio analogo ao Exercicio 23, temos t; — oo.

Definindo &(s) = T(s + t)xy para s € TY, , do Lema 1.46 existe uma solucao global
¢ de {T'(t): t € T*} em A e uma subsequéncia de {¢x} (que denotamos a mesma) tal que
&k(s) — o(s) para todo s € T. Como & (s) € Os(F) para s € [—t;,0) N'T, segue que

o(s) € Os(F)NA C O(F) N A para todo s < 0. Além disso, temos d(¢(0), E) > 4, e

consequentemente
d < d(¢(0), E) =d(T(k)p(—k),E) -0 quando k — oo,

o que nos da uma contradicao. O]

Com isto podemos provar a equivaléncia da nossa definicao de atrator local com as de
4, 7].

Lema 1.48. Seja {T'(t): t € T*} um semigrupo com um atrator global A e {S(t): t € T*} a
restri¢gao de {T'(t): t € T} a A, isto €, S(t) = T(t)‘A para cada t € T, que € um semigrupo
em A. Se E é um atrator local de {S(t): t € TT} em A e K € um subconjunto compacto de
A com KNE* =, entio = atrai K. Além disso = € um atrator local de {T(t): t € T*}.

Demonstragao. Tome K um subconjunto compacto de A com KNZ* = &. Se Z = w(O(2)N
A) ndo atrai K, existem 0 < § < ¢, ty > o00e K 3z, — o € K tais que d(T(tg)rg, =) = 6
para todo k& € N. Para este 0, pelo Lema 1.47, existe 0 < ¢ < ¢ tal que v (Os(FE)) C
Os(F) e portanto devemos ter d(T'(t)zy, =) > ¢’ para todo t € [0,¢,] N'T. Isto implica que
d(T(t)x,Z) > ¢ para todo t € T e consequentemente w(z) NE = & e portanto z € =Z*, o
que é uma contradicgao.

Para a parte restante do resultado note que dado 0 < 6 < ¢, do Lema 1.47, existe
0 < ¢ <6 tal que w(Ox(2)) C O5(Z) N A C O(Z) N A e portanto w(Oy(Z)) NE* = @. Da
invariancia de w(Og (Z)) e da propriedade que = atrai O.(2)N.A, devemos ter w(Oy (Z)) C =.

Como w(Oy(Z)) atrai Og (=) o resultado segue. O
Agora podemos explorar algumas propriedades interessantes dos pares atrator-repulsor.

Exercicio 33. Sejam {T'(t): t € T} um semigrupo fortemente continuo com um atrator

global A, (Z,Z*) um par atrator-repulsor e £ uma solugao global de {T'(t): t € T*} em A

com &(T) NZ* = &. Mostre que &(T) C =.
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Proposigao 1.49. Sejam {T'(t): t € T} um semigrupo fortemente continuo com um atrator
global A, (2,Z*) um par atrator-repulsor e & uma solugao global de {T'(t): t € TT} em A.
Entao:

(i) se &(T)NE* # & entao d(&(t),E*) — 0 quando t — —oc.

(ii) sed > 0 € tal que O5(Z*)NE = & e£(t) € Os(E*) para todot € T~ entio d((t),Z*) — 0

quando t — —o0.

Demonstragao. Se a conclusao de (i) é falsa, existem 6 > 0 e sequéncia s — —oo com
d(&(sk),Z*) = 0. Tomando uma subsequéncia de {s;} se necessario, podemos assumir que
Sk — Skpy1 = k para todo k € N. Como = deve atrair o subconjunto compacto K = {z €
A:d(z,Z*) = §} de A, existe ty € TT tal que para todo k € N temos

d(T(t)E(sp41), E) < disty (T(H)K,Z) <d  para todo t € Tf .
Para k >ty temos sy — sp11 = k >ty e tomando ¢t = s, — S,1 na equagao acima obtemos

d(f(‘sk)v E’) - d(T(Sk‘ - Sk+1)§<3k+1)7 E) <0,

o que nos da uma contradicao.
Para provar (ii) observamos que se £(T) N =* = &, do Exercicio 33 temos £(T) C Z, o
que nos da uma contradigdo com o fato de que £(t) € Os5(Z*) para t € T~. Por outro lado,

se £(T) N=* # @, a conclusao segue de (i). O

Proposigao 1.50. Sejam {T'(t): t € TT} um semigrupo fortemente continuo com atrator
global A, e (Z,Z*) um par atrator-repulsor de {T'(t): t € TT}. Se & € uma solugao global de
{T(t):teT*} em A com £(0) ¢ ZUE*, entao

lim d(&(t),2%)=0 e limd(¢(¢),E) =0.

t——o0 t—o00

Demonstragao. Como £(0) ¢ =*, segue do Lema 1.48 que = atrai £(0) e portanto d(&(t), =) —

0 quando t — co. Para a outra convergéncia, assuma primeiro que £(T) NZ* = &. Segue do

Exercicio 33 que £(T) C = e, em particular, £(0) € =. Isto nos d4 uma contradigdo ¢ mostra
que £(T) NE* # @, e o resultado segue do item (i) da Proposi¢ao 1.49. O

Corolario 1.51. Se {T'(t): t € T*} € um semigrupo fortemente continuo com um atrator
global A, e (2,=*) é um par atrator-repulsor para {T(t): t € T}, entao {T(t): t € T*} é um
semigrupo dinamicamente gradiente generalizado relativo a colegao disjunta de invariantes

isolados E = {Z,Z*}.
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Exercicio 34. Prove o corolario acima.
Terminamos esta subsecao com um resultado adicional de pares atrator-repulsor.

Exercicio 35. Sejam {7'(t): t € T"} um semigrupo fortemente continuo com atrator global
A, e (2,Z*) um par atrator-repulsor de {T'(t): t € T*}. Sez € X\ A e 7 (2)NE # & entdo

lim d(T'(t)x,Z) = 0.

t—o00

Proposigao 1.52. Sejam {T'(t): t € T} um semigrupo fortemente continuo com atrator
global A, e (2,Z*) um par atrator-repulsor de {T'(t): t € TT}. Sex € X \ A entao

tlg& dT(t)z,Z2) =0 ou tliglo d(T(t)x,=") = 0.
Demonstracdo. Considere z € X\ A. Se v+ (z)NZ # @, segue do Exercicio 35 que T(t)z — =
quando ¢t — co. Por outro lado, se 7+ (z) NE = @, existe § > 0 com " (x) N Os(2) = @,
e neste caso afirmamos que T'(t)r — =Z* quando t — oo. Se a afirmativa é falsa, existem
v > 0 e sequéncia t;, — oo tal que d(T(ty)x,=Z*) > v para todo k € N. Considerando
& TT,, — X definida por &(t) = T(t + t4)z, segue do Lema 1.46 que existe uma solugao
global ¢ de {T'(t): t € T*} em A tal que {(s) — ¢(s) para todo s € T. Logo d(¢(0),Z*) > v
e d(¢(s),Z) = § para todo s € T. Assim w(¢p(0)) NZE = & e ¢(0) € Z* 0o que é uma

contradigao. O]

1.4.2 Decomposicao de Morse

Com resultados da secao anterior, podemos estudar a decomposicao de Morse do atrator
global de um semigrupo dinamicamente gradiente generalizado com respeito & uma colecao

disjunta de invariantes isolados limitada.
Definicao 1.53. Dada uma familia crescente
J=FgCzC---CzZ,=A, (1.5)
de n + 1 atratores locais, defina
Fy=%;NE;, paracadaj=1,--- ,n.

A colegao ordenada E = {FEy,--- , E,} é chamada de uma decomposi¢ao de Morse de A.



1.4. SEMIGRUPOS DINAMICAMENTE GRADIENTES SAO GRADIENTES 35

Nosso objetivo ¢ mostrar que dado um semigrupo {T'(t): t € T*} com atrator global .4
e dinamicamente gradiente generalizado com respeito & uma colecao disjunta de invariantes
isolados E = {E}, - -+ , E,} limitada, entao existe uma reordenacao de E é uma decomposicao

de Morse de A. O resultado a seguir desempenha um papel fundamental neste processo.

Lema 1.54. Seja {T(t): t € Tt} um semigrupo com um atrator global A e dinamica-
mente gradiente generalizado com respeito a colecao disjunta de invariantes isolados E =
{Ey, -+, E,} limitada.

(a) Parai=1,--- n, se W E;) = E; entao E; é um atrator local.
(b) Existe k € {1,--- ,n} tal que Ey é um atrator local para {T(t): t € T*}.
Demonstragao. (a) Para
0o = %min{d(Ei,Ej): 1<i#j<n}>0,

onde d(E;, E;) é a distancia usual entre E; e E;. Mostraremos primeiramente que se W*(E;) =
E;, entao dado 0 < § < dg existe 0 < ¢ < 0 tal que se v" () C Os(E;) para todo x € Os (E;).
De fato, se este nao é o caso, existem 0 < § < &y, sequéncias xp — = € F; e t;, — 0o tais
que
d(T(t )z, E;) =20 e d(T(t)xy, E;) < d parat € [0,t,) NTT.

Definindo &: T*, — X por &(s) = T(s + ti)ay, segue do Lema 1.46 que existem uma
subsequéncia de {&} (que denotamos a mesma) e uma solugao global ¢ de {T'(t): t € T}

em A tal que & (s) = ¢(s) para todo s € TT. Além disso, temos
dp(0),E;) =26 e d(o(s),E;) <dparase T .

Por (G1), sabemos que d(¢(s), E;) — 0 quando s — —oo, e portanto ¢(0) € W*(E;) \ E;, o
que nos da uma contradicao.
Agora para 0 < & < dy, escolha 0 < &' < 0 de modo que y*(z) C Os(E;) para todo
z € Oy (E;). Se mostrarmos que F; atrai Oy (E;), o resultado seguira do item (a) do Exercicio
31. Suponha que este ndo ¢ o caso. Assim, existem 0 < € < ¢ e sequéncias {z;} C Oy (E;) e
t, — 00 tais que
d(T(ty)xy, E;) > € para todo k € N.

Veja que T'(t)zy, € O5(E;) para todo ¢t > 0. Defina &: TT, — X por &(s) = T(s + tg)xy.

Como anteriormente, existem subsequéncia de {{;} (que denotamos a mesma), e solugao
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global ¢ de {T'(t): t € T*} em A com
d(¢(0),E;) =26 e d(¢(s), E;) <6 para todo s € T.

Por (G1), temos d(¢(s), E;) — 0 para s — £o0, o contraria (G2), e conclui a demonstracao
deste item.

(b) Do item (a), se ndo existe um atrator local em E entao para cada 1 < i < n, existe
uma solugao global & de {T'(t): t € TT} em A tal que &(t) — E; quando t — —oo e
&(t) = Ej;) quando t — oo para algum j(i) # ¢. Em um nimero finito de passos, isto

produz uma estrutura homoclinica e contradiz (G2). O

Vamos agora ver um método para reordenar E e construtir uma sequéncia crescente de

atratores locais como em (1.5) de maneira que E; = =; N Eiparaj=1-- n
CONSTRUCAO DE UMA SEQUENCIA CRESCENTE DE ATRATORES LOCAIS.

Consideremos {T'(t): t € T*} um semigrupo com um atrator global A e dinamica-
mente gradiente generalizado com respeito a colecao disjunta de invariantes isolados E =
{Fy, -+, E,} limitada. Podemos reordenar os indices, se necessario, de maneira que F; é

um atrator local de {T'(¢): t € T"}. Lembramos que o seu repulsor associado Ef ¢ dado por
Ef={zec A: w(x)N E, = o}.
Exercicio 36. Mostre que E; C £} para j =2,--- ,n.

Sabemos também, da Proposigao 1.50, que para cada x € A\ (E; U E}) e solucao global
Ede {T(t):t € T*} em A por z temos

lim d(€(t),E}) =0 e lim d(£(t), Ey) = 0.

t——o0 t—o00

Exercicio 37. Considere a restricao {T1(t): t € T} de {T'(t): t € T*} ao conjunto com-
pacto invariante Ef. Mostre que {T1(¢): t € T} é um semigrupo dinamicamente gradiente

generalizado com respeito & colegao disjunta de invariantes isolados Ey = {Es, -+ , E,}.

Assim apos reordenacao dos indices, se necesséario, podemos assumir que Fy é um atrator
local de {T\(t): t € T*} em Ej. Defina Ef, = Ef e considere Ej, o repulsor associado a Fy

para o semigrupo {73(t): t € T*} em Ef, isto ¢

By, ={r € Efy: w(r)N By = T}
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Como no Exercicio 36, F; C E3, para j = 3,---,n, e como no Exercicio 37, a restrigao
{Tx(t): t € T*} de {Ti(t): t € T*} ao compacto invariante £;; ¢ um semigrupo dina-
micamente gradiente generalizado com respeito a colegao disjunta de invariantes isolados
Es={FE;,--- E,}.

Podemos continuar este processo um nimero finito de passos, e obter uma reordenagao
{E\, - ,E,} de E de modo que E; é um atrator local para a restrigao {T}(t): t € T*} de
{T;_1(t): t € T*} ao compacto invariante £}, | para j = 1,---,n, com {Ty(t): t € T*} =
{T(t): t € TT}.

Notemos agora que, com essa construgao, se uma solugao global & de {T'(t): t € T*} em
A satisfaz

lim d(&(t),E) =0 e lim d(¢(t), Ex) =0, (1.6)

t——o00 t—o00

entao ¢ > k. A demonstracao deste fato é deixada a cargo do leitor no proximo exercicio.
Exercicio 38. Mostre os seguintes itens para concluir a afirmacao acima.

(a) Mostre que se (Z,Z*) é um par atrator-repulsor de {T'(t): t € T} e ¢ é uma solucao
global de {T'(t): t € T*} em A com ¢(0) € =* entdo ¢(t) € =Z* para todo ¢t € T.

(b) Mostre que £(0) € Ej;_, ;5. Do item acima segue que {(t) € E}_,, , paratodot € T.

(c) Usando o item (b) e notando que Ej_,, , contém somente os invariantes isolados £

para j > k, conclua que ¢ > k.

Podemos agora construir uma sequéncia de n+1 atratores locais como em (1.5) da seguinte
maneira: defina =y = @, =, = F; e, para j = 2,3, ,n, defina
J
Ej =S UWYE) = [ W (E). (1.7)
i=1
Segue da versao do Exercicio 29 para semigrupos dinamicamente gradientes generalizados

que =, = A.

Lema 1.55. Considere {T(t): t € T} um semigrupo fortemente continuo com atrator global
A, e assuma que {T(t): t € T} é dinamicamente gradiente generalizado com respeito a cole-
¢ao disjunta de invariantes isolados B = {Ey,--- | E,}, reordenados de maneira a satisfazer
(1.6).

Seja x, — x© em A e considere solugoes globais &, de {T'(t): t € T} por z em A para a

cada k € N, e assuma que existam 1 < 7 <1 < n tais que

lim d(&(t),E;) =0 e lim d(&(t), E;) =0  para todo k € N.

t——o00 t—o00
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Entao existem solugoes globais C1,-++,(, (1 < p<n)de{T(t):t Tt} em AeEy, -,
Ey,,, € E com Ey = E;, Fy
para algum 1 <ig < p e

= FE;, {; > lixq para cada i = 1,--- | p tais que (,(0) = x

p+1

E,, i G (1) 2y E,. .. parar=1--- p.

Demonstragao. Do Lema 1.46, notando que &x(s) = T'(s+ k)&x(—k) por exemplo, existe uma
solugao global ¢; de {T'(t): t € Tt} em A e uma subsequéncia de {&} (que denotamos a
mesma) tal que & (s) — ¢1(s) para todo s € T. Note que ¢1(0) = z. Como o semigrupo
{T'(t): t € T*} ¢ dinamicamente gradiente generalizado com respeito a E e satisfaz (1.6),

existem 1 < b < a < n tais que

t——o0 t—o00

Ea — ¢1(S) — Eb-
Temos a > b. No que segue, fixemos

do == min d(E,, E,),

1
2 1<p<qg<n

Assuma que a # i. Para cada m € N existe t,, € T~ tal que d(¢1(t,,), Fy) < 1/2m e
km € N tal que d(&, (tm), d1(tm)) < 1/2m. Assim d(&,, (tm), Eo) < 1/m. Como a # i e
d(&n(t), E;) — 0 quando t — oo, existe 7, € TT tal que

d(&k,, (tm — Tm), Fa) =2 00 e d(&(t,m, — 1), E,) < & para todo t € [0,7,,) N'T.

Como Exercicio 23 (aplicado ao caso de invariantes isolados) mostramos que 7, — 0.
Definindo x,, (s) = &k, (S+tm —Tm), do Lema 1.46 existe uma solugao global ¢y de {T'(t): t €
T*} em A tal que

W, (s) = ¢o(t) para todo s € T.

Mas assim
d(¢2(0), E,) =6 e d(go(t), Ey) <y para todo t € T™.

Portanto ¢9(t) — E, quando t — oo, e de (G1), (G2) e (1.6) existe a; > a tal que
d(¢o(t), Eay) — 0 quando t — —oo. Portanto

t—00 t—o00 t—o00 t—o0

E, +— ¢2(t) — E, <— ¢1(t) — Ep,

com a; > a > b. Se a; # i, repetimos o processo. Em um numero finito de passos ou

chegamos em ¢ ou entramos em contradigao com (G2).
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Analogamente tratamos o caso b # j, e a demonstragao esta completa. O
Exercicio 39. (x) Mostre que =; é compacto para j = 2,--- ,n (veja [1, Lema 3.36]).

Solucao: Como Z; C A, para concluirmos o resultado basta mostrar que =; ¢ fechado.
Sendo assim, considere uma sequéncia {x;} C Z; com z; — x € A.
Como temos somente um nimero finito de invariantes isolados em E, tomando subsequén-

cias se necessario, podemos assumir que existem 1 < a < b < n tais que
tlim d(&k(t),E,) =0 e tlim d(&k(t), Ey) =0 para todo k € N,
——00 —00

Como z;, € E; para todo k € N, temos a < j. Do Lema 1.55 segue que existem solucoes
globais ¢1,--- ,¢ (1 <p<n)de{T'(t):teT }em Ae Eyy,---, By, €Ecom Ey =E, e

Ey ., = F, tais que (;,(0) = x para algum 1 < iy < pe

p+1

E, = G (t) ey E,., parar=1--- p.

r

Em particular, z € W*(Ey, ). Segue de (1.6) que {;, < j, o que mostra que x € Z; e conclui

o resultado.

Teorema 1.56. Seja {T'(t): t € Tt} um semigrupo com um atrator global A e dinamica-
mente gradiente generalizado com respeito a colegao disjunta de invariantes isolados limitada
E = {E,,--- ,E,} , reordenada de maneira que E; € um atrator local para a restri¢io de
{T'(t):teT*} a B, 5 (onde Eg_, = X ). Entdo para cada j =1,---,n, o conjunto Z;
definido em (1.7) é um atrator local para {T(t): t € TT} em X e

E;,=Z,NZ",. (1.8)

Assim E € uma decomposicao de Morse de A.

Demonstragao. Sabemos que =; = F; é um atrator local de {T'(t): ¢t € T*}, e =, = A
também é um atrator local para {T'(t): t € T*}. Para j = 2,--- ,n — 1, o Lema 1.48 nos
garante que ¢é suficiente provar que Z; é um atrator local para a restricao de {T'(t): t € T+}
ao atrator global A.

Fixe entao j € {2,--- ,n—1}. Como E; é compacto e Z; N E; = @ parai =j+1,--- ,n,
existe d > 0 tal que O4(Z;) N (UL, E;) = 9. Afirmamos que dado 0 < 0 < d, existem
0 < ¢ < ¢ tal que

Y (Os(Z5) NA) C O5(Z5) N A. (1.9)

De fato, se este ndo é o caso, para cada N > k > Cll existe 7, € A, com d(zy,=;) < %, e
ty € TT, com ¢, — oo, tal que d(T'(ty)zg, Z5) = d e d(T(t)zy, Z;) < 6 parat € [0,t;) N T.
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Definindo & (s) = T'(s+tx)xy, para s € Tftk e usando o Lema 1.46, existe uma solucao global
¢ de {T'(t): t € T*} em A e uma subsequéncia de {&} (que denotamos a mesma) tal que
€k(s) = ¢(s) para todo s € T. Logo d(¢(0),Z;) = 6 e d(¢(t),=;) < 6 < d para todot e T™.
Assim ¢(t) — E; para algum i € {1,---,j} e portanto ¢(0) € W*(E;) C E;, o que nos da

uma contradigao.

Exercicio 40. Mostre que w(Og (Z;)NA) atrai Oy (Z;)NA. Mostre também que w(Oys(Z;)N
A) (por ser invariante) esta contido em =;, e conclua que Z; é um atrator local de {T'(¢): t €
T+} em A.

Nos resta provar (1.8) para cada j = 1,--- ,n. Note que Z; D nglEi eZj , ={z €
Atw(z) NEjy = @} D UL, E;, e assim Z; N =5 D Ej. Além disso, dados v € Z;NE] e

uma solugao global £ de {T'(t): t € T*} em A por z, por (G1) devemos ter

lim d(£(t),E) =0 e lim d(é(t), By) = 0.

t——o00 t—00
para (,k € {1,--- ,n}. Agora veja que:

(x) do Exercicio 38, segue que ¢ > k;

(x) do fato que x € =Z;, segue que £ < j;

(x) do fato que x € =5_, segue que k > j,

e portanto ¢ = k = j, e (G2) nos da que £(t) € E; para todo ¢ € T. Em particular,

r = £(0) € Ej, portanto ZNE;_; C Ej, e a demonstracio estd completa. ]

Corolario 1.57. Seja {T'(t): t € T*} um semigrupo com atrator global A, dinamicamente
gradiente generalizado com respeito a colecao disjunta de conjuntos invariantes isolados li-
mitada E = {E,--- , E,}, reordenada de maneira a constituir uma decomposicao de Morse

para A. Entao

Mo (E,UE) = U, E. (1.10)
Demonstragio. Paracadai,j =1,--- ntemos E; C Z;UZ}, e assim Uj_, By C N_o(Z;UZ]).

Para a outra inclusao, tome x € Nj_y(Z; U =5).

*

Exercicio 41. Mostre que existe k € {1,--- ,n} tal que v € Z; para k < j <nex € Zj

para0 <7< k—1.

Do exercicio acima temos © € =, N =;_; = Eji (pelo Teorema 1.56), o que completa a

demonstracao. O]
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1.4.3 Construcao da funcao de Lyapunov

Inspirados no trabalho de Conley (see [4]) provaremos a seguir a equivaléncia entre os
semigrupos gradientes generalizados e os semigrupos dinamicamente gradientes generalizados
relativos uma colegao disjunta de invariantes isolados limitada E = {E},--- , E,}. Os lemas

a seguir desempenham papel fundamental na prova desta equivaléncia.
Lema 1.58. Seja {T'(t): t € TT} um semigrupo fortemente continuo com atrator global A.

Defina a funcao h: X — R por

h(z) = sup d(T'(t)z, A)  para cada z € X.

teT+

Entao h estd bem definida, é continua, TT > t — h(T(t)x) € R € decrescente para cada
reX, eh0)=A.

Demonstra¢ao. Comegamos a demonstragao com o seguinte exercicio:
Exercicio 42. Mostre que h estd bem definida e que h~1(0) = A.
Mostremos agora que para cada z € X a aplicagdo T > ¢t — h(T'(t)x) € R é descrescente.

Para isso, sejam tq,t, € Tt com t; > t,. Temos

MT (t1)x) = sup d(T(t)T(t1)z, A) = sup d(T(t + t1)z,.A)

teT+ teT+
= sup d(T'(t)z, A) < sup d(T'(t)z, A) = sup d(T'(t)T(t2)z, A) = (T (t2)x).
teT,, teTy, teT+

Nos resta mostrar a continuidade de h. Pelo Lema 1.47 aplicado a £ = A, dado € > 0
existe 0 < § < € tal que v (Os5(A)) C O.(A), o que mostra que dado € > 0 existe § > 0 tal
que se d(z, A) < § temos h(z) < €, e conclui a continuidade de h em A. Agora, se zp € X \ A
entdo h(xg) > d(zg,.A) > 0, e podemos escolher 0 < p < d(xp, A) e uma vizinhanga V'
limitada de xy em X com d(z,.A) > p para todo = € V. Para esta vizinhanga V' existe
T=71(V) e T* tal que T'(¢t)V C O,(A) para todo t € T}.

Exercicio 43. (a) Mostre que para x € V temos h(z) = sup d(T(s)z, A).
s€[0,7]NT+

(b) Use o item anterior e a continuidade forte de {T'(t): ¢t € T} para concluir que

h|y:V — R ¢é continua.
Assim h: X — R é continua e a demonstracao assim esta completa. O

Lema 1.59. Sejam {T'(t): t € T} um semigrupo fortemente continuo com atrator global A

e um par atrator-repulsor (Z,Z*). Entao existe uma func¢ao continua f: X — R satisfazendo:



42 CAPITULO 1. ATRATORES PARA SEMIGRUPOS

(i) Tt >t f(T(t)x) € R € decrescente para cada x € X;

*
)

[1]

(i) f7H0)=EZe fH(1)NA=
(111) dado x € X, se f(T(t)x) = f(x) para todo t € T, entao x € ZU Z*.

*

Demonstrag¢ao. Primeiramente lembremos que que = e =Z* sao subconjuntos fechados e dis-
juntos do conjunto compacto A. Assim, com a convengao que d(x,d) = 1 para cada = € X,
definimos a fungao! I: X — [0, 1] associada a (Z,=*) por

d(xz,=2)

l(z) = d X.
(x) A5 1 dz5) para cada €

Exercicio 44. Mostre que:
(a) [ estd bem definida;
(b) I é Lipschitz continua? em X, e portanto ¢ uniformemente continua em X;
() 7N 0)=Zel (1) =E"
Definamos entao a fungao k: X — [0, 1] por

k(x) = sup I(T(t)x) para cada z € X.
teT+

Exercicio 45. Mostre que:
(a) Tt 5t +— k(T(t)x) € R & decrescente para cada = € X

(b) k(Z) ={0} e se E* # @ entdo k(=*) = 1;

o

(c) se X é conexo, ambos Z, =* sdo nao-vazios e k ¢ continua, entao k(X) = [0, 1].

Afirmamos ainda que k: X — R é continua, s 1(0) =Z, k' (1)NA=Z*equeser € A
e k(T(t)x) = k(z) para todo t € T™, entdo x € =UZ*. De fato, ja sabemos que k(Z) = {0},
agora se © € X é tal que k(z) = 0, entao [(T(t)x) = 0 para todo t € TT. Em particular,
0=1UT(0)x) =1(z), e assim, x € =, isto é k~(0) C =, mostrando que k~1(0) = =.

Sabemos também que k(=*) = {1}. Agora seja v € A com k(z) = 1. Se x ¢ =*, segue

da Proposigao 1.50 que w(x) C Z. Da continuidade uniforme de [ e do fato que w(x) atrai z,

'Esta é a fungdo de canodnica de Urysohn quando Z e =*

para a versdo topologica deste resultado).
ZNote que para dy = d(Z,=*) > 0, temos |l(z) — I(2)] < %d(x, z) para todo x,z € X.

sao ambos nao-vazios (veja [6, Teorema 33.1]
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obtemos [(T'(t)z) — 0 quando ¢t — oco. Logo existe ¢ty € T tal que

1=k(z)= sup U(T(t)z),
te[0,to]NT+
que por sua vez implica a existéncia de um ¢; € [0,¢o) N T tal que I[(T'(¢;)x) = 1, isto é,
T(t;)x € Z*. Mas = D w(z) = w(T(t1)r) C Z*, 0 que nos da uma contradigdo e mostra que
x € Z*. Disto concluimos que k(1) N.A C Z* e portanto k(1) N A = =*.

Considere agora x € A satisfazendo k(T'(t)x) = k(x) para todo t € T*. Se x ¢ =,
novamente a Proposi¢ao 1.50 nos da w(z) C =. Da defini¢ao de k, do fato que k(x) = k(T'(t)z)
para todo t € T" e do fato que w(z) atrai x obtemos

k(x) = tlg& k(T(t)z) = tlgilo jgr? (T (s)x) =0.
Assim x € k71(0) = =. Portanto z € ZU Z*.
A seguir provamos a continuidade de k, e separamos a prova em trés partes:

PARTE 1. Continuidade de k& em =*.

Como [(x) < k(z) < 1 para todo x € X, dado g € E* e x € X temos
|k(z) — k(xo)| =1 —k(z) <1—1(z).
Isto e a continuidade de [ em xy (I(z¢) = 1) implicam a continuidade de k em xy € =*.

PARTE 2. Continuidade de k£ em =.

Da defini¢ao de [ ¢é facil ver que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que [(Os(Z)) C [0,€). Do
Lema 1.47, existe 0 < ¢’ < § tal que 7" (Og(Z)) C Os(Z), o que nos permite concluir que
k(Og(Z2)) C [0, €.

PARTE 3. Continuidade de k em X \ (ZUE*).

Dado zy € X \ (EUZ*), das Proposig¢oes 1.50 e 1.52 obtemos
d(T(t)xg,=Z) -0 ou d(T(t)xo,E*) — 0 quando t — 0.

Para prosseguir, separaremos a demonstracao em dois subcasos:

Subcaso 1. d(T(t)zo,=*) — 0 quando t — 0.
Neste subcaso, note primeiramente que k(zg) = 1. Agora dado € > 0, da continuidade de
[ em Z*, existe uma vizinhanga aberta V' de Z* em X tal que {(V) C (1 —¢,1]. Se tp € T*

¢ tal que T'(tg)xy € V, da continuidade de T'(¢y), existe uma vizinhanga U de z tal que
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T(ty)U C V. Disto segue que k(z) > 1 — ¢ para todo x € U (pois T'(ty)z € V e portanto

1 —e <(T(to)x) < k(x)), e conclui a continuidade de k em z( neste caso.

Subcaso 2. d(T(t)xg,Z) — 0 quando ¢ — oo.
Neste subcaso temos [(z) > 0. Escolha 6 > 0 tal que [(Os(Z)) C [0, l(zo)) e, do Lema 1.47,
existe um ¢’ € (0,0) tal que v (Os(Z)) C Os(Z). Seja ty € T tal que T(tg)xo € Os(Z). Da

continuidade de T'(ty), existe uma vizinhanga U; de xq in X tal que T'(t9)U; C O (Z). Entao,

para todo z € Uy e t € T temos T(t)z € Os(E). Assim, da continuidade de ! podemos

I(z0)

encontrar uma vizinhanga U, de zp em X tal que I(x) > =5

U = U, NU,, para todo x € U vale

para todo z € U;. Tomando

k(x) = sup U(T(t)x).
tel0,t0]NT
Argumentando como no Exercicio 43, obtemos a continuidade de k em g, o que completa a
demonstracao da continuidade de k em X.

Finalmente, defina f: X — R por
f(z) =k(z) + h(xz) paracadaz € X, (1.11)

onde h: X — R é dada no Lema 1.58. Claramente f é continua, pois k e h o sdo. Além
disso, como TT 5 ¢t — k(T(t)x) € Re Tt 3¢t — h(T(t)z) € R sao decrescentes para cada
x € X, a mesma propriedade é valida para f.

Claramente f(Z) = {0}. Por outro lado, se f(z) = 0 para algum z € X, entdo
h(z) = k(z) = 0 (pois h,k > 0) e devemos ter que x € =. Isto mostra que f~1(0) = =.
Adicionalmente, como f |4=k |4 temos f~H(1)NA=k"'(1)NA=2="

Por dltimo, se x € X tal que f(T(t)x) = f(x) para todo t € T temos

e assim h(7T(t)x) = h(z) e k(T(t)z) = k(z) para todo t € T*. Como T'(t)z — A quando t —
00, segue da definigdo de h que h(x) = 0, e portanto x € A. Assim, x € Ae k(T(t)x) = k(z)

para todo t € T, o que nos da € ZU Z*, e completa a prova. O

Concluimos entao essa se¢ao com a equivaléncia entre semigrupos gradientes generalizados

e semigrupos dinamicamente gradientes generalizados.

Teorema 1.60. Sejam {T'(t): t € Tt} um semigrupo fortemente continuo com atrator glo-
bal A e uma cole¢ao disjunta de invariantes isolados limitada B = {Ey,--- , E,}. Entao

{T'(t):t € TT} é um semigrupo gradiente generalizado com respeito a E se, e somente se,
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{T(t):t € Tt} € um semigrupo dinamicamente gradiente generalizado com respeito a E.
Além disso, a fungio de Lyapunov V: X — R de {T(t): t € T*} com respeito a E pode ser

tomada de modo que V(E,)=m—1, m=1,--- n.
Demonstra¢ao. Comegamos com o seguinte exercicio:

Exercicio 46. Mostre que um semigrupo gradiente generalizado com respeito a colecao
disjunta de invariantes isolados limitada E é um semigrupo dinamicamente gradiente gene-

ralizado com respeito a E.

Suponha agora que {T'(t): t € T*} ¢ um semigrupo dinamicamente gradiente generalizado
com respeito a E, com E reordenada de modo a ser uma decomposigao de Morse para A.
Seja @ = Ey C Z; C --- C £, = A a sequéncia de atratores locais definida em (1.7) e
@==Cz=_ C--- CZ{= A os repulsores associados. Sabemos do Teorema 1.56 que
para cada j = 1,--- ,n temos L; = Z; N =7_;.

Considere a fungao h do Lema 1.58, e para cada j = 1,--- ,n a funcao k; dada pela

Proposicao 1.59 para o par atrator-repulsor (=, E;) Definamos entao a funcao continua
V:X — R por

V(z) = h(z) + Z kij(z) para cada z € X.
j=1

Afirmamos que V' é uma fungao de Lyapunov de {T'(t): ¢ € T*} com respeito a E. De
fato, dado = € X, ¢ simples notar que T* 3 ¢t — V(T(t)z) € R é decrescente, pois h e k;,

para j = 1,...,n possuem essa propriedade.

Exercicio 47. Para cada j = 1,--- ,n defina f;: X — R por f;(z) = k;(z) + h(z) para cada
z € X. Mostre que se V(T'(t)z) = V(z) para todo t € T* entdo para cada j = 1,--- ,n

temos f;(T(t)r) = f;(x) para todo t € T*. Conclua, usando o Lema 1.59, que x € =; U =.

Tome agora z € X ¢é tal que V(T'(t)z) = V(z) para todo t € T*. Do exercicio acima

r € 25 UE}, para cada j =0,1,--- ,n. Assim, pelo Corolério 1.57 obtemos
n n
re(EUE)=JE:
7=0 7j=1

e conclui a prova de que V' é uma fungao de Lyapunov para {T'(¢): t € T} com respeito a
E.

Por fim mostremos a tltima afirmagdo. Se m € {1,--- ,n} ex € E,, = Z,,NE:,_,, segue

quer €=, CE C---CE,=Aexe=, {CEr _,C- - CZEj=.A Logo kj(z) =0
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sem < j<nekjr)=1sel<j<m— 1 Portanto

uma vez que h(x) =0, pois z € =, C A. O



Apéndice

A

Um resultado sobre conexidade

Teorema A.1. Considere uma sequéncia C;7 D Cy D -+ D C,, D --- de subconjuntos
nao-vazios, compactos e conexos de um espago topologico X, com X Hausdorff.

Entao C'= N2, C,, € um conjunto nao-vazio, compacto e conexo.

Demonstragao. Claramente C' é fechado, pois € intersecgao de fechados. Como C' C Cy e C;

é compacto, C' é compacto. Se C' = &, entao
Ch =01\ C=C\NZ 0, =UZ(Cr\ ) = UZ,(Ci\ Gy),

ou seja, a colegao de abertos {U, }n>2 = {C1 \ Cy }n>2 de Cy é uma cobertura aberta para C
e satisfaz U,, C U,4+1 para todo n > 2. Como () é compacto, existe ny tal que Cy = U,,, o
que implica que C,,, = &, o que é uma contradigao.

Agora suponha que C' nao é conexo. Existem A, B conjuntos compactos, nao-vazio e
disjuntos em X tais que C' = AU B. Podemos entao, como X é Hausdorff, encontrar abertos
disjuntos U e V de X tais que A C U e B C V. Defina F,, = C,,\ (UUV) para cada n > 1.
Claramente F,, é compacto (pois é fechado contido em C,,) e F,, D F,;; para cada n > 1.
Além disso

N2 F, =nNX,(C,\(UUuV)=C\(UUV)=2.

Portanto {F),},>1 € uma sequéncia de compactos encaixados com intersec¢ao vazia. Segue
que F,, = @ para algum ny > 1, o que implica que C,, C U U V. Como C,,, é conexo, ele
deve estar inteiramente contido em U ou em V. Digamos que C,,, C U (a prova é aniloga no
outro caso). Temos entdo C' C Ny, Cp, C Cpy CU. Masassim B=CNBCCNV =g, e

chegamos a uma contradigao. Desta forma, C' é conexo. m
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APENDICE A. UM RESULTADO SOBRE CONEXIDADE
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