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Introdução

O objetivo destas notas é apresentar a Teoria de Semigrupos e a sua importância para
a teoria de equações diferenciais parciais semilineares. Para que o estudo de semigrupos e
seus geradores in�nitesimais seja melhor aproveitado, é esperado do leitor o conhecimento
da teoria espectral para operadores fechados.

Estas notas podem ser usadas como um guia para a disciplinaMTM 510002 - Teoria
de semigrupos e aplicações em EDP’s, mas isto não dispensa de maneira nenhuma o
estudo por meio dos livros sugeridos na ementa da disciplina.

Estas notas são baseadas em [4, 7] e também notas de aula da disciplina de Análise
Funcional II do ICMC-USP, do Prof. Alexandre Nolasco de Carvalho.

Gostaria de agradecer aos alunos Alessandra Piske, Éver Vasquez e Fabiano Pereira, que
em 2019.2 me ajudaram a corrigir e melhorar este material.
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Capítulo

1

Teoria de Semigrupos

Neste capítulo apresentamos os fatos básicos da teoria de semigrupos de operadores li-
neares e contínuos, indispensáveis ao entendimento das técnicas de solução de problemas
parabólicos e hiperbólicos semilineares. Começamos comuma revisão da teoria básica, mas
com o objetivo principal de apresentar a teoria de semigrupos fortemente contínuos e se-
migrupos analíticos. A exposição apresentada neste capítulo segue [2, 5, 7]. Grande parte
da exposição estará concentrada na caracterização dos geradores de semigrupos lineares, já
que nas aplicações da teoria, em geral, conhecemos a equação diferencial e não o operador
solução.

Consideremos inicialmente a seguinte equação diferencial ordinária em ℝ dada por

(1.1)

dw

ds
(s) = aw(s),

w(0) = w0,

onde a ∈ ℝ. Sabemos que a solução do problema (única, como veremos a seguir) é dada
por w(s) = w0e

as, para s ∈ ℝ. As propriedades da função T (s) = eas que fazem com que w(s)
seja solução do problema são: T (0) = 1 e dT

ds (s) = aT (s).

Usando a de�nição de derivada, encontremos propriedades de T (s) para que se veri�que
a segunda propriedade. Temos

d

ds
T (s) = lim

ℎ→0

T (s + ℎ) − T (s)
ℎ

= lim
ℎ→0

ea (s+ℎ) − eas
ℎ

= eas lim
ℎ→0

eaℎ − 1
ℎ

.
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Assim, para que valha dT
ds = aT (s), usamos as propriedades de que ec+d = eced e lim

ℎ→0
eaℎ−1
ℎ =

a . Este último limite só existe pois lim
ℎ→0
(eaℎ − 1) = 0. Logo, utilizamos as propriedades:

T (0) = 1, T (s + r) = T (s)T (r) e lim
ℎ→0
(T (ℎ) − 1) = 0.

Para um espaço de Banach (X, ‖ · ‖X), com L(X) sendo o conjunto dos operadores line-
ares limitados de X em X, isso nos motiva fazer a seguinte de�nição:

De�nição 1.1. Um semigrupo de operadores lineares emX é uma família {T (s) : s > 0} ⊂
L(X), denotada somente por T quando não houver confusão, que satisfaz:

(i) T (0) = I, onde I é o operador identidade em X;

(ii) T (s + r) = T (s)T (r), para todo s, r > 0.

Se, além disso, tivermos

(iii) ‖T (s) − I‖L(X)
s→0+−→ 0, diremos que o semigrupo é uniformemente contínuo;

(iv) ‖T (s)w − w‖X
s→0+−→ 0, para cada w ∈ X, diremos que o semigrupo é fortemente

contínuo, ou um C0-semigrupo.

Observação 1.2. Quando T = {T (s) : s ∈ ℝ} ⊂ L(X) é uma família de�nida para todo
s ∈ ℝ, satisfazendo ?? e (ii) para s, r ∈ ℝ, então T será chamada de grupo de operadores
lineares em X. Se T ⊂ L(X) é um grupo e satisfaz (iii) com s → 0, ele é dito um grupo
uniformemente contínuo, e quando satisfaz (iv) para s → 0, é chamado de grupo forte-
mente contínuo ou C0-grupo.

Note que se T ⊂ L(X) é um grupo, então T (s)T (−s) = T (0) = I para todo s ∈ ℝ. Isso
mostra que T (s) é um isomor�smo para cada s ∈ ℝ, com inversa T (s)−1 = T (−s).

Estudaremos os grupos de operadores lineares mais profundamente no Capítulo 3.

Além da função exponencial real, o estudo dos semigrupos de operadores lineares está
associado ao estudo de problemas de Cauchy lineares da forma

(1.2)

dw

ds
(s) = Aw(s), s > 0,

w(0) = w0,

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear (em geral ilimitado). O semigrupo T é o
operador solução de (1.2), isto é, para cada w0 ∈ X, s ↦→ T (s)w0 é a solução (em algum
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sentido) de (1.2). Para explicar melhor esta observação consideremos primeiramente o caso
em que A é um operador linear contínuo, isto é, A está em L(X).

Neste caso, podemos ver que o semigrupo T = {T (s) : s > 0} é a solução do problema


d

ds
T (s) = AT (s), s > 0,

T (0) = I,

isto é T ∈ C ( [0,∞),L(X)) ∩ C1((0,∞),L(X)) e satisfaz o problema acima.
Vamos considerar o problema

(1.3)

d

ds
T (s) = AT (s), s ∈ ℝ,

T (0) = B ∈ L(X),

e mostrar que, para cada B ∈ L(X) �xado, ele possui uma única solução (veja o Exercício
2) e que as propriedades de grupo estão satisfeitas quando B = I. Isso seguirá do Princípio
da Contração de Banach (veja, por exemplo, [8, Theorem 9.23]) que enunciamos a seguir.

Lema 1.3 (Princípio da Contração de Banach). Sejam (X,d) um espaço métrico completo
e F : X → X uma função tal que d(Fm (w),Fm (x)) 6 j d(w, x) para algum inteiro positivo
m e 0 < j < 1 (isto é, Fm é uma contração estrita). Então, existe um único w★ ∈ X tal que
F (w★) = w★. O ponto w★ é chamado ponto �xo de F.

Agora, �xado # > 0, vamos procurar uma solução para (1.3) que seja uma função em
C1((−#, #),L(X)), lembrando que X é um espaço de Banach. Considere

K = {U ∈ C ( [−#, #],L(X)) : U (0) = B},

e para U ∈ K de�na a transformação

F (U) (s) = B +
∫ s

0
AU (r)dr para s ∈ [−#, #].

Exercício 1. Mostre que K com a norma induzida de C ( [−#, #],L(X)) (a norma do su-
premo) é um espaço métrico completo.

Exercício 2. Uma solução de (1.3) em [−#, #], para # > 0, é uma função

U ∈ C ( [−#, #],L(X)) ∩ C1((−#, #),L(X)),
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que satisfaz U (0) = B e

d

ds
U (s) = AU (s) para todo s ∈ (−#, #).

Mostre que U é uma solução de (1.3) se, e somente se, U é um ponto �xo de F emK .

Queremos mostrar que existe um inteiro positivo m tal que Fm é uma contração. De fato:

‖F (U) (s) − F (V) (s)‖L(X) 6
����∫ s

0
‖AU (r) − AV (r)‖L(X)dr

����
6 |s |‖A‖L(X) sup

s∈[−#,#]
‖U (s) − V (s)‖L(X) 6 #‖A‖L(X) sup

s∈[−#,#]
‖U (s) − V (s)‖L(X)

Suponha que para s ∈ [−#, #] e m > 1 tenhamos

‖Fm−1U (s) − Fm−1V (s)‖L(X) 6
|s |m−1‖A‖m−1L(X)
(m − 1)! sup

s∈[−#,#]
‖U (s) − V (s)‖L(X) ,

então

‖Fm (U) (s) − Fm (V) (s)‖L(X) 6
����∫ s

0
‖AFm−1U (r) − AFm−1V (r)‖L(X)dr

����
6
|s |m‖A‖mL(X)

m!
sup

s∈[−#,#]
‖U (s) − V (s)‖L(X) 6

#m‖A‖mL(X)
m!

sup
s∈[−#,#]

‖U (s) − V (s)‖L(X) .

Notando que
#m ‖A‖mL(X)

m! → 0 quando m → ∞, segue que existe um inteiro positivo m0 tal
que Fm0 é uma contração, e segue do Princípio da Contração de Banach que existe um único
ponto �xo para F em K, e portanto uma única solução de (1.3) em [−#, #]. É fácil ver que
este ponto �xo é uma função contínuamente diferenciável e que satisfaz (1.3).

Como a argumentação acima vale para todo # > 0, segue que toda solução de (1.3)
está globalmente de�nida, isto é, de�nida em ℝ. Vamos agora veri�car que a propriedade
de grupo está satisfeita para a solução T = {T (s) : s ∈ ℝ} de (1.3) com B = I. Note que
U (s) = T (s + r) e V (s) = T (s)T (r) são soluções de (1.3) satisfazendo U (0) = V (0) = T (r).
Segue da unicidade de soluções que T (s + r) = T (s)T (r). Portanto T = {T (s) : s ∈ ℝ} é um
grupo uniformemente contínuo de operadores lineares.

Estaremos interessados em situações mais gerais, já que em muitas aplicações o opera-
dorA não é limitado. Reciprocamente, dado um semigrupo de operadores lineares qualquer
podemos associá-lo a uma equação diferencial através da seguinte de�nição:
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De�nição 1.4. Se T ⊂ L(X) é um C0-semigrupo, seu gerador in�nitesimal é o operador
de�nido por A : D(A) ⊂ X → X, onde

D(A) =
{
w ∈ X : lim

s→0+
T (s)w − w

s
existe

}
e de�nimos

Aw = lim
s→0+

T (s)w − w
s

para todo w ∈ D(A).

Observação 1.5. Quando lidamos com equações diferenciais em geral, trabalhamos comope-
radores A que não são limitados. De fato, considere X = C (ℝ), isto é, o conjunto das funções
contínuas deℝ emℝ. Mostremos que não é possível de�nir uma norma nesse espaço de modo
que o operador A : D(A) ⊂ X → X dado por D(A) = C1(ℝ) e

(Af) (w) = df

dw
(w) para f ∈ D(A),

seja um operador linear limitado.
Assuma que ‖ · ‖ é uma norma qualquer em X. Considere a função f(w) = e�w, para

� ∈ ℝ, onde � ∈ ℝ é �xado. Claramente f ∈ X e das propriedades de norma, temos

‖Af‖ =




dfdw 



 = ‖�f‖ = |�|‖f‖.

Como � pode ser tomado arbitrário, é fácil ver que não pode existir C > 0 tal que

‖Ag‖ 6 C‖g‖, para toda g ∈ D(A),

o que mostra que A não é limitado, em nenhuma norma.

1.1 Exponencial de um operador linear limitado

Nessa seção veremos que o grupo T obtido através da equação (1.3) (com B = I) é da
forma, T (s) = eAs, onde eAs é a exponencial de um operador linear, de�nida no exemplo
abaixo.

Exemplo 1.6. Seja A ∈ L(X) e de�na

eAs =
∞∑
m=0

smAm

m!
para s ∈ ℝ.
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Então {eAs : s ∈ ℝ} de�ne umgrupo uniformemente contínuo comgeradorA e satisfazendo
‖eA s‖L(X) 6 e |s |‖A‖L(X) .

Solução

A série
∑∞

m=0
smAm

m! converge absolutamente, uniformemente em subconjuntos com-
pactos de ℝ, visto que ‖Am‖L(X) 6 ‖A‖mL(X) . Assim

‖eAs‖L(X) 6
∞∑
m=0





smAm

m!






L(X)
6
∞∑
m=0

( |s | ‖A‖L(X))m

m!
= e |s | ‖A‖L(X) , para s ∈ ℝ.

e também

∞∑
m=1





 sm−1Am

(m − 1)!






L(X)
6 ‖A‖L(X)

∞∑
m=0

( |s | ‖A‖L(X))m

m!
= ‖A‖L(X)e |s | ‖A‖L(X) , para s ∈ ℝ.

Portanto
d

ds
eAs = AeAs, para s ∈ ℝ.

e
‖eAs − I‖L(X) 6 |s |‖A‖L(X)e |s |‖A‖L(X) → 0,

quando s → 0. Segue que {eAs : s ∈ ℝ} é a única solução de (1.3) com B = I. O
resultado agora segue das considerações anteriores.

Todo semigrupo fortemente contínuo possui uma limitação exponencial, dada no teo-
rema a seguir.

Teorema 1.7. Suponha que T ⊂ L(X) é um C0-semigrupo. Então existemM > 1 e � ∈ ℝ

tais que
‖T (s)‖L(X) 6 Me� s para todo s > 0.

Além disso, para qualquer ℓ > 0 podemos escolher qualquer � > 1
ℓ ln ‖T (ℓ)‖L(X) e então

escolherM > 1.

Demonstração

Primeiramente note que existe � > 0 tal que supr∈[0,�] ‖T (r)‖L(X) < ∞. Isto é con-
sequência do fato que, para cada sequência {rm}m∈ℕ em (0,∞) com rm → 0+, {T (rm)w}m∈ℕ
é limitada para todo w ∈ X e, do Princípio da Limitação Uniforme, {‖T (rm)‖L(X)}m∈ℕ
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é limitada. Portanto não é difícil veri�car que para cada ℓ > 0 temos

sup
r∈[0,ℓ]

‖T (r)‖L(X) < ∞.

Dado ℓ > 0, �xamosK = sup
r∈[0,ℓ]

‖T (r)‖L(X) < ∞ e consideramos� > 1
ℓ ln ‖T (ℓ)‖L(X) .

Assim ‖T (ℓ)‖L(X) 6 e�ℓ e para s > 0, escrevemos s = mℓ + r com m ∈ ℕ e r ∈ [0, ℓ), e
obtemos

‖T (s)‖L(X) = ‖T (mℓ + r)‖L(X) = ‖T (ℓ)mT (r)‖L(X) 6 ‖T (ℓ)‖mL(X) ‖T (r)‖L(X)
6 Ke�mℓ 6 Ke |� |ℓe�(mℓ+r) = Me�s,

comM = Ke |� |ℓ, e o resultado está provado.

O teorema a seguir caracteriza completamente os semigrupos uniformemente contínuos
de operadores através de seus geradores.

Teorema 1.8. Dado um C0-semigrupo T ⊂ L(X), as seguintes a�rmativas são equivalentes:

(a) T é uniformemente contínuo;

(b) seu gerador in�nitesimal está de�nido em todo X;

(c) para algum A em L(X), T (s) = eAs;

(d) T é um grupo uniformemente contínuo.

Demonstração

Claramente (c) implica em (d) pelo Exemplo 1.6, e (d) implica trivialmente em (a).
Além disso, novamente pelo Exemplo 1.6, (c) implica tanto (a) quanto (b).

Para (b) implica (a), se o gerador in�nitesimal de T está de�nido em todoX, então
o conjunto {



T (s)w − ws






X

: 0 < s 6 1
}

é limitado para cada w ∈ X. Pelo Princípio da Limitação Uniforme temos{



T (s) − Is






L(X)

: 0 < s 6 1

}
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é limitado, e portanto T (s) → I quando s → 0+.
Agora para (a) implica (c), é su�ciente provar que se T (s) s→0+−→ I em L(X), então

existe A ∈ L(X) com T (s) = eAs. Assumindo que T (s) → I quando s → 0+, existe
� > 0 tal que ‖T (s) − I‖L(X) 6 1/2 para todo 0 6 s 6 �. Ainda, para cada s > 0 �xado,
temos

‖T (s + ℎ) − T (s)‖L(X) = ‖(T (ℎ) − I)T (s)‖L(X) → 0,

‖T (s) − T (s − ℎ)‖L(X) = ‖(T (ℎ) − I)T (s − ℎ)‖L(X) → 0

quando ℎ→ 0+, já que ‖T (s−ℎ)‖L(X) é limitada para ℎ ∈ [0, �]. Portanto a aplicação
ℝ+ 3 s ↦→ T (s) ∈ L(X) é contínua, e a integral

∫ s

0 T (r)dr está bem de�nida. Além
disso 




1� ∫ �

0
T (r)dr − I







L(X)
6 1/2,

e portanto
(∫ �

0 T (r)dr
)−1
∈ L(X). De�na

A = (T (�) − I)
(∫ �

0
T (r)dr

)−1
.

Para cada ℎ > 0

T (ℎ) − I
ℎ

∫ �

0
T (r)dr = 1

ℎ

{∫ �+ℎ

ℎ
T (r)dr −

∫ �

0
T (r)dr

}
=
1
ℎ

∫ �+ℎ

�
T (r)dr − 1

ℎ

∫ ℎ

0
T (r)dr ℎ→0+−→ T (�) − I.

Logo T (ℎ)−I
ℎ

ℎ→0+−→ A e

T (s + ℎ) − T (s)
ℎ

= T (s) T (ℎ) − I
ℎ

=
T (ℎ) − I

ℎ
T (s) ℎ→0+−→ T (s)A = AT (s).

Portanto s ↦→ T (s) tem uma derivada à direita

d+

ds
T (s) = T (s)A = AT (s)
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que é contínua para s > 0. Segue do Lema de Dini (Lema A.3) que ℝ+ 3 s ↦→ T (s) ∈
L(X) é continuamente diferenciável e, da unicidade de soluções para o problema
(1.3) com B = I segue que T (s) = eAs para todo s > 0.

Em vista desse teorema a teoria de semigrupos concentra-se no estudo dos semigrupos
fortemente contínuos e seus geradores.

1.2 C0-semigrupos

O resultado a seguir reúne fatos importantes sobre C0-semigrupos, e será utilizado com
frequência no restante do capítulo.

Teorema 1.9. Seja T ⊂ L(X) um C0-semigrupo.

(1) Dado w ∈ X, a aplicação [0,∞) 3 s → T (s)w ∈ X é contínua.

(2) [0,∞) 3 s ↦→ ‖T (s)‖L(X) ∈ [0,∞) é semicontínua inferiormente1, e portanto mensurá-
vel.

(3) Seja A o gerador in�nitesimal de T . Então A é fechado e densamente de�nido, e para
w ∈ D(A), [0,∞) 3 s ↦→ T (s)w ∈ D(A) é continuamente diferenciável e

d

ds
T (s)w = AT (s)w = T (s)Aw para todo s > 0.

(4) Para � ∈ ℝ como no Teorema 1.7, se Re� > � então � ∈  (A) e

(� − A)−1w =

∫ ∞

0
e−�sT (s)wds para todo w ∈ X

Demonstração

(1) Usando o Teorema 1.7, para s > 0 e w ∈ X, temos

‖T (s + ℎ)w − T (s)w‖X 6 ‖T (s)‖L(X) ‖T (ℎ)w − w‖X
ℎ→0+−→ 0,

1Lembre-se que uma função % : [0,∞) → ℝ é dita ser semicontínua inferiormente se para cada s > 0 e
� > 0 existe � > 0 tal que se r ∈ (s − �, s + �) ∩ℝ+ então %(r) > %(s) − �. Equivalentemente, % é semicontínua
inferiormente se para cada b ∈ ℝ, o conjunto %−1 ((b,∞)) é aberto em [0,∞).
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‖T (s)w − T (s − ℎ)w‖X 6 ‖T (s − ℎ)‖L(X) ‖T (ℎ)w − w‖X
ℎ→0+−→ 0,

o que prova a continuidade de ℝ+ 3 s ↦→ T (s)w ∈ X.

(2) Basta mostrar que {s > 0: ‖T (s)‖L(X) > b} é aberto em [0,∞) para cada b ∈ ℝ.
Mas ‖T (s0)‖L(X) > b implica que existe w ∈ X com ‖w‖X = 1 tal que ‖T (s0)w‖ >

b. Segue de (1) que ‖T (s)w‖ > b para todo s su�cientemente próximo de s0, logo
‖T (s)‖L(X) > b para s em uma vizinhança de s0 e o resultado segue.

(3) A prova de que A é fechado será feita na demonstração do item (4). Para a den-
sidade, seja w ∈ X e, para � > 0, de�na w� = 1

�

∫ �

0 T (s)w ds. Então w� → w quando
� → 0+ e para ℎ > 0 temos

T (ℎ)w� − w�
ℎ

=
1
�ℎ

( ∫ �+ℎ

�
T (s)w ds −

∫ ℎ

0
T (s)w ds

)
ℎ→0+−→ T (�)w − w

�
,

assim w� ∈ D(A) e D(A) é denso em X. Agora, se w ∈ D(A) temos

lim
ℎ→0+

T (ℎ)T (s)w − T (s)w
ℎ

= T (s) lim
ℎ→0+

T (ℎ)w − w
ℎ

= T (s)Aw,

logo T (s)w ∈ D(A) e AT (s)w = T (s)Aw. Portanto

d+

ds
T (s)w = lim

ℎ→0+
T (s + ℎ)w − T (s)w

ℎ
= AT (s)w = T (s)Aw,

existe e é contínua (pelo item (1)), e pelo Lema deDini, a aplicaçãoℝ+ ∈ s ↦→ T (s)w ∈
D(A) é continuamente diferenciável e assim d

dsT (s)w = AT (s)w = T (s)Aw para todo
s > 0.

(4) Note que se Re� > � temos ‖e−�sT (s)‖L(X) 6 Me−(Re�−�)t, que é uma função
integrável em [0,∞), e podemos de�nir R(�) ∈ L(X) por

R(�)w =

∫ ∞

0
e−�sT (s)wds.
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Temosa ‖R(�)‖L(X) 6 M
Re�−� , e para w ∈ X e ℎ > 0 obtemos

(1.4)

T (ℎ) − I
ℎ

R(�)w = R(�) T (ℎ)w − w
ℎ

=
1
ℎ

( ∫ ∞

ℎ
e−�s+�ℎT (s)wds −

∫ ∞

0
e−�sT (s)wds

)
=
1
ℎ

(
−

∫ ℎ

0
e�(ℎ−s)T (s)wds +

∫ ∞

0
(e�ℎ − 1)e−�sT (s)wds

)
ℎ→0+−→ −w + �R(�)w,

o que mostra que R(�)w ∈ D(A) e (� − A)R(�)w = w. Portanto � − A é sobrejetivo.
Além disso para w ∈ D(A), usando integração por parte, segue que

R(�)Aw =

∫ ∞

0
e−�sT (s)Awds =

∫ ∞

0
e−�s

d

ds
T (s)wds

= e−�sT (s)w
���∞
0
+ �

∫ ∞

0
e−�sT (s)wds = −w + �R(�)w,

e portantoR(�) (�−A)w = w para todo w ∈ D(A) e �−A é também injetora. Logo �−A
é uma bijeção de D(A) sobre X com inversa R(�) ∈ L(X), e segue da [3, Proposição
2.1.6 (a)] que A é fechado, e portanto � ∈  (A), e a prova está completa.

aNote na de�nição de R(�) e nesta estimativa utilizamos a mensurabilidade de ℝ+ 3 s ↦→
‖T (s)‖L(X) .

1.2.1 Iterações de operadores

De�nição 1.10. Seja T ⊂ L(X) um C0-semigrupo com gerador in�nitesimal A. De�na
A0 = I, A1 = A e, estando de�nido Al−1, indutivamente de�nimos

D(Al) = {w ∈ X : w ∈ D(Al−1) e Al−1w ∈ D(A)},

e para w ∈ D(Al), de�nimos Alw = A(Al−1w).

Proposição 1.11. Seja T ⊂ L(X) um C0-semigrupo com gerador in�nitesimal A. Então:

(1) para cadal ∈ ℕ, D(Al) é um subespaço vetorial de X e Al : D(Al) ⊂ X → X é um
operador linear;
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(2) se w ∈ D(Al) então T (s)w ∈ D(Al) para todo s > 0 e

dl

dsl
T (s)w = AlT (s)w = T (s)Alw para s > 0;

(3) Fórmula de Taylor: se w ∈ D(Al) e s0 > 0 temos

T (s)w =

l−1∑
j=0

(s − s0)j
j!

AjT (s0)w +
1

(l − 1)!

∫ s

s0

(s − r)l−1AlT (r)wdr;

(4) para cada w ∈ D(Al) temos

(T (s) − I)lw =

∫ s

0
· · ·

∫ s

0
AlT (r1 + · · · + rl)w dr1 · · · drl;

(5) ∩l>1D(Al) é denso em X.

Demonstração

(1) Fica como exercício ao leitor.

(2) O caso l = 1 é o item (3) do Teorema 1.9. Agora suponha por indução que o
resultado seja válido paral e o provemos paral+1. Para isto, seja w ∈ D(Al+1), logo
w ∈ D(Al) e da hipótese de indução temos T (s)w ∈ D(Al). Alémdisso,Alw ∈ D(A)
e assim

AlT (s)w = T (s)Alw ∈ D(A),

e portanto T (s)w ∈ D(Al+1). Finalmente

dl+1

dsl+1
T (s)w =

d

ds

dl

dsl
T (s)w =

d

ds
T (s)Alw = AT (s)Alw = T (s)Al+1w.

(3) Paral = 1, temos

T (s)w − T (s0)w =

∫ s

s0

d

dr
T (r)wdr =

∫ s

s0

AT (r)wdr,

e o restante da demonstração segue por indução, a cargo do leitor.

(4) Paral = 1, o resultado segue do casol = 1 do item (3) deste teorema, com s0 = 0.
Novamente, este item segue por indução e a demonstração �ca a cargo do leitor.
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(5) Seja % uma função em C∞(ℝ) com %(s) = 0 em uma vizinhança de s = 0 e para

s su�cientemente grande. Sejam também w ∈ X e f =

∫ ∞

0
%(s)T (s)w ds. Para ℎ > 0

su�cientemente pequeno, temos

T (ℎ)f − f
ℎ

=

∫ ∞

ℎ

%(s − ℎ) − %(s)
ℎ

T (s)w ds,

e assim f ∈ D(A) e Af = −
∫ ∞
0 %′(s)T (s)w ds. Como −%′ satisfaz as mesmas condi-

ções que %, temos f ∈ D(A2) e

A2f =

∫ ∞

0
%′′(s)T (s)wds,

e %′′ satisfaz as mesmas condições que %. Indutivamente, para cadal > 1, obtemos
f ∈ D(Al) e

Alf = (−1)l
∫ ∞

0
%(l) (s)T (s)w ds,

o que mostra que f ∈ ∩l>1D(Al). Para mostrar que ∩l>1D(Al) é denso em X,
escolha % satisfazendo também

∫ ∞
0 %(s)ds = 1, e de�na fm =

∫ ∞
0 m%(ms)T (s)wds para

cada m ∈ ℕ. Como s ↦→ m%(ms) está em C∞(ℝ) e é zero numa vizinhaça de s = 0 e
para s su�cientemente grande, segue que fm ∈ ∩l>1D(Al) para todo m ∈ ℕ. Além
disso fm =

∫ ∞
0 %(r)T (r/m)wdr para cada m ∈ ℕ, e assim, do Teorema da Convergência

Dominada de Lebesgue, temos fm → w quando m→∞.

Exercício 3. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador fechado, densamente de�nido e com
1 ∈  (A). Mostre que:

(1) D(A2) = X;

(2) Yl = (D(Al), ‖ · ‖l) é um espaço de Banach, para cada l ∈ ℕ, onde ‖w‖l =∑l
j=0 ‖Ajw‖X ;

(3) D(A2)
Y1

= Y1.

Dica: Tome D(A) 3 fm → Aw ∈ X, wm = (I −A)−1(w − fm) e mostre que wm → w e Awm → Aw.

Observação 1.12. Segue imediatamente do Exercício 3 que se t : ℝ+ → X é uma função tal
que
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(a) t(s) ∈ D(Al) para cada s ∈ I ⊂ ℝ+ aberto;

(b) t possui m derivadas e djt
dsj
∈ D(Al), para todo s ∈ I e j = 1, · · · ,m;

(c) as funções Ai djt
dsj

, para i = 0, · · · ,l e j = 0, · · · ,m são contínuas em I;

então t ∈ Cm (I,Yl).

Proposição 1.13. Se A é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo T ⊂ L(X) então para
cadaw ∈ D(Al) a aplicaçãoℝ+ 3 s ↦→ T (s)w está emCl−j (ℝ+,Yj), para cada j = 0, · · · ,l.

Demonstração

Se w ∈ D(Al) então w ∈ D(Aj) e Ajw ∈ D(Al−j), para cada j = 0, · · · ,l. Da
Proposição 1.11, segue que para 0 6 i 6 l − j

di

dsi
T (s)w = AiT (s)w = T (s)Aiw,

e como Aiw ∈ D(Al−i) segue que di

dsi
T (s)w ∈ D(Al−i) ⊂ D(Aj). Ainda, se h =

0, · · · , j, temos 0 6 h + i 6 l e assim

Ah d
i

dsi
T (s)w = Ah+iT (s)w = T (s)Ah+iw,

que é contínua na variável s. O resultado segue agora da Observação 1.12.

1.2.2 Unicidade

Teorema 1.14. Sejam T , S ⊂ L(X) C0-semigrupos com geradores in�nitesimais A e B, res-
pectivamente. Se A = B então T (s) = S (s), s > 0.

Demonstração

Seja w ∈ D(A) = D(B). Do Teorema 1.9 segue facilmente que a função [0, s] 3 r ↦→
T (s − r)S (r)w é contínua em [0, s] e diferenciável em (0, s), e além disso

d

dr
T (s − r)S (r)w = −AT (s − r)S (r)w + T (s − r)BS (r)w

= −T (s − r)AS (r)w + T (s − r)BS (r)w = 0.
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Portanto r ↦→ T (s − r)S (r)w é constante em [0, s], e em particular, seus valores em
r = 0 e r = s são osmesmos, isto é T (s)w = S (s)w. Isto vale para todo w ∈ D(A) e como
D(A) é denso em X e S (s), T (s) ∈ L(X), segue que T (s)w = S (s)w para todo w ∈ X.

1.2.3 Exemplos de semigrupos e geradores in�nitesimais

Exemplo 1.15 (Translação de Geradores). Sejam T ⊂ L(X) um C0-semigrupo em um es-
paço de BanachX,A seu gerador in�nitesimal e � ∈ ℝ. Então a família S = {S (s) : s > 0} ⊂
L(X) dada por

S (s) = e�sT (s) para cada s > 0,

de�ne um C0-semigrupo em X e A + �I é o seu gerador in�nitesimal.
A demonstração destes fatos é deixada a cargo do leitor.

Exemplo 1.16 (Semigrupo das translações). Considere Ct (ℝ) o espaço das funções unifor-
memente contínuas e limitadas de ℝ em ℝ. Em Ct (ℝ) de�na, para cada s > 0 a seguinte
aplicação:

T (s) : Ct (ℝ) → Ct (ℝ)
t ↦→ T (s)t = t(s + ·)

Considere em Ct (ℝ) a norma uniforme, dada por

‖t‖ = sup
s∈ℝ
|t(s) |.

É simples veri�car que com esta norma, o espaço Ct (ℝ) é um espaço de Banach, e que
para cada s > 0, a aplicação T (s) é um operador linear limitado de Ct (ℝ), e é unitário (isto
é, ‖T (s)‖L(Ct (ℝ)) = 1) .

Veri�quemos agora que T = {T (s) : s > 0} é um C0-semigrupo em Ct (ℝ).

(i) T (0)t = t(0 + ·) = t, logo T (0) = I em Ct (ℝ).

(ii) T (s)T (r)t = T (s)t(r + ·) = t(s + r + ·) = T (s + r)t, para todo s, r > 0 e t ∈ Ct (ℝ).

(iii) Sejam t ∈ Ct (ℝ) e � > 0. Da continuidade uniforme de t, existe � > 0 tal que se
0 < s < �, então supr∈ℝ |t(s + r) − t(r) | < �; isto é, ‖T (s)t − t‖ < � para 0 < s < � e
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portanto, para cada t ∈ Ct (ℝ), temos

‖T (s)t − t‖ s→0+−−−−→ 0.

Para completar a análise deste semigrupo, encontremos seu gerador in�nitesimal; e para
isto, o denotemos por A : D(A) ⊂ Ct (ℝ) → Ct (ℝ). Se t ∈ D(A) então At = lim

ℎ→0+
T (ℎ)t−t

ℎ ,
e tal limite existe (na norma uniforme). Mas

(At) (r) = lim
ℎ→0+

t(ℎ + r) − t(r)
ℎ

=
d+t

ds
(r),

onde o limite existe na norma uniforme, portanto d+t
ds existe e é uniformemente contínua.

Do Lema A.3, dtds existe e é uniformemente contínua.
Reciprocamente, se t ∈ Ct (ℝ) e dt

ds existe e é uniformemente contínua, do Teorema do
Valor Médio, para cada s > 0 �xado, dado ℎ > 0 existe �s,ℎ ∈ (s, s + ℎ) tal que

T (ℎ)t(s) − t(s)
ℎ

− dt

ds
(s) = dt

ds
(�s,ℎ) −

dt

ds
(s),

e como �s,ℎ
ℎ→0−−−→ s, a continuidade uniforme de dt

ds garante que lim
ℎ→0+

T (ℎ)t−t
ℎ existe unifor-

memente. Logo t ∈ D(A) e
At =

dt

ds
.

Portanto D(A) = {t ∈ Ct (ℝ) : dt
ds existe e é uniformemente contínua} e para t ∈ D(A)

temos At = dt
ds .



Capítulo

2
Geração de Semigrupos

Neste capítulo veremos condições necessárias e su�cientes para que operadores line-
ares A : D(A) ⊂ X → X, num espaço de Banach X, sejam geradores in�nitesimais de
C0-semigrupos.

2.1 Teorema de Hille-Yosida

Começaremos com o Teorema de Hille-Yosida, que caracteriza completamente os gera-
dores in�nitesimais de C0-semigrupos.

Teorema 2.1 (Teorema de Hille-Yosida). Se A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear, são
equivalentes:

(i) A é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo T ⊂ L(X) com ‖T (s)‖L(X) 6 e(s para
todo s > 0;

(ii) A é um operador linear fechado e densamente de�nido, com  (A) ⊃ ((,∞) e para todo
� > ( vale ‖(� − A)−1‖L(X) 6 (� − ()−1.

Demonstração

Que (i) implica (ii) segue do item (3) do Teorema 1.9. Em particular, temos

‖(� − A)−1w‖X 6
∫ ∞

0
e−�s‖T (s)w‖Xds 6

1
� − ( ‖w‖X para � > (.
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Provemos que (ii) implica (i). Notemos que se T1(s) = e−(sT (s), para s > 0, então
T1 ⊂ L(X) é um semigrupo com ‖T1(s)‖L(X) 6 1 (chamados de semigrupos de
contrações), e seu gerador in�nitesimal é A − (, se A for o gerador in�nitesimal de
T . Assim é su�ciente tratar o caso( = 0. Suponha que (ii) vale com( = 0. Para � > 0
temos ‖�(� − A)−1‖L(X) 6 1 e �(� − A)−1 = I + A(� − A)−1. Assim para w ∈ D(A)
obtemos

‖�(� − A)−1w − w‖X = ‖(� − A)−1Aw‖X 6 �−1‖Aw‖X → 0,

quando � → ∞. Como A é densamente de�nido e ‖�(� − A)−1‖L(X) 6 1 para todo
� > 0, obtemos �(� − A)−1w → w quando �→∞, para cada w ∈ X.

Para cada � > 0, de�na A� = �A(� − A)−1. Como A� = �2(� − A)−1 − �I temos
A� ∈ L(X) e

‖A�‖L(X) = ‖�2(� − A)−1 − �I‖L(X) 6 2�,

e para w ∈ D(A) obtemos A�w → Aw quando � → ∞. O operador A� é chamado de
aproximação deYosida deA. Obteremos T (s) como o limite de esA� quando �→∞.
Primeiro note que

‖esA� ‖L(X) = ‖e−�ses�
2 (�−A)−1 ‖L(X) 6 e−�ses�

2‖(�−A)−1‖L(X) 6 1

e assim para �,� > 0, s > 0 e w ∈ X, como A�A� = A�A�, obtemos

‖esA�w − esA�w‖X =





∫ 1

0

d

dr
(esrA�es(1−r)A�w)dr






X

6

∫ 1

0
s



esrA�es(1−r)A� (A�w − A�w)





X
dr 6 s‖A�w − A�w‖X .

Portanto se w ∈ D(A) o limite T (s)w = lim
�→∞

esA�w existe uniformemente para 0 6 s 6
s0, qualquer que seja s0 > 0. Assim, para w ∈ D(A), a aplicação [0,∞) 3 s → T (s)w ∈
X é contínua. Além disso ‖T (s)w‖X 6 ‖w‖X e lim

s→0+
‖T (s)w − w‖X = 0.

Estendemos continuamente T (s) a X por T (s)w = lim
m→∞

T (s)wm, onde wm ∈ D(A)
é tal que wm → w. Assim T (s) ∈ L(X) e ‖T (s)‖L(X) 6 1 para cada s > 0. Agora
se w ∈ X, dado � > 0 existem w1 ∈ D(A) e � > 0 tais que, ‖w1 − w‖X < �/3 e
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‖T (s)w1 − w1‖X < �/3, s ∈ [0, �]. Assim, para todo s ∈ [0, �], temos

‖T (s)w − w‖X 6 ‖T (s) (w − w1)‖X + ‖T (s)w1 − w1‖X + ‖w1 − w‖X < �,

o que mostra que lim
s→0+
‖T (s)w − w‖X = 0 para cada w ∈ X.

Se w ∈ D(A2), então lim
�→∞

esA�w = T (s)w e lim
�→∞

esA�Aw = T (s)Aw. Como A�Ax =

AA�x para x ∈ D(A) obtemos esA�w → T (s)w e AesA�w = esA�Aw = T (s)Aw, e já
que A é fechado, segue que T (s)w ∈ D(A) e AT (s)w = T (s)Aw. Segue do item (3)
do Exercício 3 e do fato que A é fechado que se w ∈ D(A) então T (s)w ∈ D(A) e
AT (s)w = T (s)Aw para cada s > 0. Disto, para w ∈ D(A) e s, r > 0, obtemos

‖T (s)T (r)w − e(s+r)A�w‖X 6 ‖T (s)T (r)w−esA�T (r)w‖X
+ ‖esA� ‖L(X) ‖T (r)w − erA�w‖X → 0,

quando �→∞, e segue facilmente que T (s)T (r)w = T (s+r)w. Da densidade deD(A)
em X temos T (s)T (r)w = T (s + r)w para todo w ∈ X e s, r > 0. Portanto T ⊂ L(X) é
um C0-semigrupo, e nos resta provar que A é o seu gerador. Se w ∈ D(A2) então

T (s)w − w = lim
�→∞
(esA�w − w) = lim

�→∞

∫ s

0
erA�A�wdr =

∫ s

0
T (r)Awdr,

e tomando limites, a igualdade acima também vale para w ∈ D(A) (isto é feito usando
a parte (3) do Exercício 3). Assim se w ∈ D(A) temos

T (ℎ)w − w
ℎ

=
1
ℎ

∫ ℎ

0
T (r)Awdr→ Aw quando ℎ→ 0+.

Portanto o geradorB de T deve ser uma extensão deA (isto éD(B) ⊃ D(A) eBw = Aw

quando w ∈ D(A)). Mas, por hipótese, 1 ∈  (A) e, do fato que B é o gerador de um
semigrupo fortemente contínuo de contrações, 1 ∈  (B). Logo

X = (I − A)D(A) = (I − B)D(B),

entãoX = (I−B)D(B) = (I−B)D(A), o quemostra queD(A) = Im((I−B)−1) = D(B).
Portanto A = B e a prova está completa.

Ambas as condições (i) e (ii) dependem da escolha da norma em X. Daremos uma
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formulação independente da norma, mas na prática devemos usualmente procurar normas
especiais para a qual o Teorema 2.1 se aplica.

Lema 2.2. Suponha que A é um operador linear fechado cujo conjunto resolvente contém
(0,∞) e que satisfaz ‖(� − A)−m‖L(X) 6 M�−m para todo m > 1 e � > 0. Então existe uma
norma | · |X em X tal que para todo w ∈ X e � > 0 temos

‖w‖X 6 |w |X 6 M‖w‖X e | (� − A)−1w |X 6 �−1 |w |X .

Demonstração

Se � > 0 e |� − �| < � então a série

S (�) =
∞∑
j=0
(� − �)j (� − A)−j−1,

converge em L(X) pois

|� − �|
�

< 1 e ‖(� − �)j (� − A)−j−1‖L(X) 6
M

�

( |� − �|
�

)j
.

Com isso, �ca como exercício ao leitor veri�car que � ∈  (A) e que (�−A)−1 = S (�).
Isto vale, em particular, para 0 < � < � e como esta é uma série de potências, temos

(−1)o (� − A)−o−1 = 1
o!

do

d�o
(� − A)−1 =

∞∑
j=o

(−1)o j!(� − �)j−o
o!(j − o)! (� − A)

−j−1,

e portanto

(2.1) (� − A)−o−1 =
∞∑
j=o

(
j

o

)
(� − �)j−o (� − A)−j−1.

Além disso, para 0 < � < � obtemos

‖�o+1(� − A)−o−1w‖X 6
∞∑
j=o

(
j

o

) (
� − �
�

)j−o (
�

�

)o+1
‖�j+1(� − A)−j−1w‖X .

De�na ‖w‖� = sup
m>0
‖�m (� − A)−mw‖X para � > 0. Assim ‖w‖X 6 ‖w‖� 6 M‖w‖X
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e para 0 < � < �, ‖w‖� 6 ‖w‖� pois, para todo o ∈ ℕ, temos

‖�o+1(� − A)−o−1w‖X 6
∞∑
j=o

(
j

o

) (
� − �
�

)j−o (
�

�

)o+1
‖w‖� = ‖w‖�,

onde, na última igualdade, utilizamos (2.1) com A = 0. Como � ↦→ ‖w‖� é crescente
e limitada superiormente, seja

|w |X = lim
�→∞
‖w‖� = sup

�>0
‖w‖�,

que é uma norma em X (veri�que). Então ‖w‖X 6 |w |X 6 M‖w‖X e para 0 < � < �

temos

‖�o (� − A)−o�(� − A)−1w‖X = ‖�(� − A)−1�o (� − A)−ow‖X
6 ‖�o (� − A)−ow‖�
6 ‖�o (� − A)−ow‖� 6 ‖w‖� 6 |w |X ,

então ‖�(� − A)−1w‖� 6 |w |X e |�(� − A)−1w |X 6 |w |X .

Teorema 2.3 (Forma Geral do Teorema de Hille-Yosida). Seja A : D(A) ⊂ X → X um
operador linear. São equivalentes:

(i) A é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo T ⊂ L(X) tal que ‖T (s)‖L(X) 6 Me(s

para todo s > 0;

(ii) A é um operador fechado, densamente de�nido,  (A) ⊃ ((,∞) e ‖(� − A)−m‖L(X) 6
M (� − ()−m para todo � > ( e m > 1.

Demonstração

Considerando e−(sT (s) eA−(, podemos supor sem perda de generalidade que( = 0.
Mostremos que (i) implica (ii). Do item (4) do Teorema 1.9, qualquer � > 0 está no
conjunto resolvente de A e

(� − A)−1w =

∫ ∞

0
e−�sT (s)wds.
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Derivando m − 1 vezes na variável � (m > 1), temos

(� − A)−mw =
1

(m − 1)!

∫ ∞

0
e−�ssm−1T (s)wds,

logo

‖(� − A)−mw‖X 6
M‖w‖X
(m − 1)!

∫ ∞

0
e−�ssm−1ds = �−mM‖w‖X ,

para m > 1.
Agora suponha que vale (ii) (com ( = 0). Pelo Lema 2.2, podemos escolher uma

norma equivalente |·|X emX, tal que ‖w‖X 6 |w |X 6 M‖w‖X e | (�−A)−1w |X 6 �−1 |w |X
para � > 0. Portanto o Teorema 2.1 (Teorema de Hille-Yosida) se aplica e, com a
norma | · |X , A gera um C0-semigrupo {T (s) : s > 0} com |T (s)w |X 6 |w |X . Assim
conluímos que

‖T (s)w‖X 6 |T (s)w |X 6 |w |X 6 M‖w‖X .

Para a de�nição e resultados sobre o dual A∗ de um operador A, veja [3, Seção 2.3].

Teorema 2.4. Sejam X um espaço de Banach re�exivo e T ⊂ L(X) um C0-semigrupo com
gerador in�nitesimal A. Então, de�nindo T ∗ ⊂ L(X∗) por T ∗(s) = T (s)∗ para s > 0, então
T ∗ é um C0-semigrupo e A∗ seu gerador in�nitesimal.

Demonstração

Como, por hipótese, X é um espaço de Banach re�exivo e A é fechado e densamente
de�nido, A∗ é também fechado e densamente de�nido. Além disso, se � ∈  (A)
então � ∈  (A∗) e ((�−A)−1)∗ = (�−A∗)−1. ComoA é o gerador in�nitesimal de um
C0-semigrupo, existem constantes ( ∈ ℝ eM > 1 tais que ((,∞) ⊂  (A) e

‖(� − A)−m‖L(X) 6
M

(� − ()m , para todo � > ( e m > 1.

Assim, ((,∞) ⊂  (A∗) e

‖(� − A∗)−m‖L(X∗) = ‖(� − A)−m‖L(X) 6
M

(� − ()m , para todo � > ( e m > 1,

e portanto A∗ é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo T ∗ ⊂ L(X∗). Mas, para
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cada w∗ ∈ D((A∗)2), temos

T ∗(s)w∗ = lim
�→∞

eA
∗
�
sw∗ = lim

�→∞

(
eA�s

)∗
w∗ = T (s)∗w∗,

e como D((A∗)2) é denso em X∗ e T ∗(s), T (s)∗ ∈ L(X∗), a igualdade segue para todo
w∗ ∈ X∗ e s > 0.

Para a de�nição e resultados sobre operadores autoadjuntos em espaços de Hilbert, veja
[3, Seção 5.2].

Corolário 2.5. Um C0-semigrupo T , com gerador in�nitesimal A, num espaço de Hilbert
H é autoadjunto, isto é T (s)∗ = T (s) para todo s > 0 se, e somente se, A é um operador
autoadjunto.

2.2 Teorema de Lumer-Phillips

Para esta seção, é recomendado o estudo de [3, Seção 2.5] sobre operadores dissipativos
e suas propriedades.

Teorema 2.6 (Lumer-Phillips). Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear em um espaço
de Banach X.

(i) Se A é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo de contrações, então A é fechado,
densamente de�nido, dissipativo e Im(�−A) = X para todo� > 0. De fato,Re 〈Aw,w∗〉 6
0 para todo w∗ ∈ J (w).

(ii) SeA é dissipativo, D(A) = X e Im(�0 −A) = X para algum �0 > 0, entãoA é o gerador
in�nitesimal de um C0-semigrupo de contrações.

Demonstração

(i) Do Teorema de Hille-Yosida - Teorema 2.1, se A gera um C0-semigrupo T com
‖T (s)‖L(X) 6 1 para todo s > 0, então Im(�−A) = X para todo � > 0 e para qualquer
w ∈ X, w∗ ∈ J (w), s > 0, temos

Re〈T (s)w,w∗〉 6 |〈T (s)w,w∗〉| 6 ‖w∗‖X∗ ‖T (s)w‖X 6 ‖w‖2X .
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Assim
Re

〈
T (s)w − w

s
,w∗

〉
=
1
s

(
Re 〈T (s)w,w∗〉 − ‖w‖2X

)
6 0,

e se w ∈ D(A), fazendo s → 0+, obtemos Re 〈Aw,w∗〉 6 0.
(ii) De [3, Teorema 2.5.4], todas as hipóteses do Teorema de Hille-Yosida estão veri-
�cadas, e a prova está completa.

O seguinte resultado é uma consequência imediata de [3, Corolário 2.5.5] e do Teorema
de Lumer-Phillips.

Corolário 2.7. Seja A um operador linear fechado e densamente de�nido. Se ambos A e A∗

são dissipativos, então A é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo de contrações em X.

Para o seguinte exemplo, é recomendado o estudo de [3, Seção 2.6] sobre imagem nu-
mérica, além de [3, Exemplo 5.2.6].

Exemplo 2.8. Sejam H um espaço de Hilbert e A : D(A) ⊂ H → H um operador au-
toadjunto (consequentemente, A é fechado e densamente de�nido). Suponha que A seja
limitado superiormente, isto é, que exista uma constante a ∈ ℝ tal que 〈At,t〉 6 a 〈t,t〉
para todo t ∈ D(A). Então A é o gerador de um C0-semigrupo T ⊂ L(H) satisfazendo
‖T (s)‖L(H) 6 ea s. Além disso ℂ \ (−∞, a] ⊂  (A), e para cada 0 < - < � existe uma
constanteM > 1 tal que

‖(� − A)−1‖L(H) 6
M

|� − a | ,

para todo � ∈ Σa ,- = {� ∈ ℂ : | arg(� − a) | 6 -} \ {a}.

Solução

Note queA− a = A∗ − a são dissipativos e portanto, do Corolário 2.7, A− aI gera um
semigrupo fortemente contínuo de contrações. De [3, Exemplo 5.2.6], segue que

‖(� − A)−1‖L(X) 6
1

d(�, (−∞, a]) 6
1

sin-
1

|� − a | para todo � ∈ Σa ,-,

e o resultado segue.

Exemplo 2.9 (Operadores Diferenciais de Primeira Ordem). Seja a : [0,∞) → (0,∞) uma
função contínua satisfazendo ∫ w

0

1
a (r)dr

w→∞−→ ∞,
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e X = {t ∈ C ( [0,∞),Ð) : t(0) = 0 e t(w) w→∞−→ 0} com a norma ‖t‖X = sup
w∈[0,∞)

|t(w) | e

de�na o operador A : D(A) ⊂ X → X por

D(A) = {t ∈ X : t é diferenciável e at′ ∈ X}

e At = −at′ para t ∈ D(A). Note que D(A) é denso em X.
Vamosmostrar queA gera um C0-semigrupo de contrações emX, utilizando o Teorema

de Lumer-Phillips.

Solução

Mostremos que A é dissipativo. Sejam � > 0, t ∈ D(A) e f = (� − A)t. Vamos lidar
apenas com o caso em que t e f tomam valores em ℝ, e o caso complexo segue do
caso real tomando partes real e imaginária.

Seja � ∈ (0,∞) tal que t(�) = ±‖t‖X . Assim t′(�) = 0 e

�‖t‖X = �|t(�) | = |�t(�) + a (�)t′(�) | = |f(�) | 6 ‖f‖X = ‖(� − A)t‖X ,

o que mostra que A é dissipativo. Mostremos que Im(I − A) = X, ou seja, que dado
f ∈ X existe t ∈ X diferenciável tal que{

t(w) + a (w)t′(w) = f(w), w ∈ (0,∞),

t(0) = 0, t(w) w→∞−→ 0.

Multiplicando-se pelo fator integrante e
∫ w

0
1

a (r) dr a equação torna-se

d

dw

(
t(w)e

∫ w

0
1

a (r) dr
)
=
f(w)
a (w) e

∫ w

0
1

a (r) dr para todo w ∈ (0,∞).

Integrando entre 0 e w e usando que t(0) = 0 resulta que

t(w) =
∫ w

0

f(�)
a (�) e

−
∫ w

�
1

a (r) drd�.

Se pudermos mostrar que esta função satisfaz t(w) w→∞−→ 0, teremos mostrado que
Im(I − A) = X. De fato, já sabemos que a função t de�nida acima é continuamente
diferenciável e como at′ = f − t obtemos at′ ∈ X e portanto t ∈ D(A).
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Dado � > 0, seja w� > 0 tal que |f(�) | < �, para todo � > w� . Se w > w�,

t(w) =
∫ w�

0

f(�)
a (�) e

−
∫ w�
�

1
a (r) drd� e−

∫ w

w�
1

a (r) dr +
∫ w

w�

f(�)
a (�) e

−
∫ w

�
1

a (r) drd�.

Agora, se

B� =

∫ w�

0

|f(�) |
a (�) e

−
∫ w�
�

1
a (r) drd�,

obtemos
|t(w) | 6 B� e−

∫ w

w�
1

a (r) dr + �
∫ w

w�

1
a (�) e

−
∫ w

�
1

a (r) drd�

e, como ∫ w

w�

1
a (�) e

−
∫ w

�
1

a (r) drd� =

∫ ∫ w

w�
1

a (�) d�

0
e−#d#

w→∞−→ 1,

temos lim sup
w→∞

|t(w) | 6 �. Desde que � > 0 é arbitrário obtemos lim
w→∞

t(w) = 0.

Seja T ⊂ L(X) o C0-semigrupo de contrações gerado por A. Se % ∈ D(A) temos
t(s,w) = (T (s)%) (w) para s,w > 0, satisfaz o seguinte problema de valor inicial e
fronteira 

ts (s,w) + a (w)tw (s,w) = 0, s,w > 0

t(s, 0) = 0, t(s,w) w→∞−→ 0,

t(0,w) = %(w).

Exemplo 2.10 (O Operador da Onda). SejaΩ ⊂ ℝm um conjunto aberto e limitado. De�na
C� : D(C�) ⊂ H1

0 (Ω) × L2(Ω) → H1
0 (Ω) × L2(Ω) por D(C�) = H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) ×H1
0 (Ω) e

C�

(
t

u

)
=

[
0 I

∆ −�I

] (
t

u

)
=

( u

∆t−�u

)
.

Mostraremos que, comumproduto interno conveniente,C� é o gerador in�nitesimal de um
C0-semigrupo de contrações.

Solução

Se consideramos emH1
0 (Ω) o produto interno 〈t, u〉H1

0 (Ω)
=

∫
Ω
∇t · ∇ū, e emH1

0 (Ω) ×
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L2(Ω) o produto interno〈(
t1

u1

)
,

(
t2

u2

)〉
H1
0 (Ω)×L2 (Ω)

= 〈t1,t2〉H1
0 (Ω)
+ 〈u1, u2〉L2 (Ω) ,

então para todo
(
t

u

)
∈ D(C�) temos

Re
〈
C�

(
t

u

)
,

(
t

u

)〉
H1
0 (Ω)×L2 (Ω)

= Re
〈( u

∆t−�u

)
,

(
t

u

)〉
H1
0 (Ω)×L2 (Ω)

= Re[〈u,t〉H1
0 (Ω)
+ 〈∆t − �u, u〉L2 (Ω)]

= Re[〈u,t〉H1
0 (Ω)
− 〈t, u〉H1

0 (Ω)
− �〈u, u〉L2 (Ω)]

= Re[2hIm〈u,t〉H1
0 (Ω)
− �‖u‖2

L2 (Ω)] = −�‖u‖
2
L2 (Ω) 6 0,

o que mostra que C� é dissipativo. SeA : D(A) ⊂ L2(Ω) → L2(Ω) é dado por,D(A) =
H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) e At = ∆t para t ∈ D(A), temos 0 ∈  (C�), pois 0 ∈  (A) e

C−1� =

[
�A−1 A−1

I 0

]
.

Assim, como o resolvente é aberto, existe � > 0 tal que � ∈  (C�), e portanto Im(� −
C�) = H1

0 (Ω) × L2(Ω). Segue do Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 2.6) que C� é
o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo de contrações.

Se T� = {T� (s) : s > 0} é o semigrupo gerado por C� e
[
t0

u0

]
∈ D(C�), então

[
t(s,w)
u(s,w)

]
=

(
T� (s)

[
t0

u0

])
(w), s > 0 e w ∈ Ω,

satisfaz u(s,w) = ts (s,w) para s > 0 e w ∈ Ω, e

(2.2)


tss (s,w) + �ts (s,w) = ∆t(s,w), s > 0, w ∈ Ω
t(s,w) = 0, w ∈ )Ω,

t(0,w) = t0(w) e ts (0,w) = u0(w), w ∈ Ω.

Para � > 0 a equação (2.2) é conhecida como equação da onda amortecida (sim-
plesmente equação da onda se � = 0). Mais adiante veremos que a equação da onda
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(com � = 0) de�ne um C0-grupo de operadores unitários.

Exercício 1. Mostre que o C0-semigrupo T�, gerado pelo operador da onda C�, decai expo-
nencialmente quando s →∞ se � > 0.
Sugestão: EmH1

0 (Ω) × L2 (Ω), para � > 0, de�na〈(
t1

u1

)
,

(
t2

u2

)〉
∗
= 〈t1,t2〉H1

0 (Ω)
+ 〈u1, u2〉L2 (Ω) + �〈t1, u2〉L2 (Ω) + �〈u1,t2〉L2 (Ω) ,

e mostre que para � > 0 su�cientemente pequeno, 〈·, ·〉∗ de�ne um produto interno em H1
0 (Ω) × L2 (Ω) e a

norma proveniente deste produto interno é equivalente à norma usual deH1
0 (Ω) ×L2 (Ω). Depois, mostre que

existe � > 0 tal que C� + �I é dissipativo neste produto interno, isto é,

Re
〈
(C� + �I)

(
t

u

)
,

(
t

u

)〉
∗
6 0 para

(
t

u

)
∈ D(C�).

Lembrando que 0 ∈  (C�), mostre que para � > 0 pequeno C� + �I gera um C0-semigrupo de contrações em
H1
0 (Ω) × L2 (Ω) na norma do produto interno 〈·, ·〉∗. Conclua então que existe uma constante C > 0 tal que

‖T� (s)‖L(H1
0 (Ω)×L2 (Ω))

6 Ce−�s para todo s > 0.

Exemplo 2.11 (O Operador de Stokes). A seguir consideramos o operador de Stokes que
surge no contexto das equações de Navier-Stokes. Seja Ω um subconjunto limitado e com
fronteira suave emℝN ,N = 2, 3 e considere as funções t : Ω→ ℝN que são continuamente
diferenciáveis, divt = 0, e cuja componente normal à fronteira de Ω, denotada por tm, se
anula. Então, para cada função continuamente diferenciável % : Ω→ ℝ temos∫

Ω
t · ∇% =

∫
)Ω

%tm −
∫
Ω
divt % = 0.

Por outro lado, se um campo vetorial suave t é ortogonal a todos os gradientes, devemos ter
divt = 0 emΩ e tm = 0 em )Ω. De fato, se % : Ω→ ℝ é continuamente diferenciável, então∫

Ω
divt % =

∫
)Ω

% tm −
∫
Ω
t · ∇%.

Tomando % com suporte compacto, segue que divt = 0 em Ω e consequentemente, para
toda % : Ω→ ℝ continuamente diferenciável temos∫

)Ω
% tm =

∫
Ω
t · ∇% = 0,

o que implica tm = 0 em )Ω.
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SejaH = L2(Ω,ℝN),H� o fecho em L2(Ω,ℝN) de

{∇% : % ∈ C1(Ω,ℝ)},

eH" o fecho de L2(Ω,ℝN) de

{t ∈ C1(Ω,ℝN) : divt = 0 em Ω e tm = 0 em )Ω}.

ClaramenteH� eH" são subespaços fechados e ortogonais deH e, além disso,H = H� ⊕H" .
Para provar isto, é su�ciente provar que toda função suavet : Ω→ ℝN que se anula próximo
a )Ω, pode ser escrita na forma t = u + ∇% com u ∈ H" e ∇% ∈ H� . Seja % uma solução de

∆% = div t em Ω, e
)%

)m
= tm = 0 em )Ω,

que existe pois divt é ortogonal às funções constantes. Então, % é suave e u = t − ∇% é
suave, divu = 0 em Ω e um = 0 em )Ω.

Seja P a projeção de Leray, isto é, a projeção ortogonal em H sobre H" . O operador de
Stokes é o operador A : D(A) ⊂ H" → H" de�nido por

D(A) = {t ∈ H2(Ω,ℝN) : t = 0 e tm = 0 em )Ω}

e
At = P∆t para todo t ∈ D(A).

Como P é autoadjunto (pois é ortogonal), para t, u ∈ D(A) temos Pt = t, Pu = u, e

〈At, u〉 =
∫
Ω
P∆t · u =

∫
Ω
∆t · u =

∫
Ω
t · ∆u =

∫
Ω
t · P∆u = 〈t,Au〉

e, para algum � > 0,

〈At,t〉 = −
∫
Ω
|∇t|2 6 −�

∫
Ω
|t|2.

Portanto, A é simétrico e limitado superiormente. Agora provamos que A é sobrejetor e, de
[3, Teorema 5.2.3], teremos A autoadjunto.

Como Im(A) é fechada eA é injetor, é su�cientemostrar que Im(A) é densa, isto é, dado
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f ∈ C∞c (Ω,ℝN), existe t ∈ H2(Ω,ℝN) e o ∈ H1(Ω) tal que
−∆t + ∇o = f em Ω,

divt = 0 em Ω,

tm = 0 em )Ω.

Este problema de Stokes é um sistema fortemente elípico, no sentido de [1] e portanto re-
solúvel. Isto mostra que A é autoadjunto e A + � é dissipativo, e portanto A gera um C0-
semigrupo emH" .



Capítulo

3
Grupos de Operadores Lineares

Além de semigrupos de operadores lineares, algumas equações nos fornecem grupos de
operadores lineares. Um exemplo simples é quando o gerador in�nitesimal do semigrupo é
um operador limitado A, e vimos que neste caso temos de fato um grupo de operadores.

Vamos estudar mais profundamente este conceito, e encontrar condições para que um
operador linear não-limitado A : D(A) ⊂ X → X gere um grupo de operadores lineares.

De�nição 3.1. Seja X um espaço de Banach. Diremos que T = {T (s) : s ∈ ℝ} ⊂ L(X) é
um grupo de operadores lineares limitados se

(i) T (0) = I;

(ii) T (s + r) = T (s)T (r), para todo s, r ∈ ℝ;

e, se além disso, vale

(iii) ‖T (s)w − w‖X
s→0−→ 0, para todo w ∈ X;

diremos que T ⊂ L(X) é um grupo fortemente contínuo, ou um C0-grupo, de
operadores lineares limitados.

É claro que, se T ⊂ L(X) é um grupo de operadores lineares limitados, então para cada
s ∈ ℝ, 0 ∈  (T (s)) e T (−s) = T (s)−1.

Exercício 4. Seja X = {t ∈ C (ℝ,Ð) : t é limitada e uniformemente contínua } com a
norma ‖t‖X = sup

w∈ℝ
|t(w) |. De�na (T (s)t) (w) = t(s + w) para s > 0, w ∈ ℝ e t ∈ X.



36 Grupos de Operadores Lineares

1. Mostre que {T (s) : s > 0} ⊂ L(X) é um semigrupo fortemente contínuo de contra-
ções.

2. Mostre que podemos de�nir um grupo fortemente contínuo {T (s) : s ∈ ℝ} ⊂ L(X)
com T (−s) = T (s)−1 para todo s ∈ ℝ.

3. Mostre que {T (s) : s > 0} ⊂ L(X) não é um semigrupo uniformemente contínuo.

4. Calcule o gerador in�nitesimal de {T (s) : s > 0} ⊂ L(X),

Para o caso de grupos de operadores lineares também podemos de�nir o seu gerador
in�nitesimal, da seguinte maneira:

De�nição 3.2. O gerador in�nitesimal de um grupo T ⊂ L(X) é de�nido por

D(A) =
{
w ∈ X : lim

ℎ→0

T (ℎ)w − w
ℎ

existe
}
,

Aw = lim
ℎ→0

T (ℎ)w − w
ℎ

para todo w ∈ D(A).

Proposição 3.3. A : D(A) ⊂ X → X é o gerador in�nitesimal de umC0-grupo de operadores
lineares limitados se, e somente se, A e −A são geradores in�nitesimais de C0-semigrupos.

Demonstração

AssumaqueA : D(A) ⊂ X → X seja o gerador in�nitesimal de umC0-grupo {T (s) : s ∈
ℝ}. A restrição de {T (s) : s ∈ ℝ} ao conjunto ℝ+, isto é {T (s) : s > 0}, é clara-
mente um C0-semigrupo. O mesmo ocorre com a família {T−(s) : s > 0}, dada por
T−(s) = T (−s), para cada s > 0.

A�rmação 1. O gerador in�nitesimal de {T (s) : s > 0} é A.
De fato, denote por A+ o gerador in�nitesimal de {T (s) : s > 0}. Se w ∈ D(A)

então existe lim
ℎ→0

T (ℎ)w−w
ℎ e assim

Aw = lim
ℎ→0

T (ℎ)w − w
ℎ

= lim
ℎ→0+

T (ℎ)w − w
ℎ

,

portanto lim
ℎ→0+

T (ℎ)w−w
ℎ existe. Logo w ∈ D(A+) e

A+w = lim
ℎ→0+

T (ℎ)w − w
ℎ

= Aw.
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Agora, se w ∈ D(A+) então A+w = lim
ℎ→0+

T (ℎ)w−w
ℎ existe. Mas

lim
ℎ→0+

T (−ℎ)w − w
−ℎ = lim

ℎ→0+
T−(ℎ)

T (ℎ)w − w
ℎ

= A+w,

pois {T−(s) : s > 0} é um C0-semigrupo. Deste modo, concluímos que

lim
ℎ→0

T (ℎ)w − w
ℎ

= A+w.

Portanto w ∈ D(A) e Aw = A+w, que conclui a prova desta a�rmação. Analogamente
se mostra que o gerador in�nitesimal de {T−(s) : s > 0} é −A.

Reciprocamente, vamos assumir que A e −A sejam geradores de C0-semigrupos
{T (s) : s > 0} e {T−(s) : s > 0}, respectivamente. Da demonstração do Teorema 2.1,
para cada s > 0, temos

T (s)w = lim
�→∞

eA�sw e T−(s)w = lim
�→∞

e(−A)�sw,

o que mostra que T (s) comuta com T−(s) e de�nindo S (s) = T (s)T−(s), {S (s) : s > 0}
de�ne um semigrupo.

A�rmação 2. {S (s) : s > 0} é um C0-semigrupo.
Como {T (s) : s > 0} é um C0-semigrupo, ‖T (s)‖L(X) é limitado uniformemente

para s em intervalos limitados de ℝ+. Assim,

‖S (s)w − w‖X 6 ‖T (s)T−(s)w − T (s)w‖X + ‖T (s)w − w‖X
‖T (s)‖L(X) ‖T−(s)w − w‖X + ‖T (s)w − w‖X → 0, quando s → 0+,

o que prova a nossa a�rmação.
Além disso, segue que se w ∈ D(A) = D(−A), temos

lim
ℎ→0+

S (ℎ)w − w
ℎ

= lim
ℎ→0+

T (ℎ) T−(ℎ)w − w
ℎ

+ lim
ℎ→0+

T (ℎ)w − w
ℎ

= −Aw + Aw = 0.

Isto implica que se B é o gerador in�nitesimal de {S (s) : s > 0}, então D(A) ⊂ D(B)
e Bw = 0 para todo w ∈ D(A). Como D(A) é denso em X, D(A) é denso em D(B) e
como B é fechado, segue que D(B) = X e Bw = 0 para todo w ∈ X. Portanto S (s) = I

para todo s > 0 e desta maneira T−(s) = T (s)−1, para todo s > 0, o que nos permite
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de�nir T (−s) = T−(s) para cada s > 0.

A�rmação 3. {T (s) : s ∈ ℝ} é um C0-grupo.
Claramente T (0) = I, por de�nição. Agora, temos:

(a) se s, r > 0, T (s + r) = T (s)T (r);

(b) se s, r < 0, T (s + r) = T−(−s − r) = T−(−s)T−(−r) = T (s)T (r);

(c) se s > 0, r < 0 e s + r > 0:

T (s + r) = T (s + r)T (−r)T−(−r) = T (s)T−(−r) = T (s)T (r);

(d) se s > 0, r < 0 e s + r < 0:

T (s + r) = T−(−s − r) = T (s)T−(s)T−(−s − r) = T (s)T−(−r) = T (s)T (r).

Assim, a propriedade (ii) da De�nição 3.1 está satisfeita. Além disso

lim
s→0+
‖T (s)w − w‖X = 0,

e
lim
s→0−
‖T (s)w − w‖X = lim

−s→0+
‖T−(−s)w − w‖w = 0,

o que prova a a�rmação.
A demonstração de que A é o gerador in�nitesimal de {T (s) : s ∈ ℝ} é deixada a

cargo do leitor, e com todas estas considerações, o resultado está provado.

Proposição 3.4. Seja {T (s) : s > 0} um C0-semigrupo. Se, para algum s0 > 0, T (s0)−1 existe
e T (s0)−1 ∈ L(X), então T (s)−1 existe e está em L(X) para todo s > 0.

Demonstração

Como T (s0)−1 ∈ L(X), segue que T (s0) é injetiva e sobrejetiva. Da injetividade de
T (s0) segue a injetividade de T (ms0) = T (s0)m. Dado s > 0 seja m ∈ ℕ tal que ms0 > s.
Assim se T (s)w = 0 temos T (ms0)w = T (ms0 − s)T (s)w = 0, o que implica que w = 0 e
logo T (s) é injetiva, para cada s > 0.

Da sobrejetividade de T (s0) e de T (ms0) = T (s0)m, segue que T (ms0) é sobrejetiva.
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Se s > 0, escolha m ∈ ℕ tal que ms0 > s e temos T (ms0) = T (s)T (ms0 − s), o que mostra
que ImT (s) ⊃ ImT (ms0) = X e portanto T (s) é sobrejetiva para todo s > 0. Portanto,
do Teorema do Grá�co Fechado, segue que T (s)−1 ∈ L(X), para cada s > 0.

Proposição 3.5. Seja {T (s) : s > 0} um C0-semigrupo com A seu gerador in�nitesimal. Se,
para algum s0 > 0, T (s0)−1 existe e está em L(X) então A é o gerador in�nitesimal de um
C0-grupo.

Demonstração

Pela proposição anterior, T (s) tem inversa em L(X) para todo s > 0. De�nindo
S (s) = T (s)−1 para cada s > 0, não é difícil mostrar que {S (s) : s > 0} de�ne um
C0-semigrupo. Para w ∈ D(A) temos

S (ℎ)w − w
ℎ

+ Aw = −S (ℎ) T (ℎ)w − w
ℎ

+ Aw = −S (ℎ)
[
T (ℎ)w − w

ℎ
− T (ℎ)Aw

]
→ 0,

quandoℎ→ 0+. Assim, seB é o gerador in�nitesimal de {S (s) : s > 0}, temosD(A) ⊂
D(B) e Bw = −Aw. Analogamente, mostramos que D(B) ⊂ D(A) e Aw = −Bw e por-
tanto segue que B = −A, e assim −A é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo,
o que implica que A é o gerador de um C0-grupo, pela Proposição 3.3.

Vemos na demonstração acima (prove como um exercício) que o grupo {R(s) : s ∈ ℝ}
gerado por A é dado por

R(s) =
{
T (s), para s > 0,
T (−s)−1, para s < 0.

3.1 O Teorema de Hille-Yosida para grupos

Teorema 3.6. O operador A é o gerador in�nitesimal de um C0-grupo se, e somente se, A é
fechado, densamente de�nido e existem constantes reaisM e ( tais que se � é real e |�| > (,
então � ∈  (A) e

(3.1) ‖(� − A)−m‖L(X) 6
M

( |�| − ()m para todo m ∈ ℕ.
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Demonstração

Seja A o gerador in�nitesimal de um C0-grupo {T (s) : s ∈ ℝ}. Da Proposição 3.3,
sabemos que A e −A são geradores in�nitesimais de C0-semigrupos. Consequente-
mente, A é fechado, densamente de�nido e existem constantes reais M1,M2,(1,(2

tais que se � > v1 então � ∈  (A) e

‖(� − A)−1‖L(X) 6
M1

( |�| − v1)m

e se � > v2 então � ∈  (−A) e

‖(� + A)−1‖L(X) 6
M2

( |�| − v2)m
.

Sejam( = max{(1,(2},M = max{M1,M2} e |�| > (. Então, se � > ( então � ∈  (A)
e

(3.2) ‖(� − A)−m‖L(X) 6
M

(� − ()m ,

e se −� > ( então −� ∈  (−A) e portanto � ∈  (A) e assim

‖(� − A)−m‖L(X) = ‖(−� + A)−m‖L(X) 6
M

( |�| − ()m ,

o que mostra a limitação desejada.
Reciprocamente, assuma A fechado e densamente de�nido, com (3.1) satisfeita.

Para � > ( temos |�| > � > ( e assim � ∈  (A) e

‖(� − A)−m‖L(X) 6
M

( |�| − ()m 6
M

(� − ()m ,

e portanto A é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo, pelo Teorema de Hille-
Yosida. Agora, se −� > ( então |�| = | − �| > −� > ( e assim −� ∈  (A), o que
implica que � ∈  (−A) e

‖(−� + A)−m‖L(X) = ‖(� − A)−m‖L(X) 6
M

( |�| − ()m 6
M

(−� − ()m ,

e assim, −A é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo, pelo Teorema de Hille-
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Yosida.

3.2 Teorema de Stone

Nesta seção, consideraremosH um espaço de Hilbert, com norma ‖ · ‖H , induzida pelo
produto interno (·, ·)H .

De�nição 3.7. Um grupo {T (s) : s ∈ ℝ} de operadores lineares num espaço de Hilbert H
é dito unitário se T ∗(s) = T (s)−1, para todo s > 0.

Se {T (s) : s ∈ ℝ} é um grupo unitário, vemos que ‖T (s)u‖H = ‖u‖H , já que

‖T (s)u‖2H = (T (s)u, T (s)u)H = (u, T ∗(s)T (s)u)H = (u, u)H = ‖u‖2H .

Teorema 3.8 (Teorema de Stone). Um operador linear A em um espaço de Hilbert H é o
gerador in�nitesimal de um C0-grupo unitário se, e somente se, A∗ = −A.

Demonstração

Seja A o gerador in�nitesimal de um C0-grupo unitário {T (s) : s ∈ ℝ}. Da Propo-
sição 3.3, A é o gerador de um C0-semigrupo {T (s) : s > 0} e −A é o gerador do
C0-semigrupo {T−(s) : s > 0}. Pelo Teorema 2.4, A∗ é o gerador in�nitesimal de
{T (s)∗ : s > 0}. Assim segue que

T (s)∗ = T (s)−1 = T (−s) = T−(s),

e assim
T (s)∗u − u

s
=
T−(s)u − u

s
,

o que implica que D(A∗) = D(A) e A∗u = −Au, para todo u ∈ D(A). Portanto
A∗ = −A.

Reciprocamente, assuma que A∗ = −A. Da existência de A∗ segue que D(A) é
denso em X. Para todo u ∈ D(A) temos

(Au, u)H = (u,A∗u)H = −(u,Au)H = −(Au, u)H ,

logo Re(Au, u) = 0. Portanto A e −A = A∗ são dissipativos e do Corolário 2.7 segue
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que A e −A geram C0-semigrupos, e portanto A gera um C0-grupo {T (s) : s > 0}.
Resta-nos apenas mostrar que este grupo é unitário. Mas se {T ∗(s) : s > 0} é o
semigrupo gerado por A∗ = −A então T (s)∗ = T ∗(s) = T (−s) = T (s)−1. Logo
(T (s)−1)∗ = T (s)∗∗ = T (s), o que implica que T (s)∗ = T (s)−1.

Observação 3.9. Veri�que que −A = A∗ se, e somente se, hA é autoadjunto. Logo, A gera um
C0-grupo unitário se, e somente se, hA é autoadjunto.

Exercício 5. Mostre que a equação da onda (com � = 0) de�ne um grupo de operadores
lineares limitados.
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4
Regularidade de Semigrupos

4.1 Semigrupos diferenciáveis

Sabemos que se A : D(A) ⊂ X → X é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo
T ⊂ L(X) e w ∈ D(A) então T (s)w ∈ D(A) para cada s > 0. Mas, em geral, esta propriedade
não é válida para todo w ∈ X. De fato, assuma que T (s)X ⊂ D(A), para cada s > 0. Em
particular, X = T (0)X ⊂ D(A), o que implica que D(A) = X e portanto, A ∈ L(X). Logo,
esta propriedade é válida somente para o caso de operadores lineares limitados.

Note que o problema surgiu quando assumimos que T (s)X ⊂ D(A) para todo s > 0.
Este raciocínio não pode ser repetido se pedirmos que T (s)X ⊂ D(A) para s > 0, (ou mais
geralmente que s > s0 > 0).

De�nição 4.1. Dizemos que um C0-semigrupo T ⊂ L(X), com gerador in�nitesimal A,
é diferenciável para s > s0 > 0 se T (s)X ⊂ D(A) para cada s > s0 > 0. Quando s0 = 0,
dizemos apenas que o semigrupo é diferenciável.

Lema 4.2. Suponha que T ⊂ L(X) é um semigrupo diferenciável para s > s0 > 0, com
gerador in�nitesimal A. Se m ∈ ℕ e w ∈ D(Am) então T (s)w ∈ D(Am+1) e Am+1T (s)w =

AT (s)Amw para todo s > s0.

Demonstração. Fixe m ∈ ℕ, w ∈ D(Am) e s > s0. Da Proposição 1.11(2) sabemos que T (s)w ∈
D(Am) e AmT (s)w = T (s)Amw. Da diferenciabilidade de T , obtemos então que AmT (s)w ∈
D(A), o que nos dá T (s)w ∈ D(Am+1), e

Am+1T (s)w = A(AmT (s)w) = AT (s)Amw.
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�

Lema 4.3. Suponha que T ⊂ L(X) é um semigrupo diferenciável para s > s0 > 0, com
gerador in�nitesimal A. Se m ∈ ℕ, w ∈ X e s > ms0 então T (s)w ∈ D(Am).

Demonstração. Para m = 0, o resultado é trivial. Suponha o resultado válido para m ∈ ℕ e
seja s > (m + 1)s0. Tome r ∈ ℝ tal que s − s0 > r > ms0. Como r > ms0, da hipótese de indução
temos T (r)w ∈ D(Am). Mas então T (s)w = T (s − r)T (r)w, e como s − r > s0, segue do Lema
4.2 que T (s − r)T (r)w ∈ D(Am+1), e portanto T (s)w ∈ D(Am+1). �

Vejamos quais as propriedades destes semigrupos.

Teorema 4.4. Seja T ⊂ L(X) um semigrupo diferenciável para s > s0 > 0, com gerador
in�nitesimal A : D(A) ⊂ X → X. Então:

(i) se s − s0 > r > ms0 temos AmT (s)w = T (s − r)AmT (r)w para todos w ∈ X e m ∈ ℕ;

(ii) se s > ms0 temos AmT (s) ∈ L(X), para todo m ∈ ℕ;

(iii) se s > ms0 temos AmT (s) =
[
AT ( sm )

]m, para todo m ∈ ℕ \ {0};
(iv) para cada w ∈ X, a função s ↦→ T (s)w ∈ X é m-vezes continuamente diferenciável para

todo s > ms0 e
dm

dsm
T (s)w = AmT (s)w,

para todo m ∈ ℕ \ {0};

(v) a função s ↦→ AmT (s) ∈ L(X) é uma função contínua na topologia uniforme, para todo
s > (m + 1)s0 e m ∈ ℕ;

(vi) a função s ↦→ T (s) ∈ L(X) ém-vezes continuamente diferenciável na topologia uniforme
para todo s > (m + 1)s0 e

dm

dsm
T (s) = AmT (s),

para todo m ∈ ℕ \ {0}.

Demonstração

(i)O caso m = 0 é trivialmente satisfeito. Suponhamos que o resultado seja válido pra
m ∈ ℕ e seja s− s0 > r > (m + 1)s0. Para # − s0 > q > ms0, da hipótese de indução, temos
AmT (#)w = T (# − q)AmT (q)w, para todo w ∈ X.
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Como # − q > s0, da de�nição de diferenciabilidade do semigrupo, segue que
AmT (#)w ∈ D(A) e, emparticular, segue queAmT (r)w ∈ D(A). Assim T (s−r)AmT (r)w ∈
D(A) e portanto temos

Am+1T (s)w = A(AmT (s)w) = AT (s − r)AmT (r)w = T (s − r)Am+1T (r)w,

o que prova (i).
(ii) Novamente o caso m = 0 é trivial. Suponhamos que o resultado seja válido para
m ∈ ℕ e seja s > (m + 1)s0, assim s > ms0 e AmT (s) ∈ L(X). Temos s − s0 > ms0 e,
como no item (i), AmT (s)w ∈ D(A) para todo w ∈ X. Portanto, como A é fechado,
Am+1T (s) = A(AmT (s)) é também fechado e está de�nido em todo X. Pelo Teorema
do Grá�co Fechado, Am+1T (s) ∈ L(X).
(iii) O caso m = 1 é trivial. Suponha que o resultado é válido para m e assuma que
s > (m + 1)s0. Se s − s0 > r > ms0, o item (i) nos dá

(4.1) Am+1T (s) = AAmT (s) = AT (s − r)AmT (r) = AT (s − r)
[
AT

( r
m

)]m
Tome r = ms

m+1 e claramente temos s − s0 > r > ms0 e s − r = s
m+1 , e usando estes valores

em (4.1), obtemos

Am+1T (s) =
[
AT

(
s

m + 1

)]m+1
.

(iv) Provemos primeiramente o cado m = 1, e para isso �xemos w ∈ X. Para s > s0

temos T (s)w ∈ D(A) e assim

AT (s)w = lim
ℎ→0+

T (ℎ)T (s)w − T (s)w
ℎ

= lim
ℎ→0+

T (s + ℎ)w − T (s)w
ℎ

=
d+

ds
T (s)w.

Isso nos mostra que (s0,∞) 3 s ↦→ T (s)w ∈ X é diferenciável à direita. Do item (ii),
AT (r) ∈ L(X) para r > s0. Se s > r > s0 temos

AT (s) = AT (r)T (s − r)

e assim, para |ℎ| < s − r obtemos

‖AT (s + ℎ)w − AT (s)w‖X = ‖AT (r)T (s + ℎ − r)w − AT (r)T (s − r)w‖X
6 ‖AT (r)‖L(X) ‖T (s + ℎ − r)w − T (s − r)w‖X → 0,
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quando ℎ → 0+, já que T é um C0-semigrupo. Logo, s ↦→ AT (s)w é contínua para
s > s0, e segue do Lema de Dini que s ↦→ T (s)w é continuamente diferenciável para
s > s0.

Suponha que o resultado vale para m e seja s − s0 > r > ms0. Do item (i) temos
AmT (s)w = T (s − r)AmT (r)w, para todo w ∈ X. Como s − r > s0, pelo caso m = 1 temos

d

ds
AmT (s)w = AT (s − r)AmT (r)w = Am+1T (s)w.

Da indução segue que s ↦→ T (s)w é (m + 1)-vezes continuamente diferenciável e

dm+1

dsm+1
T (s)w =

d

ds

[
dm

dsm
T (s)w

]
=

d

ds
AmT (s)w = Am+1T (s)w.

(v) Faremos primeiramente o caso m = 0. Sejam s > r > s0 e |ℎ| < s − r. Temos

‖T (s + ℎ)w − T (s)w‖X 6
����∫ s+ℎ

s
‖AT (#)w‖Xd#

���� = ����∫ s+ℎ

s
‖AT (r)T (# − r)w‖Xd#

����
6

����∫ s+ℎ

s
‖AT (r)‖L(X) ‖T (# − r)‖L(X) ‖w‖Xd#

���� 6 M |ℎ|‖w‖X ,
ondeM é uma constante, já que AT (r) ∈ L(X) e T (# − r) é uniformemente limitado
para # num intervalo limitado, e portanto

‖T (s + ℎ) − T (s)‖L(X) 6 M |ℎ|,

e prova o caso m = 0. Se s − s0 > r > ms0 e |ℎ| < s − r − s0, temos

‖AmT (s + ℎ)w − AmT (s)‖L(X) = ‖T (s + ℎ − r)AmT (r)w − T (s − r)AmT (r)‖L(X)
6 ‖T (s + ℎ − r) − T (s − r)‖L(X) ‖AmT (r)‖L(X) → 0,

quando ℎ→ 0, pois s − r > s0.
(vi) Fixe m ∈ ℕ\ {0}, e sejam s > (m+1)s0 e |ℎ| < s− (m+1)s0. Assim para todo w ∈ X,
do que foi provado no item (iv) temos

Am−1T (s + ℎ)w − Am−1T (s)w =

∫ s+ℎ

s
AmT (#)wd#,
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pois d
dsA

m−1T (s)w = AmT (s)w para todo w ∈ X e s > ms0. Logo, como s ↦→ AmT (s) ∈
L(X) é contínua na topologia uniforme (pelo item (v)), segue que

Am−1T (s + ℎ)w − Am−1T (s)w
ℎ

=
1
ℎ

∫ s+ℎ

s
AmT (#)wd# =

1
ℎ

∫ s+ℎ

s
AmT (#)d# · w,

e, fazendo ℎ→ 0, obtemos

d

ds
Am−1T (s) = AmT (s),

na topologia uniforme. Desta maneira, facilmente vemos que o caso m = 1 é vá-
lido. Suponhamos que o resultado é valido para m e tome s > (m + 2)s0. Usando o
que foi provado acima, obtemos s ↦→ AmT (s) ∈ L(X) continuamente diferenciável
e d

dsA
mT (s) = Am+1T (s). Portanto, s ↦→ T (s) ∈ L(X) é (m + 1)-vezes continuamente

diferenciável e

dm+1

dsm+1
T (s) = d

ds

[
dm

dsm
T (s)

]
=

d

ds
AmT (s) = Am+1T (s),

o que conclui o item (vi), e também a demonstração.

Corolário 4.5. Se T ⊂ L(X) é um semigrupo diferenciável, então (0,∞) 3 s ↦→ T (s) ∈
L(X) é m-vezes continuamente diferenciável na topologia uniforme de operadores para todo
m ∈ ℕ \ {0}, e temos

dm

dsm
T (s) = AmT (s) =

[
AT

(
s

m

)]m
.

4.2 Semigrupos compactos

Lembremos que, dados espaços métricos X,Y, uma aplicação K : X → Y é compacta
se para todo B ⊂ X limitado, K (B) é relativamente compacto em Y. Quando X,Y são
espaços de Banach, o conjunto dos operadores lineares compactos de X em Y é denotado
porK(X,Y).

Exercício 6. Sejam X,Y espaços de Banach. Mostre que K(X,Y) ⊂ L(X,Y) e que, dado
K : X → Y um operador linear, as seguintes a�rmações são equivalentes:

(a) K ∈ K(X,Y);
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(b) K (BX
q (w)) é relativamente compacto em Y para cada q > 0 e w ∈ X, onde BX

q (w)
representa a bola aberta em X de centro w e raio q;

(c) K (BX
q (w)) é relativamente compacto em Y para cada q > 0 e w ∈ X, onde BX

q (w)
representa a bola fechada em X de centro w e raio q;

(d) K (BX
1 (0)) é relativamente compacto em Y;

(e) K (BX
1 (0)) é relativamente compacto em Y;

(f) para cada sequência limitada {wm} emX, a sequência {Kwm} possui uma subsequência
convergente em Y.

Mostre ainda queK(X,Y) é um subespaço vetorial fechado de L(X,Y).

Exercício 7. Sejam X,Y,Z espaços de Banach, A ∈ L(X,Y) e B ∈ L(Y,Z). Mostre que se
A ∈ K(X,Y) ou B ∈ K(Y,Z), então AB ∈ K(X,Z).

De�nição 4.6. Dizemos que um C0-semigrupo T ⊂ L(X) é compacto para s > s0 > 0 se
T (s) é um operador compacto para cada s > s0 > 0. Se s0 = 0, dizemos simplesmente que o
semigrupo é compacto.

Note que se T (s) é um operador compacto para todo s > 0, então T (0) = I é compacta, o
que implica queX é um espaço �nito dimensional (pelo Teorema de Riesz, veja [3, Teorema
2.4.7]). Note também que se T (s1) é compacto, então T (s) é compacto para todo s > s1, já
que T (s) = T (s − s1)T (s1).

Teorema 4.7. Se T ⊂ L(X) é um semigrupo compacto para s > s0 > 0, então a aplicação
s ↦→ T (s) ∈ L(X) é contínua para s > s0.

Demonstração

Fixemos s > s0 eM > 0 tal que sup
06r61

‖T (r)‖L(X) 6 M. Dado � > 0, da compacidade do

semigrupo, o conjunto T (s)BX
1 (0) é relativamente compacto emX, e portanto existem

w1, · · · ,wj ∈ B
X
1 (0) tais que

T (s)BX
1 (0) ⊂

j⋃
h=1

BX
�

2(M+1)
(T (s)wh).

Como para cada w ∈ X, a aplicação [0,∞) 3 s ↦→ T (s)w ∈ X é contínua, existe
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0 < ℎ0 < 1 tal que para 0 < ℎ 6 ℎ0 temos

sup
16h6j

‖T (s + ℎ)wh − T (s)wh‖X 6
�

2
.

Seja agora w ∈ B
X
1 (0). Então, existe 1 6 h 6 j tal que T (s)w ∈ BX

�
2(M+1)

(T (s)wh), e
portanto para 0 < ℎ 6 ℎ0 temos

‖T (s + ℎ)w − T (s)w‖X 6 ‖T (ℎ)‖L(X) ‖T (s)w − T (s)wh‖X + ‖T (s + ℎ)wh − T (s)wh‖X

+ ‖T (s)wh − T (s)w‖X 6 M
�

2(M + 1) +
�

2
< �,

o que prova a continuidade à direita de s ↦→ T (s) ∈ L(X) para s > s0. Agora, �xado
s > s0 de�na

s1 = s0 +
s − s0
2

.

Note que s0 < s1 < s. Para 0 < ℎ < s − s1 temos

T (s − ℎ) − T (s) = T (s − ℎ − s1 + s1) − T (s) = T (s − ℎ − s1) (T (s1) − T (s1 + ℎ)),

e como ‖T (s − ℎ − s1)‖L(X) é limitado para ℎ→ 0+, a continuidade à direita implica
que ‖T (s1) − T (s1 + ℎ)‖L(X) → 0 quanto ℎ→ 0+, e conclui a demonstração.

Teorema 4.8. Sejam T ⊂ L(X) um C0-semigrupo e A seu gerador in�nitesimal. Então T é
compacto se, e somente se, a aplicação s ↦→ T (s) ∈ L(X) é contínua para s > 0 e o operador
resolvente (� − A)−1 é compacto para todo � ∈  (A).

Demonstração

SejamM,( constantes tais que ‖T (s)‖L(X) 6 Me(s, para todo s > 0. Do Teorema 4.7,
sabemos que a aplicação s ↦→ T (s) ∈ L(X) é contínua para s > 0. Portanto,

(4.2) (� − A)−1 =
∫ ∞

0
e−�sT (s)ds para Re� > (,

e a integral existe na topologia uniforme de operadores. Agora, sejam � > 0, Re� > (

e de�na
R� (�) =

∫ ∞

�
e−�sT (s)ds.
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Como T (s) é um operador compacto para todo s > 0, segue que R� (�) é compacto
(mostre essa a�rmação). Além disso

‖(� − A)−1 − R� (�)‖L(X) =




∫ �

0
e−�sT (s)ds






L(X)
6 M� → 0,

quando � → 0+. Logo (� − A)−1 é o limite uniforme de operadores compactos, e
portanto é compacto. Segue diretamente da identidade do resolvente que (�−A)−1 é
compacto para todo � ∈  (A).

Reciprocamente, assuma que a aplicação s ↦→ T (s) ∈ L(X) é contínua para s > 0
e que (� − A)−1 é compacto para todo � ∈  (A). Segue de (4.2) que

�(� − A)−1T (s) − T (s) = �

∫ ∞

0
e−�r [T (s + r) − T (s)]dr.

Se � é real, � > max{(, 0}, e � > 0 temos

‖�(� − A)−1T (s) − T (s)‖L(X) 6
∫ �

0
�e−�r‖T (s + r) − T (s)‖L(X)dr

+
∫ ∞

�
�e−�r‖T (s + r) − T (s)‖L(X)dr

6 sup
06r6�

‖T (s + r) − T (s)‖L(X) + 2M
�

� − (e
((s+�)e−��,

o que implica que

lim
�→∞
‖�(� − A)−1T (s) − T (s)‖L(X) 6 sup

06r6�
‖T (s + r) − T (s)‖L(X) ,

o como � > 0 é arbitrário e s ↦→ T (s) ∈ L(X) é contínua para s > 0, temos

lim
�→∞
‖�(� − A)−1T (s) − T (s)‖L(X) = 0,

e como �(� − A)−1T (s) é um operador compacto para cada �, segue que T (s) é com-
pacto.

Corolário 4.9. Sejam T ⊂ L(X) umC0-semigrupo eA seu gerador in�nitesimal. Se (�−A)−1

é compacto para algum � ∈  (A) e a aplicação s ↦→ T (s) ∈ L(X) é contínua para s > s0 > 0,
então T é compacto para s > s0.



4.2 Semigrupos compactos 51

Corolário 4.10. Sejam T ⊂ L(X) um semigrupo uniformemente contínuo e A ∈ L(X) seu
gerador in�nitesimal. Então T é compacto se, e somente se, (� −A)−1 é compacto para algum
� ∈  (A).

A caracterização de semigrupos compactos dada no Teorema 4.8 não é totalmente satis-
fatória, uma vez que não caracteriza o semigupo compacto T ⊂ L(X) somente em termos
de propriedades do seu gerador in�nitesimalA, mas precisamos assumir a continuidade da
aplicação s ↦→ T (s) ∈ L(X). A razão é que, até agora, não existem condições necessárias
e su�cientes, nem em termos de A nem do seu resolvente (� − A)−1, nas quais a aplicação
s ↦→ T (s) ∈ L(X) seja contínua. Para uma condição necessária, veremos um resultado logo
abaixo, mas para isto, precisamos do seguinte lema:

Lema 4.11. Sejam T ⊂ L(X) um C0-semigrupo e A seu gerador in�nitesimal. Se B�(s)w =∫ s

0 e�(s−r)T (r)wdr, então

(4.3) (� − A)B�(s)w = e�sw − T (s)w, para todo w ∈ X,

(4.4) B�(s) (� − A)w = e�sw − T (s)w, para todo w ∈ D(A).

Este resultado agora nos dá uma condição necessária para que a aplicação s ↦→ T (s) ∈
L(X) seja contínua:

Teorema 4.12. Sejam T ⊂ L(X) um C0-semigrupo e A seu gerador in�nitesimal. Se a apli-
cação s ↦→ T (s) ∈ L(X) é contínua para s > 0, então existe uma função ' : ℝ+ → ℝ+ tal
que

(4.5)  (A) ⊃ {� ∈ ℂ : � = " + h#, |# | > '( |" |)},

e também

(4.6) lim
|# |→∞

‖(" + h# − A)−1‖L(X) = 0 para todo real ".

Demonstração

Podemos assumir, semperda de generalidade, que (A) ⊃ {Re� > 0} e que ‖T (s)‖L(X) 6
M (se este não é o caso, basta considerar o semigrupo S (s) = e−(sT (s)).

Se " > 0, então � = " + h# ∈  (A) para todo # ∈ ℝ e usando (� − A)−1w no lugar
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de w em (4.4), temos para w ∈ X:

e�s (� − A)−1w − T (s) (� − A)−1w =

∫ s

0
e�(s−r)T (r)wdr,

o que implica que

(e"s −M)‖(� − A)−1‖L(X) 6 e"s




∫ s

0
e−h#re−"rT (r)dr





 ,
e escolhendo s > 1

" lnM, temos

‖(" + h# − A)−1‖L(X) 6 C




∫ s

0
e−h#re−"rT (r)dr





 ,
para alguma constante C > 0 independente de #. Segue do Lema de Riemann-
Lebesgue (veja o Exercício 2) que o lado direito da inequação acima tende a zero
quando |# | → ∞.

Se " 6 0, escrevemos

(� − A)−1 =
∞∑
j=0
(1 + h# − �)j (1 + h# − A)−j−1,

e de�nimos
-( |# |) = max

|q |> |# |
‖(1 + hq − A)−1‖L(X) ,

e já mostramos no caso anterior (" = 1 > 0) que -( |# |) → 0 quando |# | → ∞. A série
acima é claramente convergente (em L(X)) para |1−" | 6 1

2-( |# |) , o que implica (4.5).
Mais ainda, �xado " satisfazendo |1 − " | 6 1

2-( |# |) , para |# | su�cientemente grande
temos

‖(" + h# − A)−1‖L(X) 6 2‖(1 + h# − A)−1‖L(X) 6 2-( |# |),

e portanto vale (4.6).

Corolário 4.13. Sejam {T (s) : s > 0} um C0-semigrupo compacto e A seu gerador in�nitesi-
mal. Para cada −∞ < � 6 � < ∞, a intersecção da faixa � 6 Re� 6 � com "(A) contém no
máximo um número �nito de autovalores de A.
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Demonstração

Sabemos que "(A) pode ser: vazio, ou um conjunto �nito, ou um conjunto in�nito
com∞ sendo seu único possível ponto de acumulação. Portanto, do Teorema 4.12, o
resultado segue.

4.3 Semigrupos analíticos

De�nição 4.14. Sejam −� 6 %1 < 0 < %2 6 � e de�na o setor Λ = {y ∈ ℂ : %1 < argy <

%2}. Para cada y ∈ Λ ∪ {0}, seja T (y) um operador linear limitado. A família {T (y) : y ∈
Λ ∪ {0}} ⊂ L(X) é dita um semigrupo analítico (ou um semigrupo holomorfo) em Λ

se

(i) a aplicação Λ 3 y ↦→ T (y) ∈ L(X) é analítica;

(ii) T (0) = I e lim
Λ3y→0

T (y)w = w, para cada w ∈ X;

(iii) T (y1 + y2) = T (y1)T (y2) para todos y1, y2 ∈ Λ.

Um semigrupo {T (s) : s > 0} é dito analítico se ele possui uma extensão a um semi-
grupo analítico em algum setor Λ ∪ {0}.

Claramente, a restrição de um semigrupo analítico ao eixo real é um C0-semigrupo. Es-
taremos interessados então no problema oposto, isto é, dado um C0-semigrupo, encontrar
condições sob as quais possamos garantir que este semigrupo pode ser estendido a um se-
migrupo analítico em algum setor Λ em torno do eixo real positivo. Para isto, precisamos
primeiro encontrar uma maneira de expressar o semigrupo em termos do seu gerador in�-
nitesimal, e tal relação é dada pela transformada inversa de Laplace.

4.3.1 Transformada inversa de Laplace

Vimos no Teorema 1.9, item (4), que para cada w ∈ X, temos

(� − A)−1w =

∫ ∞

0
e−�sT (s)wds,

se Re� é grande. Isto sugere que usando a transformada inversa de Laplace poderemos
encontrar T (s), conhecido A. No que se segue perseguiremos este objetivo.
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Exercício 2. Se a , b são números reais estendidos com a < b e f : (a , b) → ℂ é absoluta-
mente integrável, mostre o Lema de Riemann-Lebesgue, isto é,

lim
�→∞

∫ b

a
f(s) sin(�s) ds = lim

�→∞

∫ b

a
f(s) cos(�s) ds = 0,

ou equivalentemente

lim
�→∞

∫ b

a
f(s)eh�sds = 0.

Sugestão: No caso em que f é continuamente diferenciável e tem suporte compacto em (a , b), integre por
partes para provar o resultado.

Lema 4.15. Temos o seguinte:

(a)
∫ ∞

−∞

sin s
s

ds = �;

(b) se f : ℝ→ ℂ é tal que f(s) (1+ |s |)−1 é absolutamente integrável emℝ e s−1(f(s) −f(0))
é absolutamente integrável em [−1, 1], então∫ ∞

−∞
f(s) sin(ls)

�s
ds → f(0) quandol→ +∞.

Demonstração

(a) Para 0 < q < R, seja � a curva no plano complexo dada pela �gura abaixo:

�

−R R−q q

Integrando a função analítica ℂ\{0} 3 y ↦→ y−1ehy ∈ ℂ ao longo de �, temos

0 =
∫ −q

−R

ehs

s
ds +

∫ R

q

ehs

s
ds + h

∫ 0

�
ehqe

h�
d� + h

∫ �

0
ehRe

h�
d�.

O resultado agora segue notando que sin s
s é par, fazendo q → 0, R → ∞ e conside-
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rando que (do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) temos����∫ �

0
ehRe

h�
d�

���� 6 ∫ �

0
e−R sin �d�

R→∞−→ 0.

(b) Note que
∫ 1

−1

sinls

�s
ds =

∫ l

−l

sin s
�s

ds → 1 quandol→∞ e assim

∫ ∞

−∞
f(s) sinls

�s
ds − f(0)

∫ 1

−1

sin(ls)
�s

ds =

∫
|s |61

f(s) − f(0)
�s

sin(ls) ds

+
∫
|s |>1

f(s)
�s

sin(ls) ds.

Ambos os termos do lado direito da igualdade tendem a zero quando l → ∞, pelo
Lema de Riemann-Lebesgue (veja o Exercício 2).

Teorema 4.16. Seja T ⊂ L(X) um C0-semigrupo com gerador in�nitesimal A, satisfazendo
‖T (s)‖L(X) 6 Me(s para todo s > 0. Se � > max{0,(}, w ∈ D(A2) e s > 0 então

T (s)w = lim
l→∞

1
2�h

∫ �+hl

�−hl
e�s (� − A)−1w d�.

Além disso, para cada 0 < � < 1, o limite acima é uniforme para s no intervalo [�, �−1].

Demonstração

Para Re� = � > (, (� − A)−1 existe e é uniformemente limitada, pois

‖(� − A)−1‖L(X) 6
M

� − ( .

Agora, para w ∈ D(A2) temos

(� − A)−1w = �−1w + �−2Aw + �−2(� − A)−1A2w,

e também
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1
2�h

∫ �+hl

�−hj
e�s (� − A)−1w d� =

(
1
2�h

∫ �+hl

�−hj

e�s

�
d�

)
w

+ 1
2�h

∫ �+hl

�−hj

e�s

�2
[Aw + (� − A)−1A2w]d�,

e ambos os termos convergem, uniformemente para s em [�, �−1], quando j,l →
∞. O primeiro termo por integração por partes e o segundo porque o integrando
tem norma menor ou igual a C/|�|2, para alguma constante positiva C, e portanto
converge absolutamente. Só resta mostrar que o limite é T (s)w.

Para Re� = � temos

(� − A)−1w =

∫ ∞

0
e−�rT (r)w dr,

então

1
2�h

∫ �+hl

�−hl
e�s (� − A)−1w d� =

∫ ∞

0

{
1
2�h

∫ �+hl

�−hl
e�(s−r)d�

}
T (r)w dr

=

∫ ∞

0

sinl(s − r)
�(s − r) e� (s−r)T (r)w dr =

∫ ∞

−s

sinl#

�#
e−�#T (s + #)w d#.

A função

f(#) =
{
〈e−�#T (s + #)w,w∗〉, # > −s
0, # < −s,

satisfaz as condições do Lema 4.15 para qualquer w∗ ∈ X∗ e s > 0, pois f é diferenciá-
vel em # = 0 com f′(0) = 〈T (s) (A − �)w,w∗〉 e

|f(#) |
1 + |# | 6 C e−(�−() |# |, # ∈ ℝ,

para alguma constante positiva C. Assim,〈
1
2�h

∫ �+hl

�−hl
e�s (� − A)−1w d�,w∗

〉
l→∞−−−−−→ f(0) = 〈T (s) w,w∗〉.

Como isto é válido para todo w∗ ∈ X∗, a demonstração está completa.
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Teorema 4.17. Suponha que A é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo T ⊂ L(X).
Assuma que existam �

2 < � 6 � eM > 1 tais que

 (A) ⊃ Σ = {� ∈ ℂ : | arg(�) | < �}

e
‖(� − A)−1‖L(X) 6

M

|�| , para todo � ∈ Σ.

Então
T (s) = 1

2�h

∫
Γ0

e�s (� − A)−1d�,

onde Γ0 é a curva que consiste de dois raios {� : | arg(�) | = %, |�| > q > 0}, do arco {� : |�| =
q, | arg(�) | 6 %} para q pequeno e % ∈ ( �2 ,�), orientada no sentindo da parte imaginária
crescente, como na �gura abaixo.

Γ0

Em particular, a aplicação {y ∈ ℂ : | arg(y) | < % − �
2 } 3 y ↦→ T (y) ∈ L(X) é analítica.

Demonstração

Se w ∈ D(A2) e s > 0 então, para algum � > 0, do Teorema 4.16 temos

T (s)w =
1
2�h

∫ �+h∞

�−h∞
e�s (� − A)−1wd�.

O integrando é analítico para � ∈ Σ e portanto podemos deformar o contorno de
integração para a curva Γ0. De fato, quando |Im�| = l, −jl 6 Re� 6 � (j =

|cotan%| > 0), temos

‖e�s (� − A)−1w‖X 6
MesRe�‖w‖X√
(Re�)2 +l2

e, dividindo o intervalo de integração [−jl, �] em [−jl,−l 1
2 ] e [−l 1

2 , �], vemos
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que as integrais correspondentes tendem a zero quandol→∞. Portanto

T (s)w =
1
2�h

∫
Γ0

e�s (� − A)−1w d�,

e esta expressão vale para todo w ∈ X porque converge em norma. De fato, para s > 0
e | arg �| = % obtemos

‖e�s (� − A)−1‖L(X) 6
Me−s |�|j1

|�| , j1 = | cos%| > 0,

então
T (s) = 1

2�h

∫
Γ0

e�s (� − A)−1d�,

com convergência na norma de L(X) qualquer s > 0. A convergência é uniforme
para � 6 s, qualquer � > 0. Mais ainda, a integral está bem de�nida e converge
uniformemente para s = y ∈ ℂ com | arg(y) | 6 �1 < % − �

2 e �0 6 |y |, onde �0, �1 > 0,
e portanto a aplicação {y ∈ ℂ : | arg(y) | < % − �

2 } 3 y ↦→ T (y) ∈ L(X) é analítica.

4.3.2 Geração de semigrupos analíticos

Vejamos um resultado um pouco mais geral que o anterior, que garante que um ope-
rador densamente de�nido que satisfaz as condições do Teorema 4.17 é o gerador de um
semigrupo analítico.

Teorema 4.18. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X → X um operador densa-
mente de�nido. Assuma que existam a ∈ ℝ, �2 < � 6 � eM > 1 tais que

 (A) ⊃ Σ = {� ∈ ℂ : | arg(� − a) | < �}

e
‖(� − A)−1‖L(X) 6

M

|� − a | , para todo � ∈ Σ.

Então A é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo T = {T (s) : s > 0} ⊂ L(X), com

(4.7) T (s) = 1
2�h

∫
Γa

e�s (� − A)−1d�,

onde Γa é a curva que consiste de dois raios {� : | arg(� − a) | = %, |�| > q > 0}, do arco
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{� : |� − a | = q, | arg(� − a) | 6 %} para q pequeno e % ∈ ( �2 ,�), orientada no sentindo da
parte imaginária crescente, como na �gura abaixo.

a

Γa

Também {T (s) : s > 0} se estende a um semigrupo analítico no setor {y ∈ ℂ : | arg(y) | <
%− �

2 }. Além disso, d
dsT (s) = AT (s) para todo s > 0,AT (s) é um operador limitado para cada

s > 0 e existe K > 0 tal que para todo s > 0 temos

‖T (s)‖L(X) 6 Keas e ‖AT (s)‖L(X) 6
K

s
eas.

Observação 4.19. Antes de fazermos a prova desse resultado, vejamos que ele difere umpouco
do Teorema 4.17, uma vez que aqui não estamos assumindo que A é o gerador in�nitesimal
de um C0-semigrupo. Isso é uma das teses do teorema. Assim, precisaremos mostrar que a
família {T (s) : s > 0} ⊂ L(X) satisfazendo (4.7) para s > 0 é, de fato, um C0-semigrupo em
X.

Demonstração

Considerando B = A−a , vemos que é su�ciente provar o resultado para o caso a = 0.
Sabemos do Teorema 4.17 que y ↦→ T (y) ∈ L(X) é analítica no setor {y ∈

ℂ : | arg(y) | < % − �
2 }. Provemos primeiramente que ‖T (s)‖L(X) e s‖AT (s)‖L(X) são

limitadas para s > 0.
Como s > 0, fazendo a mudança de variável � = �s, obtemos

T (s) = 1
2�h

∫
Γ0

e�
(�
s − A

)−1d�
s
,

e podemos manter o contorno Γ0 inalterado, usando para isso o Teorema de Cauchy,
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já que o integrando é analítico. Assim

‖T (s)‖L(X) 6
1
2�

∫
Γ0

eRe�
Ms

�

|d� |
s

= K < ∞,

para todo s > 0. Analogamente

1
2�h

∫
Γ0

e�sA(� − A)−1d� =
1
2�h

∫
Γ0

e�s
(
− I + �(� − A)−1

)
d�

=
1
2�h

∫
Γ0

e�sd� + 1
2�h

∫
Γ0

�

s

(�
s
− A

)−1d�
s
.

O primeiro termo é zero (aplicando o Teorema de Cauchy-Goursat) e, portanto,

s

2�h

∫
Γ0

e�sA(� − A)−1d� =
1
2�h

∫
Γ0

�

s

(�
s
− A

)−1
d�.

Assim, 



 s

2�h

∫
Γ0

e�sA(� − A)−1d�





L(X)
6

M

2�

∫
Γ0

eRe� |d�| = K1 < ∞.

Exercício 8. Mostre que para s > 0 temos

AT (s) = 1
2�h

∫
Γ0

e�sA(� − A)−1d�.

Note também que se w ∈ D(A) então A(� − A)−1w = (� − A)−1Aw e, logo,

AT (s)w =
1
2�h

∫
Γ0

e�sA(� − A)−1wd� =
1
2�h

∫
Γ0

e�s (� − A)−1Awd� = T (s)Aw.

Pela analiticidade de T (s) e a convergência uniforme da integral para s > � > 0,
temos

d

ds
T (s) = 1

2�h

∫
Γ0

e�s�(� − A)−1d�,

que é, como mostramos acima, AT (s).
Se w ∈ D(A) e s > 0, temos (� − A)−1w = �−1w + �−1(� − A)−1Aw e assim

T (s)w =

( 1
2�h

∫
Γ0

e�s
d�

�

)
w + s

2�h

∫
Γ0

e�
�

s

(�
s
− A

)−1
Awd�,
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e assim
‖T (s)w − w‖X 6

s

2�

∫
Γ0

MeRe�‖Aw‖
���d�
�2

���→ 0,

quando s → 0+. Como ‖T (s)‖L(X) 6 K eD(A) é denso emX, é fácil ver que T (s)w →
w quando s → 0+ para cada w ∈ X.

Agora, a função [0, s] 3 r ↦→ T (s − r)T (r)w ∈ X é contínua e diferenciável (analí-
tica) em (0, s), com

d

dr
T (s − r)T (r)w = −AT (s − r)T (r)w + T (s − r)AT (r)w = 0,

e portanto é constante. Assim

T (s − r)T (r)w = T (s)w para 0 6 r 6 s e w ∈ X,

que prova a propriedade de semigrupo, e mostra que T = {T (s) : s > 0} ⊂ L(X) é um
C0-semigrupo em X.

Para completar a demonstração do teorema, devemos mostrar que A é o gerador
in�nitesimal de T . Mas para s > 0 e w ∈ D(A) temos

T (s)w − w
s

=
1
s

∫ s

0
T (r)Awdr→ Aw

quando s → 0+. Assim, seC : D(C) ⊂ X → X é o gerador in�nitesimal de T , devemos
ter A ⊂ C. Mas 1 ∈  (A) ∩  (C), e portanto

(I − C)D(A) = (I − A)D(A) = X = (I − C)D(C),

e portanto D(A) = D(C) e A = C.

Corolário 4.20. Com as hipóteses do Teorema 4.18, se (� − A)−1 é compacto para algum
� ∈  (A), então T é um semigrupo compacto.

Demonstração

Do Teorema 4.18, temos (0,∞) 3 s ↦→ T (s) ∈ L(X) diferenciável e, portanto, contí-
nua. O resultado segue do Corolário 4.9.

Como a multiplicação de um C0-semigrupo T (s) por e(s não afeta a possibilidade de
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estendê-lo a um semigrupo analítico, podemos nos restringir ao caso deC0-semigrupos uni-
formemente limitados, isto é, C0-semigrupos T ⊂ L(X) para os quais existe uma constante
M > 1 tal que ‖T (s)‖L(X) 6 M para todo s > 0.

Ainda, é sempre possível assumir que 0 ∈  (A), onde A é o gerador in�nitesimal de
T , bastando multiplicar o semigrupo uniformemente limitado por e−�s, para algum � > 0.
Com isso, temos o seguinte teorema:

Teorema 4.21. Sejam T ⊂ L(X) um C0-semigrupo uniformemente limitado, A seu gerador
in�nitesimal e assuma que 0 ∈  (A). As seguintes a�rmações são equivalentes:

(a) T pode ser estendido para um semigrupo analítico em um setorΛ� = {y ∈ ℂ : |arg(y) | <
�} e ‖T (y)‖L(X) é uniformemente limitada em cada subsetor fechado Λ�′, 0 6 �′ < �,
de Λ�.

(b) Existe uma constante C tal que para cada " > 0 e # ≠ 0 temos

‖(" + h# − A)−1‖L(X) 6
C

|# | .

(c) Existem 0 < � < �
2 eM > 0 tais que

 (A) ⊃ Σ =

{
� ∈ ℂ : |arg(�) | 6 �

2
+ �

}
∪ {0}

e
‖(� − A)−1‖L(X) 6

M

|�| , para todo � ∈ Σ \ {0}.

(d) T é diferenciável e existe uma constante C tal que

‖AT (s)‖L(X) 6
C

s
, para todo s > 0.

Demonstração

Mostremos que (a) implica (b). Seja 0 < �′ < � tal que ‖T (y)‖L(X) 6 C1 para todo
y ∈ Λ�′. Para w ∈ X e " > 0 temos

(" + h# − A)−1w =

∫ ∞

0
e−("+h#)sT (s)wds.
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Exercício 9. Mostre que para # ≠ 0, temos∫ ∞

0
e−("+h#)sT (s)wds =

∫
�
e−("+h#)yT (y)wdy,

onde � ( ) =  ehl�′ para  > 0, coml = 1 se # < 0 el = −1 se # > 0.
Dica: Use a analiticidade e a limitação uniforme de T em Λ�′ , juntamente com o Teorema de

Cauchy.

Usando o exercício acima, veja que para # < 0 temos

‖("+h#−A)−1w‖X 6 C1‖w‖X
∫ ∞

0
e− (" cos �

′−# sin �′)d 6
C1‖w‖X

" cos �′ − # sin �′ 6
C‖w‖X
|# | .

Analogamente para # > 0, o que prova que (b) está veri�cado.
Mostremos agora que (b) implica (c). Como A é por hipótese o gerador in�nite-

simal de um C0-semigrupo temos ‖(� −A)−1‖L(X) 6 C1
Re� , para Re� > 0. De (b), para

Re� > 0 e Im� ≠ 0, segue que

‖(� − A)−1‖L(X) 6
C

|Im�| .

Com isso, tomando K = max{C1,C} temos

‖(� − A)−1‖L(X) 6 Kmin
{ 1
Re�

,
1
|Im�|

}
=

K

max{Re�, |Im�|} 6
√
2K
|�|

para Re� > 0 e Im� ≠ 0. Portanto

‖(� − A)−1‖L(X) 6
√
2K
|�| para todo Re� > 0.

Agora �xemos 0 < � < 1 e de�na � = arctan( �C ). Para # ≠ 0, tome � = � + h#, com

−� |# |
C
6 � 6 0. Dado � < � < 1, existe " > 0 tal que

−� |# |
C
6 � − " 6 0.
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De�nindo �0 = " + h# temos �0 ∈  (A) (pois Re�0 = " > 0) e

|�0 − �|‖ (�0 − A)−1‖L(X) 6 (" − �)
C

|# | 6 � < 1.

De [3, Teorema 2.1.11] segue que � ∈  (A) e que

(� − A)−1 =
∞∑
m=0
(�0 − �)m (�0 − A)−m−1,

o que nos dá
‖(� − A)−1‖L(X) 6

C

|# |
1

1 − � .

Mas

|�|
|# | =

√
�2 + #2
|# | 6

√
�2#2

C2
+ #2

|# | =

√
�2 + C2

C
,

e assim, obtemos

‖(� − A)−1‖L(X) 6
1
|�|

√
�2 + C2

1 − � .

Como � > � é arbitrário, fazendo � → �+ temos

‖(� − A)−1‖L(X) 6
√
�2 + C2

1 − �
1
|�| ,

para todo � ∈ ℂ com −� |Im�|
C

6 Re� 6 0 e Im� ≠ 0.

TomandoM = max{
√
2K,

√
�2+C2
1−� } temos

‖(� − A)−1‖L(X) 6
M

|�| ,

para todo � ∈ {y ∈ ℂ : |arg(y) | 6 �
2 + �}. Como 0 ∈  (A) por hipótese, A satisfaz o

item (c).
Sabemos diretamente do Teorema 4.18 que (c) implica (d).
Finalmente,mostremos que (d) implica (a). Como T (s) é diferenciável para s > 0,

segue do Corolário 4.5 que T (m) (s) = [AT (s/m)]m para todos m > 1 e s > 0. Logo

‖T (m) (s)‖L(X) 6 ‖AT (s/m)‖mL(X) para m > 1 e s > 0.
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Assim, usando que mm 6 m!em, temos

1
m!
‖T (m) (s)‖L(X) 6

(
Ce

s

)m
.

Fixemos 0 < � < 1 e de�na � = arctan( �Ce ). Para Rey > 0 e |arg(y) | 6 �, de�nindo
sy = Rey > 0, temos

|y − sy | = |Imy | < �sy
Ce

.

Assim, a série de potências
∞∑
m=1
(y − sy)m

T (m) (sy)
m!

é convergente em L(X), pois

1
m!
‖(y − sy)mT (m) (sy)‖L(X) 6 �m.

Assim, para y ∈ Λ� = {y ∈ ℂ : |arg(y) | 6 �}, de�nimos

T (y) = T (sy) +
∞∑
m=1
(y − sy)m

T (m) (sy)
m!

.

Claramente, Λ� 3 y ↦→ T (y) ∈ L(X) está bem de�nida e é analítica, uma vez que a
série do lado direito é uma série de potências que converge no disco |v − sy | 6 �sy

Ce .
Além disso, para y ∈ Λ� temos

‖T (y)‖L(X) 6 ‖T (sy)‖L(X) +
�

1 − � 6 C1 +
�

1 − � =: C2,

o que mostra que Λ� 3 y ↦→ T (y) ∈ L(X) é uniformemente limitada e, portanto, o
mesmo vale para qualquer subsetor Λ�′ com 0 < �′ < �.

Exercício 10. Mostre que T (y1 + y2) = T (y1)T (y2) para y1, y2 ∈ Λ�.
Dica: use a analiticidade de T (y), e o fato de que {T (s) : s > 0} é um semigrupo.

Nos restamostrar que ‖T (y)w−w‖X → 0 quando y → 0 emΛ�. Para isso, primeiro
veja que para y0 ∈ Λ�, temos ‖T (y) − T (y0)‖L(X) → 0 quando y → y0 em Λ� (pela
analiticidade). Assim, para s > 0 �xado, quando y → 0 em Λ� temos y + s → s em
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Λ�, o que nos dá

‖T (y)T (s)w − T (s)w‖X = ‖T (y + s)w − T (s)w‖X 6 ‖T (y + s) − T (s)‖L(X) ‖w‖X → 0.

Deste modo, mostramos que ‖T (y)x − x‖X → 0 quando y → 0, para todo x ∈ Y =

∪s>0T (s)X. Supomos por um momento que Y seja denso em X. Assim, dados w ∈ X
e � > 0, existe x ∈ Y tal que ‖w − x‖X < �

3C2 e, para este x, existe � > 0 tal que se
y ∈ Λ� satisfaz 0 < |y | < � temos ‖T (y)x − x‖X < �

3 . Assim,

‖T (y)w − w‖X 6 ‖T (y)w − T (y)x‖X + ‖T (y)x − x‖X + ‖x − w‖X
6 ‖T (y)‖L(X) ‖w − x‖X + ‖T (y)x − x‖X + ‖x − w‖X < �.

Isso nosmostra que T (y)w → w quando y → 0 emΛ�. Para concluir a demonstração,
devemos mostrar que Y é denso em X. Veja que, como T é um C0-semigrupo, dados
w ∈ X e � > 0, existe s > 0 tal que ‖T (s)w − w‖X < �. De�nido x = T (s)w ∈ Y, o
resultado segue.



Capítulo

5
Teoremas de Perturbação de Geradores

5.1 Perturbação por operadores lineares limitados

Nesta seção estudamos que tipos de operadores podem ser adicionados a geradores in-
�nitesimais de C0-semigrupos de forma que o resultado ainda seja o gerador in�nitesimal
de um C0-semigrupo. No que segue, usaremos a notação {eAs : s > 0} para o C0-semigrupo
gerado pelo operador linear A : D(A) ⊂ X → X.

Teorema 5.1. Se X é um espaço de Banach, {eAs : s > 0} é um C0-semigrupo em X com
gerador in�nitesimal A : D(A) ⊂ X → X e B ∈ L(X), então A + B : D(A) ⊂ X → X é o
gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo {e(A+B)s : s > 0}. Se ‖eAs‖L(X) 6 Me(s para todo
s > 0, então

‖e(A+B)s‖L(X) 6 Me((+M‖B‖L(X) )s s > 0.

Demonstração

De acordo com o Lema 2.2, podemos escolher uma norma | · |X em X tal que

‖ · ‖X 6 | · |X 6 M‖ · ‖X e | (� − A)−1 |L(X) 6
1

� − ( ,

para � > (. Se � > ( + |B |L(X) então

|B (� − A)−1 |L(X) 6
|B |L(X)
� − ( < 1
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e I − B (� − A)−1 é um isomor�smo em L(X). Logo

� − A − B = [I − B (� − A)−1] (� − A),

e assim temos

| (� − A − B)−1 |L(X) 6
1

� − (
1

1 − |B |L(X)/(� − ()
=

1
� − (( + |B |L(X))

.

Do Teorema de Hille-Yosida,A+B gera um C0-semigrupo |e(A+B)s |L(X) 6 e((+|B |)s

para s > 0. Retornando à norma original temos a estimativa desejada.

Agora estudaremos as relações entre o semigrupo {eAs : s > 0} e o semigrupo {e(A+B)s :
s > 0} quandoB ∈ L(X). Para este �m consideramos o operadorH (r) = eA(s−r)e(A+B)r. Para
w ∈ D(A) = D(A + B), r ↦→ H (r)w é diferenciável e H′(r)w = eA(s−r)Be(A+B)rw. Integrando
H′(r)w de 0 até s obtemos

e(A+B)sw = eAsw +
∫ s

0
eA(s−r)Be(A+B)rwdr, w ∈ D(A).

Como os operadores em ambos os lados da expressão acima são limitados, ela vale para todo
w ∈ X. O semigrupo {e(A+B)s : s > 0} é portanto a solução da equação integral acima. Para
tal equação integral temos:

Proposição 5.2. Seja {eAs : s > 0} um C0-semigrupo satisfazendo ‖eAs‖L(X) 6 Me(s e B ∈
L(X). Então existe uma única família {V (s) : s > 0} ⊂ L(X) tal que s ↦→ V (s)w é contínua
em [0,∞) para todo w ∈ X e

(5.1) V (s)w = eAsw +
∫ s

0
eA(s−r)BV (r)wdr, w ∈ X.

Demonstração

De�na V0(s) = eAs e Vm (s), indutivamente, por

Vm+1(s)w =

∫ s

0
eA(s−r)BVm (r)wdr, para w ∈ X, m ∈ ℕ.

É claro da de�nição acima que s ↦→ Vm (s)w é contínua para w ∈ X, s > 0 e m ∈ ℕ.
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Provemos por indução que,

‖Vm (s)‖L(X) 6 Me(s
Mm‖B‖mL(X)s

m

m!
.

Claramente isto é valido para m = 0, e suponhamos que vale para m. Então temos

‖Vm+1(s)w‖X 6
∫ s

0
Me((s−r) ‖B‖L(X)Me(r

Mm‖B‖mL(X)r
m

m!
‖w‖Xdr

= Me(s
Mm+1‖B‖m+1L(X)s

m+1

(m + 1)! ‖w‖X

e portanto a desigualdade vale para qualquer m ∈ ℕ. De�nindo V (s) = ∑∞
m=0Vm (s),

segue que a série converge uniformemente em intervalos limitados na topologia uni-
forme de operadores. Portanto s ↦→ V (s)w é contínua para cada w ∈ X e além disso
(5.1) está satisfeita. Isto conclui a prova da existência. Para provar a unicidade seja
{U (s) : s > 0} ⊂ L(X) tal que s ↦→ U (s)w é contínua para todo w ∈ X e

(5.2) U (s)w = eAsw +
∫ s

0
eA(s−r)BU (r)wdr, w ∈ X.

Subtraindo as expressões (5.1) e (5.2) e estimando as diferenças obtemos

‖V (s)w −U (s)w‖X 6
∫ s

0
Me((s−r) ‖B‖L(X) ‖V (r)w −U (r)w‖Xdr, w ∈ X,

o que pela desigualdade de Gronwall implica que ‖V (s)w − U (s)w‖X = 0, s > 0 e
portanto V (s) = U (s).

Segue imediatamente do resultado anterior que

e(A+B)s =
∞∑
m=0

Vm (s),

e a convergência da série é na topologia de operadores uniformemente para s em intervalos
limitados de ℝ+. Para a diferença entre eAs e e(A+B)s temos:

Corolário 5.3. Se A é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo {eAs : s > 0} que satisfaz
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‖eAs‖L(X) 6 Me(s e B ∈ L(X), então

‖e(A+B)s − eAs‖L(X) 6 Me(s (eM‖B‖L(X) s − 1).

5.2 Soma de geradores in�nitesimais

O teorema desta seção mostra que, sob certas condições, a soma A + B de dois gera-
dores A e B de C0-semigrupos que comutam resulta em um gerador de um C0-semigrupo
{e(A+B)s : s > 0} que satisfaz e(A+B)s = eAseBs. Para isto precisaremos do seguinte lema:

Lema 5.4. SeA é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo {eAs : s > 0} com ‖eAs‖L(X) 6
M para todo s > 0 então existe uma norma ‖ · ‖∗ em X com

‖w‖ 6 ‖w‖∗ 6 M‖w‖ e ‖eAsw‖∗ 6 ‖w‖∗ para todo w ∈ X.

Demonstração

De�na ‖w‖∗ = sup
#>0
‖eA#w‖. Claramente ‖ · ‖∗ é uma norma em X com ‖w‖ 6 ‖w‖∗ 6

M‖w‖. Além disso

‖eAsw‖∗ = sup
#>0
‖eA#eAsw‖ = sup

#>0
‖eA(s+#)w‖ 6 sup

#>0
‖eA#w‖ = ‖w‖∗,

e a demonstração está completa.

Teorema 5.5. SuponhaqueA eB são geradores de semigrupos fortemente contínuos de opera-
dores {eAs : s > 0} e {eBs : s > 0} tais que, para algumM > 0, ‖eAs‖L(X) 6 M e ‖eBs‖L(X) 6
M. Suponha também que D(A) = D(B), A e B comutam, que o operador A + B : D(A) ⊂
X → X é fechado e que � ∈  (A + B) para algum � > 0. Então A + B gera um C0-semigrupo
{e(A+B)s : s > 0} tal que e(A+B)s = eAseBs e ‖e(A+B)s‖L(X) 6 M2.

Demonstração

Por um momento vamos mudar a norma do espaço de Banach X de forma que A
gera um C0-semigrupo de contrações, usando a norma ‖ · ‖∗ dada no Lema 5.4. Sejam
A� = �A(� − A)−1 e B� = �B (� − B)−1, como na demonstração do Teorema de Hille-
Yosida. Então ‖eA�s‖∗,L(X) 6 1 para todo � > 0 e como eA�sw → eAsw e eB�re → eBrw
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para todo w ∈ D(A) = D(B) = D(A + B) e r, s > 0 temos

lim
�→∞

eA�s+B�rw = lim
�→∞

eA�seB�rw = eAseBrw.

É claro que isto continua verdadeiro semudamos a norma do espaço para a norma
original. Ainda, por um argumento similar, temos

lim
�→∞

eB�s+A�rw = lim
�→∞

eB�reA�rw = eBreAsw,

mostrando que eAseBrw = eBreAsw, para todo w ∈ D(A + B). Como D(A + B) é denso
em X e ambos os lados desta expressão são operadores limitados, segue que eAseBr =
eBreAs em X.

Em seguida vamos mostrar que T (s) = eAseBs é um semigrupo fortemente con-
tínuo com gerador A + B. Primeiro observe que a continuidade forte em s = 0 e a
limitação são óbvias e de

T (s + r) = eA(s+r)eB (s+r) = eAseAreBseBr = eAseBseAreBr = T (s)T (r)

temos {T (s) : s > 0} um semigrupo. Resta mostrar que A + B é o gerador de T (s).
Se w ∈ D(A) = D(B) = D(A + B), então

T (s)w − w = lim
�→∞
(esA�esB�w − w) = lim

�→∞
(eA�seB�sw − eB�sw + eB�sw − w)

= lim
�→∞

∫ s

0
eA�reB�s (A�w)dr + lim

�→∞

∫ s

0
eB�r(B�w)dr

=

∫ s

0
eAreBsAwdr +

∫ s

0
eBrBwdr.

Agora

1
s
(T (s)w − w) = 1

s

∫ s

0
eAreBsAwdr + 1

s

∫ s

0
eBrBwdr

s→0+−→ (A + B)w,

para todo w ∈ D(A+B). Portanto o gerador C de {T (s) : s > 0} deve ser uma extensão
de A + B. Da hipótese, existe � > 0 no resolvente de A + B, e como (0,∞) está no
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resolvente do gerador in�nitesimal C de T (s), temos

(� − C)D(C) = X = (� − (A + B))D(A + B) = (� − C)D(A + B),

e A + B = C completando a demonstração.

Corolário 5.6. Suponha que A e B são geradores de C0-semigrupos {eAs : s > 0} e {eBs : s >
0}, respectivamente, tais que, para algumM > 0, �, � ∈ ℝ, ‖eAs‖L(X) 6 Me�s e ‖eBs‖L(X) 6
Me�s. Suponha também que D(A) = D(B), que A e B comutam, que o operador A + B é
fechado, e que� ∈  (A+B) paraalgum� > 0. EntãoA+B geraumC0-semigrupo {e(A+B)s : s >
0} tal que e(A+B)s = eAseBs e que ‖e(A+B)s‖L(X) 6 M2e(�+�)s.

Demonstração

Basta aplicar o Teorema 5.5 aos operadores A − �I e B − �I.

5.3 Perturbação de geradores in�nitesimais de semigru-
pos analíticos

Teorema 5.7. Sejam A : D(A) ⊂ X → X um operador linear densamente de�nidos e cons-
tantes 0 < � < �

2 , ( ∈ ℝ eM > 0 tais que

 (A) ⊃ Σ = {� ∈ ℂ : |arg(� − () | < �

2
+ �} ∪ {(},

e
‖(� − A)−1‖L(X) 6

M

|� − (| , para todo � ∈ Σ, � ≠ (.

Então sabemos que A é o gerador in�nitesimal de um semigrupo analítico. Seja também
B : D(B) ⊂ X → X, D(B) ⊃ D(A), um operador linear fechado tal que

‖Bw‖X 6 �‖Aw‖X + K‖w‖X , para todo w ∈ D(A),

para algumas constantesK, � > 0 com �(M + 1) < 1. EntãoA +B é o gerador in�nitesimal de
um semigrupo analítico.
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Demonstração

Escolha � tal que �(M + 1) < � < 1. Para � ∈ Σ \ {(}, temos B (� −A)−1 ∈ L(X) pelo
Teorema do Grá�co Fechado, e para |� − (| > R > 0 obtemos

‖B (� − A)−1‖L(X) 6 �‖A(� − A)−1‖L(X) + K‖(� − A)−1‖L(X)

6 �
(
1 + M |�|
|� − (|

)
+ KM

|� − (| 6 �
(
1 +M + M |(|

R

)
+ KM

R
.

Fazendo R su�cientemente grande, obtemos ‖B (� − A)−1‖L(X) 6 � < 1. Assim, se
� ∈ Σ \ {(} é tal que |� − (| > R obtemos � ∈  (A + B) e

‖(� − (A + B))−1‖L(X) 6
M

(1 − �) |� − (| .

Disto, é simples obter que A + B é o gerador de um semigrupo analítico, usando o
Teorema 4.18.

5.4 Perturbação de geradores in�nitesimais de semigru-
pos de contração

De�nição 5.8. Umoperador dissipativoA : D(A) ⊂ X → X é ditol-dissipativo se Im(I−
A) = X.

Claramente, se A é l-dissipativo, então �A também é, para qualquer � > 0 e portanto
se A é l-dissipatvo temos Im(� − A) = X para todo � > 0. Em termos de operadores l-
dissipativos, o Teorema de Lumer-Philips pode ser rescrito da forma: Um operador densa-
mente de�nidoA é o gerador in�nitesimal de umC0-semigrupo de contrações se, e somente
se, A él-dissipativo.

O resultado principal dessa seção é o seguinte teorema de perturbação para operadores
l-dissipativos.

Teorema 5.9. Sejam A e B operadores lineares em X tais que D(A) ⊂ D(B) e A + sB é
dissipativo para s ∈ [0, 1]. Se

‖Bw‖X 6 �‖Aw‖X + �‖w‖X , para w ∈ D(A),
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onde 0 6 � < 1, � > 0 e para algum s0 ∈ [0, 1], A + s0B é l-dissipativo então A + sB é
l-dissipativo para todo s ∈ [0, 1].

Demonstração

Mostremos que existe � > 0 tal que seA+ s0B él−dissipativo,A+ sB él−dissipativo
para todo s ∈ [0, 1] satisfazendo |s − s0 | 6 �. Como qualquer ponto em [0, 1] pode
ser alcançado de qualquer outro ponto por um número �nito de passos de tamanho
�, isso implica o resultado.

Assuma que para algum s0 ∈ [0, 1], A + s0B é l−dissipativo, o que implica que
I−(A+s0B) é inversível. DenotemosR(s0) = (I−(A+s0B))−1 e temos ‖R(s0)‖L(X) 6 1.
Mostremos que o operador BR(s0) é um operador linear limitado.

Da nossa hipótese e da desigualdade triangular, temos para w ∈ D(A) que

‖Bw‖X 6 �‖(A + s0B)w‖X + �s0‖Bw‖X + �‖w‖X
6 �‖(A + s0B)w‖X + �‖Bw‖X + �‖w‖X ,

e portanto

‖Bw‖X 6
�

1 − � ‖(A + s0B)w‖X +
�

1 − � ‖w‖X .

Como R(s0) : X → D(A) e (A+s0B)R(s0) = R(s0)−I, segue da desigualdade acima
que

‖BR(s0)w‖X 6
�

1 − � ‖(R(s0) − I)w‖X +
�

1 − � ‖R(s0)w‖X 6
2� + �
1 − � ‖w‖X ,

para todow ∈ X, e portantoBR(s0) é limitado. Paramostrar queA+sB él−dissipativo,
mostremos que I − (A + sB) é inversível e portanto sua imagem é todo X. Temos

I − (A + sB) = I − (A + s0B) + (s0 − s)B
= (I + (s0 − s)BR(s0)) (I − (A + s0B)).

Portanto I − (A+ s0B) é inversível se, e somente se, I + (s0− s)BR(s0) é inversível. Mas
I + (s0 − s)BR(s0) para todo s satisfazendo |s − s0 |‖BR(s0)‖L(X) 6 |s − s0 | 2�+�1−� < 1 e
portanto podemos escolher � = 1−�

4�+2� para concluir a demonstração.

O Teorema 5.9 é comumente usado através do seguinte simples corolário.
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Corolário 5.10. Seja A o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo de contrações. Seja B
um operador dissipativo, satisfazendo D(A) ⊂ D(B) e

‖Bw‖X 6 �‖Aw‖X + �‖w‖X , para w ∈ D(A),

onde 0 6 � < 1 e � > 0. Então A + B é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo de
contrações.

Demonstração

Pelo Teorema de Lumer-Philips, D(A) = X e A é l−dissipativo. Portanto A + sB é
dissipativo para todo s ∈ [0, 1]. De fato, Re〈Aw,w∗〉 6 0, para todo w∗ ∈ J (w), e como
B é dissipativo com D(A) ⊂ D(B), então para cara w ∈ D(A) existe um w∗ ∈ J (w) tal
que Re〈Bw,w∗〉 6 0 e para este mesmo w∗, Re〈Aw + sBw,w∗〉 6 0.

Pelo Teorema 5.9 segue que A + sB é l−dissipativo para todo s ∈ [0, 1] e em
particular A + B é l−dissipativo. Como D(A + B) = D(A) é denso em X, A + B é
o gerador in�nitesimal de um C0−semigrupo de contrações pelo Teorema de Lumer-
Philips.

O Teorema 5.9 e o Corolário 5.10 são falsos, em geral, se � = 1. Uma das razões para
isto é que neste caso, o operador A + B não é necessariamente fechado. Se A + B não é
fechado, ele não pode ser o gerador in�nitesimal de umC0-semigrupo. Umsimples exemplo
desta situação é quando hA é um operador autoadjunto em um espaço de Hilbert. Se hA é
autoadjunto, entãoA e−A são geradores in�nitesimais de umC0−semigrupo de contrações.
Tomando B = −A no Teorema 5.9 temos a estimativa com � = 1 e � = 0, mas A + B = 0
restrito aD(A) não é fechado. Entretanto o fecho deA+B, isto é, o operador nulo no espaço
todo, é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo de contrações. Nosso próximo teorema
mostra sobre certas hipóteses, que esse é sempre o caso.

Teorema 5.11. Seja A o gerador in�nitesimal de um C0−semigrupo de contrações. Seja B
um operador dissipativo tal que D(A) ⊂ D(B) e

‖Bw‖X 6 ‖Aw‖X + �‖w‖X , para todo w ∈ D(A),

onde � > 0 é uma constante. Se B∗, o adjunto de B, está densamente de�nido então o fecho
A + B de A + B é o gerador in�nitesimal de um C0−semigrupos de contrações.
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Demonstração

TemosA+B dissipativo e densamente de�nido já queA él−dissipativo e B é dissipa-
tivo com D(A) ⊂ D(B). Portanto, de [3, Teorema 2.5.6], o operador A + B é fechável
e seu fecho A + B é dissipativo. Para provar que A + B é o gerador in�nitesimal de
um C0-semigrupo de contrações é su�ciente mostrar que Im(I − A + B) = X. Como
A + B é dissipativo e fechado segue de [3, Lema 2.5.6] que Im(I −A + B) é fechada e
portanto é su�ciente mostrar que Im(I − A + B) é densa em X.

Seja x∗ ∈ X∗ tal que 〈y, x∗〉 = 0 para todo y ∈ Im(I − A + B). Seja x ∈ X

tal que ‖x∗‖X∗ 6 〈x, x∗〉. Do Corolário 5.10, aplicado para sB, segue que A + sB é
l−dissipativo para 0 6 s < 1 e portanto a equação

w − Aw − sBw = x

tem uma única solução ws para todo 0 6 s < 1. Mais ainda, como A + sB é dissipativo
‖ws‖X 6 ‖x‖X . Da nossa hipótese, temos

‖Bws‖X 6 ‖Aws‖X + �‖ws‖X 6 ‖(A + sB)ws‖X + s‖Bws‖X + �‖ws‖X
6 ‖x − ws‖X + s‖Bws‖X + �‖ws‖X

e portanto

(5.3) (1 − s)‖Bws‖X 6 ‖x − ws‖X + �‖ws‖X 6 (2 + �)‖x‖X .

Seja y∗ ∈ D(B∗) então

|〈(1 − s)Bws, y∗〉| = (1 − s) |〈ws,B∗y∗〉|
6 (1 − s)‖B∗y∗‖X ‖x‖X → 0,

quando s → 1. Como D(B∗) é denso em X e por (5.3), (1 − s)Bws é uniformemente
limitada, segue que (1−s)Bws tende fracamente a zero quando s → 1. A nossa escolha
particular de x∗ temos

‖x∗‖X∗ 6 〈x, x∗〉 = 〈ws − Aws − sBws, x∗〉
= 〈(1 − s)Bws, x∗〉 → 0, quando s → 1,
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o que implica x∗ = 0 e portanto a imagem de I − A + B é densa em X.

SejamX um espaço de Banach re�exivo eA um operador fechável densamente de�nido
emX. Sabemos então queA∗ está densamente de�nido eD(A∗) é denso emX∗. Assim, para
espaço de Banach re�exivos, temos:

Corolário 5.12. Sejam X um espaço de Banach re�exivo e A o gerador in�nitesimal de um
C0-semigrupo de contrações em X. Seja B um operador dissipativo tal que D(A) ⊂ D(B) e

‖Bw‖X 6 ‖Aw‖X + �‖w‖X , para todo w ∈ D(A),

onde � > 0. Então A + B, o fecho de A + B, é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo de
contrações em X.
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Capítulo

6
O Problema de Cauchy Abstrato

6.1 O problema de valor inicial homogêneo

Nesta seção estudaremos o problema linear de valor inicial, ou problema de Cauchy
homogêneo (ou linear), dado por

(CH)

dt

ds
= At, para s > 0

t(0) = t0 ∈ X,

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear num espaço de Banach X.

De�nição 6.1. Dizemos que uma função t : [0,∞) → X é uma solução forte (ou solução
clássica) de (CH) set é contínua, continuamente diferenciável em (0,∞), comt(s) ∈ D(A)
para todo s > 0 e t satisfaz (CH), isto é, t(0) = t0 e

dt

ds
(s) = At(s) para todo s > 0.

Observação 6.2. Lembre-se que para um espaço de Banach X e A : D(A) ⊂ X → X um
operador linear fechado densamente de�nido com  (A) ≠ ∅, temosY1 = (D(A), ‖ · ‖1) um es-
paço de Banach, onde ‖w‖1 = ‖w‖X+‖Aw‖X para cada w ∈ D(A) (deduza isso argumentando
como no Exercício 3).

Teorema 6.3. Assuma queA : D(A) ⊂ X → X é o gerador in�nitesimal de umC0-semigrupo
{eAs : s > 0} em X.
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(i) Para cada t0 ∈ D(A), o problema (CH) possui uma única solução forte t. Essa solução
satisfaz t ∈ C ( [0,∞),Y1) ∩ C1( [0,∞),X).

(ii) As soluções fortes dependemcontinuamente dos dados iniciais emD(A), isto é, se {tm0 } ⊂
D(A) é tal que ‖tm0 − t0‖X → 0 quando m→∞ para algum t0 ∈ D(A), tm é a solução
forte de (CH) com dado inicial tm0 e t é a solução forte de (CH) com dado inicial t0,
então para cada T > 0 temos

sup
s∈[0,T ]

‖tm (s) − t(s)‖X → 0 quando m→∞.

Se, além disso, ‖tm0 − t0‖1 → 0 quando m→∞, então para cada T > 0 temos

sup
s∈[0,T ]

‖tm (s) − t(s)‖1 → 0 quando m→∞.

Demonstração

(i) Se t0 ∈ D(A) então sabemos que

[0,∞) 3 s ↦→ t(s) = eAst0 ∈ C ( [0,∞),Y1) ∩ C1( [0,∞),X),

pelo Teorema 1.9 e pela Observação 1.12. Além disso, t satisfaz (CH) e portanto t é
uma solução forte. Para provar a unicidade, assuma que t1 é uma outra solução forte
de (CH). Fixe s > 0 e de�na a função ' : [0, s] → X por

'(r) = eA(s−r)t1(r).

Temos ' contínua em [0, s] e continuamente diferenciável em (0, s), com

d

dr
'(r) = −AeA(s−r)t1(r) + eA(s−r)At1(r) = 0, para todo r ∈ (0, s).

Logo, ' é constante em [0, s] e, portanto,

t(s) = eAst0 = '(0) = '(s) = t1(s),

o que mostra a unicidade e conclui o item (i).
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(ii) Note que para T > 0 �xado temos K = sup
s∈[0,T ]

‖eAs‖L(X) < ∞ e, do item (i),

segue que

sup
s∈[0,T ]

‖tm (s) − t(s)‖X = sup
s∈[0,T ]

‖eAs (tm0 − t0)‖X 6 K‖tm0 − t0‖X .

Analogamente, veja que

sup
s∈[0,T ]

‖tm (s) − t(s)‖1 6 K‖tm0 − t0‖1,

o que conclui a demonstração.

Teorema 6.4. Assuma que A : D(A) ⊂ X → X é o gerador in�nitesimal de um semigrupo
diferenciável {eAs : s > 0} em X. Então para cada t0 ∈ X, a função t(s) = eAst0, s > 0, é
a única solução forte de (CH). Além disso, as soluções dependem continuamente dos dados
iniciais em X, isto é, se tm0 → t0 em X, tm é a solução forte com dado inicial em tm0 e t é a
solução forte com dado inicial em t0, então para cada T > 0 temos

sup
s∈[0,T ]

‖tm (s) − t(s)‖X → 0 quando m→∞.

Demonstração

Sabemos que t é contínua, t(0) = t0, e que t(s) ∈ D(A) para todo s > 0. Do Teorema
4.4 sabemos que t é continuamente diferenciável em (0,∞), e que dt

ds (s) = At(s) para
todo s > 0. Portanto, t é uma solução forte de (CH). A unicidade e a dependência
contínua dos dados iniciais em X se provam exatamente como no Teorema 6.3, e a
demonstração está completa.

6.2 Aplicações

Nesta seção resolveremos algumas EDP’s lineares, usando as técnicas desenvolvidas nos
capítulos anteriores.
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6.2.1 Equação da onda unidimensional

Nesta subseção estudaremos a equação da onda unidimensional com condições iniciais,
e com condições de fronteira de Dirichlet nulas, dada por


tss = tww, s > 0, 0 < w < 1
t(s, 0) = t(s, 1) = 0, s > 0
t(0,w) = t0(w), 0 < w < 1
ts (0,w) = t1(w), 0 < w < 1.

Formulação abstrata do problema.

De�na u = ts. Assim, temos us = tss = tww e podemos escrever

d

ds

[
t

u

]
=

[
u

tww

]
=

[
0 1
)ww 0

] [
t

u

]
.

Usando a notação y = [ tu ], y0 =
[ t0
t1

]
e A =

[ 0 1
)ww 0

]
temos

(6.1)

dy

ds
= Ay,

y(0) = y0,

onde nos falta escolher o espaço de Banach X e o domínio D(A) do operador A adequados
para trabalharmos, e garantir que A gere um C0-semigrupo em X. Uma das maneiras de
escolhermos estes espaços adequadamente é olhar para a energia do sistema, e para isto,
multiplicando formalmente a equação acima por u = ts e integrando no intervalo [0, 1]
(isto é, tomando o produto interno da equação com ts em L2(0, 1)) temos∫ 1

0
tsstsdw =

∫ 1

0
twwtsdw,

o que nos dá (assumindo as diferenciabilidades adequadas) que

(6.2)
1
2
d

ds
‖u‖2

L2 (0,1) =
1
2
d

ds

∫ 1

0
|u |2dw =

=0︷︸︸︷
utw

��1
0 −

∫ 1

0
twuwdw

= −1
2
d

ds

∫ 1

0
|tw |2dw = −1

2
d

ds
‖)wt‖2L2 (0,1) .
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De�nindo assim E (s) = 1
2 (‖)wt‖

2
L2 (0,1) + ‖u‖

2
L2 (0,1)) temos

d
dsE (s) = 0, o que nos dá que

E (s) = E (0) para todo s > 0 (desde que a solução esteja de�nida até s) que

E (s) = 1
2
(‖)wt(0)‖2L2 (0,1) + ‖u(0)‖

2
L2 (0,1)) =

1
2
(‖)wt0‖2L2 (0,1) + ‖t1‖

2
L2 (0,1)),

e isto nos indica que o espaçoX adequado para trabalharmos éX = H1
0 (0, 1) ×L2(0, 1), com

norma
‖ [ tu ] ‖2X = ‖)wt‖2L2 (0,1) + ‖u‖

2
L2 (0,1) ,

que é um espaço de Hilbert (veri�que).

Agora, para escolher D(A), lembre-se que devemos escolhê-lo de forma que A seja um
operador fechado, densamente de�nido. Olhando para (6.2), vemos que as diferenciabili-
dades (fracas) que usamos para realizar adequadamente todas os passos foram: u deve ter
uw bem de�nida, isto é u ∈ H1

0 (0, 1), e além disso, devemos ser capazes de integrar twwts, e
como ts = u ∈ L2(0, 1), é su�ciente que tww ∈ L2(0, 1). Assim devemos ter

A [ tu ] =
[

u
tww

]
∈ X,

e portanto escolhemos
D(A) = {[ tu ] ∈ X : A [ tu ] ∈ X}.

Vamos agora dar uma caracterização explícita de D(A). Para isto, seja [ tu ] ∈ D(A).
Como tww existe e está em L2(0, 1), segue que t ∈ H2(0, 1) ∩ H1

0 (0, 1). Além disso, u ∈
H1
0 (0, 1) e portanto

D(A) ⊂ [H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1)] ×H1

0 (0, 1).

Reciprocamente, é simples ver que D(A) ⊃ [H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1)] ×H1

0 (0, 1), e portanto

D(A) = [H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1)] ×H1

0 (0, 1).

Ainda, como C∞0 (0, 1) ⊂ H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1) e C∞0 (0, 1)

H1
0 (0,1)

= H1
0 (0, 1), segue que

H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1)

H1
0 (0,1)

= H1
0 (0, 1).

Analogamente, C∞0 (0, 1) ⊂ H1
0 (0, 1) e C∞0 (0, 1)

L2 (0,1)
= L2(0, 1), logo

H1
0 (0, 1)

L2 (0,1)
= H1

0 (0, 1).
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Consequentemente, mostramos que D(A)X = X, isto é, A é densamente de�nido.

Exercício 3. Mostre que A : D(A) ⊂ X → X é um operador fechado.

Geração de semigrupo.

Mostremos primeiramente que A é um operador dissipativo. Se [ tu ] ∈ D(A) temos

〈A [ tu ] , [ tu ]〉X = 〈
[

u
tww

]
, [ tu ]〉X =

∫ 1

0
uwtwdw +

∫ 1

0
twwudw = 0.

Mostremos ainda que A é l-dissipativo; isto é, Im(I − A) = X, isto é, dado
[
f
g

]
∈ X,

existe [ tu ] ∈ D(A) tal que (I −A) [ tu ] =
[
f
g

]
. Tal [ tu ] ∈ D(A) existe se, e somente se, existe

[ tu ] ∈ D(A) tal que
[

t−u
u−tww

]
=

[
f
g

]
.

A formulação variacional para a equação t − tww = f + g é dada por∫ 1

0
t%dw +

∫ 1

0
tw%wdw =

∫ 1

0
(f + g)%dw, para toda % ∈ H1

0 (0, 1).

EmH = H1
0 (0, 1) de�nimos a forma bilinear a : H ×H → ℝ, dada por

a (t,%) =
∫ 1

0
t%dw +

∫ 1

0
tw%wdw = 〈t,%〉L2 (0,1) + 〈t,%〉H1

0 (0,1)
,

e mostremos que a é contínua e coerciva. De fato, temos

|a (t,%) | 6 ‖t‖L2 (0,1) ‖%‖L2 (0,1) + ‖t‖H1
0 (0,1)
‖%‖H1

0 (0,1)

6 2‖t‖H1
0 (0,1)
‖%‖H1

0 (0,1)
,

onde para a última desigualdade utilizamos a desigualdade de Poincaré em (0, 1)1. Portanto
a é contínua. Além disso

|a (t,t) | = 〈t,t〉L2 (0,1) + 〈t,t〉H1
0 (0,1)

> 〈t,t〉H1
0 (0,1)

,

portanto a é coerciva. De�na o funcional linear contínuo (veri�que) � ∈ H∗ por

〈%, �〉 =
∫ 1

0
(f + g)%dw.

1‖t‖L2 (0,1) 6 ‖t‖H1
0 (0,1)

, para toda t ∈ H1
0 (0, 1). Veri�que este fato.
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Assim, do Teorema de Lax-Milgram, existe um único t ∈ H tal que

a (t,%) = � (%), para todo % ∈ H,

ou seja, existe um único t ∈ H tal que∫ 1

0
t%dw +

∫ 1

0
tw%wdw =

∫ 1

0
(f + g)%dw, para toda % ∈ H1

0 (0, 1),

o que implica quetww está bemde�nida et−tww = f+g em L2(0, 1). Portantot ∈ H2(0, 1)∩
H1
0 (0, 1). De�nindo u = t − f ∈ H1

0 (0, 1) concluímos a prova de que Im(I − A) = X. Segue
então do Teorema de Lumer-Phillips que A é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo
de contrações {eAs : s > 0}.

Do Teorema 6.3 seque que para cada y0 ∈ D(A), existe uma única solução

y ∈ C ( [0,∞),Y1) ∩ C1( [0,∞),X)

de (6.1). Podemos ainda facilmente ver que, se y = [ tu ] então

t ∈ C ( [0,∞),H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1)) ∩ C1( [0,∞),H1

0 (0, 1)) ∩ C2( [0,∞),L2(0, 1)),

onde usamos que a norma de Y1 = (D(A), ‖ · ‖1) é equivalente à norma de [H2(0, 1) ∩
H1
0 (0, 1)] ×H1

0 (0, 1).

6.2.2 Equação da onda dissipativa

Agora estudaremos a seguinte equação de ondas


tss − ∆t + a (w)ts = 0, w ∈ Ω, s > 0
t = 0, w ∈ )Ω
t(0,w) = t0(w), w ∈ Ω
ts (0,w) = t1(w), w ∈ Ω,

ondeΩ ⊂ ℝm é umsubconjunto aberto, limitado e com )Ω suave, e a ∈ L∞(Ω) com a (w) > 0
para w ∈ Ω.
Formulação abstrata.
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Novamente, façamos u = ts, y = [ tu ], y0 =
[ t0
t1

]
, e a equação acima se torna

(6.3)

dy

ds
= Ay,

y(0) = y0,

onde A =
[ 0 I
∆ −a (w)

]
.

Exercício 11. Como na equação da onda unidimensional, multiplique a equação por ts,
assumindo as regularidades necessárias (diga quais são), e integrando o resultado em Ω,
mostre que se

E (s) = 1
2
‖∇t‖2

L2 (Ω) +
1
2
‖u‖2

L2 (Ω) =
1
2

{∫
Ω
|∇t|2dw +

∫
Ω
|u |2dw

}
,

então
d

ds
E (s) = −

∫
Ω
a (w) |u |2dw,

e portanto

E (s) +
∫ s

0

∫
Ω
a (w) |u |2dw = E (0).

Com o exercício acima, podemos de�nir novamente X = H1
0 (Ω) × L2(Ω) com produto

interno
〈
[
v1
v2

]
,
[
ṽ1
ṽ2

]
〉X = 〈v1, ṽ1〉H1

0 (Ω)
+ 〈v2, ṽ2〉L2 (Ω) ,

e além disso de�nimos, como anteriormente

D(A) = {[ tu ] ∈ X : A [ tu ] ∈ X}.

Geração de semigrupo.

Exercício 12. Mostre que:

1. D(A) = (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)) ×H1

0 (Ω).

2. A é densamente de�nido e fechado.

3. A é dissipativo.

4. Im(I − A) = X.
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Pelo Teorema de Lumer-Philips, A é o gerador de um C0-semigrupo de contrações, e
pelo Teorema 6.3, dado y0 ∈ D(A), existe uma única solução clássica y de (6.3) a e

y ∈ C ( [0,∞),D(A)) ∩ C1( [0,∞),X),

e se y = [ tu ] então

t ∈ C ( [0,∞),H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)) ∩ C1( [0,∞),H1

0 (Ω)) ∩ C2( [0,∞),L2(Ω)).

Observação 6.5. Para obtermos soluções mais regulares, p.e. t ∈ C3( [0,∞),L2(Ω)), basta
considerarmos dados iniciais em D(A2).

6.2.3 Equação de placas

Considere a equação 
tss + ∆2t + t = 0, w ∈ ℝm, s > 0
t(0,w) = t0(w)
ts (0,w) = t1(w).

Formulação abstrata.

Como anteriormente, para u = ts, y = [ tu ], y0 =
[ t0
t1

]
e A =

[ 0 I
−∆2−I 0

]
o problema se

torna

(6.4)

dy

ds
= Ay,

y(0) = y0.

Encontremos uma energia adequada para esta equação, de modo a encontrar o espaço
X e o domínio D(A) do operador. Multiplicando a equação por ts e integrando em ℝm,
obtemos

0 =
∫
ℝm

tsstsdw +
∫
ℝm

∆2ttsdw +
∫
ℝm

ttsdw

=

∫
ℝm

tsstsdw +
∫
ℝm

∆t∆tsdw +
∫
ℝm

ttsdw

=
1
2
d

ds

∫
ℝm
( |u |2 + |∆t|2 + |t|2)dw
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=
1
2
d

ds
(‖t‖2

L2
+ ‖∆t‖2

L2
+ ‖u‖2

L2
)

=
1
2
d

ds
(‖t‖2

H2 + ‖u‖2L2),

o que nos leva a escolher X = H2 × L2 com a o produto interno adequado à norma que
aparece na última igualdade da expressão acima. Ainda, para o cálculo desta integral, pre-
cisamos que ∆2t ∈ L2; isto é, t ∈ H4 e além disso necessitamos que u = ts ∈ H2. Assim,
escolhemos

D(A) = H4 ×H2 (= {[ tu ] ∈ X : A [ tu ] ∈ X}).

Exercício 4. Mostre que:

1. A é densamente de�nido e fechado.

2. A é dissipativo.

3. Im(I − A) = X

(Dica: use o seguinte fato de regularidade de soluções elípticas: se ∆2% ∈ L2, então % ∈ H4).

Pelo Teorema de Lumer-Philips, A é o gerador in�nitesimal de um C0-semigrupo de
contrações. Ainda, do Teorema 6.3, concluímos que para cada y0 ∈ D(A) existe uma única
solução clássica y de (6.4) e

y ∈ C ( [0,∞),D(A)) ∩ C1( [0,∞),X)).

Se y = [ tu ], então

t ∈ C ( [0,∞),H4) ∩ C1( [0,∞),H2) ∩ C2( [0,∞),L2).

6.2.4 Equação de Schrödinger (parte 1)

Vamos estudar nesta subseção e seguinte equação{
ts − h∆t = 0, w ∈ ℝm, s > 0

t(0,w) = t0(w).

Para o espaço de energia, multiplicamos a equação por t e integramos em ℝm para en-
contrar ∫

ℝm
tstdw − h

∫
ℝm

∆ttdw = 0.
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Tomando a parte real, encontramos

1
2
d

ds
‖t‖2

L2
= 0,

e integrando em (0, s), obtemos
‖t‖2

L2
= ‖t0‖L2 .

Assim, escolhemos X = L2, e para A = h∆ temos

D(A) = {t ∈ X : At ∈ X} = H2.

Assim A é fechado e densamente de�nido. Mostremos que −hA = ∆ é autoadjunto, donde
seguirá que hA é autoadjunto. De fato, ∆ é simétrico por para t, u ∈ H2, temos

〈∆t, u〉L2 =
∫
Ω
∆tudw =

∫
Ω
t∆udw = 〈t,∆u〉L2 .

Agora, mostremos que 1 ∈  (∆) e que Im(I−∆) = L2, o quemostra que∆ é autoadjunto.
Notemos que ∆ é dissipativo, pois

〈∆t,t〉L2 = −
∫
ℝm
|∇t|2dw 6 0,

para todo t ∈ H2. Assim ‖t‖L2 6 ‖(I − ∆)t‖L2 , para todo t ∈ H2, e mostra que (I − ∆) é
injetivo. Assim (I − ∆)−1 : Im(I − ∆) → L2 está bem de�nido e

‖(I − ∆)−1u‖L2 6 ‖u‖L2 .

Resta-nos mostrar que Im(I−∆) = L2. Para isto, note que do Teorema da Representação
de Riesz, para cada f ∈ L2, existe um único t ∈ H1 tal que, se � ∈ (H1)∗ é dado por
� (%) = 〈%,f〉L2 , então

� (%) = 〈%,t〉H1 ,

isto é ∫
ℝm

f%dw =

∫
ℝm

t%dw +
∫
ℝm
∇t∇%dw para toda % ∈ H1,

o que nos dá t ∈ H2 e (I − ∆)t = f em L2.

Segue do Teorema de Stone que A gera um C0-grupo unitário em L2. Ainda, para cada
t0 ∈ D(A), existe uma única solução clássica t da equação de Schödinger, que está de�nida
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para todo s ∈ ℝ e além disso

‖t(s)‖L2 = ‖t0‖L2 , para todo s ∈ ℝ.

6.2.5 Equação de Schrödinger (parte 2)

Nesta subseção estudaremos uma perturbação limitada da equação de Shrödinger que
estudamos na parte 1, dada por{

ts − h∆t = (� + h�)t, w ∈ ℝm, s > 0

t(0,w) = t0(w),

onde �, � ∈ ℝ, � 6 0 estão �xados. Sabemos da Parte 1 acima que A = h∆ é o gerador
in�nitesimal de umC0-grupo unitário. Alémdisso, se de�nirmos o operador linear limitado
B : L2 → L2 dado por Bt = (� + h�)t, temos

Re〈Bt,t〉L2 = Re
(
(� + h�)‖t‖2

L2

)
= �‖t‖2

L2
6 0,

e portanto B é dissipativo. Segue então do Corolário 5.10 queA+B é o gerador in�nitesimal
de um C0-semigrupo de contrações.

6.3 O problema de Cauchy não-homogêneo

A seguir estudamos problemas de Cauchy não-homogêneos da forma

(CnH)

dt

ds
= At + f(s), s0 < s < s1

t(s0) = t0 ∈ X

ondeA : D(A) ⊂ X → X é o gerador de um C0-semigrupo {eAs : s > 0} emX e f : [s0, s1) →
X é contínua.

De�nição 6.6.

(a) Uma solução forte de (CnH) em [s0, s1) é uma função contínua t : [s0, s1) → X tal
que t : (s0, s1) → X é continuamente diferenciável, t(s0) = t0, t(s) ∈ D(A) e

dt

ds
(s) = At(s) + f(s) para todo s ∈ (s0, s1).
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(b) Uma solução fraca de (CnH) em [s0, s1) é uma função contínua t : [s0, s1) → X tal
que t(s0) = t0 e para todo w∗ ∈ D(A∗), (s0, s1) 3 s ↦→ 〈t(s),w∗〉 ∈ Ð é continuamente
diferenciável em (s0, s1) e

(6.5)
d

ds
〈t(s),w∗〉 = 〈t(s),A∗w∗〉 + 〈f(s),w∗〉 para todo s ∈ (s0, s1).

Antes de continuar, provaremos um lema técnico.

Lema 6.7. Sejam X um espaço de Banach, A : D(A) ⊂ X → X o gerador in�nitesimal de
um C0-semigrupo {eAs : s > 0} em X, e A∗ : D(A∗) ⊂ X∗ → X∗ o operador dual de A. Então:

(i) para cada w∗ ∈ D(A∗) e w ∈ X, a aplicação [0,∞) 3 s ↦→ 〈eAsw,w∗〉 é continuamente
diferenciável e

d

ds
〈eAsw,w∗〉 = 〈eAsw,A∗w∗〉 para s > 0;

(ii) se w, y ∈ X são tais que 〈y,w∗〉 = 〈w,A∗w∗〉 para todo w∗ ∈ D(A∗), então (w, y) ∈ G(A),
isto é, w ∈ D(A) e Aw = y.

Demonstração

(i) Note que para w ∈ D(A), w∗ ∈ D(A∗), s > 0 e ℎ > 0 temos

〈eA(s+ℎ)w,w∗〉 − 〈eAsw,w∗〉 =
∫ ℎ

0

〈 d
dr
eA(s+r)w,w∗

〉
dr =

∫ ℎ

0
〈eA(s+r)w,A∗w∗〉dr,

isto é

(6.6) 〈eA(s+ℎ)w,w∗〉 − 〈eAsw,w∗〉 =
∫ ℎ

0
〈eA(s+r)w,A∗w∗〉dr.

Como D(A) é denso em X e as expressões em ambos os lados em (6.6) de�nem ope-
radores limitados em X, (6.6) vale para todo w ∈ X. Desta forma

d+

ds
〈eAsw,w∗〉 = lim

ℎ→0+
1
ℎ

∫ ℎ

0
〈eA(s+r)w,A∗w∗〉dr = 〈eAsw,A∗w∗〉,

e como a expressão do lado direito é contínua em s, o resultado segue do Lema de
Dini (Lema A.3).

(ii)Assuma que (w, y) ∉ G(A). SendoA um operador fechado, G(A) é fechado, e
segue do Teorema deHahn-Banach que existem w∗, x∗ ∈ X∗ tais que 〈w,w∗〉−〈y, x∗〉 ≠
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0 e
〈x,w∗〉 − 〈Ax, x∗〉 = 0 para todo x ∈ D(A).

Mas a segunda equação implica que x∗ ∈ D(A∗) e A∗x∗ = w∗, e assim

0 ≠ 〈w,w∗〉 − 〈y, x∗〉 = 〈w,A∗x∗〉 − 〈y, x∗〉 = 0,

o que dá uma contradição e mostra o resultado.

O teorema a seguir nos dá formas de manuseio mais simples para as soluções fracas e
estabelece algumas relações importantes entre soluções fracas e fortes.

Teorema 6.8. São válidas as seguintes a�rmações:

(1) se t é uma solução forte de (CnH) em [s0, s1) então é também uma solução fraca de
(CnH) em [s0, s1).

(2) Se t é uma solução fraca de (CnH) em [s0, s1), então

(6.7) t(s) = eA(s−s0)t0 +
∫ s

s0

eA(s−r)f(r)dr para s ∈ [s0, s1).

Em particular, existe uma única solução fraca de (CnH) em [s0, s1).

(3) Se t : [s0, s1) → X é de�nida por (6.7), então t é uma solução fraca de (CnH) em [s0, s1).

(4) Se t : [s0, s1) → X é uma solução fraca e para algum s ∈ (s0, s1) ou t(s) ∈ D(A) ou
d+t
ds (s) existe, então ambos são verdadeiros, e para este instante s temos

d+t

ds
(s) = At(s) + f(s).

Demonstração

A a�rmativa (1) segue diretamente da de�nição. Provaremos (3) e a unicidade de
soluções fracas, o que implica (2).

Prova de (3). De�na t : [s0, s1) → X por (6.7) e seja w∗ ∈ D(A∗). Para s ∈ [s0, s1) e
ℎ > 0 temos

〈t(s + ℎ),w∗〉 − 〈t(s),w∗〉 = 〈eA(s+ℎ−s0)t0,w∗〉 − 〈eA(s−s0)t0,w∗〉
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+
〈 ∫ s+ℎ

s0

eA(s+ℎ−r)f(r)dr,w∗
〉
−

〈 ∫ s

s0

eA(s−r)f(r)dr,w∗
〉
,

e escrevendo w =
∫ s

s0
eA(s−r)f(r)dr obtemos

〈t(s + ℎ),w∗〉 − 〈t(s),w∗〉
ℎ

=
〈eA(s+ℎ−s0)t0,w∗〉 − 〈eA(s−s0)t0,w∗〉

ℎ

+ 〈e
Aℎw,w∗〉 − 〈w,w∗〉

ℎ
+

〈 1
ℎ

∫ s+ℎ

s
eA(s+ℎ−r)f(r)dr,w∗

〉
.

Usando o item (i) do Lema 6.7 nas duas primeiras parcelas da direita, obtemos

d+

ds
〈t(s),w∗〉 = 〈eA(s−s0)t0,A∗w∗〉 +

〈 ∫ s

s0

eA(s−r)f(r)dr,A∗w∗
〉
+ 〈f(s),w∗〉

= 〈t(s),A∗w∗〉 + 〈f(s),w∗〉.

Segue do Lema de Dini que t é uma solução fraca de (CnH) em [s0, s1).
Prova da unicidade em (2). Se t1,t2 são duas soluções fracas de (CnH) em [s0, s1),

então a função u : [s0, s1) → X, dada por u(s) = t1(s) − t2(s) para s ∈ [s0, s1), é uma
função contínua com u(s0) = 0 e, se w∗ ∈ D(A∗), então d

ds 〈u(s),w
∗〉 = 〈u(s),A∗w∗〉,

para s0 6 s < s1. De�na V : [s0, s1) → X por V (s) =
∫ s

s0

u(r)dr para s ∈ [s0, s1). Assim

V é diferenciável, dV
ds (s) = u(s) para s ∈ [s0, s1), e portanto para todo w∗ ∈ D(A∗)

temos 〈dV
ds
(s),w∗

〉
= 〈u(s),w∗〉 =

∫ s

s0

〈u(r),A∗w∗〉dr = 〈V (s),A∗w∗〉.

Usando (ii) do Lema 6.7 obtemos V (s) ∈ D(A) e AV (s) = dV
ds (s). Assim

d

dr
eA(s−r)V (r) = −AeA(s−r)V (r) + eA(s−r) dV

dr
(r) = 0.

Portanto [s0, s] 3 r ↦→ eA(s−r)V (r) é constante, e como V (s0) = 0, temos V (s) =

eA(s−s0)V (s0) = 0, ou seja V (s) = 0 para todo s ∈ [s0, s1). Isto implica que u(s) =
dV
ds (s) = 0 em [s0, s1) e completa a prova da unicidade.

Prova de (4). Se t é uma solução fraca de CnH, então t tem a forma (6.7), e para
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s0 < s < s + ℎ < s1 temos

t(s + ℎ) − t(s)
ℎ

=
1
ℎ

∫ s+ℎ

s
eA(s+ℎ−r)f(r)dr + 1

ℎ
(eAℎ − I)t(s).

O termo do meio converge para f(s) quando ℎ → 0+, e portanto se um dos outros
termos converge, ambos devem convergir.

6.3.1 Diferenciabilidade de soluções fracas

A seguir damos condições que asseguram a diferenciabilidade de uma solução fraca.

Lema 6.9. Se t0 ∈ D(A) então uma solução fraca t de (CnH) em [s0, s1) é uma solução forte
de (CnH) em [s0, s1) se, e somente se, a função u : [s0, s1) → X dada por

u(s) =
∫ s

s0

eA(s−r)f(r)dr

é continuamente diferenciável em (s0, s1).

Demonstração

A solução fraca t de (CnH) em [s0, s1) é dada por (6.7), e assim t(s) = eA(s−s0)t0+u(s)
para s ∈ [s0, s1). Se t é uma solução forte então u(s) = t(s) − eA(s−s0)t0 é continua-
mente diferenciável em (s0, s1).

Reciprocamente, se t0 ∈ D(A), t é uma solução fraca de (CnH) e u é continu-
amente diferenciável em (s0, s1), então para s ∈ (s0, s1) e ℎ > 0 su�cientemente pe-
queno, podemos escrever

t(s + ℎ) − t(s)
ℎ

=
eA(s+ℎ−s0)t0 − eA(s−s0)t0

ℎ
+ u(s + ℎ) − u(s)

ℎ
,

e portanto
d+t

ds
(s) = eA(s−s0)At0 +

du

ds
(s),

e do Lema de Dini (Lema A.3) segue que t é continuamente diferenciável em (s0, s1).
Usando o item (4) do Teorema 6.8, obtemos t(s) ∈ D(A) e dt

ds (s) = At(s) + f(s).
Portanto t é uma solução forte de (CnH).
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Corolário 6.10. Se t0 ∈ D(A) então uma solução fraca t : [s0, s1) → X de (CnH) é uma
solução forte de (CnH) em [s0, s1) se u(s) =

∫ s

s0
eA(s−r)f(r)dr ∈ D(A) para todo s ∈ [s0, s1) e

(s0, s1) 3 s ↦→ Au(s) ∈ X é contínua.

Demonstração

Já vimos que

u(s + ℎ) − u(s)
ℎ

=
eAℎ − I

ℎ
u(s) + 1

ℎ

∫ s+ℎ

s
eA(s+ℎ−r)f(r)dr,

o como u(s) ∈ D(A) segue que u é diferenciável à direita em (s0, s1) e

d+u

ds
(s) = Au(s) + f(s).

Logo d+u
ds é contínua em (s0, s1), e do Lema de Dini (Lema A.3), u é continuamente

diferenciável. O resultado segue então do Lema 6.9.

Teorema 6.11. Seja t : [s0, s1) → X é uma solução fraca de (CnH) em [s0, s1). Se t0 ∈ D(A)
e

(a) f(s) ∈ D(A) para s ∈ [s0, s1) e [s0, s1) 3 s ↦→ Af(s) ∈ X contínua, ou

(b) f é continuamente diferenciável em (s0, s1),

então dt
ds (s) existe e t(s) ∈ D(A) para s ∈ [s0, s1). Mais ainda, t é uma solução forte de (CnH)

em [s0, s1).

Demonstração

Usando (6.7), escrevemos t(s) = eA(s−s0)t0 + u(s), onde u(s) =
∫ s

s0
eA(s−r)f(r)dr para

todo s ∈ [s0, s1). Como t0 ∈ D(A), [s0, s1) 3 s ↦→ eA(s−s0)t0 é continuamente di-
ferenciável. Agora, �xe s2 ∈ (s0, s1) e ℎ > 0 tal que s0 6 s < s + ℎ 6 s2. No caso
(a), como f(r) ∈ D(A) para todo r ∈ [s0, s1), então para cada s ∈ (s0, s1) �xado
obtemos eA(s−r)f(r) ∈ D(A) e AeA(s−r)f(r) = eA(s−r)Af(r) para r ∈ [s0, s]. Como
[s0, s] 3 r ↦→ Af(r) ∈ X é contínua, obtemos [s0, s] 3 r ↦→ AeA(s−r)f(r) ∈ X con-
tínua. Como [s0, s] 3 r ↦→ eA(s−r)f(r) ∈ X é contínua e A é fechado, segue que
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u(s) ∈ D(A) e que

Au(s) =
∫ s

s0

Aee
A(s−r)

f(r)dr.

O resultado então segue do Corolário 6.10.
No caso (b), escrevemos

u(s + ℎ) − u(s)
ℎ

=
1
ℎ

∫ s0+ℎ

s0

eA(s+ℎ−r)f(r)dr +
∫ s

s0

eA(s−r)
f(r + ℎ) − f(r)

ℎ
dr.

Sabemos que df
ds é uniformemente contínua no compacto [s0, s2]. Usando a Proposi-

ção A.4 obtemos

d

ds
u(s) = eA(s−s0)f(s0) +

∫ s

s0

eA(s−r)
df

ds
(r)dr,

para s ∈ [s0, s2]. Como s2 ∈ (s0, s1) é arbitrário, a expressão acima é válida em [s0, s1) e
portanto u é continuamente diferenciável em (s0, s1) e o resultado segue do Lema 6.9.

6.4 O problema de Cauchy semilinear - caso hiperbólico

Nesta seção consideramos o problema de valor inicial

(CsL)

dt

ds
= At + f(s,t) s > s0

t(s0) = t0 ∈ X,

onde A é o gerador de um C0-semigrupo, f é uma função contínua que está de�nida em
um subconjunto U de ℝ × X e toma valores em X e (s0,t0) ∈ U.

De�nição 6.12.

(a) Uma solução forte de (CsL) em [s0, s1) é uma função contínua t : [s0, s1) → X tal que
t : (s0, s1) → t0 é continuamente diferenciável, t(s0) = t0, (s,t(s)) ∈ U, t(s) ∈ D(A)
e (CsL) vale para s0 < s < s1.

(b) Uma solução fraca de (CsL) em [s0, s1) é uma função contínua t : [s0, s1) → X tal
que t(s0) = t0 (s,t(s)) ∈ U, para todo w∗ ∈ D(A∗), (s0, s1) 3 s ↦→ 〈t(s),w∗〉 ∈ Ð é
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diferenciável e

(6.8)
d

ds
〈t(s),w∗〉 = 〈t(s),A∗w∗〉 + 〈f(s,t(s)),w∗〉 para s ∈ (s0, s1).

Com isto temos o seguinte teorema:

Teorema 6.13. São válidas as seguintes a�rmações:

(1) se t é uma solução forte de (CsL) em [s0, s1) então é também uma solução fraca de (CsL)
em [s0, s1).

(2) Uma solução fraca t de (CsL) em [s0, s1) é também uma solução forte se, e somente se, é
continuamente diferenciável em (s0, s1). Isto é válido se, e somente se, t(s) ∈ D(A) para
s ∈ (s0, s1) e (s0, s1) 3 s ↦→ At(s) ∈ X contínua.

(3) Se t é uma solução fraca de (CsL) em [s0, s1), então

(6.9) t(s) = eA(s−s0)t0 +
∫ s

s0

eA(s−r)f(r,t(r))dr para s ∈ [s0, s1).

(4) Se t é contínua, (s,t(s)) ∈ U para [s0, s1) e t satisfaz (6.9) em [s0, s1), então t é uma
solução fraca de (CsL) em [s0, s1).

Demonstração

As a�rmativas do teorema seguem do Teorema 6.8 uma vez que, dada uma solução
fraca t de (CsL) em [s0, s1), a aplicação [s0, s1) 3 s ↦→ f(s,t(s)) ∈ X é contínua.

No que segue assumiremos as seguintes hipóteses:

(H1) X é um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X → X é o gerador in�nitesimal de um
C0-semigrupo {eAs : s > 0}.

(H2) U ⊂ ℝ × X é aberto e f : U → X é contínua, onde em ℝ × X consideramos a norma
do máximo, isto é, ‖(s,w)‖ℝ×X = max{|s |, ‖w‖X}.

(H3) f é localmente Lipschitz na segunda variável em U, isto é, dado (s0,t0) ∈ U,
existem 0 < � < d((s0,t0), )U) e L > 0 tais que

(6.10) ‖f(s,t1) − f(s,t2)‖X 6 L‖t1 − t2‖X ,

para todos (s,t1), (s,t2) ∈ U com |s − s0 | 6 � e ‖th − t0‖X 6 �, h = 1, 2.
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Teorema 6.14. Suponha que são válidas (H1), (H2) e (H3). Então dado (s0,t0) ∈ U existem
# = #(s0,t0) > 0 e uma solução fraca t de (CsL) em [s0, s0 + #).

Mais ainda, se � > 0 e t̃ é uma solução fraca de (CsL) em [s0, s0 + �), então t̃(s) = t(s)
para s ∈ [s0, s0 +min{#, �}).

Demonstração

Usando (H3), escolhemos 0 < � < dℝ×X ((s0,t0), )U) e L > 0 tais que vale (6.10) para
todos (s,t1), (s,t2) ∈ R, onde

R = {(s,t) ∈ U : |s − s0 | 6 � e ‖t − t0‖X 6 �},

e tal que ‖f(s,t) − f(s0,t0)‖X 6 1 para todo (s,t) ∈ R. Assim, para M = 1 +
‖f(s0,t0)‖X , temos

‖f(s,t)‖X 6 M para (s,t) ∈ R.

Por (H1), existe 0 < * < � tal que para 0 6 ℎ 6 * temos

‖eAℎt0 − t0‖X 6
�

2
.

Finalmente, de�naM0 = supℎ∈[0,*] ‖eAℎ‖L(X) e tome

0 < # = min
{

�

2MM0
,

1
2M0L

, *

}
.

Considere S o conjunto das funções contínuas t : [s0, s0 + #] → X tal que ‖t(s) −
t0‖X 6 �, para s ∈ [s0, s0 + #]. Para t, t̃ ∈ S, de�na dS (t, t̃) = sup

s∈[s0,s0+#]
‖t(s) −

t̃(s)‖X . Então (S,dS) é um espaçométrico completo, já que é um subespaço fechado
do conjunto das funções contínuas de [s0, s0+#] emX com a norma da supremo. Para
t ∈ S de�na G(t) : [s0, s0 + #] → X por

G(t) (s) = eA(s−s0)t0 +
∫ s

s0

eA(s−r)f(r,t(r))dr para s ∈ [s0, s0 + #].

Então G(S) ⊂ S, dS (G(t),G(t̃)) 6 1
2dS (t, t̃) para t, t̃ ∈ S e, do Princípio da

Contração de Banach, segue que G tem um único ponto �xo em S, isto é, existe uma
única t ∈ S tal que G(t) (s) = t(s) para todo s ∈ [s0, s0 + #]. Juntamente com os itens
(3) e (4) do Teorema 6.13, isso conclui a demonstração.
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6.4.1 Continuação de soluções

A seguir obtemos resultados sobre extensões de soluções de (CsL) e a existência de in-
tervalos maximais de de�nição para soluções de (CsL). Estes resultados são essenciais no
estudo do comportamento assintótico de soluções de (CsL), e permitem, em muitos casos,
obter a existência global de soluções através de alguma estimativa a priori.

De�nição 6.15. Uma solução fraca t : [s0, s1) → X de (CsL) é chamada de solução fraca
maximal se: ou s1 = ∞, ou s1 < ∞ e não existem s2 > s1 e uma solução fraca t̃ : [s0, s2) → X

de (CsL) com t(s) = t̃(s) para s ∈ [s0, s1).

Teorema 6.16. Assuma que valem (H1), (H2) e (H3). Então para cada (s0,t0) ∈ U existe
uma única solução fraca maximal t : [s0, #max) → X de (CsL). Se para esta solução temos
#max < ∞, então ou existe t1 ∈ X tal que (#max,t1) ∈ )U e t(s) → t1 quando s → #−max ou

lim sup
s→#−max

‖f(s,t(s))‖X
1 + ‖t(s)‖X

= ∞.

Adicionalmente, seU = ℝ×X e f leva subconjuntos limitados deℝ×X em subconjuntos
limitados de X, então lim sup

s→#−max

‖t(s)‖X = ∞.

Demonstração

Primeiramente, de�namos

#max = sup{s1 : existe uma solução fraca de (CsL) em [s0, s1)}.

Para cada s ∈ [s0, #max) de�na

t(s) = {t̃(s) | t̃ é uma solução fraca de (CsL) em [s0, s1) com s1 > s}.

Segue do Teorema 6.14 que t está bem de�nida, já que toda solução fraca tem o
mesmo valor em s. Claramente, t é uma solução fraca maximal de (CsL), e portanto
t é a única solução maximal de (CsL).

Suponhamos agora que #max < ∞ e que existe o limite

(6.11) t1 = lim
s→#−max

t(s).

Claramente (#max,t1) ∈ U. Se (#max,t1) ∈ U, do Teorema 6.14, existem #1 > 0 e
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uma solução fraca t̃ : [#max, #max + #1) → X para algum � > 0 com t̃(#max) = t1.
De�nimos então t̂ : [s0, #max + �] → X por

t̂(s) =
{
t(s), s0 6 s < #max

t̃(s) #max 6 s < #max + #1.

Então t̂ é uma solução fraca de (CsL), o que contradiz a de�nição de #max. Portanto,
se o limite em (6.11) existe, devemos ter (#max,t1) ∈ )U.

Mostremos que se

sup
s∈[s0,#max)

‖f(s,t(s))‖X
1 + ‖t(s)‖X

6 B < ∞,

então o limite em (6.11) existe, e isto completará a prova da primeira parte.
SejaM = sup

s∈[s0,#max)
‖eA(s−s0) ‖L(X) > 1 e note que

‖t(s)‖X 6 M‖t0‖X +
∫ s

s0

B (1 + ‖t(r)‖X)dr para todo s ∈ [s0, #max).

Segue da Desigualdade de Gronwall que ‖t(s)‖X é limitada, e portanto existe B1 > 0
tal que ‖f(s,t(s))‖X 6 B1, s0 6 s < #max. Agora, dado � > 0, escolha

0 < �1 < min
{
#max − s0,

�

4M2B1

}
,

�xe s∗ = #max − �1, e tome 0 < � 6 �1 tal que para 0 6 q − r < � temos

‖eA(q−r)t(s∗) − t(s∗)‖X 6
�

4M
.

Então para s∗ 6 #max − � 6 r 6 q < #max, temos

t(r) − t(q) = eA(r−s
∗) (t(s∗) − eA(q−r)t(s∗))

+ (I − eA(q−r))
∫ r

s∗
eA(r−�)f(�,t(�))d� +

∫ q

r
eA(q−�)f(�,t(�))d�,
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e assim obtemos

‖t(r) − t(q)‖X 6
�

4
+ 2

∫ r

s∗
M2B1d� +

∫ q

r
MB1d� 6 �,

o que mostra que o limite em (6.11) existe.
Finalmente, assuma que U = ℝ × X e f leva subconjuntos limitados de ℝ × X

em subconjuntos limitados de X. Claramente se #max < ∞, o segundo caso deve
ocorrer, já que )U = ∅. Se t for limitada quando s → #−max, então t é limitada (pois
é contínua), e assim sups∈[s0,#max) ‖f(s,t(s))‖X < ∞ e

lim sup
s→#−max

‖f(s,t(s))‖X
1 + ‖t(s)‖X

< ∞,

o que nos dá uma contradição e completa a prova.

Corolário 6.17. Assuma que valem (H1), (H2) e (H3). Assuma também que U = ℝ × X e
que existe uma constante C > 0 tal que ‖f(s,t)‖X 6 C (1 + ‖t‖X) para todo (s,t) ∈ ℝ × X.
Então, para cada (s0,t0) ∈ ℝ × X existe uma única solução fraca maximal t : [s0,∞) → X

de (CsL).
Demonstração

Do Teorema 6.16, para (s0,t0) ∈ ℝ × X existe uma única solução fraca maximal
t : [s0, #max) → X de (CsL). Como na demonstração do Teorema 6.16, se #max < ∞
então o segundo caso deve ocorrer, uma vez que )U = ∅. Mas

lim sup
s→#−max

‖f(s,t(s))‖X
1 + ‖t(s)‖X

6 C < ∞,

o que nos dá uma contradição.

6.4.2 Diferenciabilidade de soluções fracas

Lema 6.18. Suponha válidas (H1), (H2) e (H3), e seja t uma solução fraca de (CsL) em
[s0, s1). Se f : U → X é continuamente diferenciável, então para cada u0 ∈ X o problema

(6.12)

{
¤u = Au + fs (s,t(s)) + ft (s,t(s))u, s > s0,

u(s0) = u0.
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tem uma solução fraca u em [s0, s1).
Demonstração

Seja t uma solução fraca de (CsL) em [s0, s1) e de�na g : (−∞, s1) × X → X por

g(s, u) =
{

fs (s,t(s)) + ft (s,t(s))u, s > s0 e u ∈ X,

fs (s0,t(s0)) + ft (s0,t(s0))u, s < s0 e u ∈ X.

Assim g é contínua e localmente Lipschitz na segunda variável em (−∞, s1) × X. Do
Teorema 6.16, existe uma única solução fraca maximal u : [s0, #max) → X de (6.12).
Se #max > s1, restringindo esta solução u ao intervalo [s0, s1), o resultado está provado.

Assuma então que #max < s1. Como t é contínua, o conjunto K = {(s,t(s)) : s ∈
[s0, #max]} é compacto. Como f é continuamente diferenciável em U, existe M > 0
tal que

‖fs (s,t(s))‖X 6 M e ‖ft (s,t(s))‖L(X) 6 M,

para todo (s,t(s)) ∈ K. Assim

‖g(s, u(s))‖X 6 M (1 + ‖u(s)‖X) para todo s ∈ [s0, #max),

o que mostra que existe u1 ∈ X tal que (#max, u1) ∈ ) [(−∞, s1) × X] e u(s) → u1

quando s → #−max. Mas ) [(−∞, s1) ×X] = {s1} ×X, o que implica que #max = s1, e nos
dá uma contradição. Portanto #max > s1, e completa a prova.

Teorema 6.19. Suponha válidas (H1), (H2) e (H3), e seja t uma solução fraca de (CsL) em
[s0, s1). Se t(s0) = t0 ∈ D(A) e f : U → X é continuamente diferenciável, então t : [s0, s1) →
X é continuamente diferenciável, e portanto uma solução forte de (CsL) em [s0, s1). Adicional-
mente

d+t

ds
(s0) = At(s0) + f(s0,t(s0)).

Demonstração

Como t0 ∈ D(A), segue do Lema 6.18 que o problema (6.12), com u0 = At0 +
f(s0,t(s0)), tem uma solução fraca u em [s0, s1). Usando o Teorema 6.13, sabemos
que

u(s) = eA(s−s0) (At0+f(s0,t(s0)))+
∫ s

s0

eA(s−r)fs (r,t(r))dr+
∫ s

s0

eA(s−r)ft (r,t(r))u(r)dr,
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para s ∈ [s0, s1).
Fixemos s2 ∈ (s0, s1), e para 0 < ℎ < s1−s2 de�nimos∆ℎ(s) = t(s+ℎ)−t(s)−ℎu(s),

para s ∈ [s0, s2]. Provemos que ∆ℎ(s) = n(ℎ) quando ℎ → 0+ uniformemente em
[s0, s2], o que mostra que t é continuamente diferenciável em [s0, s2] e dt

ds = u. Temos

∆ℎ(s) = (eAℎ − I − ℎA)eA(s−s0)t0︸                           ︷︷                           ︸
=n(ℎ)

+
∫ s0+ℎ

s0

(eA(s+ℎ−r)f(r,t(r)) − eA(s−s0)f(s0,t0))︸                                                       ︷︷                                                       ︸
=n(ℎ)

+
∫ s

s0

eA(s−r) [f(r + ℎ,t(r + ℎ)) − f(r,t(r)) − ℎfs (r,t(r)) − ft (r,t(r))ℎu(r)︸                                                                                 ︷︷                                                                                 ︸
(I)

]dr.

Para j = t(r + ℎ) − t(r), temos

(I) = f(r + ℎ,t(r) + j) − f(r,t(r)) − ℎfs (r,t(r)) − ft (r,t(r))j︸                                                                           ︷︷                                                                           ︸
=n(ℎ)

+ft (r,t(r))∆ℎ(r),

e assim, usando a Proposição A.4 obtemos

∆ℎ(s) = n(ℎ) +
∫ s

s0

eA(s−r)ft (r,t(r))∆ℎ(r)dr.

Como ft é limitada no conjunto compacto {(r,t(r)) : r ∈ [s0, s2]}, obtemos

‖∆ℎ(s)‖X 6 n(ℎ) + C
∫ s

s0

‖∆ℎ(r)‖Xdr,

quando ℎ→ 0+ uniformemente para s ∈ [s0, s2], para alguma constante C > 0. Logo,
pela Desigualdade de Gronwall, ‖∆ℎ(s)‖X 6 n(ℎ), o que completa a prova.

6.4.3 Dependência contínua dos dados iniciais

Lema 6.20. Suponha válidas (H1), (H2) e (H3). Sejam t uma solução fraca de (CsL) em
[s0, s1) e s∗ ∈ (s0, s1). Então existem q > 0 e L > 0 tais que para # ∈ [s0, s∗], ‖th − t(#)‖ < q,
h = 1, 2, temos (#,th) ∈ U, h = 1, 2, e

‖f(#,t1) − f(#,t2)‖X 6 L‖t1 − t2‖X .
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Demonstração

De fato, como f é localmente Lipschitz contínua na segunda variável, para cada # ∈
[s0, s∗], existem �# > 0 e L# > 0 tais que se |s − # | < �# e ‖th − t(#)‖X < �#, h = 1, 2,
então (s,th) ∈ U, h = 1, 2, e

‖f(s,t1) − f(s,t2)‖X 6 L# ‖t1 − t2‖X .

O conjunto K = {(#,t(#)) : # ∈ [s0, s∗]} ⊂ U é compacto em ℝ × X, onde em
ℝ × X colocamos a norma do máximo. De�nindo

(6.13) V# = {(s,t) ∈ ℝ × X : |s − # | < �#
2 e ‖t − t(#)‖X <

�#
2 } ⊂ U,

vemos que a coleção {V#}#∈[s0,s∗] é uma cobertura aberta de K em ℝ × X, e portanto
existem #i ∈ [s0, s∗], i = 1, . . . ,m tais que K ⊂ ∪mi=1V#i .

De�na q = min{
�#i
2 : i = 1, . . . ,m} > 0 e L = max{L#i : i = 1, . . . ,m} > 0. Dado

# ∈ [s0, s∗], existe i ∈ {1, . . . ,m} tal que (#,t(#)) ∈ V#i , isto é, |# − #i | <
�#i
2 e

‖t(#) − t(#i)‖X <
�#i
2 . Assim, se ‖th − t(#)‖X < q então

‖th − t(#i)‖X 6 ‖th − t(#)‖X + ‖t(#) − t(#i)‖X < q +
�#i
2 < �#i ,

e portanto (#,th) ∈ U, h = 1, 2 e também

‖f(#,t1) − f(#,t2)‖X 6 L#i ‖t1 − t2‖X 6 L‖t1 − t2‖X .

Lema 6.21. Suponha válidas (H1), (H2) e (H3). Suponha que fm : U → X satisfaz (H2)
e (H3) para m ∈ ℕ, que t é uma solução fraca de (CsL) em [s0, s1) e que fm (s,t) → f(s,t)
quando m → ∞, uniformemente para (s,t) em uma vizinhança de cada ponto (#,t(#)),
# ∈ [s0, s1). Então dado s∗ ∈ (s0, s1) existem q > 0 e sequência {�m} ⊂ [0,∞) com �m → 0
quando m→∞ tal que se # ∈ [s0, s∗] e ‖t − t(#)‖X < q então (#,t) ∈ U e

‖fm (#,t) − f(#,t)‖X 6 �m para todo m ∈ ℕ.
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Demonstração

Para cada # ∈ [s0, s∗] existe �# > 0 tal que, se

W# = {(s,t) ∈ ℝ × X : |s − # | < �# e ‖t − t(#)‖X < �#},

temosW# ⊂ U e

sup
(s,t)∈W#

‖fm (s,t) − f(s,t)‖X → 0 quando m→∞.

Novamente, da compacidade do conjunto K = {(#,t(#)) : # ∈ [s0, s∗]} e do fato
que a coleção {V#}#∈[s0,s∗] , onde V# é como em (6.13), é uma cobertura aberta de K,
existem #i ∈ [s0, s∗], i = 1, . . . ,o tais queK ⊂ ∪oi=1V#i . De�na, comono lema anterior,

q = min{
�#i
2 : i = 1, . . . ,o}, e para cada m ∈ ℕ, de�na

�m = sup
i=1,...,o

sup
(s,t)∈W#i

‖fm (s,t) − f(s,t)‖X .

Assim �m > 0 para todo m ∈ ℕ e �m → 0 quando m→∞.
Se # ∈ [s0, s∗] então (#,t(#)) ∈ V#i para algum i ∈ {1, . . . ,o}, e se ‖t−t(#)‖X < q

então ‖t − t(#i)‖X < �#i , isto é (#,t) ∈ W#i e temos

‖fm (#,t) − f(#,t)‖X 6 sup
(s,u)∈W#i

‖fm (s, u) − f(s, u)‖X 6 �m,

para cada m ∈ ℕ.

Teorema 6.22. Suponha válidas (H1), (H2) e (H3). Suponha também que fm : U → X

satisfaz (H2) e (H3) para m ∈ ℕ, que t é uma solução fraca de (CsL) em [s0, T ) e que
fm (s,t) → f(s,t) quando m → ∞, uniformemente para (s,t) em uma vizinhança de cada
ponto (#,t(#)), # ∈ [s0, T ). Seja {tm,0} uma sequência em X convergente para t0 ∈ X e tm a
solução fraca maximal de

(6.14)

dtm
ds

= Atm + fm (s,tm (s)),

tm (s0) = tm,0,

em um intervalo maximal [s0, sm). Dado s∗ ∈ (s0, T ) existe m0 ∈ ℕ tal que sm > s∗ para todo
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m > m0. Além disso
lim
m→∞

sup
s∈[s0,s∗]

‖tm (s) − t(s)‖X = 0.

Demonstração

Dado s∗ ∈ (s0, T ), dos Lemas 6.20 e 6.21 existem q > 0, L > 0 e sequência {�m} ⊂
[0,∞) com �m → 0 quando m→∞ tais que se # ∈ [s0, s∗] e

‖t1 − t(#)‖X < q, ‖t2 − t(#)‖X < q e ‖t − t(#)‖X < q

então (#,t1), (#,t2), (#,t) ∈ U,

‖f(#,t1) − f(#,t2)‖X 6 L‖t1 − t2‖X

e
‖fm (#,t) − f(#,t)‖X 6 �m para todo m ∈ ℕ.

Podemos também escolher M > 1 tal que ‖eA(r−s0) ‖L(X) 6 M para r ∈ [s0, s∗], e
tomamos m0 ∈ ℕ tal que para m > m0 temos

MeML(s∗−s0) (‖tm,0 − t0‖X + �m (s∗ − s0)) < q.

A�rmação 1. Fixado m > m0, se ‖tm (r) − t(r)‖ < q para todo r ∈ [s0,min{sm, s∗}),
então sm > s∗.

De fato, assuma que sm 6 s∗. Então para r ∈ [s0, sm) temos

‖fm (r,tm (r))‖X 6 ‖fm (r,tm (r)) − f(r,tm (r))‖X + ‖f(r,tm (r)) − f(r,t(r))‖X
+ ‖f(r,t(r))‖X

6 �m + L‖tm (r) − t(r)‖ + ‖f(r,t(r))‖X
6 �m + L‖tm (r)‖X + L‖t(r)‖X + ‖f(r,t(r))‖X ,

o que nos dá

lim sup
r→s−m

‖fm (r,tm (r))‖X
1 + ‖tm (r)‖X

6 �m + L(1 + ‖t(sm)‖X) + ‖f(sm,t(sm))‖X < ∞,

e o Teorema 6.16 implica que existe t1 ∈ X tal que (sm,t1) ∈ )U e tm (r) → t1 quando
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r→ s−m . Mas para w ∈ [s0, sm) temos

tm (w) − t(w) = eA(w−s0) (tm,0 − t0) +
∫ w

s0

eA(w−r) (fm (r,tm (r)) − f(r,t(r)))dr,

e assim

‖tm (w) − t(w)‖X 6 M‖tm,0 − t0‖X +M
( ∫ w

s0

‖fm (r,tm (r)) − f(r,tm (r))‖Xdr

+
∫ w

s0

‖f(r,tm (r)) − f(r,t(r))‖Xdr
)

6 M‖tm,0 − t0‖X +M�m (s∗ − s0) +ML

∫ w

s0

‖tm (r) − t(r)‖Xdr,

e obtemos da desigualdade de Gronwall que

‖tm (w) − t(w)‖X 6 MeML(s∗−s0) (‖tm,0 − t0‖X + �m (s∗ − s0)) .
Fazendo w → s−m , obtemos

‖t1 − t(sm)‖X 6 MeML(s∗−s0) (‖tm,0 − t0‖X + �m (s∗ − s0)) < q,

o que implica que (sm,t1) ∈ U, e contradiz o fato de (sm,t1) ∈ )U.

A�rmação 2. Fixado m > m0, existe rm ∈ (s0,min{sm, s∗}) tal que ‖tm (r) − t(r)‖X < q

para r ∈ [s0, rm).
Para m > m0, temos ‖t0,m−t0‖X < q e logo existe 0 < � < q tal que ‖tm,0−t0‖X < �.

Da continuidade de t e tm, existe rm ∈ (s0,min{sm, s∗}) tal que ‖tm (r) − tm,0‖X < q−�
2

e ‖t(r) − t0‖X < q−�
2 para r ∈ [s0, rm). Portanto para r ∈ [s0, rm) temos

‖tm (r) − t(r)‖X 6 ‖tm (r) − tm,0‖X + ‖tm,0 − t0‖X + ‖t0 − t(r)‖X

<
q − �
2
+ � + q − �

2
= q.

Usando a A�rmação 2, para cada m > m0, podemos de�nir

#m = sup{r ∈ [s0,min{sm, s∗}) : ‖tm (w) − t(w)‖X < q para w ∈ [s0, r)},
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e sabemos que #m > s0 para m > m0. Além disso, vemos que

‖tm (r) − t(r)‖X < q para r ∈ [s0, #m).

A�rmação 3. Temos #m = min{sm, s∗} para todo m > m0.
Se este não é o caso, existe m > m0 tal que #m < min{sm, s∗}. Usando as mesmas

desigualdades da A�rmação 1, para w ∈ [s0, #m), chegamos em

‖tm (w) − t(w)‖X 6 MeML(s∗−s0) (‖tm,0 − t0‖X + �m (s∗ − s0)) ,
e como #m < min{sm, s∗}, fazendo w → #−m , da continuidade de tm e t obtemos

‖tm (#m) − t(#m)‖X 6 MeML(s∗−s0) (‖tm,0 − t0‖X + �m (s∗ − s0)) < q.

Usando a A�rmação 2, mas com os pontos iniciais tm,0 e t0 substituídos por tm (#m) e
t(#m), obtemos um rm ∈ (#m,min{sm, s∗}) tal que ‖tm (r) − t(r)‖X < q para r ∈ [s0, rm),
o que contradiz a de�nição de #m, e mostra esta a�rmação.

Juntando as A�rmações 3 e 1, obtemos sm > s∗ para todo m > m0. Além disso,
usando o mesmo processo de desigualdades da A�rmação 1, obtemos

sup
r∈[s0,s∗]

‖tm (r) − t(r)‖X 6 MeML(s∗−s0) (‖tm,0 − t0‖X + �m (s∗ − s0)) ,
para todo m > m0, e o resultado está completo.

Corolário 6.23. Suponha válidas (H1), (H2) e (H3). Assuma também que f é continua-
mente diferenciável. Se t é uma solução fraca de (CsL) em [s0, s1) e s∗ ∈ (s0, s1), então para
cada m ∈ ℕ, existem tm,0 ∈ D(A) e solução forte tm do problema

(6.15)

dtm
ds

= Atm + f(s,tm (s)),

tm (s0) = tm,0,

tais que
lim
m→∞

sup
s∈[s0,s∗]

‖tm (s) − t(s)‖X = 0.
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Demonstração

Tome tm,0 ∈ D(A) com ‖tm,0 − t0‖X → 0 quando m → ∞. Assim cada solução fraca
tm de (6.15) é uma solução forte, pelo Teorema 6.19.

6.5 Exemplo: a equação do calor não-linear

Considere o seguinte problema de valor inicial e de fronteira

(6.16)


ts = tww + f(t), s > 0 e w ∈ (0, 1),
t(s, 0) = t(s, 1), s > 0,
tw (s, 0) = tw (s, 1), s > 0,
t(0,w) = t0(w).

A variável t(s,w) representa a temperatura em um instante s > 0 no ponto w ∈ [0, 1],
esse problema modela a condução de calor em uma barra (com espessura in�nitesimal) de
comprimento um, com uma fonte que depende da temperatura t. Nesta seção provaremos,
sob certas condições, a existência de soluções locais (num intervalo [0, s0), com s0 < ∞) e
globais (em [0,∞)) deste problema de valor inicial e de fronteira. Estudaremos tam’

¯
em o

comportamento assintótico das soluções globais.
Começamos introduzindo uma estrutura abstrata conveniente. Seja X = Co ( [0, 1],ℝ) o

espaço de todas as funções contínuas de período um a valores reais com a norma do su-
premo, isto é, ‖t‖X = supw∈[0,1] |t(w) |. Assim X é portanto o espaço das funções con-
tínuas em [0, 1] satisfazendo t(0) = t(1). Seja A o operador linear de�nido em X por
D(A) = {t ∈ X : t′,t′′ ∈ X} onde t′ e t′′ são a primeira e segunda derivadas de t, respec-
tivamente. Para t ∈ D(A), At = t′′.

Observação 6.24. Note que a complexi�cação deX éXℂ = Co ( [0, 1],ℂ) e que a complexi�ca-
ção Aℂ de A a Xℂ, é dada por D(Aℂ) = {t ∈ Xℂ : t′,t′′ ∈ Xℂ} e Aℂt = t′′ para t ∈ D(Aℂ).
Para simpli�car os resultados a seguir, denotaremos Aℂ simplesmente por A.

Lema 6.25. Para cada y ∈ ℂ \ (−∞, 0] , a única função t ∈ Co ( [0, 1],ℂ) duas vezes diferen-
ciável em (0, 1) com t′(0) = t′(1) que satisfaz o problema de valor de fronteira

(6.17)

{
yt − t′′ = 0, w ∈ (0, 1)
t(0) = t(1), t′(0) = t′(1).
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é t(w) = 0 para w ∈ [0, 1].

Demonstração

Se y ∈ ℂ\ (−∞, 0], existe � ∈ ℂ\ {0} com | arg(�) | < �
2 tal que y = �2. Podemos então

escrever a solução geral de �2t − t′′ = 0 na forma

t(w) = c1 cosh(�w) + c2senh(�w) para w ∈ [0, 1].

Aplicando as condições de fronteira obtemos o sistema linear(
cosh(�) − 1 senh(�)
senh(�) cosh(�) − 1

) (
c1

c2

)
=

(
0
0

)
.

cuja única solução é c1 = c2 = 0, e portanto t(w) = 0 para w ∈ [0, 1].

Lema 6.26. Dada g ∈ Co ( [0, 1],ℂ), para cada y ∈ ℂ \ (−∞, 0], o problema de valor de
fronteira

(6.18)

{
yt − t′′ = g, w ∈ (0, 1)
t(0) = t(1), t′(0) = t′(1).

tem uma única solução clássica, isto é, existe uma única função t ∈ Co ( [0, 1],ℂ) duas vezes
diferenciável em (0, 1) com t′(0) = t′(1) que satisfaz (6.20).

Demonstração

A unicidade segue diretamente do Lema 6.25. Agora, para y ∈ ℂ \ (−∞, 0], existe
� ∈ ℂ \ {0} com | arg(�) | < �

2 e y = �2. Um cálculo direto nos mostra então que
(6.19)

t(w) = 1
2� sinh( �2 )

[∫ w

0
cosh �(w − x − 1

2 )g(x)dx +
∫ 1

w
cosh �(w − x + 1

2 ))g(x)dx
]

é uma solução clássica (e portanto, a única solução clássica) de (6.20).

Proposição 6.27. O operador A é densamente de�nido e fechado.
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Demonstração

A densidade segue do Teorema da Aproximação de Weiertrass (veja o Apêndice ??).
Mostremos agora que A é fechado, e para isto, seja {tm} ⊂ D(A), com tm → t e
t′′m → v em X. Note que

t′m (w) =
∫ w

0
t′′m (s)sds +

∫ 1

w
t′′m (s) (1 − s)ds,

para cada w ∈ [0, 1]. Como t′′m → v em X (a convergência é uniforme), temos

t′m (w) →
∫ w

0
v(s)sds +

∫ 1

w
v(s) (1 − s)ds =: u(w),

uniformemente em [0, 1]. Como t′m ∈ X, segue que u ∈ X. Mas claramente vemos
que u′(w) = v(w) para cada w ∈ [0, 1].

Analogamente, vemos que

tm (w) =
∫ w

0
t′m (s)sds +

∫ 1

w
t′m (s) (1 − s)ds,

e portanto

tm (w) →
∫ w

0
u(s)sds +

∫ 1

w
u(s) (1 − s)ds,

uniformemente em [0, 1]. Como tm → t em X, da unicidade do limite, obtemos

t(w) =
∫ w

0
u(s)sds +

∫ 1

w
u(s) (1 − s)ds para w ∈ [0, 1].

Portanto t′,t′′ ∈ X e t′′ = v, o que completa a prova.

Lema 6.28. OoperadorA de�nido acima é o gerador in�nitesimal de um semigrupo analítico
compacto {eAs : s > 0} ⊂ L(X).

Demonstração

Como o domínio de A contém todos os polinômios trigonométricos (com o período
um) ele é denso em X pelo teorema de aproximação de Weierstrass. Sejam g ∈ X e
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� =  eh� com  > 0 e −�/2 < � < �/2. Considere o problema de valor de fronteira

(6.20)

{
�2t − t′′ = g, w ∈ (0, 1)

t(0) = t(1), t′(0) = t′(1).

Um cálculo direto mostra que este problema tem uma solução t dada por

t(w) = 1
2� sinh( �2 )

[∫ w

0
cosh �(w − x − 1

2
)g(x)dx +

∫ 1

w
cosh �(w − x + 1

2
))g(x)dx

]
e que esta solução é única. Denotando por Re� = � =  cos � > 0 e usando as
desigualdades elementares����sinh �

2

���� > sinh �

2
,

����cosh �(w − x ± 12 )���� 6 cosh�(w − x ± 12 )
encontramos

|t(w) | 6 ‖g‖X
2|�| sinh �

2

[∫ w

0
cosh�(w − x − 12 )dx +

∫ 1

w
cosh�(w − x + 12 )dx

]
=
‖g‖X
|�|2 cos �

.

Fixando qualquer �/4 < �0 < �/2 encontramos que

 (A) ⊃ Σ(�0) = {� : | arg �| < 2�0}

e também
‖(� − A)−1‖L(X) 6 (cos �0)−1, para � ∈ Σ(�0).

Segue então do Teorema 4.18 que A é o gerador in�nitesimal de um semigrupo ana-
lítico {eAs : s > 0}. Adicionalmente, pelo Teorema de Arzelá-Ascoli, D(A) dotado da
norma do grá�co, isto é Y1, está compactamente imerso em X. Segue que para todo
� ∈ Σ(�0), (� − A)−1 é um operador compacto e que {eAs : s > 0} é um semigrupo
compacto, do Corolário 4.20. A prova está completa.

Segue do Lema 6.28 e dos resultados deste capítulo, o seguinte resultado:

Teorema 6.29. Para toda função localmente Lipschitz f : ℝ → ℝ e para todo t0 ∈ X existe
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um s0 > 0 tal que o problema de valor inicial e de fronteira (6.16) tem uma única solução fraca
t(s,w) em [0, s0) e ou s0 = ∞ ou se s0 < ∞ então lim sups→s−0

‖t(s, ·)‖X = ∞.

Demonstração

Note que a função f : X → X dada por f(t) (w) = f(t(w)) é localmente Lipschitz
contínua.

6.5.1 Comportamento assintótico de soluções

Agora, nos voltamos para o estudo das soluções globais do problema de valor inicial e
de fronteira (6.16) e começamos notando que as condições do Teorema 6.29 não implicam a
existência global de soluções de (6.16). De fato, escolhendo por exemplo f(r) = r2 e t0 ≡ 1
é fácil ver que a única solução de (6.16) neste caso é t(s,w) = (1− s)−1 que explode quando
s → 1.

Lema 6.30. Sejam f : ℝ → ℝ uma função localmente Lipschitz contínua e t uma solução
fraca de (6.16) em [0,∞) limitada. Então o conjunto {t(s) : s > 0} é precompacto em X.

Demonstração

Seja ‖t(s)‖X 6 K para s > 0. A continuidade de f implica que ‖f(t(s))‖X 6 N para
alguma constante N. Seja {eAs : s > 0} o semigrupo gerado por A e recorde que pelo
Lema 6.28, eAs é compacto para s > 0. Sejam 0 < � < 1, s > � e faça

t(s) = eA�t(s − �) + [t(s) − eA�t(s − �)] = t� (s) + u� (s).

O conjunto {t� (s) : s > 1} é precompacto em X pois {t(s − �) : s > 1} é limitado
e eA� é compacto. Também,

‖u� (s)‖X =





∫ s

s−�
eA(s−r)f(t(r))dr






X

6

∫ s

s−�
‖eA(s−r) ‖L(X) ‖f(t(r))‖X 6 �MN

ondeM = sup{‖eAs‖L(X) : 0 6 s 6 1}. Portanto {t(s) : s > 1} é totalmente limitado e
portanto precompacto. Como {t(s) : 0 6 s 6 1} é compacto o resultado segue.
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Lema 6.31. Seja f localmente Lipschitz contínua. Se para algum t0 ∈ X o problema (6.16)
tem uma solução forte em [0,∞) limitada t(s,w), então existe uma sequência sj →∞ tal que

lim
sj→∞

t(sj,w) = %(w),

onde %(w) é uma solução do problema de valor de fronteira{
%′′ + f(%) = 0, w ∈ (0, 1)

%(0) = %(1), %′(0) = %′(1).

Demonstração

Multiplicando a equação (6.16) por ts e integrando em w e s temos

(6.21)

∫ T

1

∫ 1

0
|ts |2dw ds +12

∫ 1

0
|tw (T ,w) |2dw −

∫ 1

0
F (t(T ,w))dw

6 1
2

∫ 1

0
|tw (1,w) |2dw −

∫ 1

0
F (t(1,w))dw

onde F (r) =
∫ w

0
f(q)dq. Como |t(s,w) | 6 K para alguma constante K, deduzimos

de (6.21) que ∫ ∞

1

∫ 1

0
|ts |2dw ds < ∞.

Portanto existe uma sequência si → ∞ para a qual limsi→∞ ts (si ,w) = 0 quase
sempre em [0, 1], ou limsi→∞ ts (si) = 0 em L2(0, 1). Do Lema 6.30 segue que para
uma subsequência de {si} que denotaremos por {sj} temos limsj→∞ t(sj,w) = %(w)
uniformemente para 0 6 w 6 1. Portanto

lim
sj→∞

f(t(sj,w)) = f(%(w)),

uniformemente para 0 6 w 6 1. Passando o limite quando s →∞ através da sequên-
cia sj, na equação (6.16) no sentido de L2(0, 1) e usando o fato queAt = t′′ é fechado
como um operador em L2(0, 1) encontramos que %′′(w) + f(%(w)) = 0 em L2(0, 1).
Como f(%(w)) é contínua a equação vale no sentido clássico. Adicionalmente, as
condições de periodicidade estão satisfeitas para%(w) já que elas estão satisfeitas para
t(s,w).
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Corolário 6.32. Se f é localmente Lipschitz contínua e f(r) ≠ 0 para todo r ∈ ℝ, então o
problema de valor inicial (6.16) não tem soluções fortes limitadas.

Demonstração

Se f(r) ≠ 0 o problema de valor de fronteira (6.31) não tem solução. De fato, inte-
grando a equação %′′ + f(%) = 0 em [0, 1] resulta

%′(1) − %′(0) = −
∫ 1

0
f(%(r))dr ≠ 0

e portanto as condições de fronteira não podem estar satisfeitas. Portanto pelo Lema
6.31 não pode haver solução limitada de (6.16).

Teorema 6.33. Se f é localmente Lipschitz contínua e rf(r) < 0 para todo r ≠ 0 então todas
as soluções fortes do problema de valor inicial e de fronteira (6.16) são limitadas. Adicional-
mente, toda solução forte de (6.16) está de�nida em [0,∞) e tende a zero quando s →∞.

Demonstração

Multiplicando a equação (6.16) por t e integrando em w temos

1
2
d

ds

∫ 1

0
t2s dw = −

∫ 1

0
t2wdw +

∫ 1

0
f(t)tdw 6 0,

ou seja, e integrando de r a s, com r 6 s obtemos

‖t(s)‖L2 ( [0,1]) 6 ‖t(r)‖L2 ( [0,1]) 6 sup
w∈[0,1]

|t(r,w) |.

A limitação das soluções e ainda mais a estimativa:

(6.22) max
06w61

|t(s,w) | 6 max
06w61

|t(r,w) |, s > r,

são consequências imediatas do princípio do máximo. Portanto todas as soluções do
problema de valor inicial (6.16) são limitadas. Adicionalmente do Lema 6.31 sabe-
mos que para alguma sequência sj → ∞, t(sj,w) → %(w) onde % é uma solução do
problema de valor de fronteira (6.31). Mas a única solução deste problema de valor de
fronteira é % ≡ 0. Isto pode ser visto multiplicando %′′ + f(%) = 0 por % e integrando
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em [0, 1] para obter ∫ 1

0
|%′(w) |2dw 6 0

o que implica %′ ≡ 0 e % = cnmrs. Contudo a única solução f(r) = 0 é r = 0 e portanto
% ≡ 0. Portanto temos

(6.23) lim
sj→∞

t(sj,w) = 0.

Combinando (6.22) com (6.23) obtemos t(s,w) → 0 quando s →∞.



Apêndice

A
Lema de Dini e Convergência para

Derivadas

Nosso objetivo nesta seção é demonstrar o Lema de Dini, e um outro resultado sobre
convergência para derivadas. Para começar, precisaremos de alguns conceitos e resultados
auxiliares.

De�nição A.1. Sejam X um espaço de Banach com norma ‖ · ‖, a < b números reais e
f : [a , b) → X uma função. Diremos que f é diferenciável à direita em [a , b) se para
cada w ∈ [a , b) o seguinte limite

lim
ℎ→0+

f(w + ℎ) − f(w)
ℎ

existe .

Neste caso, de�nimos
d+f

dw
(w) = lim

ℎ→0+
f(w + ℎ) − f(w)

ℎ
.

LemaA.2. SejamX um espaço de Banach, a < b números reais ef : [a , b) → X uma função
contínua e diferenciável à direita no intervalo [a , b). Se d+f

dw (w) = 0, para todo w ∈ [a , b) então
f é constante em [a , b).

Demonstração

De fato, assuma por absurdo que f não é constante. Assim, existem w0, x0 ∈ [a , b),
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com w0 > x0, tais que f(w0) ≠ f(x0). De�na

� =
‖f(w0) − f(x0)‖
2(w0 − x0)

> 0,

e considere o conjunto

Λ = {w ∈ (x0,w0] : ‖f(w) − f(x0)‖ > �(w − x0)}.

Claramente w0 ∈ Λ, portanto Λ é não-vazio e podemos de�nir c = inf Λ.

A�rmação 1: Temos c > x0.
De fato, se c = x0 então para cada � > 0, existe x� ∈ (x0, x0 + �) tal que x� ∈ Λ.

Assim ‖f(x�) − f(x0)‖ > �(x� − x0), para todo � > 0. Fazendo � → 0+, obtemos
0 = ‖ d

+f
dw (x0)‖ > �, o que é uma contradição.

A�rmação 2: Temos ‖f(c) − f(x0)‖ = �(c − x0).
De fato, é simples veri�car que ‖f(c) − f(x0)‖ > �(c − x0). Agora, assuma que

‖f(c) − f(x0)‖ > �(c − x0). Da continuidade da função

(x0,w0] 3 w → g(w) = ‖f(w) − f(x0)‖
w − x0

,

e do fato de que g(c) > �, existe 0 < � < c − x0 tal que g(w) > � para todo w ∈
(c − �, c + �). Assim c − � ∈ (x0,w0] e g(c − �) > �, o que contraria o fato de c ser o
ín�mo de Λ.

Agora, como d+f
dw (c) = 0, existe d > c tal que

‖f(w) − f(c)‖ < �(w − c) para todo w ∈ (c,d]

e assim, se w ∈ (c,d], temos

‖f(w) − f(x0)‖ 6 ‖f(w) − f(c)‖ + ‖f(c) − f(x0)‖ < �(w − c) + �(c − x0) = �(w − x0),

o que, novamente contraria o fato de c ser o ín�mo de Λ, o que conclui a demonstra-
ção, e prova que f deve ser constante em [a , b).

Com este resultado, enunciamos e demonstramos o Lema de Dini.
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LemaA.3 (Lema deDini). Seja% : [a , b) → X uma função contínua e diferenciável à direita
no intervalo [a , b). Se d+%

dw é contínua em [a , b), então % é diferenciável em [a , b).

Demonstração

De�na a função

Φ(s) =
∫ s

a

d+%

dr
(r)dr para cada s ∈ [a , b).

Como d+%
dw é contínua em [a , b), segue que Φ é diferenciável em [a , b), e além disso

temos Φ′(s) = d+%
ds (s), para cada s ∈ [a , b). Ainda, como Φ′ = d+Φ

ds , temos
d+

ds (Φ −
%) (s) = 0, para todo s ∈ [a , b), e o lema anterior nos dá que existe uma constante c
tal que

%(s) = Φ(s) + c para todo s ∈ [a , b),

e portanto, % é diferenciável.

Vejamos agora um resultado sobre convergência de derivadas.

Proposição A.4. SejamX,Y espaços de Banach,U ⊂ X um aberto e f : U → Y uma função
continuamente diferenciável, com derivada Df ∈ L(X,Y). Se K ⊂ U é um compacto então

lim
ℎ→0

‖f(t + j) − f(t) − Df(t)ℎ‖Y
‖ℎ‖X

= 0,

uniformemente em K.

Demonstração

Da continuidade uniforme de Df em K, dado * > 0 existe � > 0 tal que se ‖ℎ‖X < �,
t,t + ℎ ∈ K então

‖Df(t + j) − Df(t)‖L(X,Y) < *.

Assim, para |ℎ| < �, t,t + ℎ ∈ K temos

‖f(t + ℎ) − f(t) − Df(t)ℎ‖Y =





∫ 1

0

d

d�
f(t + �ℎ)d� − Df(t)ℎ






Y

=





∫ 1

0

(
Df(t + �ℎ) − Df(t)

)
ℎd�






Y

6 *‖ℎ‖X ,

e prova o resultado.
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Apêndice

B
Topologias fraca e fraca∗

B.1 Topologia induzida por uma família de funções

DadosX um conjunto qualquer, (X�, #�)�∈Λ uma coleção de espaços topológicos e, para
cada � ∈ Λ, uma função f� : X → X�, queremos dotar X da topologia # menos �na que
torne contínua todas as funções f�, que será chamada de topologia gerada por (f�)�∈Λ.

Notemos que, para que cada f� seja contínua devemos ter

f−1� (U�) ∈ #,

para todo U� ∈ #� e � ∈ Λ. Assim, a topologia # menos �na que torna todas as funções
f−1� é a dada pela coleção de todas as uniões de intersecções �nitas de elementos da forma
f−1� (U�), onde U� ∈ #� e � ∈ Λ, além dos conjuntos ∅ e X. Sendo assim, a seguinte propo-
sição tem demonstração simples, e é deixada à cargo do leitor.

Proposição B.1. A coleção formada pelos conjuntos da forma⋂
�∈Γ

f−1� (U�), Γ é um subconjunto �nito de Λ eU� ∈ #� para cada � ∈ Γ,

forma uma base para #.

Exemplo B.2. Sejam (X�, #�)�∈Λ é uma coleção de espaços topológicos, e de�na

X =
∏
�∈Λ

X� = {f : Λ→ ∪�∈ΛX� com f(�) ∈ X� para todo � ∈ Λ}.
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Identi�camos um elemento f deX por (w�)�∈Λ, onde w� = f(�) para cada � ∈ Λ. Para cada
�0 ∈ Λ �xado, a projeção na coordenada �0 é de�nida por

��0 : X → X�0

(w�)�∈Λ ↦→ ��0 ((w�)�∈Λ) = w�0 .

A topologia # gerada por (��)�∈Λ é chamada de topologia produto de X. Sabemos do
Teorema de Tychono� (veja [6, Theorem 37.3], por exemplo) que se (X�, #�) é compacto
para cada � ∈ Λ então (X, #) é compacto.

Proposição B.3. Seja # a topologia gerada por (f�)�∈Λ em X. Então wm → w em (X, #) se, e
somente se, f� (wm) → f� (w) em (X�, #�) para cada � ∈ Λ.

Demonstração. Se wm → w em (X, #) então f� (wm) → f� (w) em (X�, #�), uma vez que
f� : X → X� é contínua, para cada � ∈ Λ.

Reciprocamente, assuma que f� (wm) → f� (w) em (X�, #�) para todo � ∈ Λ e considere
uma vizinhança U de w em (X, #). Da Proposição B.1, existe um subconjunto �nito Γ ⊂ Λ

e abertos U� ∈ #� para cada � ∈ Γ tais que

w ∈
⋂
�∈Γ

f−1� (U�) ⊂ U.

Assim, para cada � ∈ Γ, como f� (w) ∈ U�, existe m0(�) ∈ ℕ tal que f� (wm) ∈ U� para
m > m0(�). Para m > m0 := max{m0(�) : � ∈ Γ} temos f� (wm) ∈ U� e todo � ∈ Γ, ou seja,
wm ∈ ∩�∈Γf−1� (U�) ⊂ U para todo m > m0, o que mostra que wm → w. �

A demonstração do próximo resultado é imediata e �ca a cargo do leitor.

Proposição B.4. Seja (Z,() um espaço topológico. Então g : (Z,() → (X, #) é contínua se,
e somente se, f� ◦ g : (Z,() → (X�, #�) é contínua para cada � ∈ Λ.

B.2 Topologia fraca

Sejam X um espaço vetorial normado sobre um corpo Ð. Para cada w∗ ∈ X∗, de�nimos

fw∗ : X → Ð

w ↦→ fw∗ (w) = 〈w,w∗〉.
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A topologia fraca, denotada por "(X,X∗), é a topologia gerada pela família (fw∗)w∗∈X∗ .
Claramente, se # é a topologia da norma em X, temos "(X,X∗) ⊂ #.

Proposição B.5. SejaX um espaço vetorial normado sobreÐ. A topologia fraca "(X,X∗) em
X é Hausdor�.

Demonstração. Para w1,w2 ∈ X com w1 ≠ w2, do Teorema de Hahn-Banach existe w∗ ∈ X∗

tal que 〈w1,w∗〉 ≠ 〈w2,w∗〉.
Se Re〈w1,w∗〉 ≠ Re〈w2,w∗〉, podemos assumir queRe〈w1,w∗〉 < Re〈w2,w∗〉, e existe� ∈ ℝ

tal que Re〈w1,w∗〉 < � < Re〈w2,w∗〉. Assim, V1 = f−1w∗ ({y ∈ Ð : Rey < �}) e V2 = f−1w∗ ({y ∈
Ð : Rey > �}) são abertos disjuntos de (X, #), com w1 ∈ V1 e w2 ∈ V2.

O procedimento é análogo quando Im〈w1,w∗〉 ≠ Im〈w2,w∗〉.
Portanto (X, #) é Hausdor�. �

Proposição B.6. Os conjuntos da forma

{w ∈ X : |〈w − w0,w∗h 〉| < *, h = 1, · · · ,m},

onde m ∈ ℕ, w0 ∈ X, * > 0, e w∗h ∈ X∗ para h = 1, · · · ,m, constituem uma base para "(X,X∗).

Demonstração. Veja que ao denotar ah = 〈w0,w∗h 〉 para h = 1, · · · ,m, temos

{w ∈ X : |〈w − w0,w∗h 〉| < *, h = 1, · · · ,m} =
m⋂
h=1

f−1w∗h
(BÐ

* (ah)),

que é um aberto de # e contém w0. Agora, seU é uma vizinhança de w0 em #, então existem
w∗h ∈ X∗ e abertos Uh de ℝ para h = 1, · · · ,m tais que

w0 ∈
m⋂
h=1

f−1w∗h
(Uh) ⊂ U.

Como ah = 〈w0,w∗h 〉 ∈ Uh para cada h = 1, · · · ,m, existe * > 0 tal que BÐ
* (ah) ⊂ Uh para todo

h = 1, · · · ,m, e portanto

w0 ∈
m⋂
h=1

f−1w∗h
(BÐ

* (ah)) ⊂
m⋂
h=1

f−1w∗h
(Uh) ⊂ U,

o que conclui a demonstração. �

Denotaremoswm ⇀ w para denotar que {wm} converge paraw na topologia fraca"(X,X∗).
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Proposição B.7. SejamX espaço vetorial real normado sobreÐ e {wm} uma sequência emX.
Temos

(a) wm ⇀ w se e só se 〈wm,w∗〉 → 〈w,w∗〉 para todo w∗ ∈ X∗.

(b) Se wm → w então wm ⇀ w.

(c) Se wm ⇀ w então {wm} é limitada e

‖w‖X 6 lim inf
m→∞

‖wm‖.

(d) Se wm ⇀ w e w∗m → w∗ em X∗ então 〈wm,w∗m〉 → 〈w,w∗〉.

Demonstração. A prova de (a) segue da Proposição B.3. Notando que

|〈wm,w∗〉 − 〈w,w∗〉| 6 ‖wm − w‖X ‖w∗‖X∗ → 0 quando m→∞,

temos (b). Para (c), veja que {〈wm,w∗〉} é convergente, e portanto limitada, para cada w∗ ∈
X∗. Segue do Princípio da Limitação Uniforme que {wm} é limitada. Além disso, para cada
w∗ ∈ X∗ com ‖w∗‖X∗ = 1 temos

|〈wm,w∗〉 6 ‖wm‖X ,

e tomando o lim inf
m→∞

em ambos os lados, temos

|〈w,w∗〉| 6 lim inf
m→∞

‖wm‖X .

Tomando o supremo do lado esquerdo para w∗ ∈ X∗ com ‖w∗‖X∗ = 1 temos o resultado.
Deixamos a cargo do leitor a prova do item (d). �

Teorema B.8. Seja X um espaço de vetorial real normado e C ⊂ X convexo. Então C é
fechado na topologia forte (topologia da norma) se, e somente se, C é fechado na topologia
fraca.

Demonstração. Se C é fechado na topologia fraca e C 3 wm → w ∈ X, então C 3 wm ⇀ w, o
que nos dá w ∈ C e C é fechado na topologia forte.

Reciprocamente, sejaC um fechado na topologia forte. Mostraremos queCc é um aberto
em "(X,X∗). Dado w0 ∉ C, da Segunda Forma Geométrica do Teorema de Hahn-Banach,
existe w∗ ∈ X∗ e � ∈ ℝ tais que

〈w0,w∗〉 < � < 〈y,w∗〉 para todo y ∈ C.
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Assim V = {w ∈ X : 〈w,w∗〉 < �} = f−1w∗ ((−∞,�)) é um aberto de "(X,X∗) com w0 ∈ V e
V ∩ C = ∅, o que mostra que w0 ∈ V ⊂ Cc, e conclui o resultado. �

Exercício 13. Mostre que o resultado acima é verdadeiro também para espaços vetoriais
normados complexos.

B.3 Topologia fraca∗

Para um espaço normado X, temos a isometria linear canônica av· : X → X∗∗ de�nida
da seguinte maneira: para cada w ∈ X, o elemento avw ∈ X∗∗ é dado por 〈w∗, avw〉 = 〈w,w∗〉
para todo w∗ ∈ X∗.

Claramente av· é uma isometria linear, e é um isomor�smo isométrico sobre sua imagem
av(X) em X∗∗, e portanto, podemos identi�car X como um subespaço de X∗∗. Quando
av(X) = X∗∗, dizemos que X é re�exivo (mas nem sempre esse é o caso).

EmX∗ temos de�nidas a topologia da norma e sua topologia fraca "(X∗,X∗∗). De�nire-
mos uma terceira topologia em X∗, chamada de topologia fraca∗ e denotada por "(X∗,X),
dada como a topologia gerada pelas família de aplicações (avw)w∈X .

Como anteriormente, temos os seguintes resultados (cujas demonstrações deixamos a
cargo do leitor): a topologia fraca∗ em X∗ é de Hausdor�, e os conjuntos

{w∗ ∈ X∗ : |〈wh,w∗ − w∗0〉| < *, h = 1, · · · ,m},

com m ∈ ℕ, wh ∈ X para h = 1, · · · ,m, w∗0 ∈ X∗ e * > 0, formam uma base para "(X∗,X).
Escrevemos w∗m

∗
⇀ w∗ para denotar que {w∗m} converge para w∗ na topologia fraca∗.

Proposição B.9. Sejam X um espaço vetorial normado sobreÐ e {w∗m} ⊂ X∗. Temos:

(a) w∗m
∗
⇀ w∗ se e só se 〈w,w∗m〉 → 〈w,w∗〉 para todo w ∈ X.

(b) Se ‖w∗m − w∗‖X∗ → 0 então w∗m
∗
⇀ w∗.

(c) Se w∗m
∗
⇀ w∗ então {w∗m} é limitada e ‖w∗‖X∗ 6 lim inf

m→∞
‖w∗m‖X∗ .

(d) se w∗m
∗
⇀ w∗ e wm → w então 〈wm,w∗m〉 → 〈w,w∗〉.

Teorema B.10 (Teorema de Banach-Alaoglu). Se X é um espaço vetorial normado então
B = B

X∗

1 (0) = {w∗ ∈ X∗ : ‖w∗‖X∗ 6 1} é compacta na topologia fraca∗.
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Demonstração. ConsidereZ = {ℎ : X → ℂ} dotado da topologia produto(, e de�naΦ : X∗ →
Z por

Φ(w∗) = (〈w,w∗〉)w∈X .

Note que para cada w ∈ X �xado temos �w ◦ Φ : X∗ → X dada por �w (Φ(w∗)) = 〈w,w∗〉.
Da de�nição de "(X∗,X), vemos que �w ◦ Φ é contínua, e da Proposição B.4 segue que Φ é
contínua. Claramente Φ é injetora, e portanto tem uma inversa Φ−1 : Φ(X∗) ⊂ Z → X∗.

Provemos agora que Φ−1 é contínua. Da Proposição B.4, é su�ciente notar que avw ◦
Φ−1 : Φ(X∗) → ℂ é contínua para cada w ∈ X. De fato, note que para cada w ∈ X �xado

avw (Φ−1ℎ) = 〈w,Φ−1ℎ〉 = ℎ(w),

ou seja, a aplicação Φ(X∗) 3 ℎ ↦→ (avw ◦ Φ−1) (ℎ) = ℎ(w) é contínua, pela de�nição da
topologia produto.

Note que

Φ(B) = {ℎ ∈ Z : |ℎ(w) | 6 ‖w‖X , ℎ(w + �x) = ℎ(w) + �ℎ(x), � ∈ ℂ e w, x ∈ X},

e que podemos escrever Φ(B) = K1 ∩ K2, com

K1 = {ℎ ∈ Z : |ℎ(w) | 6 ‖w‖X , w ∈ X} =
∏
w∈X

B
ℂ
‖w‖X (0),

e

K2 = {ℎ ∈ Z : ℎ(w + �x) = ℎ(w) + �ℎ(x), � ∈ ℂ e w, x ∈ X}

=
⋂

w,x∈X, �∈ℂ
{ℎ ∈ Z : ℎ(w + �x) = ℎ(w) + �ℎ(x)}︸                                           ︷︷                                           ︸

=Dw,x,�

.

Do Teorema de Tychono�, K1 é compacto, e como a aplicação ℎ ↦→ ℎ(w + �x) − ℎ(w) −
�ℎ(x) é contínua, Dw,x,� é fechado para cada w, x ∈ X e � ∈ ℂ. Portanto K2 é fechado, e
assim Φ(B) é compacto, o que nos dá B compacto. �
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