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Introducao

O objetivo destas notas € apresentar a Teoria de Semigrupos e a sua importancia para
a teoria de equacdes diferenciais parciais semilineares. Para que o estudo de semigrupos e
seus geradores infinitesimais seja melhor aproveitado, € esperado do leitor o conhecimento
da teoria espectral para operadores fechados.

Estas notas podem ser usadas como um guia para a disciplina MTM 510002 - Teoria
de semigrupos e aplicacoes em EDP’s, mas isto ndo dispensa de maneira nenhuma o
estudo por meio dos livros sugeridos na ementa da disciplina.

Estas notas sdo baseadas em [4, 7] e também notas de aula da disciplina de Analise
Funcional IT do ICMC-USP, do Prof. Alexandre Nolasco de Carvalho.

Gostaria de agradecer aos alunos Alessandra Piske, Ever Vasquez e Fabiano Pereira, que
em 2019.2 me ajudaram a corrigir e melhorar este material.
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Capitulo

1

Teoria de Semigrupos

Neste capitulo apresentamos os fatos basicos da teoria de semigrupos de operadores li-
neares e continuos, indispensaveis ao entendimento das técnicas de solucdo de problemas
parabolicos e hiperbdlicos semilineares. Comecamos com uma revisao da teoria basica, mas
com o objetivo principal de apresentar a teoria de semigrupos fortemente continuos e se-
migrupos analiticos. A exposicdo apresentada neste capitulo segue [2, 5, 7]. Grande parte
da exposic¢do estard concentrada na caracterizacdo dos geradores de semigrupos lineares, ja
que nas aplicacdes da teoria, em geral, conhecemos a equacao diferencial e ndo o operador
solucdo.

Consideremos inicialmente a seguinte equacao diferencial ordinaria em R dada por

dx
L) E(t) = ax(t),

x(0) = xo,

onde a € R. Sabemos que a solucido do problema (Uinica, como veremos a seguir) é dada
por x(t) = xpe®, parat € R. As propriedades da fun¢io T (t) = e% que fazem com que x(t)
seja solucdo do problema sdo: T(0) =1e %(t) = aT (1).

Usando a definicdo de derivada, encontremos propriedades de T (¢) para que se verifique
a segunda propriedade. Temos
T(t+h)-T(t) ea(t+h) _ gat eth — 1

d L L _ atqs
g L) = Jim h = im —— = ¢ lim
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. . . ah_
Assim, para que valha ‘é—f = aT(t), usamos as propriedades de que e“*? = ee? e }llm % =
—0

a. Este ultimo limite s6 existe pois }lir% (e®" —1) = 0. Logo, utilizamos as propriedades:
T(0)=1, T(t+s)=T({)T(s) e }lirr(l)(T(h) -1)=0.

Para um espaco de Banach (X, || - ||x), com £L(X) sendo o conjunto dos operadores line-
ares limitados de X em X, isso nos motiva fazer a seguinte definicao:

Definicdo 1.1. Um semigrupo de operadores lineares em X ¢ uma familia {T'(¢): ¢t > 0} C
L(X), denotada somente por T quando ndo houver confusio, que satisfaz:

(i) T(0) =1,onde I é o operador identidade em X
(i) T(t+s)=T(t)T(s), paratodot,s > 0.
Se, além disso, tivermos

t—0* : . . ,
(iii) [|T(t) =Illzx) — 0, diremos que o semigrupo ¢ uniformemente continuo;

i t—0* . . ,
(iv) IT(t)x — x|]|lx — 0, para cada x € X, diremos que o semigrupo é fortemente
continuo, ou um C°-semigrupo.

Observacao 1.2. Quando T = {T(t): t € R} c L(X) é uma familia definida para todo
t € R, satisfazendo ?? e (ii) para t,s € R, entdo T serd chamada de grupo de operadores
lineares em X. Se T c L(X) é um grupo e satisfaz (iii) com t — 0, ele é dito um grupo
uniformemente continuo, e quando satisfaz (iv) para t — 0, é chamado de grupo forte-
mente continuo ou C°-grupo.

Note que se T ¢ L(X) é um grupo, entdo T(t)T(—t) = T(0) = I para todo t € R. Isso
mostra que T (t) é um isomorfismo para cada t € R, com inversa T (t)™! = T(-t).

Estudaremos os grupos de operadores lineares mais profundamente no Capitulo 3.

Além da funcio exponencial real, o estudo dos semigrupos de operadores lineares esta
associado ao estudo de problemas de Cauchy lineares da forma

dx
(12) E(t) =Ax(t), t>0,

x(0) = xo,

onde A: D(A) ¢ X — X é um operador linear (em geral ilimitado). O semigrupo T é o
operador solucdo de (1.2), isto é, para cada xp € X, t +— T(t)xo € a solugdo (em algum



sentido) de (1.2). Para explicar melhor esta observacao consideremos primeiramente o caso
em que A ¢ um operador linear continuo, isto é, A estd em £(X).
Neste caso, podemos ver que o semigrupo T = {T(t): t > 0} € a solu¢do do problema

d
aT(t) = AT(I), t >0,
T(0) =1,

isto ¢ T € C([0,0), L(X)) N C((0, ), L(X)) e satisfaz o problema acima.
Vamos considerar o problema

d
(1.3) T =AT(@), teR,
T(0) =B € L(X),

e mostrar que, para cada B € £L(X) fixado, ele possui uma tnica solugdo (veja o Exercicio
2) e que as propriedades de grupo estio satisfeitas quando B = I. Isso seguira do Principio
da Contracao de Banach (veja, por exemplo, [8, Theorem 9.23]) que enunciamos a seguir.

Lema 1.3 (Principio da Contracdo de Banach). Sejam (X, d) um espaco métrico completo
e F: X — X uma fungdo tal que d(F"(x),F"(y)) < kd(x,y) para algum inteiro positivo
ne0 < k < 1(isto é, F" é uma contragdo estrita). Entdo, existe um unico x* € X tal que
F(x*) = x*. O ponto x* é chamado ponto fixo de F.

Agora, fixado ¢ > 0, vamos procurar uma solucio para (1.3) que seja uma funcio em
CY((-t,1), L(X)), lembrando que X é um espaco de Banach. Considere

K={U e C([-7,7], L(X)): U(0) = B},

e para U € K defina a transformacao

t

F(U)(t) =B +/0 AU (s)ds parat e [-1,7].

Exercicio 1. Mostre que K com a norma induzida de C([-7, 7], £(X)) (a norma do su-
premo) é um espaco métrico completo.

Exercicio 2. Uma solucio de (1.3) em [-7, 7], para T > 0, ¢ uma func¢io

UeC([-1,7], LX) N CY((-1, 1), L(X)),



8 Teoria de Semigrupos

que satisfaz U(0) =B e
d
EU(t) =AU(t) paratodot e (-1,7).
Mostre que U € uma solucdo de (1.3) se, e somente se, U € um ponto fixo de F em K.

Queremos mostrar que existe um inteiro positivo n tal que F" é uma contracdo. De fato:

IFU)(®) —F(V)(O)ll£x) < /0 IAU (s) — AV (5)[| £x)ds

< |tAllgzxy sup [UE) =V (D)llex) < TllAllgxy sup [[UE) =V (D)l zx)

te[-7,7] te[-7,7]

Suponha que parat € [-7,7] e n > 1 tenhamos

n-1 n-1 |t|n_1”A”Z_(;f)
IF*U @) = FV(O)llzon  ———7— sup U =Vl zex).
(I’l - 1)- te[-7,7]

entao

IF"(U) (&) = F"(V) (D)l g0 <

LAl

(X)

<———— sup NU(£) =V (D)llgx) <
n: te[-1,7]

t
/ |AF" U (s) — AF" 'V (s) | £(x)ds
0

AN,

sup [|U(1) = V(D) £x)-

n! te[-7,7]

Al
Notando que —=*

— 0 quando n — oo, segue que existe um inteiro positivo ng tal
que F™ ¢ uma contracgdo, e segue do Principio da Contracdo de Banach que existe um tinico
ponto fixo para F em %, e portanto uma tnica solu¢io de (1.3) em [-7, 7]. E facil ver que
este ponto fixo é uma funcio continuamente diferenciavel e que satisfaz (1.3).

Como a argumentacdo acima vale para todo T > 0, segue que toda solucdo de (1.3)
estd globalmente definida, isto é, definida em R. Vamos agora verificar que a propriedade
de grupo esta satisfeita para a solucdo T = {T'(t): t € R} de (1.3) com B = I. Note que
U(t) =T(t+s)eV(t) = T(t)T(s) sdo solucdes de (1.3) satisfazendo U (0) = V(0) = T(s).
Segue da unicidade de solucoes que T (¢t +5) = T (t)T(s). Portanto T = {T(¢): t € R} é um
grupo uniformemente continuo de operadores lineares.

Estaremos interessados em situacOes mais gerais, ja& que em muitas aplicacdes o opera-
dor A ndo ¢ limitado. Reciprocamente, dado um semigrupo de operadores lineares qualquer

podemos associd-lo a uma equacio diferencial através da seguinte definicao:
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Definicio 1.4. Se T ¢ £(X) é um C°-semigrupo, seu gerador infinitesimal é o operador
definido por A: D(A) c X — X, onde

T(t)x —
D(A) = {x eX: tlirg M existe } e definimos
T(t)x —
Ax = 1i1’51 Twx-x para todo x € D(A).
t—0*

Observacao 1.5. Quando lidamos com equagdes diferenciais em geral, trabalhamos com ope-
radores A que ndo sao limitados. De fato, considere X = C(R), isto é, o conjunto das fungoes
continuas de R em R. Mostremos que ndo é possivel definir uma norma nesse espago de modo
que o operador A: D(A) c X — X dado por D(A) = C}(R) e

(AN =L parasena,

seja um operador linear limitado.
Assuma que || - || é uma norma qualquer em X. Considere a funcdo f(x) = e**, para
A e R, onde A € R éfixado. Claramente f € X e das propriedades de norma, temos

df
A = ||l = l = A .
IAfI deH A= 1AL£1]
Como A pode ser tomado arbitrdrio, é facil ver que ndo pode existir C > 0 tal que
lAgll < Cllgll, para toda g € D(A),

0 que mostra que A ndo é limitado, em nenhuma norma.

1.1 Exponencial de um operador linear limitado

Nessa secdo veremos que o grupo T obtido através da equacgdo (1.3) (com B = 1) é da
forma, T(t) = e4!, onde e”! é a exponencial de um operador linear, definida no exemplo
abaixo.

Exemplo 1.6. Seja A € L£(X) e defina

2 thAn

-3

n=0

parat € R.
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Entdo {e”!: t € R} define um grupo uniformemente continuo com gerador A e satisfazendo
lleA! 2y < eltllAll zex) |

A série ) ot rf,‘ converge absolutamente, uniformemente em subconjuntos com-

pactos de R, visto que [[A"|| £(x) < ||A||L(X). Assim
S ”A" (eHIAN £e0)" A
le* Il zcx) < Z Z = =7 el parat e R.
!
LX) w0 n
e também
|| AT o (LAl 2™
Z n-1)! ||, < llAllzx) Z — Al gy M4l para t € R.
=1 n=0 '
Portanto d
At At
—e™ = Ae™, arat € R.
dt P
e

le® = Ill cxy < lEllAll gorye M0 — o,

quando t — 0. Segue que {e’: t € R} é a tinica solucdo de (1.3) com B = I. O
resultado agora segue das consideracoes anteriores.

Todo semigrupo fortemente continuo possui uma limitacdo exponencial, dada no teo-
rema a seguir.

Teorema 1.7. Suponha que T C L(X) é um C°-semigrupo. Entdo existem M > 1ef € R
tais que
IT ()]l zx) < MeP! paratodot > 0

Além disso, para qualquer € > 0 podemos escolher qualquer 3 > % In||T(€)||l £(x) e entdo
escolher M > 1.

Primeiramente note que existe 7 > 0 tal que supy(o,; [IT(s)ll£x) < oo. Isto € con-
sequéncia do fato que, para cada sequéncia {s, } ,en €m (0, 00) com s, — 0%, {T'(8,) X }nen
¢ limitada para todo x € X e, do Principio da Limitacao Uniforme, {||T (sx)l £(x) tnen
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¢ limitada. Portanto nio ¢ dificil verificar que para cada € > 0 temos

sup [IT(s)ll £x) < oo.
s€[0,€]

Dado ¢ > 0,fixamosK = sup ||T(s)||zx) < oo econsideramos § > %ln IT(0)l £(x)-
s€[0,€]

Assim [|T(€)|| zx) < ePt eparat > 0, escrevemost =né+scomn e Nes € [0,€), e
obtemos

IT Ol zx) = IT (€ +9)ll 2x) = ITE) T ()l £exy < NT N7 IT Nl £cx)
< Keﬁne < Ke|ﬁ|€eﬁ(n€+s) :Meﬁt’

com M = Kelfl¢ e o resultado esta provado.

J

O teorema a seguir caracteriza completamente os semigrupos uniformemente continuos
de operadores através de seus geradores.

Teorema 1.8. Dado um C°-semigrupo T c L(X), as seguintes afirmativas sdo equivalentes:

(a) T é uniformemente continuo;

(b) seu gerador infinitesimal estd definido em todo X ;
(c) para algum A em L(X), T(t) = e4;

(d) T éum grupo uniformemente continuo.

Demonstracado

Claramente (c) implica em (d) pelo Exemplo 1.6, e (d) implica trivialmente em (a).
Além disso, novamente pelo Exemplo 1.6, (c) implica tanto (a) quanto (b).

Para (b) implica (a), se o gerador infinitesimal de T' est4 definido em todo X, entdo
0 conjunto

¢ limitado para cada x € X. Pelo Principio da Limitacdo Uniforme temos

HT(t) -1
t

T(t)x —x
t

:0<t<1}
X

:0<t<1
L(X)
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¢ limitado, e portanto T'(t) — I quando t — 0*.

Agora para (a) implica (c), é suficiente provar que se T'(t) = I em L(X), entdo
existe A € L(X) com T(t) = e”!. Assumindo que T(t) — I quando t — 0%, existe
6 >O0talque ||T(¢t) - Il zx) < 1/2paratodo0 < t < d. Ainda, para cada ¢t > 0 fixado,
temos

IT(¢+h) =Tl zex) = (T (h) =DT ()l £x) — O,
IT(¢) =T(t =M)llzex) = (T () =DT(t = h)llgex) — 0

quando h — 0%, jadque ||T(t—h)|| z(x) € limitada para h € [0, &]. Portanto a aplicacdo
R* >t +— T(t) € L(X) é continua, e a integral fot T (s)ds estd bem definida. Além

disso
1 (9
- T -1
3 /O (s)ds

e portanto (foa T(S)ds)_1 € L(X). Defina

5 —il
=(T()-1) (/0 T(s)ds) .

<1/2,

L(X)

Paracada h > 0

h 6+h o)
it })l I/ T (s)ds = Plz {/h T(s)ds—/0 T(s)ds}

6+h
= %/ T(s)ds — —/ T(s)ds g T(5)
6

T(h) _[ h—0*
—>

Logo Ae

T(t+h) - T(t)
h

T(h) -1 T(h)-I

=IO —="74

T(t) T(t)A AT (t).
Portanto t — T'(t) tem uma derivada a direita

d+
2T =T()A = AT()
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que é continua para t > 0. Segue do Lema de Dini (Lema A.3) que R* >t — T(t) €
L(X) é continuamente diferenciavel e, da unicidade de solucdes para o problema
(1.3) com B = I segue que T (t) = e’ para todo ¢ > 0.

Em vista desse teorema a teoria de semigrupos concentra-se no estudo dos semigrupos
fortemente continuos e seus geradores.
1.2 C°-semigrupos

O resultado a seguir reune fatos importantes sobre C°-semigrupos, e serd utilizado com
frequéncia no restante do capitulo.

Teorema 1.9. Seja T ¢ £(X) um C°-semigrupo.
(1) Dado x € X, a aplicacdo [0,00) >t — T(t)x € X é continua.

(2) [0,00) 3t |IT(t)|l£x) € [0, ) é semicontinua inferiormente’, e portanto mensurd-
vel.

(3) Seja A o gerador infinitesimal de T. Entdo A é fechado e densamente definido, e para
x € D(A), [0,00) >t + T(t)x € D(A) é continuamente diferencidvel e

d
aT(t)x =AT(t)x =T(t)Ax paratodot > 0.
(4) Para f3 € R como no Teorema 1.7, se ReA > S entdo A € p(A) e

A-A)tx= / e MT(t)xdt paratodox € X
0

(1) Usando o Teorema 1.7, parat > 0 e x € X, temos

h—0*
IT(t+h)x —T()x|lx < ITOlzeolIT(R)x —x|lx — 0,

!Lembre-se que uma funcdo ¢: [0,00) — R ¢ dita ser semicontinua inferiormente se para cadat > 0 e
€>0existed > 0talqueses e (t—6,t+95) NR* entdo p(s) > ¢(t) —e. Equivalentemente, ¢ é semicontinua
inferiormente se para cada b € R, o conjunto ¢~!((b, )) é aberto em [0, o).
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h—0*
IT(O)x -T(t-hxlx <||T(-h)zx)lT(h)x-x|x — 0,

0 que prova a continuidade de R* > ¢t — T(t)x € X.

(2) Basta mostrar que {t > 0: ||T(¢)||z(x) > b} € aberto em [0, o) para cada b € R.
Mas ||T ()|l £(x) > b implica que existe x € X com ||x|[x = 1 tal que [|T(f)x|| >
b. Segue de (1) que ||T(t)x|| > b para todo ¢ suficientemente préximo de ty, logo
IT(¢)ll £(x) > b para t em uma vizinhanca de f, e o resultado segue.

(3) A prova de que A ¢é fechado sera feita na demonstracdo do item (4). Para a den-

sidade, seja x € X e, para ¢ > 0, defina x, = %/OST(t)x dt. Entdo x; — x quando

€ — 0% e para h > 0 temos

T(h)xe—x. 1 e & h—ot T(e)x — x
T_E(/g T(t)xdt—/o T(t)xdt) =R

assim x; € D(A) e D(A) é denso em X. Agora, se x € D(A) temos

lim T(h)T(t)x —T(t)x
h—0* h

T(h)x —x
h

=T(t) ;111_%1+ =T(t)Ax,

logo T (t)x € D(A) e AT (t)x = T(t)Ax. Portanto

d* . T(t+h)x -T(t)x
ar L Wx =l h

= AT (t)x =T(t)Ax,

existe e é continua (pelo item (1)), e pelo Lema de Dini, a aplicacio R* € t + T(t)x €
D(A) é continuamente diferenciavel e assim %T (t)x = AT (t)x = T(t)Ax para todo
t>0.

(4) Note que se Red > S temos [|e™ T (t)|| zx) < Me (ReA-Pt que é uma fungio
integravel em [0, o), e podemos definir R(1) € L(X) por

R(A)x = /0 Ooe"“T(t)xdt.
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Temos® ||[R(A)]| £x) < Re]f—_ﬁ, e parax € X e h > 0 obtemos

T(h) -1 _ T(hx-x
———R()x=RA)———

:1( / e M T (1) xdt — / e_’“T(t)xdt)
h\ Jn 0

1 " ”
:_(_ / "I (1) xdt + / (e““—1)e—“T(t)xdt)
h 0 0

"0 x4+ AR()x,

(1.4)

0 que mostra que R(1)x € D(A) e (1 — A)R(1)x = x. Portanto A — A é sobrejetivo.
Além disso para x € D(A), usando integracdo por parte, segue que

R(1)Ax = / e MT () Axdt = / e"“iT(t)xdt
_ e—MT(t)x):’ ) / e MT (1) xdt = —x + AR(A)x,
0
e portanto R(1)(A—A)x = x paratodo x € D(A) e A—A é também injetora. Logo 1-A

¢ uma bijecdo de D(A) sobre X com inversa R(1) € L(X), e segue da [3, Proposicao
2.1.6 (a)] que A é fechado, e portanto A € p(A), e a prova esta completa.

%Note na definicdo de R(1) e nesta estimativa utilizamos a mensurabilidade de R* > ¢t +—
IO £x)-

1.2.1 Iteracoes de operadores

Definicdo 1.10. Seja T ¢ £(X) um C°-semigrupo com gerador infinitesimal A. Defina
AY =1, A! = A e, estando definido A”™ !, indutivamente definimos

DA™ ={xeX:xe DA™ ) e A" x e D(A)},
e para x € D(A™), definimos A™x = A(A™ x).
Proposicdo 1.11. Seja T ¢ L(X) um C°-semigrupo com gerador infinitesimal A. Entdo:

(1) paracadam € N, D(A™) é um subespaco vetorial de X e A™: D(A™) c X —» X éum
operador linear;
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(2) sex € D(A™) entdo T (t)x € D(A™) paratodot > Oe

m

jt—mT(t)x =A"T(t)x =T(t)A"x parat > 0;

(3) Formula de Taylor: se x € D(A™) ety > 0 temos

T(t)x Z (t AkT(to)x + / (t —5)"1A™T (s)xds;

1)'
(4) para cada x € D(A™) temos
t t
(T(t)-I)"x = / / AMT (514 +Sp)x dsy - - dsp;
0 0

(5) Nyp=1D(A™) é denso em X.

Demonstracao

(1) Fica como exercicio ao leitor.

(2) O caso m = 1¢é o item (3) do Teorema 1.9. Agora suponha por inducdo que o
resultado seja valido para m e o provemos para m+1. Para isto, seja x € D(A™), logo
x € D(A™) edahipotese deindugdo temos T (t)x € D(A™). Além disso, A" x € D(A)
e assim

AT (t)x =T (t)A™x € D(A),

e portanto T'(t)x € D(A™*). Finalmente

dm+1 _ d d” _ d m,. _ B sp — m+1

(3) Para m = 1, temos
t d t
T(t)x —T(to)x = / —T(s)xds = / AT (s)xds,
to dS to
e o restante da demonstragdo segue por inducdo, a cargo do leitor.

(4) Param = 1, oresultado segue do caso m = 1 doitem (3) deste teorema, com y = 0.
Novamente, este item segue por indugdo e a demonstracgao fica a cargo do leitor.
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(5) Seja ¢ uma fun¢do em C*(R) com ¢(¢) = 0 em uma vizinhanca de t = 0 e para
t suficientemente grande. Sejam também x € X e f = / e(t)T(t)xdt. Parah > 0
0

suficientemente pequeno, temos

T(h)f—f_/°°¢(t—h)—¢(t)
n h

T(t)xdt,

eassim f € D(A)e Af = — fooo @ (t)T (t)x dt. Como —¢’ satisfaz as mesmas condi-
coes que @, temos f € D(A?) e

2, _ . ” d
A°f /0 @” ()T (t)xdt,

e ¢” satisfaz as mesmas condicoes que ¢. Indutivamente, para cada m > 1, obtemos
feD(A™) e N
Ang = [ oM@t
0
0 que mostra que f € Ny>1D(A™). Para mostrar que Ny>1D(A™) € denso em X,
escolha @ satisfazendo também fooo @(t)dt =1, edefina f, = fom ne(nt)T(t)xdt para
cadan € N. Como t — ng(nt) estd em C*(R) e é zero numa vizinhacadet =0 e
para ¢ suficientemente grande, segue que f, € Ny>1D(A™) para todo n € N. Além

disso f,, = fowgo(s)T(s /n)xds para cada n € N, e assim, do Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, temos f, — x quando n — co.

Exercicio 3. Seja A: D(A) ¢ X — X um operador fechado, densamente definido e com
1 € p(A). Mostre que:

(1) D(A?) = X;

(2) Y = (D(A™),|| - |lm) € um espaco de Banach, para cada m € N, onde ||x||,, =
St 14K 1x;

E—
(3) D(42) ' = Y;.

Dica: Tome D(A) 3 f, —» Ax € X, x, = (I — A)"'(x — f,) e mostre que x,, — x e Ax, — AXx.

Observacao 1.12. Segue imediatamente do Exercicio 3 que se u: R, — X é uma fungdo tal
que
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(a) u(t) e D(A™) paracadat €I c R, aberto;

(b) u possui n derivadas e f;% € D(A™), paratodot €l ek=1,---,n;
(c) asfuncoes AJ ‘jika, para j=0,--- ,mek=0,---,nsdo continuasemI;

entdou € C"(1,Yy).

Proposicio 1.13. Se A é o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo T c L(X) entdo para
cadax € D(A™) aaplicacdoR, > t — T(t)x estd em C"™ *(R,, Yy), paracadak =0,--- ,m.

Demonstracgdo

Se x € D(A™) entdo x € D(A¥) e A*x € D(A™¥), paracadak = 0,---,m. Da
Proposicdo 1.11, segue que para0 < j < m -k

j . .
%T(t)x =AT(t)x =T(t)A’x,

e como A/x € D(A™)) segue que %T(t)x € D(A™J) c D(A¥). Ainda, se i =

0,---,k,temos0 < i+ j < meassim

o dJ o .
A’ET(t)x =A"T(t)x =T(t) A" x,

que ¢é continua na varidvel ¢. O resultado segue agora da Observacdo 1.12.

1.2.2 Unicidade

Teorema 1.14. Sejam T,S c L(X) C°-semigrupos com geradores infinitesimais A e B, res-
pectivamente. Se A = B entdo T (t) = S(¢t),t > 0.

Demonstracgdo

Seja x € D(A) = D(B). Do Teorema 1.9 segue facilmente que a funcao [0,f] > s —
T(t —s)S(s)x é continua em [0, t] e diferencidvel em (0, t), e além disso

%T(t —5)S(s)x = -AT(t —s)S(s)x +T(t —s)BS(s)x
=-T(t-5)AS(s)x+T(t —s)BS(s)x =0.
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Portanto s — T (¢t — 5)S(s)x é constante em [0, {], e em particular, seus valores em
s =0es =t sdoos mesmos, isto é T (t)x = S(t)x. Isto vale para todo x € D(A) e como
D(A) édensoem X e S(t),T(t) € L(X), segue que T (t)x = S(t)x para todo x € X.

1.2.3 Exemplos de semigrupos e geradores infinitesimais

Exemplo 1.15 (Translacio de Geradores). Sejam T ¢ £(X) um C°-semigrupo em um es-
paco de Banach X, A seu gerador infinitesimal e 8 € R. Entdo a familiaS = {S(¢): ¢t > 0} C
L(X) dada por

S(t) = ef'T(t) paracadat > 0,

define um C°-semigrupo em X e A + I é o seu gerador infinitesimal.
A demonstracdo destes fatos ¢ deixada a cargo do leitor.

Exemplo 1.16 (Semigrupo das translacoes). Considere C,(R) o espago das funcées unifor-
memente continuas e limitadas de R em R. Em C,(R) defina, para cada ¢t > 0 a seguinte
aplicacao:

T(t): Cu(R) — Cu(R)
ubTHu=u(t+-)

Considere em Cy,(R) a norma uniforme, dada por

[lull = sup |u(?)].
teR

E simples verificar que com esta norma, o espaco Cy, (R) é um espaco de Banach, e que
para cada t > 0, a aplicacdo T'(t) € um operador linear limitado de C,(R), e € unitario (isto

& NTO cicumy =1
Verifiquemos agora que T = {T(¢): t > 0} ¢ um C°-semigrupo em C,(R).

1) TOu=u(0+-)=u,logoT(0) =Iem Cy(R).
1) T(HOT(s)u=T()u(s+-)=u(t+s+-)=T(t+s)u,paratodot,s > 0eu € C,(R).

(iii) Sejam u € Cy(R) e € > 0. Da continuidade uniforme de u, existe § > 0 tal que se
0 <t <J,entdo supp [u(t+s) —u(s)| <e istoé, ||T(fH)u —u|| <eparad <t <de
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portanto, para cada u € Cy(R), temos

IT(u - ul =% 0.

Para completar a andlise deste semigrupo, encontremos seu gerador infinitesimal; e para
isto, o denotemos por A: D(A) c C,(R) — C,(R). Seu € D(A) entdo Au = hlir& %’

e tal limite existe (na norma uniforme). Mas

u(h+s)-u(s) d'u
h e

Au)(s) = lim s),
(Au)(s) = lim (s)
. . . . + . 7 . 4
onde o limite existe na norma uniforme, portanto dd—t” existe e € uniformemente continua.
Do Lema A.3, ‘é—’t‘ existe e ¢ uniformemente continua.
Reciprocamente, se u € Cy,(R) e ‘fi—’;‘ existe e € uniformemente continua, do Teorema do
Valor Médio, para cada ¢ > 0 fixado, dado h > 0 existe &;, € (t,t + h) tal que

T(h)u(t) —u(t) _du

du du
—(t) = — - —(0),
. 7D dt(&,h) 7D
h—0 .. . . - . .
e como &, — t, a continuidade uniforme de % garante que hllr%1+ W existe unifor-
memente. Logou € D(A) e
Ay = du
Cdt
Portanto D(A) = {u € C,(R): ‘fi—’t‘ existe e € uniformemente continua} e parau € D(A)
temos Au = 4

E.



Capitulo

2

Geracao de Semigrupos

Neste capitulo veremos condi¢des necessarias e suficientes para que operadores line-
ares A: D(A) ¢ X — X, num espaco de Banach X, sejam geradores infinitesimais de
C°-semigrupos.

2.1 Teorema de Hille-Yosida

Comecaremos com o Teorema de Hille-Yosida, que caracteriza completamente os gera-
dores infinitesimais de C°-semigrupos.

Teorema 2.1 (Teorema de Hille-Yosida). Se A: D(A) c X — X é um operador linear, sdo
equivalentes:

(i) A éo gerador infinitesimal de um C°-semigrupo T < L(X) com ||T(t)]| £x) < e“ para
todot > 0;

(ii) A éum operador linear fechado e densamente definido, com p(A) D (w, =) e para todo
A>wvale||[(A-A) Y rx < (A-w)™n

Demonstracdo

Que (i) implica (ii) segue do item (3) do Teorema 1.9. Em particular, temos

« 1
1A-4)"xl < [ eHIT@xlxde < =[xl paraz > .
0 .
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Provemos que (ii) implica (i). Notemos que se Ti(t) = e “!T(t), para t > 0, entdo
Ty ¢ L(X) é um semigrupo com ||Ti(¢)||zx) < 1 (chamados de semigrupos de
contracdes), e seu gerador infinitesimal € A — w, se A for o gerador infinitesimal de
T. Assim é suficiente tratar o caso w = 0. Suponha que (ii) vale com w = 0. Paral > 0
temos [|[A(A — A) Higx) < 1eA(A—A) =T+A(A - A)"L. Assim para x € D(A)
obtemos

142 = A) " x = xllx = [[(2 - A) T Axlx < A7H|Ax|lx — 0,

quando A — oo. Como A é densamente definido e [|1(42 — A)7!|| z(x) < 1 para todo
A >0, obtemos 1(A — A)'x — x quando A — oo, para cada x € X.
Para cada 1 > 0, defina A; = 1A(1 - A)~L. Como A; = 1>(1 — A)~! — AI temos
Ape L(X)e
Al 2o = 1P (A = A) " = Al gx) < 24,

e para x € D(A) obtemos Ajx — Ax quando 4 — co. O operador A; é chamado de
aproximacio de Yosida de A. Obteremos T'(t) como o limite de e*4* quando A — oo.
Primeiro note que

2 -1 2 -1
At ot2%(2-A) ~At AN (A=A Moo ¢

A
"] zix) = lle leox) <e

eassimparad,u >0,t >0ex € X,como AA, = A A,, obtemos

L a
le"4%x — ek x||x = H/ $(etSAﬂet(l_s)A“x)ds
0

1
<[4
0

Portanto se x € D(A) o limite T'(t)x = /llim e!41x existe uniformemente para 0 < t <

X

e!$41et 1= 4w (A, x — A#x)HX ds < t||Axx — Aux||x.

to, qualquer que seja tp > 0. Assim, para x € D(A), a aplicagdo [0,0) 5t — T(t)x €
X é continua. Além disso ||T(£)x||x < ||x|lx e tlir(r)1+ T (£)x — x||x = 0.

Estendemos continuamente T'(t) a X por T(t)x = lim T(¢)x,, onde x, € D(A)
é tal que x, — x. Assim T(t) € L(X) e ||[T(H)llzx) "5? para cadat > 0. Agora
se x € X,dado e > 0 existem x; € D(A) ed > O tais que, ||x; — x|lx < €/3 e



2.1 Teorema de Hille-Yosida 23

|IT(t)x1 — x1||x <€/3,t € [0,8]. Assim, para todo t € [0, 5], temos
IT()x —xllx < [[T()(x —x)llx + IT()x1 - x1llx + [|x1 - x[lx <&,

0 que mostra que tli)r(r)1+ IT(t)x — x||x = 0 para cada x € X.

Se x € D(A?), entdo /Ih_r)rolo eix =T(tH)x e /111_1)1010 e Ax = T(t)Ax. Como A Ay =
AA,y paray € D(A) obtemos e'Yx — T(t)x e AetYix = e Ax = T(t)Ax, e ja
que A ¢é fechado, segue que T(t)x € D(A) e AT (t)x = T(t)Ax. Segue do item (3)
do Exercicio 3 e do fato que A € fechado que se x € D(A) entdo T(t)x € D(A) e
AT (t)x = T(t)Ax paracadat > 0. Disto, para x € D(A) e t,s > 0, obtemos

IT ()T (5)x — e x]||x < |IT(6)T(5)x—e" T (5)x]|x

+ "4l ) 1T (5)x — exlx — 0,

quando 4 — oo, e segue facilmente que T'(t)T (s)x = T (t+s)x. Da densidade de D(A)
em X temos T ()T (s)x = T(t +s)x paratodo x € X et,s > 0. Portanto T c L(X) é
um C°-semigrupo, e nos resta provar que A é o seu gerador. Se x € D(A?) entdo

t t
T(t)x —x= /1lim (eYx — x) = lim e A xds = / T (s)Axds,
—00 0

A—00 0

e tomando limites, a igualdade acima também vale para x € D(A) (isto é feito usando
a parte (3) do Exercicio 3). Assim se x € D(A) temos

T(h)x —x _

h
1 / T(s)Axds — Ax quando h — 0*.
n A

Portanto o gerador B de T deve ser uma extensio de A (istoé D(B) > D(A) e Bx = Ax
quando x € D(A)). Mas, por hipdtese, 1 € p(A) e, do fato que B é o gerador de um
semigrupo fortemente continuo de contragdes, 1 € p(B). Logo

X =(I-A)D(A) = (I - B)D(B),

entdoX = (I-B)D(B) = (I-B)D(A), o que mostraque D(A) = Im((I-B)~!) = D(B).
Portanto A = B e a prova esta completa.

Ambas as condicoes (i) e (ii) dependem da escolha da norma em X. Daremos uma
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formulacio independente da norma, mas na pratica devemos usualmente procurar normas
especiais para a qual o Teorema 2.1 se aplica.

Lema 2.2. Suponha que A é um operador linear fechado cujo conjunto resolvente contém
(0, 00) e que satisfaz ||[(A — A)™"|| ;x) < MA™" para todon > 1e A > 0. Entdo existe uma
norma | - |x em X tal que para todo x € X e A > 0 temos

Ixllx < Ixlx < Mlixllx e [(A—A)" x|x < A7 xIx.

Demonstracdo

Se u>0e|u—A] < uentdo a série
S(A) = ) (= )f (- A,
k=0

converge em £L(X) pois

=4 _, =4

—k-1 M
1= 20 1= )Ly < (£ )"
Com isso, fica como exercicio ao leitor verificar que 1 € p(A) e que (1 - A)~! = S(4).

Isto vale, em particular, para 0 < 1 < u e como esta é uma série de poténcias, temos

. ki - <P e
(—1>P(A—A)P1——,ﬁ< —A) = Z( D e AT
e portanto
@.1) (A=A = 3 ()= 0P - )
k=p

Além disso, para 0 < A < u obtemos

00 k—

AP (1 — A)P-! - k) (u—4 ? A P e _ Ak

1272 = e < ), )= I 1S
k=p

Defina ||x||, = sup [|u" (4 — A)™"x||x para u > 0. Assim [|x|lx < [[x]lx < M||x]|x

n=0
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epara0 <A <y, [[x|[x < [|x]|, pois, para todo p € N, temos

oo

k-p p+l
p+l oy _ -p-1 k :u_/l & _
1272 - 4) xnxs;)(p)(—ﬂ ) (5] =

onde, na ultima igualdade, utilizamos (2.1) com A = 0. Como 4 — ||x||; é crescente
e limitada superiormente, seja

|x[x = lim ||x[[z = sup [|x]|z,
A—o0 >0

que ¢ uma norma em X (verifique). Entdo ||x||x < |x|x < M||x||x epara0 <A < u
temos

P (= A)PAA = A) ' x|lx = [[A(A = A) 7wl (- A)Px]|x
< [P (u— A)Px||a
< [P (u—A)7Px|l < Ix]lu < |x|x,

entfio [|A(A — A) x|, < |x|x € |A(A - A)lx[x < |x|x.

Teorema 2.3 (Forma Geral do Teorema de Hille-Yosida). Seja A: D(A) ¢ X — X um
operador linear. Sdo equivalentes:

(i) A éo gerador infinitesimal de um C°-semigrupo T c L(X) tal que ||T(t)]| £x) < Me®!
para todot > 0;

(ii) A é um operador fechado, densamente definido, p(A) D (w, ) e |[(A — A) || gx) <
M(A—w) ™™ paratodod >wen > 1.

Demonstracgdo

Considerando e ®!T(t) e A—w, podemos supor sem perda de generalidade que w = 0.
Mostremos que (i) implica (ii). Do item (4) do Teorema 1.9, qualquer 4 > 0 estd no
conjunto resolvente de A e

A—A)x = / ) e MT (t)xdt.
0




26 Geracao de Semigrupos

Derivando n — 1 vezes na variavel A (n > 1), temos

(A-A)"x = o / M IT (1) xd,
1 J,
logo
- M||x - -
13- 4"l < s [ et = Ml
paran > 1.

Agora suponha que vale (ii) (com w = 0). Pelo Lema 2.2, podemos escolher uma
norma equivalente |-|x em X, tal que || x||x < |x|x < M||x|lxe|(1-A) " x|x < A7x|x
para A > 0. Portanto o Teorema 2.1 (Teorema de Hille-Yosida) se aplica e, com a
norma | - |y, A gera um C%-semigrupo {T(t): t > 0} com |T(¢)x|x < |x|x. Assim
conluimos que

IT()x|lx <|T()x[x < |x[x <M|lx]x.

Para a definicdo e resultados sobre o dual A* de um operador A, veja |3, Secdo 2.3].

Teorema 2.4. Sejam X um espaco de Banach reflexivo e T ¢ L(X) um C°-semigrupo com
gerador infinitesimal A. Entdo, definindo T* ¢ L(X*) por T*(t) = T(t)* parat > 0, entdo
T* é um C°-semigrupo e A* seu gerador infinitesimal.

Demonstracado

Como, por hipétese, X € um espaco de Banach reflexivo e A é fechado e densamente
definido, A* é também fechado e densamente definido. Além disso, se 1 € p(A)
entiod € p(A*) e ((1-A)™1)* = (1-A*)"L. Como A é o gerador infinitesimal de um
C°-semigrupo, existem constantes w € R e M > 1 tais que (w, ) C p(A) e

M

(A= A) " ze) < m paratodod >wen > 1.
Assim, (w,0) C p(A*) e
(A=A " exs) = 1A =A) "l gx) < L paratodod >wen > 1,
(4 - )"

e portanto A* é o gerador infinitesimal de um C°%-semigrupo T* ¢ £(X*). Mas, para
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cada x* € D((A*)?), temos

T*(t)x* = /llim edilx* = /1lim (eM)"x* = T(t)*x*,
e como D((A*)?) é denso em X* e T*(¢), T(t)* € L(X*), aigualdade segue para todo
x*eX* et >0.

Para a defini¢do e resultados sobre operadores autoadjuntos em espacos de Hilbert, veja
[3, Secdo 5.2].

Corolario 2.5. Um CP-semigrupo T, com gerador infinitesimal A, num espaco de Hilbert
H é autoadjunto, isto é T(t)* = T(t) para todot > 0 se, e somente se, A é um operador
autoadjunto.

2.2 Teorema de Lumer-Phillips

Para esta se¢do, é recomendado o estudo de [3, Secdo 2.5] sobre operadores dissipativos
e suas propriedades.

Teorema 2.6 (Lumer-Phillips). Seja A: D(A) ¢ X — X um operador linear em um espaco
de Banach X.

(i) Se A é o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo de contracdes, entdo A é fechado,
densamente definido, dissipativo e Im(A-A) = X para todo A > 0. De fato, Re (Ax, x*) <
0 para todo x* € J(x).

(ii) Se A édissipativo, D(A) = X eIm(4g — A) = X para algum Ay > 0, entdo A é o gerador
infinitesimal de um C°-semigrupo de contragoes.

(i) Do Teorema de Hille-Yosida - Teorema 2.1, se A gera um C°-semigrupo T com
IT(t)|| £(x) < 1paratodot > 0, entdo Im(4—A) = X paratodo A > 0 e para qualquer
xeX,x" e€J(x),t>0,temos

Re(T (£)x, x*) < (T (£)x, x")| < Ix"[lx- IT (6)xllx < llx[I%-
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Assim
T(t)x — 1
Re <¥x> - ?(Re (T(£)x, x*) — ||x||)2<) <0,

esex € D(A), fazendo t — 0*, obtemos Re (Ax, x*) < 0.
(ii) De [3, Teorema 2.5.4], todas as hipéteses do Teorema de Hille-Yosida estao veri-
ficadas, e a prova estd completa.

O seguinte resultado é uma consequéncia imediata de [3, Corolario 2.5.5] e do Teorema
de Lumer-Phillips.

Corolario 2.7. Seja A um operador linear fechado e densamente definido. Se ambos A e A*
sdo dissipativos, entdo A é o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo de contracoes em X.

Para o seguinte exemplo, é recomendado o estudo de [3, Secdo 2.6] sobre imagem nu-
mérica, além de [3, Exemplo 5.2.6].

Exemplo 2.8. Sejam H um espaco de Hilbert e A: D(A) ¢ H — H um operador au-
toadjunto (consequentemente, A é fechado e densamente definido). Suponha que A seja
limitado superiormente, isto é, que exista uma constante a € R tal que (Au,u) < a{u,u)
para todo u € D(A). Entdo A ¢ o gerador de um C%-semigrupo T ¢ L(H) satisfazendo
IT ()l gy < e?'. Além disso C \ (—o0,a] C p(A), e paracada 0 < ¢ < 7 existe uma

constante M > 1 tal que
M

A -al’
paratodod € 4 = {4 € C: |arg(d - a)| < ¢} \ {a}.

1A = A) Ml g <

Note que A —a = A* — a sdo dissipativos e portanto, do Corolario 2.7, A — al gera um
semigrupo fortemente continuo de contragdes. De [3, Exemplo 5.2.6], segue que

1 < 1 1
d(A, (-o0,a])  sin¢g |1 -]

(A=A < para todo 1 € Z 4,

e o resultado segue.

Exemplo 2.9 (Operadores Diferenciais de Primeira Ordem). Seja a: [0, 00) — (0, 00) uma
funcio continua satisfazendo
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eX = {u € C([0,0),K): u(0) = 0eu(x) Py 0} com a norma ||ullx = sup |u(x)|e
x€[0,00)

defina o operador A: D(A) c X — X por
D(A) = {u € X : u é diferenciavel e au’ € X}

e Au = —au’ parau € D(A). Note que D(A) é denso em X.

Vamos mostrar que A gera um C°-semigrupo de contracdes em X, utilizando o Teorema
de Lumer-Phillips.

Mostremos que A ¢ dissipativo. Sejam A > 0, u € D(A) e f = (1 — A)u. Vamos lidar
apenas com o caso em que u e f tomam valores em R, e o caso complexo segue do
caso real tomando partes real e imagindria.

Seja & € (0, ) tal que u(§) = £||ullx. Assimu’(§) =0e

Allullx = 2u(§)] = 14u(€) + a(H)w' ()] = 1f (O] < [Ifllx = (1 - Aullx,

0 que mostra que A € dissipativo. Mostremos que Im(I — A) = X, ou seja, que dado
f € X existe u € X diferenciavel tal que

X—00

{u(x) +a(x)u'(x) = f(x), x e (0,00),
u(0)=0, u(x) — 0.

X 1
Multiplicando-se pelo fator integrante eh T 5 equacao torna-se

ix (u(x)efox ﬁds) izc(x; k atd para todo x € (0, ).

Integrando entre 0 e x e usando que u(0) = 0 resulta que

f(g) / asds
e A M

- . X—00
Se pudermos mostrar que esta funcado satisfaz u(x) — 0, teremos mostrado que
Im(I — A) = X. De fato, j4 sabemos que a funcdo u definida acima é continuamente
diferencidvel e como au’ = f — u obtemos au’ € X e portanto u € D(A).



30 Geracao de Semigrupos

Dado € > 0, seja x. > 0 tal que |f ()| < ¢, para todo & > x.. Se x > x,

Agora, se
% | FE] - Lds
BE_/O a(’g’)e ¢ aodE,
obtemos

x X
lu(x)| < Be e_/xf a4 +€/ (é_) /;* a(s)dsdf

X =g
/ L _4s _ /-[Xs a(f) — X—00
—e % o dé = dtr — 1,
e 5

temos lim sup |u(x)| < €. Desde que € > 0 ¢é arbitrario obtemos hm u(x) =

X—00

Seja T ¢ L(X) o C%-semigrupo de contragdes gerado por A. Se ¢ € D(A) temos

e, Como

u(t,x) = (T(t)p)(x) para t,x > 0, satisfaz o seguinte problema de valor inicial e

fronteira
u(t,x) +a(x)uy(t,x) =0, t,x>0

u(t,0)=0, u(f,x) — 0,
u(0,x) = p(x).

Exemplo 2.10 (O Operador da Onda). Seja Q c R” um conjunto aberto e limitado. Defina
Cg: D(Cg) C Hy(Q) x L*(Q) — Hy (Q) x L*(Q) por D(Cg) = H*(Q) N Hy(Q) X Hy(Q) e
0 I

i) = s | (0) = (acn)

Mostraremos que, com um produto interno conveniente, Cg € o gerador infinitesimal de um
C°-semigrupo de contracdes.

Se consideramos em H& (Q) o produto interno (u, v)H&(Q) = /QVu -V, eem H&(Q) X
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L?(Q) o produto interno

Uu; Uy
<( 2 ) (vz )>H&<9)XL2(Q) = (1, g ) + (U1, V2120,

u
v

entdo para todo ( ) € D(Cp) temos

Re(Ca(3 )+ (1)) =R (s ) (1))
Alo ) Vo) T ayxez) — Au—pv )* \v /[ gl (Q)x12(Q)

= Re[(v,u)H&(Q) +(Au - fu, V)12l
= Re[<v’u>H&(Q) - (u, U>H(}(Q) = B{v, V)2 ()]
= Re[2iIm(v, u)Hol(Q) - B"UlliZ(Q)] = _Bllv”iZ(Q) <0,

o que mostra que Cg é dissipativo. Se A: D(A) c L*(Q) — L*(Q) é dado por, D(A) =
H?*(Q) N Hy (Q) e Au = Au parau € D(A), temos 0 € p(Cg), pois 0 € p(A) e

BAl A7l
I 0|

-1 _
C5 =

Assim, como o resolvente € aberto, existe 4 > 0 tal que 1 € p(Cg), e portanto Im(A4 —
Cg) = H(}(Q) x L?(Q). Segue do Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 2.6) que Cg ¢
o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo de contragdes.

Se Tz = {Tp(t): t > 0} € o semigrupo gerado por Cg e Ho
v

_ (Tﬁ(t) [ZLZ

satisfaz v(t,x) = us(t,x) parat > 0ex € Q, e

€ D(Cp), entdo

u(t, x)

(x), t>0exeqQ,
v(t,x)

uy(t,x) + Pus(t,x) = Au(t,x), t>0,xeQ
(2.2) u(t,x) =0, xe€dQ,

u(0,x) = up(x) e us(0,x) = vp(x), xeQ.

Para 8 > 0 a equagdo (2.2) é conhecida como equagdo da onda amortecida (sim-
plesmente equacdo da onda se § = 0). Mais adiante veremos que a equacio da onda
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(com g = 0) define um C°-grupo de operadores unitarios.

Exercicio 1. Mostre que o C%-semigrupo T3, gerado pelo operador da onda Cg, decai expo-

nencialmente quando t — cose 8 > 0.
Sugestio: Em H,) (Q) X L*(Q), para § > 0, defina

u Uu;
<( ' )( ’ )> = (w1, uz)p1 () + (U1, V2)12() + (U1, L2)12() +6(V1, U2)12(0)

U1 U2

e mostre que para § > 0 suficientemente pequeno, (-, -). define um produto interno em Hol(Q) xL2(Q)ea
norma proveniente deste produto interno é equivalente a norma usual de H(} (Q) x L?(Q). Depois, mostre que
existe a > 0 tal que Cg + al € dissipativo neste produto interno, isto €,

Re<(Cﬁ+aI)(:),(Z)>* <0 para (Z) € D(Cp).

Lembrando que 0 € p(Cg), mostre que para a > 0 pequeno Cg + al gera um C%-semigrupo de contragdes em
H(} (Q) x L?(Q) na norma do produto interno (-, -).. Conclua entdo que existe uma constante C > 0 tal que

ITs O £ (12 @2 () < Ce ™™ vparatodot > 0.

Exemplo 2.11 (O Operador de Stokes). A seguir consideramos o operador de Stokes que
surge no contexto das equagdes de Navier-Stokes. Seja O um subconjunto limitado e com
fronteira suave em RV, N = 2, 3 e considere as funcées u: Q — RN que sdo continuamente
diferenciaveis, divu = 0, e cuja componente normal a fronteira de Q, denotada por u,, se
anula. Entdo, para cada fun¢do continuamente diferenciavel ¢: Q — R temos

/u-Vgo:/ qoun—/divugozo.
Q 4Q Q

Por outro lado, se um campo vetorial suave u é ortogonal a todos os gradientes, devemos ter
divu =0em Q e u, = 0em 9Q. De fato, se ¢: Q — R é continuamente diferenciivel, entio

/divu(p:/ cpun—/u-V(p.
Q 3Q Q

Tomando ¢ com suporte compacto, segue que divu = 0 em Q e consequentemente, para
toda ¢: Q — R continuamente diferenciavel temos

/ goun:/u-Vgo:O,
lo) Q

o que implica u,, = 0 em 0Q.
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Seja H = L?(Q,RN), H; o fecho em L?(Q,RY) de
{Vp: 9 e CHQR)},
e H, o fecho de L?(Q,RY) de
{ueC(Q,RY): divu =0em Qe u, = 0 em 3Q}.

Claramente H, e H, sdo subespacos fechados e ortogonais de H e, além disso, H = H, ® H.
Para provar isto, é suficiente provar que toda funcio suave u: Q — R que se anula préximo
a dQ, pode ser escrita na formau = v+ Vo com v € H; e Vp € H. Seja ¢ uma solucao de

0
Ap =divu em Q, e %:unzo em 0Q,

que existe pois divu € ortogonal as funcdes constantes. Entdo, ¢ € suavee v = u — Vg é
suave, divb =0em Q e v, = 0em 0Q.

Seja P a projecdo de Leray, isto é, a projecdo ortogonal em H sobre H,. O operador de
Stokes é o operador A: D(A) ¢ Hy — Hy definido por

D(A) ={u e H*(Q,RN): u=0eu, =0em 4Q}

Au = PAu para todou € D(A).

Como P ¢ autoadjunto (pois é ortogonal), para u,v € D(A) temos Pu = u, Pv =v, e

(Au,v):/PAu-v:/Au-v:/u~Av:/u-PAv:(u,Av)
Q Q Q Q

e, para algum 1 > 0,
(Au, u) :—/ |Vul? < —/1/ lul?.
Q Q

Portanto, A é simétrico e limitado superiormente. Agora provamos que A € sobrejetor e, de
[3, Teorema 5.2.3], teremos A autoadjunto.

Como Im(A) é fechada e A € injetor, € suficiente mostrar que Im(A) é densa, isto é, dado
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feCe(Q,RN), existe u € H*(Q,RN) e p € H(Q) tal que

-Au+Vp=f emQ,
diviu =0 em Q,
u,=0 em 0Q.

Este problema de Stokes é um sistema fortemente elipico, no sentido de [1] e portanto re-
soluvel. Isto mostra que A é autoadjunto e A + A é dissipativo, e portanto A gera um C°-

semigrupo em Hj.



Capitulo

3

Grupos de Operadores Lineares

Além de semigrupos de operadores lineares, algumas equagdes nos fornecem grupos de
operadores lineares. Um exemplo simples ¢ quando o gerador infinitesimal do semigrupo é
um operador limitado A, e vimos que neste caso temos de fato um grupo de operadores.

Vamos estudar mais profundamente este conceito, e encontrar condicées para que um
operador linear ndo-limitado A: D(A) c X — X gere um grupo de operadores lineares.

Definicdo 3.1. Seja X um espago de Banach. Diremos que T = {T(¢): t € R} ¢ L(X) ¢
um grupo de operadores lineares limitados se

() T(0)=1I;
(i) T(t+s)=T(t)T(s), paratodot,s € R;
e, se além disso, vale

(i) ||IT(t)x — x||x =8 0, para todo x € X;

diremos que T ¢ £(X) é um grupo fortemente continuo, ou um C’grupo, de
operadores lineares limitados.

E claro que, se T ¢ £(X) é um grupo de operadores lineares limitados, entdo para cada
t€R,0€ p(T(t)eT(-t)=T(t)"

Exercicio 4. Seja X = {u € C(R,K): uélimitada e uniformemente continua } com a

norma ||u|lx = sup |u(x)|. Defina (T'(t)u)(x) = u(t+x) parat >0, x c Reu € X.
xeR
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1. Mostre que {T(t): t > 0} c L(X) é um semigrupo fortemente continuo de contra-
coes.

2. Mostre que podemos definir um grupo fortemente continuo {T'(t): t € R} ¢ L(X)
comT(-t) =T(t)"! paratodot € R.

3. Mostre que {T'(t): t > 0} ¢ L(X) ndo é um semigrupo uniformemente continuo.

4. Calcule o gerador infinitesimal de {T'(t): t > 0} ¢ L(X),

Para o caso de grupos de operadores lineares também podemos definir o seu gerador
infinitesimal, da seguinte maneira:

Definicdo 3.2. O gerador infinitesimal de um grupo T ¢ £L(X) é definido por

T —
D(A) = {x €eX: }llin}) Thx-x existe} ,
T(h)x —
Ax = }lirr(l) % paratodo x € D(A).

Proposicio 3.3. A: D(A) c X — X éogerador infinitesimal de um C°-grupo de operadores
lineares limitados se, e somente se, A e —A sdo geradores infinitesimais de C°-semigrupos.

Assumaque A: D(A) ¢ X — X sejao gerador infinitesimal de um C°-grupo {T(¢): ¢ €
R}. A restricdo de {T(t): t € R} ao conjunto R, isto é {T(t): t > 0}, é clara-
mente um C%-semigrupo. O mesmo ocorre com a familia {T_(¢): t > 0}, dada por
T_(t) =T(-t),paracadat > 0.

Afirmagdo 1. O gerador infinitesimal de {T'(¢): ¢t > 0} é A.

De fato, denote por A, o gerador infinitesimal de {T'(¢): t > 0}. Se x € D(A)

~ . . T(h)x— .
entdo existe lim % e assim

h—0

T(h)x — T(h)x —
i Ty e e TR
h—0 h h—0* h
portanto hling+ th_x existe. Logo x € D(A,) e
T(h)x -
A.x = lim T(h)x - x = Ax.

h—0+
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T(h)x—x

Agora, se x € D(A;) entdo Ay x = hlim — existe. Mas

—0*

lim LEWX =X g TX X

ALX,
h—0* -h h—0t h -

pois {T_(t): t > 0} é um C°-semigrupo. Deste modo, concluimos que

lim T(h)x —x _

ALx.
h—0 h *

Portanto x € D(A) e Ax = A;Xx, que conclui a prova desta afirmacdo. Analogamente
se mostra que o gerador infinitesimal de {T_(¢): t > 0} é —A.

Reciprocamente, vamos assumir que A e —A sejam geradores de C%-semigrupos
{T(t): t > 0} e {T_(t): t > 0}, respectivamente. Da demonstracdo do Teorema 2.1,
paracadat > 0, temos

T(t)x = /1111’11 eA/ltx e T_(t)x _ /1111‘1’1 e('A)ltx,

o que mostra que T (t) comuta com T_(t) e definindo S(¢t) = T(t)T-(t), {S(t): t > 0}
define um semigrupo.

Afirmacdo 2. {S(t): t > 0} é um C°-semigrupo.
Como {T(t): t > 0} é um C°semigrupo, ||T(¢)]| £(x) € limitado uniformemente
para t em intervalos limitados de R;. Assim,

1S(O)x = xllx < IT(OT-(6)x - T()x|lx + IT(6)x - x||x
IT ()l oolIT-(6)x = x|lx + IT(£)x - x]lx — 0, quando ¢ — 07,

0 que prova a nossa afirmacio.
Além disso, segue que se x € D(A) = D(—A), temos

lim M:

T (h)x —x  lim T(h)x —x
h—0* h

lim T(h
h1—>1‘1£)1+ ( ) h h—0t h

=-Ax+Ax =0.

Isto implica que se B ¢ o gerador infinitesimal de {S(¢): ¢t > 0}, entdo D(A) c D(B)
e Bx = 0 para todo x € D(A). Como D(A) é denso em X, D(A) € denso em D(B) e
como B ¢ fechado, segue que D(B) = X e Bx = 0 para todo x € X. Portanto S(t) = I
para todo t > 0 e desta maneira T_(t) = T(t)"}, para todo t > 0, 0 que nos permite
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definir T(—t) = T_(t) para cada t > 0.

Afirmacdo 3. {T(t): t € R} é um C°-grupo.
Claramente T'(0) = I, por definicdo. Agora, temos:

(a) set,s>0,T(t+s) =T(t)T(s);
(b) set,s <0, T(t+s) =T (-t—35) =T (-t)T_(-s) =T(t)T(s);

(c) set>0,s<0et+s>0:

T(t+5) = T(t + $)T(=8)T_(=s) = T(£)T-(~s) = T()T(s);

(d) set >0,s<0et+s<0:

T(t+5) =T (=t — s) = T(OT ()T (=t — s) = T()T_(=s) = T(£)T ().

Assim, a propriedade (ii) da Definicdo 3.1 estd satisfeita. Além disso

Hm [T (6)x - x|lx =0,

Lm [T (@)x —x|lx = lim [IT-(-t)x - x]lx =0,

0 que prova a afirmacao.
A demonstracdo de que A € o gerador infinitesimal de {T'(¢): ¢t € R} é deixada a
cargo do leitor, e com todas estas consideragdes, o resultado est4 provado.

J

Proposicio 3.4. Seja {T(t): t > 0} um C°-semigrupo. Se, para algum ty > 0, T (ty)~! existe

eT(t))™! € L(X), entdo T (1)~ existe e esta em L(X) para todo t > 0.

Demonstracao

Como T (to)™! € L(X), segue que T(t) ¢ injetiva e sobrejetiva. Da injetividade de
T (to) segue a injetividade de T'(nty) = T (tp)". Dado ¢ > 0 seja n € N tal que nty > t.
Assim se T'(t)x = 0 temos T (nty)x = T (nty — t)T(t)x = 0, 0 que implicaque x =0 e
logo T'(¢) ¢ injetiva, para cada t > 0.

Da sobrejetividade de T'(ty) e de T'(nty) = T (t)", segue que T (nty) é sobrejetiva.
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Set > 0, escolha n € N tal que nty > t e temos T (nty) = T (t)T (nty — t), 0 que mostra
que ImT(t) > ImT (nty) = X e portanto T(¢) é sobrejetiva para todo ¢t > 0. Portanto,
do Teorema do Grafico Fechado, segue que T (t)™! € £(X), paracadat > 0.

Proposicio 3.5. Seja {T(t): t > 0} um C°-semigrupo com A seu gerador infinitesimal. Se,
para algum ty > 0, T(ty)~" existe e esta em L(X) entdo A é o gerador infinitesimal de um
CO-grupo.

Pela proposicdo anterior, T(f) tem inversa em £(X) para todo ¢
S(t) = T(t)~! para cada t > 0, ndo é dificil mostrar que {S(): ¢
C°-semigrupo. Para x € D(A) temos

\VARR\

0. Definindo
0} define um

S(h)x —x
h

T(h)x —x
h

T(h)x —x

+ Ax = -S(h) -

+Ax = -S(h) —-T(h)Ax| — 0,

quando h — 0*. Assim, se B é o gerador infinitesimal de {S(¢): t > 0}, temos D(A) C
D(B) e Bx = —Ax. Analogamente, mostramos que D(B) ¢ D(A) e Ax = —Bx e por-
tanto segue que B = —A, e assim —A ¢ o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo,

o que implica que A é o gerador de um C°-grupo, pela Proposicdo 3.3.

Vemos na demonstragio acima (prove como um exercicio) que o grupo {R(¢): t € R}
gerado por A é dado por

T(t), arat > 0,
R(t) = L P
T(-t)~", parat<D0.

3.1 O Teorema de Hille-Yosida para grupos

Teorema 3.6. O operador A é o gerador infinitesimal de um C°-grupo se, e somente se, A é
fechado, densamente definido e existem constantes reais M e w tais que se 1 é real e |1| > w,
entdod € p(A)e

(3.1) (A -A) "l gx) < para todon € N.

_M
(14] = )"



40 Grupos de Operadores Lineares

Demonstracdo

Seja A o gerador infinitesimal de um C°-grupo {T(¢): t € R}. Da Proposicdo 3.3,

sabemos que A e —A sdo geradores infinitesimais de C°-semigrupos. Consequente-
mente, A é fechado, densamente definido e existem constantes reais M7, M5, w1, w>
taisquese 1 > w; entdod € p(A) e

_ M,
1-A)t S
16~ A0 < ar= o
esed>wyentdod € p(—A) e
_ M,
A+A)7T < —Q.
13+ A oo < e

Sejam w = max{w;,w,}, M = max{M;, M,} e |1| > w. Entdo,sed > wentdol € p(A)
e

M

(3.2) (A =A) ") < G-

ese —A > wentdo -1 € p(—A) e portanto 1 € p(A) e assim

M

A—-—A)" =[[(-A+A)™" S ——,
1= A"z = -2+ A) Lo < s

0 que mostra a limitacdo desejada.
Reciprocamente, assuma A fechado e densamente definido, com (3.1) satisfeita.
Parad > wtemos || > 1> weassimd e p(A) e

M - M
(A - = (2-w)"

(A =A) "l £x) <

e portanto A é o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo, pelo Teorema de Hille-
Yosida. Agora, se -4 > wentdo || = | -4 > -1 > w e assim -1 € p(A), o que
implicaque A € p(—A) e

M M
(A - = (-2 -w)"’

12+ ) 200 = 1A= A l2eo <

e assim, —A é o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo, pelo Teorema de Hille-
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[ Yosida. ]

3.2 Teorema de Stone

Nesta secdo, consideraremos H um espaco de Hilbert, com norma || - ||, induzida pelo
produto interno (-, -)g.

Definicdo 3.7. Um grupo {T'(t): t € R} de operadores lineares num espaco de Hilbert H
é dito unitario se T*(t) = T(t)™!, para todo ¢t > 0.

Se {T'(t): t € R} € um grupo unitario, vemos que ||T(¢)v||g = ||v||x, jd que
IT()vll7; = (T (v, T(Ov)e = (0, T*(OT(H)v)g = (v,v)E = [[V]F.

Teorema 3.8 (Teorema de Stone). Um operador linear A em um espago de Hilbert H é o
gerador infinitesimal de um C°-grupo unitdrio se, e somente se, A* = —A.

Demonstracgdo

Seja A o gerador infinitesimal de um C°-grupo unitario {T(t): t € R}. Da Propo-
si¢do 3.3, A é o gerador de um C°-semigrupo {T(t): t > 0} e —A é o gerador do
C°-semigrupo {T_(t): t > 0}. Pelo Teorema 2.4, A* é o gerador infinitesimal de
{T(t)*: t > 0}. Assim segue que

T() =T(t)" =T(-t) =T-(1),

e assim
T®)v-v T (tH)v-v

t t

o que implica que D(A*) = D(A) e A"v = —Av, para todo v € D(A). Portanto
A" =-A.

Reciprocamente, assuma que A* = —A. Da existéncia de A* segue que D(A) é

2

denso em X. Para todo v € D(A) temos
(Av,v)g = (v, A"v)y = —(v, Av)g = —(Av, )y,

logo Re(Av, v) = 0. Portanto A e —A = A* sdo dissipativos e do Corolario 2.7 segue
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que A e —A geram C°-semigrupos, e portanto A gera um C°-grupo {T(¢): t > 0}.
Resta-nos apenas mostrar que este grupo € unitdrio. Mas se {T*(¢): ¢ > 0} é o
semigrupo gerado por A* = —A entdo T(t)* = T*(t) = T(-t) = T(t)"'. Logo
(T(t)™)* =T(t)* = T(t), 0 que implica que T (t)* = T ().

Observacao 3.9. Verifique que —A = A* se, e somente se, iA é autoadjunto. Logo, A gera um
CO-grupo unitdrio se, e somente se, iA é autoadjunto.

Exercicio 5. Mostre que a equacdo da onda (com § = 0) define um grupo de operadores
lineares limitados.
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Regularidade de Semigrupos

4.1 Semigrupos diferenciaveis

Sabemos que se A: D(A) ¢ X — X é o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo
TcL(X)exeD(A)entaoT(t)x € D(A) paracadat > 0. Mas, em geral, esta propriedade
ndo é valida para todo x € X. De fato, assuma que T(¢t)X c D(A), paracadat > 0. Em
particular, X = T(0)X c D(A), o que implica que D(A) = X e portanto, A € L(X). Logo,
esta propriedade é valida somente para o caso de operadores lineares limitados.

Note que o problema surgiu quando assumimos que T(t)X c D(A) para todot > 0.
Este raciocinio nio pode ser repetido se pedirmos que T' ()X c D(A) parat > 0, (ou mais
geralmente que t >ty > 0).

Definicdo 4.1. Dizemos que um C°-semigrupo T ¢ £(X), com gerador infinitesimal A,
¢ diferenciavel parat >ty > 0se T(t)X c D(A) paracadat > ty > 0. Quando ty = 0,
dizemos apenas que o semigrupo € diferenciavel.

Lema 4.2. Suponha que T C L(X) é um semigrupo diferencidvel parat > ty > 0, com
gerador infinitesimal A. Sen € Nex € D(A") entdo T(t)x € D(A™) e AT (t)x =
AT (t)A"x para todo t > t.

Demonstracdo. Fixen € N,x € D(A") et > ty. Da Proposicdo 1.11(2) sabemos que T'(t)x €
D(A™) e A"T(t)x = T(t)A"x. Da diferenciabilidade de T, obtemos entdo que A"T(t)x €
D(A),oquenosdaT(t)x € D(A™), e

AT (H)x = A(A"T(t)x) = AT (t)A™x.
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O

Lema 4.3. Suponha que T c L(X) é um semigrupo diferencidvel parat > ty > 0, com
gerador infinitesimal A. Sen € N, x € X et > ntg entdo T (t)x € D(A").

Demonstracdo. Para n = 0, o resultado € trivial. Suponha o resultado valido paran € Ne
sejat > (n+1)ty). Tome s € R tal que t — £y > s > nty. Como s > nty, da hipdtese de inducdo
temos T'(s)x € D(A"). Masentdo T (t)x =T(t —s)T(s)x, e como t — s > ty, segue do Lema
4.2, que T(t — s)T(s)x € D(A™1), e portanto T(t)x € D(A"™1). O

Vejamos quais as propriedades destes semigrupos.

Teorema 4.4. Seja T c L(X) um semigrupo diferenciavel parat > ty > 0, com gerador
infinitesimal A: D(A) c X — X. Entdo:

(i) set —ty> s> ntytemos A"T(t)x =T (t —s)A"T(s)x paratodosx € X en € N;
(ii) set > nty temos A"T(t) € L(X), paratodon € N;
(iii) set > nty temos A"T (t) = [AT(%)]", para todon € N\ {0};

(iv) paracada x € X, a funcdo t — T (t)x € X é n-vezes continuamente diferenciavel para

todot > ntye
n

d
WT(t)x = AnT(t)x,

para todon € N\ {0};

(v) afuncdot — A"T(t) € L(X) éuma funcdo continua na topologia uniforme, para todo
t>m+1tgeneN;

(vi) afuncdot — T(t) € L(X) én-vezes continuamente diferencidvel na topologia uniforme

paratodot > (n+1)tye
n

d n
TaT(0) = AT ().

para todo n € N'\ {0}.

(i) O caso n = 0 ¢ trivialmente satisfeito. Suponhamos que o resultado seja valido pra
neNesejat—ty>s>(n+1)ty. Parat —ty > r > nty, da hipdtese de inducio, temos
A"T(t)x =T(t —r)A"T (r)x, para todo x € X.
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Como t —r > ty, da definicdo de diferenciabilidade do semigrupo, segue que
A"T(t)x € D(A) e,em particular, segue que A"T (s)x € D(A). Assim T (t—s)A"T(s)x €
D(A) e portanto temos

AT ()x = A(AMT(t)x) = AT (t — $)A"T(s)x = T(t — s)A™ T (s)x,

o que prova (i).

(ii) Novamente o caso n = 0 € trivial. Suponhamos que o resultado seja valido para
neNeseat > (n+ 1)y, assimt > nty e A"T(t) € L(X). Temos t — tp > nty e,
como no item (i), A"T(t)x € D(A) para todo x € X. Portanto, como A é fechado,
A™IT(t) = A(A"T (1)) é também fechado e estd definido em todo X. Pelo Teorema
do Grafico Fechado, A™!'T(t) € L(X).

(iii) O caso n = 1 ¢ trivial. Suponha que o resultado ¢ valido para n e assuma que
t > (n+1)ty. Set —ty > s > nty, oitem (i) nos da

41)  A™IT(t) = AA"T(t) = AT(t - 5)A"T(s) = AT(t — 5) [AT (%)]"

t

_nt_ _t
n+1’

n+1
em (4.1), obtemos

e claramente temost —fy > s > ntget —s = e usando estes valores

el t n+1

Tome s =

(iv) Provemos primeiramente o cado n = 1, e para isso fixemos x € X. Parat > f
temos T (t)x € D(A) e assim

T(WT(Wx-TMx _ . T+hx-T(Ox _d*
h = o n T dr

AT (t)x = hlirg T(t)x.

Isso nos mostra que (ty, ) > t — T(t)x € X é diferencidvel a direita. Do item (ii),
AT(s) € L(X) paras > ty. Set > s > tp temos

AT(t) = AT (s)T (t — s)
e assim, para |h| < t — s obtemos

|AT (t + h)x — AT (t)x||x = ||AT (s)T(t + h — s)x — AT (s)T (t — s)x||x
< AT )l eex)lIT(E+h = s)x =T (t - s)x|lx — 0,
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quando h — 0%, ja que T é um C°-semigrupo. Logo, t — AT (t)x é continua para
t > tp, e segue do Lema de Dini que ¢t — T'(f)x é continuamente diferenciavel para
> 1.

Suponha que o resultado vale para n e sejat — tp > s > nty. Do item (i) temos
A'"T(t)x =T(t —s)A"T(s)x, paratodo x € X. Como t — § > fy, pelo caso n = 1 temos

%A”T(t)x = AT (t — 5)A"T (s)x = A" T(¢)x.

Da indugdo segue que t — T'(t)x é (n + 1)-vezes continuamente diferenciavel e

dn+1 d

dt"+1 T(t)x = a

d—nT(t)x = iA”T(t)x = A"T(t)x
den dt '

(v) Faremos primeiramente o caso n = 0. Sejam ¢ > s > fp e |h| < t — 5. Temos

t+h t+h
IT(t + W)x - T()xllx < / AT (t)xllxdz| = / AT (S)T(z - $)x|lxdt
t t

t+h
< / AT ()|l ) IT (T = 9l e llxlxdz| < M|hl||x]x,
t

onde M é uma constante, ja que AT (s) € £L(X) e T(t — s) € uniformemente limitado
para T num intervalo limitado, e portanto

IT(t+h)-T)lcx) <Mlhl,
eprovaocason =0.Set —ty > s> ntye |h| <t —s— ty, temos

JA"T (t + h)x — A"T ()|l gxy = IT(t + h = S)A"T (s)x = T(t — )A"T (5) || £(x)
SNIT(t+h-s)-T(~-9)zellA"T ()l gx) — O,

quando h — 0, pois t — § > 1.

(vi) Fixen € N\ {0},esejamt > (n+1)tye |h| <t—(n+1)ty. Assim para todo x € X,
do que foi provado no item (iv) temos

t+h
AVIT(t+h)x - AV IT(H)x = / AT (t)xdr,
t
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pois th” IT(t)x = A"T(t)x para todo x € X e t > nty. Logo, como t — A"T(t) €
L(X) é continua na topologia uniforme (pelo item (v)), segue que

AT (t+h)x - A" T(H)x
h

t+h 1 t+h
/ A"T (t)xdt = / A"T(t)dT - x,
" h hJ,

e, fazendo h — 0, obtemos

d

—A"IT(t) = AT (),

dt

na topologia uniforme. Desta maneira, facilmente vemos que o caso n = 1 é va-
lido. Suponhamos que o resultado é valido para n e tome t > (n + 2)t,. Usando o
que foi provado acima, obtemos t — A"T(t) € L(X) continuamente diferenciavel
e th”T(t) = A™IT(t). Portanto, t — T(t) € £(X) é (n + 1)-vezes continuamente
diferenciavel e

dn+1
dt”"'l

T(t) = (t)} = iA"T(t) AT (1),

dt [dt"

o que conclui o item (vi), e também a demonstracao.

Corolario 4.5. SeT c L(X) é um semigrupo diferenciavel, entdo (0,00) > t +— T(t) €
L(X) é n-vezes continuamente diferencidvel na topologia uniforme de operadores para todo
n € N\ {0}, e temos

%T(t) =A"T(t) = [AT( )]n

4.2 Semigrupos compactos

Lembremos que, dados espagos métricos X, Y, uma aplicacdo K: X — Y é compacta
se para todo B c X limitado, K(B) é relativamente compacto em Y. Quando X,Y sio
espacgos de Banach, o conjunto dos operadores lineares compactos de X em Y é denotado
por K(X,Y).

Exercicio 6. Sejam X,Y espacos de Banach. Mostre que K(X,Y) c £L(X,Y) e que, dado
K: X — Y um operador linear, as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

(a) Ke K(X,Y);
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(b) K(BX(x)) é relativamente compacto em Y para cadar > 0 e x € X, onde BX(x)
representa a bola aberta em X de centro x e raio r;

—X . =2.¢
(c) K(B, (x)) ¢ relativamente compacto em Y paracadar > 0 e x € X, onde B, (x)
representa a bola fechada em X de centro x e raio r;

(d) K(Bj (0)) é relativamente compacto em Y’
(e) K (B{( (0)) é relativamente compacto em Y;;

(f) paracadasequéncialimitada {x,}em X, asequéncia {Kx,} possui uma subsequéncia
convergente em Y.

Mostre ainda que K (X, Y) é um subespaco vetorial fechado de £(X,Y).

Exercicio 7. Sejam X, Y, Z espacos de Banach, A € £(X,Y)eB € L(Y,Z). Mostre que se
AeK(X,Y)ouB e K(Y,Z),entdo AB € K(X,Z).

Definicdo 4.6. Dizemos que um C°-semigrupo T ¢ £(X) é compacto parat > iy > 0 se
T(t) ¢ um operador compacto para cada t > ty > 0. Se fp = 0, dizemos simplesmente que o
semigrupo ¢ compacto.

Note que se T'(t) ¢ um operador compacto para todo ¢ > 0, entdo T(0) = I é compacta, o
que implica que X é um espaco finito dimensional (pelo Teorema de Riesz, veja [3, Teorema
2.4.7]). Note também que se T(t;) é compacto, entdo T(t) é compacto para todo t > t1, ja
queT(t) =T(t —t1)T(ty).

Teorema 4.7. SeT c L(X) é um semigrupo compacto parat > ty > 0, entdo a aplicacdo
t > T(t) € L(X) é continua para t > t.

Fixemost > toe M > Otalque sup ||T(s)||zx) < M.Dadoe > 0, dacompacidade do

0<s<1
g g =X . : :
semigrupo, o conjunto T'(¢)B; (0) é relativamente compacto em X, e portanto existem
=X .
X1, -+, Xk € B (0) tais que

k
T(1)B, (0) iL_leXmmr)xi).

€
201

Como para cada x € X, a aplicacdo [0,0) > t +— T(t)x € X é continua, existe



4.2 Semigrupos compactos 49

0 < hy < 1tal que para0 < h < hg temos

sup ||T(t+h)x; =T (t)xillx <

1<i<k

N | ™

Seja agora x € Ef(O). Entdo, existe 1 < i < k tal que T(t)x € BX. (T(t)x;), e
2(M+1)

portanto para 0 < h < ho temos

IT(t+h)x =T ()xllx < IT(MWI2eollT()x =T E)xillx + 1T (¢ +h)x; = T()xillx
g

+||[T(t)x;—T(t)x||x S M———m + —
IT@x = TOxlx < M3z +3

<k,
o que prova a continuidade a direitade t — T'(t) € £L(X) para t > ty,. Agora, fixado

t > to defina
t—tg

2
Note que fp < f; < t.Para0 < h <t — t; temos

=ty +

T(l' — ]’Z) - T(t) = T(t -h-t + tl) - T(l') = T(l’ -h- tl)(T(l'l) - T(tl + ]’Z)),

e como ||[T(t —h —t1)|| z(x) € limitado para h — 0%, a continuidade a direita implica
que ||T(t1) = T(t1 + h)|l £(x) — 0 quanto h — 0%, e conclui a demonstracao.

Teorema 4.8. Sejam T C L(X) um C°-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entdo T é
compacto se, e somente se, a aplicagdot — T(t) € L(X) é continua para t > 0 e o operador
resolvente (1 — A)~! é compacto para todo A € p(A).

Demonstracgdo

Sejam M, w constantes tais que ||T(¢)]| z(x) < Me®*, para todo ¢t > 0. Do Teorema 4.7,
sabemos que a aplicacdo t — T'(t) € L(X) é continua para t > 0. Portanto,

(4.2) A1-A4)1t= / e MT(t)dt paraRed > w,
0

e a integral existe na topologia uniforme de operadores. Agora, sejam € > 0, Red > w
e defina

R.(A) = / ooe"“T(t)dt.
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Como T'(t) € um operador compacto para todo ¢t > 0, segue que R;(1) é compacto
(mostre essa afirmacgdo). Além disso

(2= A) " =Rl gexy = H/O e MT(t)dt

< Mg — 0,
L(X)

quando ¢ — 0*. Logo (1 — A)~! é o limite uniforme de operadores compactos, e
portanto é compacto. Segue diretamente da identidade do resolvente que (1—A4)71 é
compacto para todo 1 € p(A).

Reciprocamente, assuma que a aplicagcdo t +— T'(t) € L(X) é continua parat > 0
e que (1 — A)~! é compacto para todo 1 € p(A). Segue de (4.2) que

AA=A)7T()-T@) = /1/00 e M[T(t+5s) - T(t)]ds.
0

Se A é real, A > max{w, 0}, e § > 0 temos

o)
1A = AT () = Tl 2y < /O ATt +5) - T(0) | oo ds
+/5 le_isllT(t +5) — T(t)llL(X)dS

A
< sup [[T(t+s) T @)l zx) +2Mme“’(t+5)e‘w,

0<s<d

o que implica que

/lli_l;l;loll/l(/l_A)_lT(t)_T(t)”L(X) < sup [[T(t+5) =T ()l £ex)

0<s<d

ocomo d > 0 ¢ arbitrarioe t — T (t) € L(X) € continua para ¢t > 0, temos
lim {|A(4 - A)TIT() =Tl £ex) =0,

e como A(A — A)"IT(t) é um operador compacto para cada 4, segue que T (t) é com-
pacto.

Corolario 4.9. Sejam T c L(X) um C°-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Se (1-A)™
é compacto para algum A € p(A) ea aplicacdo t — T(t) € L(X) é continua parat >ty > 0,
entdo T é compacto parat > .
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Corolario 4.10. Sejam T c L(X) um semigrupo uniformemente continuoe A € L(X) seu
gerador infinitesimal. Entdo T é compacto se, e somente se, (A — A)~! é compacto para algum
A€ p(A).

A caracterizagdo de semigrupos compactos dada no Teorema 4.8 ndo € totalmente satis-
fatéria, uma vez que ndo caracteriza o semigupo compacto T ¢ £L(X) somente em termos
de propriedades do seu gerador infinitesimal A, mas precisamos assumir a continuidade da
aplicacdo t — T(t) € L(X). A razdo ¢ que, até agora, ndo existem condicdes necessarias
e suficientes, nem em termos de A nem do seu resolvente (1 — A)™!, nas quais a aplicacio
t — T(t) € L(X) sejacontinua. Para uma condicio necessaria, veremos um resultado logo
abaixo, mas para isto, precisamos do seguinte lema:

Lema 4.11. Sejam T < L(X) um C°-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Se B;(t)x =

/Ot A= (s)xds, entdo

(4.3) (- A)By(t)x = eMx — T(t)x, para todo x € X,

(4.4) Bi(t)(A — A)x = M x — T(t)x, para todo x € D(A).
Este resultado agora nos d4 uma condi¢do necessdaria para que a aplicagdo t — T(t) €
L(X) seja continua:

Teorema 4.12. Sejam T c L(X) um C°-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Se a apli-
cacdot — T(t) € L(X) é continua para t > 0, entdo existe uma funcdo p: R, — R, tal

que
(4.5) p(A)>{leC: A=0o+ir, |t| 2¢(lo])},

e também

(4.6) |fl|i£>noo (o +it = A) lzx)=0 paratodorealo.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que p(A) D> {Red > 0} eque ||T(¢)]| £(x) <
M (se este ndo é o caso, basta considerar o semigrupo S(t) = e T (t)).
Seo > 0,entdo A = g +it € p(A) paratodo T € R e usando (1 — A)~'x no lugar



52 Regularidade de Semigrupos

de x em (4.4), temos para x € X:
t
MA-A)x-T(t)(A-A)x = / M9 (s)xds,
0
o que implica que

(€ = M)A~ A) Ml geo) < e

b

t
/ e e T (s)ds
0

e escolhendo ¢ > 1 1n M, temos

b

t
(o +it —A) e <C H/ e e T (s)ds
0

para alguma constante C > 0 independente de 7. Segue do Lema de Riemann-
Lebesgue (veja o Exercicio 2) que o lado direito da inequacdo acima tende a zero
quando |t]| — co.

Se o < 0, escrevemos

A-A)t= ia +it =) +it — A)* L,
k=0

e definimos
¢(|z]) = max [|[(1 +ir — A) ' £x)s
[r|>Iz|

e j& mostramos no caso anterior (c =1 > 0) que ¢(|z|) — 0 quando |7| — oo. A série
acima é claramente convergente (em £ (X)) para |1 —o| < m, o que implica (4.5).
Mais ainda, fixado o satisfazendo |1 — g| < m, para |7| suficientemente grande
temos

I(o +it = A) Ml £eo < 201 +it - A7l gx) < 2120,

e portanto vale (4.6).

Corolario 4.13. Sejam {T(t): t > 0} um C°-semigrupo compacto e A seu gerador infinitesi-
mal. Para cada — < o < 8 < o0, a intersec¢do da faixa @« < Red < 3 com g(A) contém no
maximo um numero finito de autovalores de A.
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Sabemos que o(A) pode ser: vazio, ou um conjunto finito, ou um conjunto infinito
com oo sendo seu unico possivel ponto de acumulacao. Portanto, do Teorema 4.12, o
resultado segue.

4.3 Semigrupos analiticos

Definicdo 4.14. Sejam -7 < ¢; < 0 < ¢, < wedefinaosetor A = {z € C: ¢ < argz <
@>}. Para cada z € A U {0}, seja T'(z) um operador linear limitado. A familia {T(z): z €
A U{0}} c L(X) édita um semigrupo analitico (ou um semigrupo holomorfo) em A
se

(i) aaplicagdo A 3 z +— T(z) € L(X) é analitica;
(ii)) T(0)=Ie lim T(z)x = x,paracada x € X;
A>z—0
(iii) T(z1+z2) = T(21)T (z2) para todos 21,22 € A.

Um semigrupo {T(t): t > 0} é dito analitico se ele possui uma extensio a um semi-
grupo analitico em algum setor A U {0}.

Claramente, a restricio de um semigrupo analitico ao eixo real ¢ um C°-semigrupo. Es-
taremos interessados entao no problema oposto, isto é, dado um Co—semigrupo, encontrar
condicdes sob as quais possamos garantir que este semigrupo pode ser estendido a um se-
migrupo analitico em algum setor A em torno do eixo real positivo. Para isto, precisamos
primeiro encontrar uma maneira de expressar o semigrupo em termos do seu gerador infi-
nitesimal, e tal relacdo ¢ dada pela transformada inversa de Laplace.

4.3.1 Transformada inversa de Laplace

Vimos no Teorema 1.9, item (4), que para cada x € X, temos

A-A)1x= / e~ MT(t)xdt,
0

se Red ¢ grande. Isto sugere que usando a transformada inversa de Laplace poderemos
encontrar T'(t), conhecido A. No que se segue perseguiremos este objetivo.
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Exercicio 2. Se a, b sdo numeros reais estendidos coma < b e f: (a,b) — C é absoluta-
mente integravel, mostre o Lema de Riemann-Lebesgue, isto €,

b b
lim / f(0) sin(ut) d = lim / £(t) cos(ut) dt =0,

ou equivalentemente

b
lim f(t)edt = 0.

IL{—)OO a
Sugestdo: No caso em que f € continuamente diferenciavel e tem suporte compacto em (a, b), integre por

partes para provar o resultado.

Lema 4.15. Temos o seguinte:
© sint
(a) / Tdt =7;

(b) sef: R — Cétal que f(t)(1+]t])"! é absolutamente integravel em R e t =1 (f(t) — £ (0))
é absolutamente integrdvel em [—1, 1], entdo

/mf(t)Sin?(T—’;nt)dt — f(0) quandom — +co.

(a) Para 0 < r < R, seja y a curva no plano complexo dada pela figura abaixo:

/4

I

—R —-r r R

Integrando a funcdo analitica C\{0} > z + z 'e'? € C ao longo de y, temos

-r eit R eit - 0 . . T -
0:/ —dt+/ —dt+l/ et d6+l/ eRevap.
R ! rt ™ 0

sin t

O resultado agora segue notando que 7= € par, fazendo r — 0, R — oo e conside-
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rando que (do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) temos

T 0
/ elRe de
0

1 g8 m o;

sin mt sin t )

(b) Note que / dt = / ——dt — 1 quando m — oo e assim
-1 Tt -m Tt

& § R—o
</ e—Rsmede 0
0

/ oof(t)Sin:mdt— £(0) / 1%& - [ LSOO G mey e
-0 -1

T |[| <1 ﬂt
t
& sin(mt) dt.
lt]>1 7T
Ambos os termos do lado direito da igualdade tendem a zero quando m — oo, pelo
Lema de Riemann-Lebesgue (veja o Exercicio 2).

Teorema 4.16. Seja T c L(X) um C°-semigrupo com gerador infinitesimal A, satisfazendo
IT(6)|l £cx) < Me® paratodot > 0. Sey > max{0,w}, x € D(A?) et > 0 entdo

1 y+im
T(t)x = lim —/ M- A)xda.
m—oo 2771 y—im

Além disso, para cada 0 < € < 1, o limite acima é uniforme para t no intervalo [, e 1.

Demonstracdo

Para Rel =y > w, (1 — A)~! existe e é uniformemente limitada, pois

M
y-w

(A=A e <
Agora, para x € D(A?) temos
A-A)x=21x+124Ax+172(1 - A) 1A%,

e também
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1 y+m 1 y+im LAt
—/ eM(l—A)_lx dA = (—/ e—d/l)x
27 Jy_ik 27l Jy_ie A

1 y+im At
— [Ax + (1 - A)1A%x]dA,

Yoy 22
e ambos os termos convergem, uniformemente para t em |, i, quando k,m —
co. O primeiro termo por integracdo por partes e o segundo porque o integrando
tem norma menor ou igual a C/|1|?, para alguma constante positiva C, e portanto
converge absolutamente. SO resta mostrar que o limite € T'(¢)x.
Para Red = y temos

A-A)'x = / e MT(s)x ds,
0

entao
1 y+im [ 1 y+im
— / eM(A—A)xda = / {— / eW-S)dA} T(s)x ds
271 Jy—im o |27 Jyim
= / we”(”)T(S)x ds = / S mTe_”TT(t +T)xdrt.
0 7(t—s) ot 7T
A funcio

f£(z) = { (eT'T(t+1)x,x*), T2>—-t

0, T < —t,

satisfaz as condicoes do Lema 4.15 para qualquer x* € X* et > 0, pois f é diferencia-
velem 7 =0 com f/(0) = (T(t)(A—y)x,x*) e

|f(T)| < Ce—(y—cu)|r|’

TR,
1+|7]

para alguma constante positiva C. Assim,

<% /y+lmelt(/1_A)_1Xd/1,x*> mf(O) — (T(t) x, x*).
14

—im

Como isto € valido para todo x* € X*, a demonstracao estd completa.
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Teorema 4.17. Suponha que A é o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo T c L(X).
Assuma que existam 5 < a < w e M > 1 tais que

p(A) DEZ={1eC: |arg(d)| < a}

_ M
(A=A M e < ok para todo A € 3.

Entdo

1 At -1
T(t) = — A—A)"dA
(t) 27Ti/roe ( )" dA,

onde T'y é a curva que consiste de dois raios {1: |arg(4)| = ¢, |A| > r > 0}, do arco {A: |1| =
r, |arg(1)| < ¢} parar pequeno e ¢ € (5,a), orientada no sentindo da parte imagindria

N
/

Em particular, a aplicacdo {z € C: |arg(z)| < ¢ — 5} 3 z = T(z) € L(X) é analitica.

crescente, como na figura abaixo.

Lo

N

Se x € D(A?) et > 0 entio, para algum y > 0, do Teorema 4.16 temos
1 }/+i00
T(H)x = — / eM(A—A) ' xdA.
27i y—ico

O integrando ¢ analitico para A € Z e portanto podemos deformar o contorno de
integracdo para a curva Iy. De fato, quando |[ImA| = m, -km < Red < y (k =
|cotan | > 0), temos

Me'||x|1x

vV (Red)2 + m?

e, dividindo o intervalo de integracdo [—-km,y]| em [—km,—m%] e [—m%,y], vemos

lle* (A - A)x|lx <
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que as integrais correspondentes tendem a zero quando m — co. Portanto

1
T(x=— [ M1 -A)xda,
27i Jr,
e esta expressdo vale para todo x € X porque converge em norma. De fato, parat > 0
e | arg | = ¢ obtemos

Me-tlilk

||e/u(/1 - A)_1||£(X) < T,

ki =|cosep| >0,

entao |
T(t):—_/ M1 - A)lda,
27i Jr,

com convergéncia na norma de £(X) qualquer ¢ > 0. A convergéncia € uniforme
para ¢ < t, qualquer € > 0. Mais ainda, a integral estd bem definida e converge
uniformemente parat = z € C com |arg(z)| < &1 < ¢ — 7 e & < ||, onde &y, &, > 0,
e portanto a aplicacdo {z € C: |arg(z)| < ¢ — 5} 3 2+ T(z) € L(X) ¢ analitica.

4.3.2 Geracao de semigrupos analiticos

Vejamos um resultado um pouco mais geral que o anterior, que garante que um ope-
rador densamente definido que satisfaz as condicdes do Teorema 4.17 é o gerador de um
semigrupo analitico.

Teorema 4.18. Sejam X um espaco de Banach e A: D(A) ¢ X — X um operador densa-
mente definido. Assuma que existama € R, 5 <a < weM > 1 tais que

p(A) D Z={1€C: |arg(A—a)| < a}

1A =A) e <

M
|/1_a|,paratodo/162.

Entdo A é o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo T = {T(t): t > 0} ¢ L(X), com
1
(4.7) T(t) = — / eM(A-A)da,
27i Jr,

onde I'y, é a curva que consiste de dois raios {A: |arg(4A — a)| = ¢,|A| > r > 0}, do arco
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{A: |4 =al| =r, |arg(1 — a)| < @} para r pequeno e ¢ € (Z,a), orientada no sentindo da
parte imagindria crescente, como na figura abaixo.

Lq

N

Também {T(t): t > 0} se estende a um semigrupo analitico no setor {z € C: |arg(z)| <
-5} Além disso, %T(t) = AT (t) paratodot > 0, AT (t) é um operador limitado para cada
t > 0eexiste K > 0 tal que para todo t > 0 temos

eat

| XN

IT(Ollzx) < Ke® e ATl zex) <

Observacao 4.19. Antes de fazermos a prova desse resultado, vejamos que ele difere um pouco
do Teorema 4.17, uma vez que aqui ndo estamos assumindo que A é o gerador infinitesimal
de um CP-semigrupo. Isso é uma das teses do teorema. Assim, precisaremos mostrar que a
familia {T(t): t > 0} c L(X) satisfazendo (4.7) para t > 0 é, de fato, um C°-semigrupo em
X.

Considerando B = A —a, vemos que € suficiente provar o resultado para o caso a = 0.
Sabemos do Teorema 4.17 que z +— T(z) € L(X) é analitica no setor {z €
C: |arg(z)| < ¢ — 5}. Provemos primeiramente que ||T(¢)|| z(x) € tI|AT (¢)]| £(x) sdo
limitadas para t > 0.
Como ¢t > 0, fazendo a mudanca de variavel u = At, obtemos

1 _1d,L{
T(t) = — HE — Ay —,
@) 27Ti‘/roe (% ) t

e podemos manter o contorno Iy inalterado, usando para isso o Teorema de Cauchy,
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j& que o integrando ¢ analitico. Assim
1 Mt |d
Tl < 57 [ &2 H -k <on
27 Jr, mot
para todo ¢ > 0. Analogamente

L/ e’“A(/l—A)‘ld/lzi_/ e’“(—I+/1(/1—A)'1)d/1
F() 2 1—‘0

27l i
1 1 -1d
- o [ tare st [E(E )T
27i Jr, 27t Jr, t\t t

O primeiro termo ¢ zero (aplicando o Teorema de Cauchy-Goursat) e, portanto,

-1
L/ eﬂfA(A—A)—ldA:i_/ E(E-a) au
27i Jr, 27l Jr, t\t

Assim,

M
< — [ eR%¥|du| =K, < oo,

t
H—/ AL - A)ldA
27l LX) T Jr,

To

Exercicio 8. Mostre que para ¢t > 0 temos

AT(t) = % /F eMA(L - A)LdA.
0

Note também que se x € D(A) entdo A(1 - A)'x = (1 - A)Ax e, logo,

1 1
AT (t)x = — / eMAN— A) Txdd = — / eM(A— A Axdd = T(t)Ax.
2mi Jr, 27i Jr,

Pela analiticidade de T'(¢) e a convergéncia uniforme da integral parat > € > 0,
temos

Cl' At 4 -1

Lo
que é, como mostramos acima, AT (t).
SexeD(A)et>0,temos (1 —-A)x=2"1x+1"1(1 - A)"1Ax e assim

1 dA t 77 -1
T(x=(z— [ "= —/ “Z(2-A) A
(6)x (27Ti/p0e /l)x+27'[i Foe t(t ) xdg,
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e assim ; J
I7(0x - xllx < 5 [ MeRaxi| 5] - o
27 Jr, 12

quando t — 0*. Como [|T(¢)|| £(x) < K e D(A) é denso em X, é facil ver que T'(¢)x —
x quando t — 0" para cada x € X.

Agora, a funcdo [0,t] > s — T(t —s)T(s)x € X é continua e diferenciavel (anali-
tica) em (0, t), com

d
%T(t —8)T(s)x =-AT(t —s)T(s)x +T(t — s)AT(s)x =0,
e portanto € constante. Assim
T(t-s)T(s)x=T(t)x para0<s<texeclX,

que prova a propriedade de semigrupo, e mostraque T = {T'(t): t > 0} ¢ L(X) éum
C?-semigrupo em X.

Para completar a demonstracio do teorema, devemos mostrar que A é o gerador
infinitesimal de T. Mas parat > 0e x € D(A) temos

_ t
m = %/ T (s)Axds — Ax
0

quandot — 0*. Assim,se C: D(C) c X — X éogerador infinitesimal de T, devemos
ter A c C.Mas1 € p(A) N p(C), e portanto

(I-C)D(A) =(I-A)D(A) =X = (I -C)D(C),

e portanto D(A) =D(C)e A=C.

Corolario 4.20. Com as hipéteses do Teorema 4.18, se (A — A)~! é compacto para algum
A € p(A), entdo T é um semigrupo compacto.

Demonstracado

Do Teorema 4.18, temos (0,0) > t +— T(t) € L(X) diferenciavel e, portanto, conti-
nua. O resultado segue do Corolério 4.9.

Como a multiplicacdo de um C°-semigrupo T (t) por e®! ndo afeta a possibilidade de
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estendé-lo a um semigrupo analitico, podemos nos restringir ao caso de C°-semigrupos uni-
formemente limitados, isto ¢, C%-semigrupos T c £(X) para os quais existe uma constante
M > 1talque [|T(t)||zx) < M para todo ¢t > 0.

Ainda, é sempre possivel assumir que 0 € p(A), onde A € o gerador infinitesimal de

€

T, bastando multiplicar o semigrupo uniformemente limitado por e, para algum ¢ > 0.

Com isso, temos o seguinte teorema:

Teorema 4.21. Sejam T ¢ L£(X) um C°-semigrupo uniformemente limitado, A seu gerador
infinitesimal e assuma que 0 € p(A). As seguintes afirmacgdes sdo equivalentes:

(a) T pode ser estendido para um semigrupo analitico em um setor As = {z € C: |arg(z)| <
8} e ||IT(2)|l £(x) € uniformemente limitada em cada subsetor fechado As,0< 8 <6,
de As.

(b) Existe uma constante C tal que para cada o > 0 et # 0 temos

, _ C
(o +it — A) Y 2x) < R
(c) Existem 0 <4 <7 eM > 0 tais que

p(A) DT = {/1 € C: Jarg(D)] < §+5} U {0}

M
(A=A < T Para todo 1 € ¥\ {0}.
(d) T édiferencidvel e existe uma constante C tal que

C
IAT (0) | £(x) < < para todot > 0.

Mostremos que (a) implica (b). Seja 0 < &’ < ¢ tal que ||T(z)|lzx) < Ci para todo
z € Ag. Parax € X e 0 > 0 temos

(c+it—A)x = / e~ THIIT () xdt.
0
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Exercicio 9. Mostre que para 7 # 0, temos

(o)

/ e~ THOIT () xdt = / e~ (THIIT (7)xdz,
0 14

onde y(p) = pei™® parap > 0,comm=1set <O0em=—-1set > 0.

Dica: Use a analiticidade e a limitacdo uniforme de T em A_gr, juntamente com o Teorema de

Cauchy.

Usando o exercicio acima, veja que para 7 < 0 temos

Cullxllx . Cllixllx

(o)
o+it—A)"x|lx < Cyllx ePlocosd’~Tsind’) g, :
Il ) xllx < Cill ||X/0 PS s S ]

Analogamente para 7 > 0, o que prova que (b) esta verificado.

Mostremos agora que (b) implica (c). Como A € por hip6tese o gerador infinite-
simal de um C%-semigrupo temos ||(1 — A) 7} z(x) < Rc—el,l, para Red > 0. De (b), para
Red > 0 e ImA # 0, segue que

C
A-A)t < .
1= ee < G
Com isso, tomando K = max{C, C} temos
1 K V2K
/1 - A -1 < K i { 9 } = <
164 = A) oo < Kmin 2 2 Tl = max(Red, Tmal} S 1A

para Red > 0 e ImA # 0. Portanto

(A= A) M re) < para todo Red > 0.

V2K
|
Agora fixemos 0 < a < 1 edefinad = arctan(%). Parat # 0, tome A = £ +i7, com

alt
—% < € <0.Dado a < f8 < 1, existe o > 0 tal que



64

Regularidade de Semigrupos

Definindo Ayp = o + it temos Ay € p(A) (poisRelp =0 > 0)e
B C
|40 — Alll (Ao — A) "l ex) < (0 - §)H <B<1L
De [3, Teorema 2.1.11] segue que 4 € p(A) e que
(A=A =3 (Ao - "1 — A) ",
n=0

0 que nos da

c 1
(4 - A) 1||£(X) < Hm
Mas
R ki Coe,
L i~ C
e assim, obtemos
12— A) M < 2
Al 1-8
Como 8 > « é arbitrario, fazendo § — a* temos
Vaz+C? 1

- AL < ——
1= A e € =2

< Red < 0elImAa #0.

alImA|
C

Tomando M = max{V2K, ““2+C } temos

1 M
1= Ao <
paratodo A € {z € C: |arg(z)| < 5 +J}. Como 0 € p(A) por hipdtese, A satisfaz o
item (c).
Sabemos diretamente do Teorema 4.18 que (c) implica (d).
Finalmente, mostremos que (d) implica (a). Como T'(t) é diferenciavel parat > 0,
segue do Corolario 4.5 que T (t) = [AT(t/n)]" paratodosn > 1 et > 0. Logo

IT™ (Ol 20) < IAT(¢/m) |, paran>1let>0.
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Assim, usando que n" < nle", temos

Ce
IOl < (5]
Fixemos 0 < a < 1 e defina § = arctan(g;). Para Rez > 0 e |arg(z)| < &, definindo
t; = Rez > 0, temos

at,
z —t,| = |Imzg| < ==.
2~ tz] = JImz] < =2

Assim, a série de poténcias

Z( _ tz)n (tz)

¢ convergente em £(X), pois
1 n(n)
E”(Z —t)"T (tz)lllj(X) Sa

Assim, paraz € As = {z € C: |arg(z)| < 8}, definimos

T(z)—T(tz>+Z<z TG,

Claramente, As > z +— T(z) € L(X) estd bem definida e é analitica, uma vez que a

Z..0 . . z %0 A . . i
série do lado direito ¢ uma série de poténcias que converge no disco |w — t;| < %

Além disso, para z € As temos

a
T < ||T(¢ + <Ci+ =: (C,,
IT@lgoo < ITUE oo+ 7= SO+ =C

0 que mostra que As 3 z — T(z) € L(X) é uniformemente limitada e, portanto, o
mesmo vale para qualquer subsetor As com 0 < &’ < 8.

Exercicio 10. Mostre que T(z1 +22) = T(21)T(z2) para 21,22 € As.

Dica: use a analiticidade de T'(z), e o fato de que {T'(¢): ¢t > 0} é um semigrupo.

Nos resta mostrar que ||T(z)x—x||x — 0quandoz — 0em Ags. Paraisso, primeiro
veja que para zo € Ag, temos ||T(z) — T(zo)|lzx) — 0 quando z — zo em As (pela
analiticidade). Assim, para t > 0 fixado, quando z — O em As temos z +t — f em
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As, 0 que nos da
IT(2)T(t)x —T(t)xllx =IT(z+)x =T (t)x|lx < ||T(z+t) =T (@)l zcollxllx — O.

Deste modo, mostramos que ||T(z)y — y||lx — O0quandoz — 0, paratodoy € Y =
U=oT (£)X. Supomos por um momento que Y seja denso em X. Assim, dados x € X
ee > 0,existey € Y tal que ||x — y||x < 3572 e, para este y, existe 7 > 0 tal que se
Z € As satisfaz 0 < |z| <7 temos ||T(z)y — yllx < §. Assim,

IT(2)x - xllx < |IT(2)x -T(2)ylx +IT(2)y - ylx + Iy - xllx
<T@z llx = ylix + 1T (2)y = ylix + 11y - xllx <e.

Isso nos mostra que T (z)x — x quando z — 0 em Ags. Para concluir a demonstracao,
devemos mostrar que Y é denso em X. Veja que, como T ¢ um C°-semigrupo, dados
x € Xee > 0,existet > 0tal que ||T(t)x — x||x < €. Definidoy = T(t)x € Y, 0
resultado segue.
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5

Teoremas de Perturbacao de Geradores

5.1 Perturbacao por operadores lineares limitados

Nesta secdo estudamos que tipos de operadores podem ser adicionados a geradores in-
finitesimais de C%-semigrupos de forma que o resultado ainda seja o gerador infinitesimal
de um C°-semigrupo. No que segue, usaremos a notagio {e’: t > 0} para o C°-semigrupo
gerado pelo operador linear A: D(A) c X — X.

Teorema 5.1. Se X é um espaco de Banach, {e4': t > 0} é um C°-semigrupo em X com
gerador infinitesimal A: D(A) c X —» X eB € L(X),entdio A+B: D(A) c X - X éo
gerador infinitesimal de um C°-semigrupo {e‘A*®)": t > 0}. Se [le!|| zx) < Me®! para todo

t > 0, entdo
||e(A+B)t||£(X) < Me(aH'M”B“L(X))t t > 0.

Demonstracado

De acordo com o Lema 2.2, podemos escolher uma norma | - |y em X tal que

1
A-w’

I-llx <l-Ix <Ml llx e (A=A g <

parald > w. Se 1 > w + |B| z(x) entdo

1Bl zx)
A—w

IBA-A) " zx) < <1
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el — B(A— A)~! é um isomorfismo em £(X). Logo
A-—A-B=[I-B(A-A)1(-A),

e assim temos

1 1 1

|(A=A-B) ) < - '
LS w0 1-Blrx/A-») A-(0+|Blx)

o(A+B)t o(w+B))t

Do Teorema de Hille-Yosida, A+ B gera um C°-semigrupo | lzx) <

parat > 0. Retornando a norma original temos a estimativa desejada.

Agora estudaremos as relacdes entre o semigrupo {e“!: t > 0} e o semigrupo {e(4*+B)¢:
t > 0} quando B € £(X). Para este fim consideramos o operador H (s) = eA(=5)e(4+B)s_para
x € D(A) = D(A +B), s — H(s)x é diferenciavel e H'(s)x = eA("9 Be(4*B)sx_ Integrando
H’(s)x de 0 até t obtemos

t
eAB)ly — oAlx 4 / A=) BeA*Blsy (s x € D(A).
0
Como os operadores em ambos os lados da expressio acima sdo limitados, ela vale para todo

x € X. O semigrupo {e4*B): ¢t > 0} é portanto a solugio da equacdo integral acima. Para
tal equacgdo integral temos:

Proposicdo 5.2. Seja {e?': t > 0} um C-semigrupo satisfazendo |le?!|| px) < Me®' e B €
L(X). Entdo existe uma unica familia {V(t): t > 0} ¢ L(X) tal quet — V (t)x é continua
em [0, c0) paratodox € X e

t
(5.1) V(t)x =etlx +/ eAIBY (s)xds, x€X.
0

Defina V() = e4! e V,,(t), indutivamente, por
t
Vi1 () x = / eI BV, (s)xds, parax € X, n € N.
0

E claro da definicdo acima que t — V,(t)x é continua parax € X,t > 0Oen € N.
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Provemos por inducao que,

M"|B 5 "
IVa®)ll 20) < M ——=2—.

Claramente isto € valido para n = 0, e suponhamos que vale para n. Entdo temos

M7 [BI[% "

0 |xxds

t
Wi (0xx < / Me® 9 |B| £ Me®
0

1 1 1
MBI
= Me —— e llxllx

e portanto a desigualdade vale para qualquer n € N. Definindo V' (t) = 7, Va(2),
segue que a série converge uniformemente em intervalos limitados na topologia uni-
forme de operadores. Portanto ¢t — V(t)x € continua para cada x € X e além disso
(5.1) estd satisfeita. Isto conclui a prova da existéncia. Para provar a unicidade seja
{U():t >0} c L(X)talquet — U(t)x é continua para todo x € X e

t
(5.2) U(t)x = e'x +/ eAIBU (s)xds, x € X.
0

Subtraindo as expressoes (5.1) e (5.2) e estimando as diferencas obtemos
t
IV (0)x ~ U)xlx < / Me*CI|[B|| ) IV (8)x — U(s)xllxds,  x € X,
0

o que pela desigualdade de Gronwall implica que ||V (t)x — U(t)x|[x = 0,t > Oe
portanto V (t) = U (t).

Segue imediatamente do resultado anterior que

e(A+B)t — Z Vn(t),
n=0

e a convergéncia da série € na topologia de operadores uniformemente para ¢t em intervalos

At o p(A+B)E

limitados de R,. Para a diferenca entre e temos:

Corolario 5.3. Se A é o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo {e/*: t > 0} que satisfaz
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ledt|l ) < Me® e B € L(X), entdo

||e(A+B)t _ eAt”L(X) < Mewt(eMHB".C(X)t _ 1)_

5.2 Soma de geradores infinitesimais

O teorema desta secdo mostra que, sob certas condicdes, a soma A + B de dois gera-
dores A e B de C%-semigrupos que comutam resulta em um gerador de um C°-semigrupo
{eM+B)E: ¢ > 0} que satisfaz e(A*B)! = ¢AleB!, Para isto precisaremos do seguinte lema:

Lema 5.4. Se A é o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo {e': t > 0} com ||e!|| £(x) <
M para todo t > 0 entdo existe uma norma || - ||. em X com

Ixll < llxll. < Mllxll e [le*x|l. < |Ix|l.  paratodox € X.

Demonstracado

Defina ||x||. = sup |leA"x||. Claramente || - ||. ¢ uma norma em X com ||x|| < ||x||. <
720

M||x||. Além disso

lle*' x|l = sup [le*"e*'x|| = sup [e* Vx| < sup [le*"x|| = [|x]|.,
70 >0 720

e a demonstragdo estd completa.

Teorema 5.5. Suponha que A e B sdo geradores de semigrupos fortemente continuos de opera-
dores {eA': t > 0} e {eP': t > 0} tais que, para algum M > 0, [le?!|| ;(x) < M e ||e?!]| px) <
M. Suponha também que D(A) = D(B), A e B comutam, que o operador A + B: D(A) C
X — X éfechado e que A € p(A + B) para algum A > 0. Entdo A + B gera um C°-semigrupo
{eAB)L: ¢ > 0} tal que eAHB)t = eAleBl ¢ ||e(A+B)| . vy < M2

Demonstracdo

Por um momento vamos mudar a norma do espaco de Banach X de forma que A
gera um C°-semigrupo de contracoes, usando a norma || - || dada no Lema 5.4. Sejam

A; =2A(A-A)"' e B; = AB(A - B)™}, como na demonstracdo do Teorema de Hille-

At At B,s Bs

Yosida. Entio ||eA/1t||*,£(X) < 1 paratodo A > 0 e como e“*'x — e“'x e e’e — e’x
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paratodo x € D(A) =D(B) =D(A+B)es,t > 0temos

lim e *BiSy = lim e41eBrSx = eAleBSy .

A—0o0 A—00

E claro que isto continua verdadeiro se mudamos a norma do espago para a norma
original. Ainda, por um argumento similar, temos

lim eBi+ArSx = lim eBrseArsy = oBSeAly,

A—o0 1—o0

mostrando que e4/eBx = eB%e4!x, para todo x € D(A + B). Como D(A + B) é denso

em X e ambos os lados desta expressdo sdo operadores limitados, segue que eeBs =

eBseAl em X.

AleBl ¢ um semigrupo fortemente con-

Em seguida vamos mostrar que T'(t) = e
tinuo com gerador A + B. Primeiro observe que a continuidade forteem ¢t = O e a

limitacdo sdo 6bvias e de
T(t + S) — eA(t+S)eB(t+s) — eAteASeBteBS — eAteBteAseBS — T(t)T(S)

temos {T'(¢): ¢t > 0} um semigrupo. Resta mostrar que A + B € o gerador de T (1).
Se x e D(A) = D(B) = D(A + B), entdo

T(t)x — x = lim (e'"*ePix — x) = lim (e B x — BMx + B2l x — x)
A—00 A—00

t t
= lim [ e%eBY (A x)ds+ /1lim / ePS(Byx)ds
—00 0

A—)OO 0
¢ t
:/ eAseBtAde+/ eB5Bxds.
0 0

Agora
1 1 d As Bt 1 ’ Bs t—)0+
?(T(t)x -X) = n ePe” Axds + - e”’Bxds — (A +B)x,
0 0

paratodo x € D(A+B). Portanto o gerador C de {T'(¢): t > 0} deve ser uma extensao
de A + B. Da hipotese, existe A > 0 no resolvente de A + B, e como (0, o) estd no
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resolvente do gerador infinitesimal C de T (), temos
A-C)D(C)=X=A-(A+B))D(A+B)=(A-C)D(A+B),

e A + B = C completando a demonstracao.

Corolario 5.6. Suponha que A e B sdo geradores de C-semigrupos {e4*: t > 0} e {eB!: ¢ >
0}, respectivamente, tais que, para algum M > 0, a, B € R, |le!||rx) < Me™ e ||eB!|| px) <
MePt. Suponha também que D(A) = D(B), que A e B comutam, que o operador A + B é
fechado, e que A € p(A+B) para algum A > 0. Entdo A+B gera um C°-semigrupo {e4*B)t: t >
0} tal que eA*B)t = eAleBt ¢ que ||eAB)|| £ ) < M2e( @)L,

Basta aplicar o Teorema 5.5 aos operadores A — ol e B — 1.

5.3 Perturbacio de geradores infinitesimais de semigru-

pos analiticos

Teorema 5.7. Sejam A: D(A) c X — X um operador linear densamente definidos e cons-
tantes0 < § < %, w e ReM > 0 tais que

p(A) DT ={1eC: |arg(A - w)| < §+5} U {w),

(A=A e < , para todo 1 € £, # w.

M
11—l
Entdo sabemos que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico. Seja também
B: D(B) c X — X, D(B) > D(A), um operador linear fechado tal que

||Bx||x < €||Ax||x +K]||x||x, para todo x € D(A),

para algumas constantes K, e > 0 come(M +1) < 1. Entdo A + B é o gerador infinitesimal de
um semigrupo analitico.
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Escolha 6 talque e(M +1) <8 < 1. Paral € £\ {w}, temos B(1 - A)~! € L(X) pelo
Teorema do Gréfico Fechado, e para |4 — w| > R > 0 obtemos

IB(A—A) e <ellAA—A) e +KIA-A) e
M|A| )+ KM M|w|)+@
A-o) -0 R

< 3(1 4 < s(l +M +
Fazendo R suficientemente grande, obtemos ||B(A — A) || zx) < 6 < 1. Assim, se
AeXZ\{w}étalque |1 —w| > Robtemos A € p(A+B) e

M

-1
(A= (A+B))"llzx) < Ao a

Disto, é simples obter que A + B é o gerador de um semigrupo analitico, usando o
Teorema 4.18.

5.4 Perturbacio de geradores infinitesimais de semigru-

pos de contracao

Definicao 5.8. Um operador dissipativo A: D(A) ¢ X — X édito m-dissipativo se Im(I -
A)=X.

Claramente, se A é m-dissipativo, entdo uA também é, para qualquer u > 0 e portanto
se A é m-dissipatvo temos Im(4 — A) = X para todo 4 > 0. Em termos de operadores m-
dissipativos, o Teorema de Lumer-Philips pode ser rescrito da forma: Um operador densa-
mente definido A é o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo de contracoes se, e somente
se, A é m-dissipativo.

O resultado principal dessa se¢do € o seguinte teorema de perturbacdo para operadores
m-dissipativos.

Teorema 5.9. Sejam A e B operadores lineares em X tais que D(A) ¢ D(B) e A +tB é
dissipativo para t € [0,1]. Se

IBxllx < allAx|lx +Bllx|lx, para x € D(A),
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onde0 < a < 1,8 > 0eparaalgumty € [0,1], A + toB é m-dissipativo entdo A + tB é

m-dissipativo para todo t € [0,1].

Demonstra¢ao

Mostremos que existe 0 > 0 tal que se A +tyB é m—dissipativo, A+tB é m—dissipativo
para todo t € [0, 1] satisfazendo |t — )] < 6. Como qualquer ponto em [0, 1] pode
ser alcancado de qualquer outro ponto por um ntimero finito de passos de tamanho
d, isso implica o resultado.

Assuma que para algum fp € [0, 1], A + tnB é m—dissipativo, o que implica que
I-(A+tB) éinversivel. Denotemos R(ty) = (I-(A+toB)) ™" e temos ||R(f)l £(x) < 1.
Mostremos que o operador BR(tp) é um operador linear limitado.

Da nossa hipotese e da desigualdade triangular, temos para x € D(A) que

I1Bxllx < all(A+%B)x|lx +atol|Bx|lx + Bllx|lx

< all(A +6B)x|lx + al|Bx|lx + BlIx]lx,

e portanto
o

B
A+ tyB)x||x +
— (A +0B)x|lx + ——

ComoR(ty): X — D(A)e (A+toB)R(tp) = R(tp) —I, segue da desigualdade acima
que

IBxllx < 7 111

a B 20+
|(R(to) — I)x|lx + IR(to)x||x < llxllx,
- 1-« 1-«

IBR(t)x]lx < 7

paratodo x € X, e portanto BR(t)) € limitado. Para mostrar que A+t¢B é m—dissipativo,
mostremos que I — (A + tB) é inversivel e portanto sua imagem ¢ todo X. Temos

I-(A+tB)=1-(A+1tB)+(to—t)B
= (I + (to —t)BR(tp))(I — (A +1tyB)).

Portanto I — (A +tyB) € inversivel se, e somente se, I + (ty —t)BR(ty) € inversivel. Mas

I + (to — t)BR(tp) para todo ¢ satisfazendo [t — to||[BR(fo)|lc(x) < |t — t0|21“_+f <le
portanto podemos escolher 6 = 4;;2{6 para concluir a demonstracao.

O Teorema 5.9 ¢ comumente usado através do seguinte simples corolario.
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Corolario 5.10. Seja A o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo de contracoes. Seja B
um operador dissipativo, satisfazendo D(A) c D(B) e

IBxllx < allAx|lx +Bllx|lx, para x € D(A),

onde0 < a < 1efB > 0. Entdo A + B é o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo de
contracgoes.

Pelo Teorema de Lumer-Philips, D(A) = X e A é m—dissipativo. Portanto A + (B é
dissipativo para todo t € [0, 1]. De fato, Re(Ax, x*) < 0, para todo x* € J(x), € como
B é dissipativo com D(A) c D(B), entdo para cara x € D(A) existe um x* € J(x) tal
que Re(Bx, x*) < 0 e para este mesmo x*, Re(Ax + tBx, x*) < 0.

Pelo Teorema 5.9 segue que A + tB € m—dissipativo para todo t € [0,1] e em
particular A + B é m—dissipativo. Como D(A + B) = D(A) é densoem X, A + B ¢
o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo de contracdes pelo Teorema de Lumer-
Philips.

O Teorema 5.9 e o Corolario 5.10 sdo falsos, em geral, se « = 1. Uma das razdes para
isto é que neste caso, o operador A + B ndo é necessariamente fechado. Se A + B néo é
fechado, ele ndo pode ser o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo. Um simples exemplo
desta situacdo é quando iA ¢ um operador autoadjunto em um espaco de Hilbert. Se iA é
autoadjunto, entdo A e —A sio geradores infinitesimais de um C%—semigrupo de contragoes.
Tomando B = —A no Teorema 5.9 temos a estimativacoma =1ef =0, masA+B =0
restrito a D(A) ndo é fechado. Entretanto o fecho de A+ B, isto €, o operador nulo no espaco
todo, é o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo de contracoes. Nosso proximo teorema
mostra sobre certas hipoteses, que esse é sempre 0 caso.

Teorema 5.11. Seja A o gerador infinitesimal de um C°—semigrupo de contracées. Seja B
um operador dissipativo tal que D(A) c D(B) e

IBxllx < lAx|lx + Bllxllx, para todo x € D(A),

onde 8 > 0 é uma constante. Se B*, o adjunto de B, estd densamente definido entdo o fecho
A + B de A + B é o gerador infinitesimal de um C°—semigrupos de contracoes.
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Demonstracdo

Temos A+ B dissipativo e densamente definido ja que A é m—dissipativo e B € dissipa-
tivo com D(A) c D(B). Portanto, de [3, Teorema 2.5.6], o operador A + B € fechavel
e seu fecho A + B ¢ dissipativo. Para provar que A + B é o gerador infinitesimal de

um C°-semigrupo de contragdes ¢ suficiente mostrar que Im(I — A + B) = X. Como
A + B é dissipativo e fechado segue de [3, Lema 2.5.6] que Im(I — A + B) é fechada e
portanto é suficiente mostrar que Im(I — A + B) é densa em X.

Seja y* € X* tal que (z,y*) = Oparatodoz € Im(I — A+B). Sejay € X
tal que ||y*||x- < (¥,¥*). Do Corolario 5.10, aplicado para tB, segue que A + tB €
m—dissipativo para 0 < t < 1 e portanto a equacdo

X—-Ax—-tBx =Yy

tem uma unica solucdo x; para todo 0 < t < 1. Mais ainda, como A + B € dissipativo
lIx:llx < ||lyllx- Da nossa hipétese, temos

1Bx:llx < [lAXllx + Bllxellx < [[(A+tB)xellx + tliBxellx + Bllx:llx

<Y = Xellx + el Bxellx + Bllxellx

e portanto

(5.3) A =0)IBxllx < Iy = xellx +Bllxellx < (2+B)lyllx.
Seja z* € D(B*) entdo

[{(1 = )Bx;,z")| = (1 = 0)[{x¢, B"Z")|
<A-0lIBZIxllyllx — 0,

quando t — 1. Como D(B*) é denso em X e por (5.3), (1 — t)Bx; é uniformemente
limitada, segue que (1—-¢)Bx; tende fracamente a zero quando t — 1. A nossa escolha
particular de y* temos

1" llx> <y, ¥") = (X — Axy = tBx;, y")
=((1-1t)Bx;,y") — 0, quando t — 1,
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o que implica y* = 0 e portanto a imagem de I — A + B é densa em X.

Sejam X um espaco de Banach reflexivo e A um operador fechdvel densamente definido
em X . Sabemos entdo que A* estd densamente definidoe D(A*) é denso em X ™. Assim, para
espaco de Banach reflexivos, temos:

Corolario 5.12. Sejam X um espaco de Banach reflexivo e A o gerador infinitesimal de um
CO-semigrupo de contracées em X. Seja B um operador dissipativo tal que D(A) c D(B) e

IBxllx < lAx|lx + Bllxllx, para todo x € D(A),

onde 8 > 0. Entdo A + B, o fecho de A + B, é o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo de
contragoes em X.
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Capitulo

6
O Problema de Cauchy Abstrato

6.1 O problema de valor inicial homogéneo

Nesta se¢do estudaremos o problema linear de valor inicial, ou problema de Cauchy
homogéneo (ou linear), dado por

du

— = Au, parat >0
(CH) dt

u(0) =ug € X,

onde A: D(A) ¢ X — X é um operador linear num espaco de Banach X.

Definicio 6.1. Dizemos que uma funcio u: [0, c0) — X é uma solucio forte (ou solucio
classica)de (CH) se u é continua, continuamente diferenciavel em (0, o), com u(t) € D(A)
para todo ¢t > 0 e u satisfaz (CH), isto é, u(0) = ug e

C;—z;(t) = Au(t) paratodot > 0.

Observaciao 6.2. Lembre-se que para um espago de Banach X e A: D(A) ¢ X — X um
operador linear fechado densamente definido com p(A) + @, temos Y1 = (D(A), || - ||1) umes-
pacgo de Banach, onde ||x||; = ||x||x+||Ax||x para cada x € D(A) (deduza isso argumentando
como no Exercicio 3).

Teorema 6.3. Assuma que A: D(A) ¢ X — X éo gerador infinitesimal de um C°-semigrupo
{eAt:t > 0} em X.
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(i) Para cada uy € D(A), o problema (CH) possui uma unica solugdo forte u. Essa solucdo
satisfazu € C([0, ), Y1) N CL([0, ), X).

(ii) Assolugoes fortes dependem continuamente dos dados iniciaisem D(A), isto é, se {uy} C
D(A) é tal que |luj — uollx — 0 quando n — oo para algum uy € D(A), uy, é a solugdo
Jforte de (CH) com dado inicial uj e u é a solugdo forte de (CH) com dado inicial uy,
entdo para cada T > 0 temos

sup ||lu,(t) —u(t)|lx - 0 quandon — oo.
te[0,T]

Se, além disso, |lug — uolly — 0 quando n — oo, entdo para cada T > 0 temos

sup ||un(t) —u(t)|l1 >0 quandon — oo,
te[0,T]

(i) Se up € D(A) entdo sabemos que
[0, 00) 3 £ = u(t) = e € C([0, ), Y1) N CH([0, ), X),

pelo Teorema 1.9 e pela Observacdo 1.12. Além disso, u satisfaz (CH) e portanto u é
uma solucio forte. Para provar a unicidade, assuma que u; é uma outra solucao forte
de (CH). Fixe t > 0 e defina a funcdo ¢: [0,t] — X por

P(s) = eV (s).
Temos ¥ continua em [0, t] e continuamente diferenciavel em (0, t), com
4 h(s) = —AQAW-9) A(t-s) _
%gb(s) = —Ae ui(s) +e Aui(s) =0, paratodo s € (0,1).
Logo, 3 € constante em [0, t] e, portanto,
u(t) = efug = P(0) = P(t) = w1 (1),

0 que mostra a unicidade e conclui o item (i).
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(ii) Note que para T > 0 fixado temos K = sup ||eAt||£(X) < o e, do item (i),
te[0,T]
segue que

sup |lun(t) —u(®)llx = sup lle (uf — uo)llx < Kllug — uollx.
te[0,T] te[0,T]

Analogamente, veja que

sup |lun(f) —u(t)ll < Kllug — uolh,
te[0,T]

0 que conclui a demonstracao.

Teorema 6.4. Assuma que A: D(A) c X — X é o gerador infinitesimal de um semigrupo
diferencidvel {e*': t > 0} em X. Entdo para cada uy € X, a funcdo u(t) = eAtug, t > 0, é
a unica solucdo forte de (CH). Além disso, as solug¢oes dependem continuamente dos dados
iniciais em X, isto é, se ug — ug em X, u, é a solucdo forte com dado inicial em u

n r
Oeuea

solucdo forte com dado inicial em uy, entdo para cada T > 0 temos

sup |lun(t) —u(t)|lx - 0 quandon — co.
te[0,T]

Sabemos que u € continua, u(0) = ug, e que u(t) € D(A) paratodot > 0. Do Teorema
4.4 sabemos que u € continuamente diferenciavel em (0, o0), e que ‘é—bt‘ (t) = Au(t) para
todo t > 0. Portanto, u é uma solucado forte de (CH). A unicidade e a dependéncia
continua dos dados iniciais em X se provam exatamente como no Teorema 6.3, e a
demonstracao estd completa.

6.2 Aplicacoes

Nesta se¢do resolveremos algumas EDP’s lineares, usando as técnicas desenvolvidas nos
capitulos anteriores.
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6.2.1 Equacido da onda unidimensional

Nesta subsecdo estudaremos a equacao da onda unidimensional com condicdes iniciais,
e com condic¢des de fronteira de Dirichlet nulas, dada por

Ut = Uy, t>0,0<x<1
u(t,0) =u(t,1) =0, t>0

u(0,x) = up(x), 0<x<1

u: (0, x) = uyr(x), 0<x<l1.

Formulacao abstrata do problema.

Defina v = u;. Assim, temos v; = Uy = Uy, € podemos escrever

uf _01
vl _6xx0

Usando a notacdo z = [4],z0 = [ | e A= [ 4 o] temos

d

dt

v u

(Y

Uxx

dz

- = Az’
(6.1) dt

z(0) = zo,

onde nos falta escolher o espago de Banach X e o dominio D(A) do operador A adequados
para trabalharmos, e garantir que A gere um C%-semigrupo em X. Uma das maneiras de
escolhermos estes espacos adequadamente € olhar para a energia do sistema, e para isto,
multiplicando formalmente a equacio acima por v = u; e integrando no intervalo [0, 1]
(isto ¢, tomando o produto interno da equagio com u, em L?(0, 1)) temos

1 1
/ Upupdx = / UxxUrdX,
0 0

o que nos dé (assumindo as diferenciabilidades adequadas) que

=0
—

——|lv = —— vlfdx = vuy|, — U U dx
) il = 5p [ TP = vy = [

1d [, 1d 2
=23 i lux|“dx = —Ea“ax““LZ(o,l)'
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Definindo assim E(t) = %(llaxulliz(o’l) + ||u||i2(0’1)) temos L E(t) = 0, 0 que nos dd que

E(t) = E(0) para todo ¢ > 0 (desde que a solucdo esteja definida até t) que

1 1
E(®) = 5 (10x2(0) 220 5, + 1001220 1)) = 5 (105t gy + 1021z o)

e isto nos indica que o espaco X adequado para trabalharmos é X = H& (0,1)xL?(0,1), com
norma

ILETI% = 10xull32 ) + 10117201,
que é um espaco de Hilbert (verifique).

Agora, para escolher D(A), lembre-se que devemos escolhé-lo de forma que A seja um
operador fechado, densamente definido. Olhando para (6.2), vemos que as diferenciabili-
dades (fracas) que usamos para realizar adequadamente todas os passos foram: v deve ter
Uy bem definida, isto é v € Hol(O, 1), e além disso, devemos ser capazes de integrar uyu;, €
como u; = v € L?(0, 1), ¢ suficiente que uy, € L?(0,1). Assim devemos ter

Al¥l=[] X,
e portanto escolhemos
D(A)={[v]leX: A[y] e X}.

Vamos agora dar uma caracterizagdo explicita de D(A). Para isto, seja [4] € D(A).
Como uy, existe e esta em L?(0,1), segue que u € H?(0,1) N H}(0,1). Além disso, v €
H,(0,1) e portanto

D(A) c [H*(0,1) N Hy(0,1)] x Hy (0, 1).

Reciprocamente, é simples ver que D(A) > [H*(0,1) N H; (0,1)] x H; (0,1), e portanto
D(A) = [H*(0,1) N Hy(0,1)] x Hy (0, 1).

HL(0,1)

1
Ainda, como C°(0,1) ¢ H?(0,1) N Hy(0,1) e C(0,1) O _ H,(0,1), segue que

H(0,1)

H?(0,1) N H}(0,1) = H,(0,1).

1)

———12(0,
Analogamente, Cs°(0,1) ¢ Hy(0,1) e Co°(0,1) o0 _ L%(0,1), logo

1)

PG 1
HL(0,1) = H}(0,1).
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—X
Consequentemente, mostramos que D(A) =X, isto é, A é densamente definido.
Exercicio 3. Mostre que A: D(A) c X — X € um operador fechado.

Geracao de semigrupo.

Mostremos primeiramente que A é um operador dissipativo. Se [ %] € D(A) temos
1 1
ALEL LD = (L] D = [ vaadxs [ uede=o.
0 0

Mostremos ainda que A € m-dissipativo; isto é, Im(I — A) = X, isto é, dado [5] e X,

existe [#] e D(A) talque (I - A) [¥] = [5] Tal [¥] € D(A) existe se, e somente se, existe

[4] € D(A) tal que [ 52, | = [5]
A formulacdo variacional para a equacdo u — uyx = f + g € dada por

1 1 1
/ updx + / UrPrdx = / (f +g)pdx, para toda ¢ € Hy (0,1).
0 0 0

EmH = HO1 (0,1) definimos a forma bilinear a: H x H — R, dada por

1 1
atu.g) = [ updx+ [ upads = . phron + . Pngon
0 0
e mostremos que a é continua e coerciva. De fato, temos

la(u, )| < llullzzon lellzz0,1) + ||u||H(}(o,1)||§0||Hg(o,1)

< 2||u||H&(0,1)||§0||H01(0,1)’

onde para a ultima desigualdade utilizamos a desigualdade de Poincaré em (0,1)*. Portanto
a é continua. Além disso

la(u, u)| = (u,u)r20,1) + (U, u)Hol(O,l) > (u, u)Hol(O,l)’

portanto a é coerciva. Defina o funcional linear continuo (verifique) £ € H* por

1
(@) = /0 (f + g)pdx.

ullzzo) < llullg2 0.y, Para toda u € H,(0,1). Verifique este fato.
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Assim, do Teorema de Lax-Milgram, existe um tnico u € H tal que

a(u,p) = &(p), paratodo ¢ € H,

ou seja, existe um unico u € H tal que

1 1 1
/ updx + / UxPrdx = / (f +g)pdx, para toda ¢ € Hy (0, 1),
0 0 0

o que implica que uy, estd bem definida e u—uy, = f+gemL?(0,1). Portantou € H2(0,1)N
H,(0,1). Definindo v = u — f € Hy(0,1) concluimos a prova de que Im(I — A) = X. Segue
entdo do Teorema de Lumer-Phillips que A ¢ o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo
de contracoes {e/!: t > 0}.

Do Teorema 6.3 seque que para cada zop € D(A), existe uma tnica solucao
z € C([0,),Y7) N C'([0,),X)
de (6.1). Podemos ainda facilmente ver que, se z = [ %] entdo
u € C([0,00),H?*(0,1) N H,(0,1)) N C'([0, 00), Hy(0,1)) N C*([0, 00), L*(0,1)),

onde usamos que a norma de Y; = (D(A),|| - |l1) é equivalente & norma de [H?(0,1) N
H;(0,1)] x H} (0,1).

6.2.2 Equacao da onda dissipativa

Agora estudaremos a seguinte equacdo de ondas

uy —Au+a(x)u; =0, xeQ,t>0

u =0, x €0Q
u(0,x) = up(x), xeQ
u (0, x) = u1(x), x e,

onde O ¢ R" é um subconjunto aberto, limitado e com 0Q suave,ea € L*(Q) coma(x) > 0
para x € Q.

Formulacao abstrata.
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Novamente, facamos v = u;, 2 =[%], 20 = [’;ﬁ(l’ ], e a equacdo acima se torna

dz

— = Az,
(6.3) dt

z(0) = zo,

onde A =2 _Ju]

a(x)

Exercicio 11. Como na equacdo da onda unidimensional, multiplique a equacdo por u;,
assumindo as regularidades necessdarias (diga quais sdo), e integrando o resultado em €,
mostre que se

1 2 1 2 1 2 2
E(t>=5||Vu||L2(m+5||v||L2(m=5{ [ vupdxs [ jopdx}.

entao
d

aE(t) :—/Qa(x)lvlzdx,

€ portanto

t
E(t)+/0 /Qa(x)lv|2dx:E(0).

Com o exercicio acima, podemos definir novamente X = Hol(Q) x L?(Q) com produto
interno

(&, [ﬁ; )x = (wr, W) (@) + (W2, W2)r2(0)»

e além disso definimos, como anteriormente
D(A) ={[v] eX: A[}] e X}
Geracao de semigrupo.
Exercicio 12. Mostre que:
1. D(A) = (H*(Q) N Hy (Q)) X Hy ().
2. A é densamente definido e fechado.
3. A é dissipativo.

4. Im(I - A) =X.
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Pelo Teorema de Lumer-Philips, A é o gerador de um C°-semigrupo de contracoes, e
pelo Teorema 6.3, dado zg € D(A), existe uma Unica solucio cléssica z de (6.3) a e

z € C([0,0),D(A)) N C([0, ), X),
esez =[%] entdo
u € C([0,00), H*(Q) N Hy(Q)) N C1([0, ), Hy (Q)) N C*([0, 0), L*(Q)).

Observacio 6.5. Para obtermos solucées mais regulares, p.e. u € C3([0,),L?(Q)), basta
considerarmos dados iniciais em D(A?).

6.2.3 Equacao de placas

Considere a equagdo

U+ Au+u=0, xeR" t>0
u(0,x) = up(x)
u (0, x) = up(x).

Formulacao abstrata.

Como anteriormente, para v = u;, z = [4],20 = [0 ] e A= [_3_, ] o problema se

torna

dz

- = AZa
(6.4) dt

z(0) = zo.

Encontremos uma energia adequada para esta equagio, de modo a encontrar o espago
X e o dominio D(A) do operador. Multiplicando a equacgdo por u; e integrando em R",

0:/ uttutdx+/ Azuutdx+/ uu;dx
:/ uttutdx+/ AuAutdx+/ uu;dx

_1d 2 2 2
=>q /Rn(|v| + |Au|” + |u|")dx

obtemos
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= Ea(llulliz +[lAullZ, + [vll7.)
1d

= S = lullf + o)),

0 que nos leva a escolher X = H? x L? com a o produto interno adequado a norma que
aparece na ultima igualdade da expressdo acima. Ainda, para o calculo desta integral, pre-
cisamos que A%u € L?;isto é, u € H* e além disso necessitamos que v = u, € H?. Assim,
escolhemos

D(A)=H*xH? (={[¥] e X: A[¥] e X}).

Exercicio 4. Mostre que:
1. A é densamente definido e fechado.
2. A é dissipativo.

3. Im(I-A)=X
(Dica: use o seguinte fato de regularidade de solucdes elipticas: se A%p € L2, entdo ¢ € H?).

Pelo Teorema de Lumer-Philips, A é o gerador infinitesimal de um C°-semigrupo de
contracoes. Ainda, do Teorema 6.3, concluimos que para cada zy € D(A) existe uma unica
solucdo classica z de (6.4) e

z € C([0,00),D(A)) N CL([0,),X)).
Sez =[}], entdo
u € C([0,0), H* N CL(]0, ), H?) N C?([0, o), L?).

6.2.4 Equacio de Schrodinger (parte 1)

Vamos estudar nesta subsecdo e seguinte equacio

u —iAu=0, xR t>0
u(0,x) = up(x).

Para o espaco de energia, multiplicamos a equac¢do por u e integramos em R" para en-

/ usudx —i/ Auudx = 0.

contrar
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Tomando a parte real, encontramos

1d
Ea”u”iz =0,

e integrando em (0, t), obtemos

2
llullz2 = lluollr2.

Assim, escolhemos X = L%, e para A = iA temos
DA ={ueX: AueX)}=H>~

Assim A é fechado e densamente definido. Mostremos que —iA = A € autoadjunto, donde
seguira que iA é autoadjunto. De fato, A é simétrico por para u,v € H?, temos

(Au, V)2 = / Auvdx :/uA_vdx = (u, Av);2.
Q Q

Agora, mostremos que 1 € p(A) e que Im(I —A) = L2, o que mostra que A é autoadjunto.
Notemos que A ¢ dissipativo, pois

(Au,u)2 = —/ |Vul?dx <0,
Rn

para todo u € H?. Assim |ju|;2 < ||(I — A)ul|;2, para todo u € H?, e mostra que (I — A) é
injetivo. Assim (I — A)™!: Im(I — A) — L? estd bem definido e

1T = &)l < ol

Resta-nos mostrar que Im(I —A) = L2. Para isto, note que do Teorema da Representacio
de Riesz, para cada f € L2, existe um tnico u € H! tal que, se £ € (H!)* é dado por
§(9) = (@, )12, entdo

§(p) = (p. wm,
isto €
fedx = / updx + / VuVedx paratodap € H',
Rl’l n n
oquenosdiu € H>e (I - A)u= femL>

Segue do Teorema de Stone que A gera um C°-grupo unitario em L2. Ainda, para cada
up € D(A), existe uma tnica solucdo classica u da equagdo de Schodinger, que esta definida
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para todo t € R e além disso

llu(t)|lz2 = lluollz2, paratodot € R.

6.2.5 Equacio de Schrodinger (parte 2)

Nesta subse¢do estudaremos uma perturbacgdo limitada da equacdo de Shrédinger que
estudamos na parte 1, dada por

{ut—iAu:(oc+iB)u, xeR" t>0

u(0,x) = up(x),

onde o, € R, a < 0 estdo fixados. Sabemos da Parte 1 acima que A = iA é o gerador
infinitesimal de um C°-grupo unitario. Além disso, se definirmos o operador linear limitado
B: L? — L? dado por Bu = (a + if)u, temos

Re(Bu, u);> = Re((a +if)|lullf.) = allull}, <0,

e portanto B € dissipativo. Segue entdo do Corolario 5.10 que A+ B é o gerador infinitesimal
de um CP-semigrupo de contracoes.

6.3 O problema de Cauchy nao-homogéneo

A seguir estudamos problemas de Cauchy nao-homogeéneos da forma

du
— = Au+ t , to<t<t
(CnH) dt J®, to !

u(ty) =up e X

onde A: D(A) ¢ X — X éogerador de um C%-semigrupo {e4*: t > 0}emXe f: [to,t;) —
X € continua.

Definicao 6.6.

(a) Uma solucio forte de (CnH) em [ty, t;) é uma funcdo continua u: [ty t;) — X tal
que u: (f,t;) — X é continuamente diferenciavel, u(ty) = ug, u(t) € D(A) e

Ccli_ttl(t) = Au(t) + f(t) paratodot € (fy,t).
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(b) Uma solucao fraca de (CnH) em [y, t;) € uma funcdo continua u: [ty,t;) — X tal
que u(ty) = up e para todo x* € D(A¥), (to,t1) >t — (u(t),x*) € K é continuamente
diferenciavel em (fo,t;) €

(6.5) %(u(t),x*) =(u(t), A*x*) + (f(t),x") paratodot € (ty,t;).

Antes de continuar, provaremos um lema técnico.

Lema 6.7. Sejam X um espaco de Banach, A: D(A) ¢ X — X o gerador infinitesimal de

um C°-semigrupo {e4': t > 0} em X, e A*: D(A*) ¢ X* — X* 0 operador dual de A. Entdo:

(i) para cada x* € D(A*) e x € X, a aplicacdo [0,00) > t — (e4'x, x*) é continuamente
diferencidvel e

d
a(e“”x, x*) = (eMx,A*x*) parat > 0;

(ii) sex,z € X sdo tais que (g, x") = (x, A*x*) para todo x* € D(A"), entdo (x,z) € G(A),
istoé, x e D(A) e Ax = z.

(i) Note que para x € D(A), x* € D(A*),t > 0e h > 0 temos

h d h
(@AEH) 3 5%y _ (eAlx x*) = / <%e’4(”s)x,x*>d8 = / (A9 x, A*x*)ds,
0 0

isto €
h
(6.6) (AP x x*y — (eAlx, x*) = / (e x, A*Xx*)ds.
0

Como D(A) é denso em X e as expressoes em ambos os lados em (6.6) definem ope-
radores limitados em X, (6.6) vale para todo x € X. Desta forma

d* 1 [t

—(ex,x*) = lim — / (€A H*9x, A*x*)Vds = (eAx, A*x),

dt h—0+ h 0
e como a expressdo do lado direito é continua em ¢, o resultado segue do Lema de
Dini (Lema A.3).

(ii) Assuma que (x,z) ¢ G(A). Sendo A um operador fechado, G(A) é fechado, e

segue do Teorema de Hahn-Banach que existem x*, y* € X* tais que (x, x*) —(z,y*) #
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Oe
(¥, x"y —(Ay,y") =0 paratodoy € D(A).

Mas a segunda equacgdo implica que y* € D(A*) e A*y* = x*, e assim
0+ <X’X*> - <Z’y*> = <X7A*y*> - <Z’y*> = 0’
o que d4 uma contradicdo e mostra o resultado.

O teorema a seguir nos da formas de manuseio mais simples para as solugdes fracas e
estabelece algumas relacdes importantes entre solucoes fracas e fortes.

Teorema 6.8. Sdo vdlidas as seguintes afirmacoes:

(1) se u é uma solugdo forte de (CnH) em [to,t;) entdo é também uma solucdo fraca de
(CnH) em [ty, t1).

(2) Seu éuma solucdo fraca de (CnH) em [ty, t1), entdo

t
(6.7) u(t) = eAlt-holy, +/ A9 f(s)ds parat € [to,t1).

fo
Em particular, existe uma tnica solugdo fraca de (CnH) em [to, t1).
(3) Seu: [ty,t1) — X édefinida por (6.7), entdo u é uma solugdo fraca de (CnH) em [ty, ;).

(4) Seu: [ty,t1) — X é uma solucdo fraca e para algumt € (ty,t;) ou u(t) € D(A) ou
‘Z—f‘(t) existe, entdo ambos sdo verdadeiros, e para este instante t temos

du
dt

(t) = Au(t) + f ().

A afirmativa (1) segue diretamente da definicdo. Provaremos (3) e a unicidade de
solucdes fracas, o que implica (2).

Prova de (3). Defina u: [ty,t;) — X por (6.7) e seja x* € D(A*). Parat € [to,t1) e
h > 0 temos

(u(t +h),x*) — (u(t), x*) = (A)yy x*y — (eAU=0)y, x*)
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+ </t+h eA(”h_s)f(s)ds,x*> - </teA(t_S)f(s)ds, x*>,

to fo

e escrevendo x = ftot eA(=9) £ (s5)ds obtemos

(u(t+h),x*)y — (u(t),x*)  (eAh=y, x*)y — (eAUl-0)yy, x*)
h a h

(eAhx,x*> - <X,x*> 1 /Hh A(t+h—s) *
+ h +<h : e f(s)ds, x >

Usando o item (i) do Lema 6.7 nas duas primeiras parcelas da direita, obtemos

+

%(u(t),x*) = (AU A*x*) 4 < / Al f(s)ds, A*x*> +(f(0), x7)

to

= (u(1), A"X") + (f (1), x").

Segue do Lema de Dini que u é uma solucao fraca de (CnH) em [ty, ;).

Prova da unicidade em (2). Se uy, u, sdo duas solugoes fracas de (CnH) em [y, t1),
entdo a funcdo v: [ty, t1) — X, dada por v(t) = u;(t) — uy(t) parat € [to,t;), ¢ uma
funcdo continua com v(fy) = O e, se x* € D(A*), entdo %(v(t),x*) = (v(t),A*x"),

t
paraty <t < t;. DefinaV: [ty,t;) — X por V(t) = / v(s)ds parat € [ty,t1). Assim

lo
V é diferenciavel, ‘é—‘f(t) = v(t) parat € [ty t1), € portanto para todo x* € D(A*)
temos
(T ®.x7) = @O, = [ (), 4"x)ds =V (1), A%,
fo

Usando (ii) do Lema 6.7 obtemos V (t) € D(A) e AV (t) = %(t)- Assim

ds ds

Portanto [fy,t] 3 s — eA~9V (s) é constante, e como V (t;) = 0, temos V (¢)

eA=)V/ (t5) = 0, ou seja V(t) = 0 para todo t € [to,t;). Isto implica que v(t)

‘Zl—‘;(t) = 0em [f, t;) e completa a prova da unicidade.
Prova de (4). Se u ¢ uma solucao fraca de CnH, entdo u tem a forma (6.7), e para
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fo<t<t+h<t temos

u(t+h) —u(t) _

l/ E AT £ (s)ds + (e ~ Du(t)
A h t e S)as h e e

O termo do meio converge para f(t) quando h — 0%, e portanto se um dos outros
termos converge, ambos devem convergir.

6.3.1 Diferenciabilidade de solucées fracas

A seguir damos condicdes que asseguram a diferenciabilidade de uma solucdo fraca.

Lema 6.9. Seuy € D(A) entdo uma solugdo fraca u de (CnH) em [t, t1) é uma solugdo forte
de (CnH) em [to, t1) se, e somente se, a fungdo v: [ty,t;) — X dada por

u(t) = /t t eAU9 f(s)ds

é continuamente diferencidvel em (ty, ty).

Demonstracdo

A solucio fraca u de (CnH) em [to, t;) é dada por (6.7), e assim u(t) = eA(=0)yo+v(t)
parat € [to,t;). Se u é uma solucdo forte entdo v(t) = u(t) — eA~y, é continua-
mente diferencidvel em (t, t1).

Reciprocamente, se uy € D(A), u é uma solucdo fraca de (CnH) e v é continu-
amente diferenciavel em (ty,t;), entdo para t € (f,t;) e h > 0 suficientemente pe-
queno, podemos escrever

u(t+h) —u(t) eAl+h-tly, A=ty y(t+h) —v(t)
h - h ! n

e portanto
d*tu
dt
e do Lema de Dini (Lema A.3) segue que u é continuamente diferencidvel em (¢, t;).
Usando o item (4) do Teorema 6.8, obtemos u(t) € D(A) e ‘é—bt‘(t) = Au(t) + f(1).
Portanto u é uma solucio forte de (CnH).

dv
t) = A(t—to)A _t,
(1) = A0 Aug + Z2(0)
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Corolario 6.10. Se ug € D(A) entdo uma solugdo fraca u: [ty,t;) — X de (CnH) é uma
solucdo forte de (CnH) em [to, ;) se v(t) = ftot eA=9 f(s)ds € D(A) para todo t € [ty, ;) e
(to,t1) 2t — Av(t) € X é continua.

Demonstracgdo

Ja vimos que

v(t+h) —v(t) e —
h T h

I 1 t+h
v(t) + = / eAUh=9) £(5)ds,
t

o como v(t) € D(A) segue que v € diferencidvel a direita em (o, t1) e

d*v
dt

(t) = Av(t) + f(b).

Logo dd—?’ ¢ continua em (fo,t;), € do Lema de Dini (Lema A.3), v é continuamente
diferenciavel. O resultado segue entdo do Lema 6.9.

Teorema 6.11. Seja u: [ty,t1) — X é uma solugdo fraca de (CnH) em [ty, t1). Se ug € D(A)
e

(a) f(t) e D(A)parat € [to,ty) e [to,t1) 2t — Af(t) € X continua, ou
(b) f é continuamente diferenciavel em (to, t1),

entdo ‘é—l; (t) existeeu(t) € D(A) parat € [to,t1). Mais ainda, u é uma solugdo forte de (CnH)
em [to, t1).

Demonstracdo

Usando (6.7), escrevemos u(t) = eA(=0)yg + v(t), onde v(t) = ftot eA=9) f(s5)ds para
todo t € [ty,t;). Como uy € D(A), [t,t1) 3 t +— eAl=l)yy é continuamente di-
ferenciavel. Agora, fixe t, € (typ,t;) eh > Otalquety < t < t+h < t,. No caso
(a), como f(s) € D(A) para todo s € [fo,t1), entdo para cada t € (ty,t;) fixado
obtemos e2("9) f(s) € D(A) e AeA=9) f(s5) = eAUl=9Af(s) para s € [ty,t]. Como
[to,t] s — Af(s) € X é continua, obtemos [ty,t] 3 s — AeA9 f(s) € X con-
tinua. Como [to,t] 3 s — eA™9f(s) € X ¢ continua e A é fechado, segue que
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v(t) e D(A) e que
t
Av(t) = / A f(s)ds.
lo
O resultado entdo segue do Corolario 6.10.
No caso (b), escrevemos

ot+h _
v(t+ h],)l —v(?) _ %/tot eA(t+h—s)f(S)dS+ ‘/tot eA(t—s)f(S"' h],)l f(s) ds.

Sabemos que % ¢ uniformemente continua no compacto [f, t;]. Usando a Proposi-
cdo A.4 obtemos

d _ L s @
GO =e" s+ [ A as

parat € [ty, t;]. Como t, € (o, t;) é arbitrario, a expressao acima € valida em [y, f;) e
portanto v € continuamente diferencidvel em (fy, t1) e o resultado segue do Lema 6.9.

6.4 O problema de Cauchy semilinear - caso hiperbdlico

Nesta secdo consideramos o problema de valor inicial

du
— =Au+ f(t,u) t>t
(CsL) T f(t,u) 0

u(t) =up € X,

onde A ¢ o gerador de um C%-semigrupo, f é uma funcio continua que estd definida em
um subconjunto U de R x X e toma valores em X e (ty,ug) € U.

Definicdo 6.12.

(a) Umasolucao forte de (CsL) em [ty, t1) € uma funcdo continua u: [ty,t;) — X tal que
u: (ty,t1) — up é continuamente diferenciavel, u(ty) = ug, (t,u(t)) € U,u(t) € D(A)
e (CsL)vale paraty <t < tj.

(b) Uma solucao fraca de (CsL) em [ty, t;) € uma funcdo continua u: [ty,t;) — X tal
que u(ty) = ug (t,u(t)) € U, para todo x* € D(A"), (to,t1) >t — (u(t),x*) e Ké
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diferenciavel e
(6.8) %(u(t),x*) = (u(t), A" x™)y + (f(t,u(t)),x*) parat € (t,t).

Com isto temos o seguinte teorema:
Teorema 6.13. Sdo vdlidas as seguintes afirmacoes:

(1) seu éuma solugdo forte de (CsL) em [toy, t;) entdo é também uma solugdo fraca de (CsL)
em [t(), tl).

(2) Uma solugdo fraca u de (CsL) em [ty, t1) é também uma solucdo forte se, e somente se, é
continuamente diferencidvel em (ty, ty). Isto é vdlido se, e somente se, u(t) € D(A) para
t € (to,t1) e (tg,t1) 2 t — Au(t) € X continua.

(3) Seu éuma solugdo fraca de (CsL) em [ty, t1), entdo

t
(6.9) u(t) = eAlt-ly, +/ eA9) f(s,u(s))ds parat € [ty t1).

to

(4) Seu é continua, (t,u(t)) € U para [ty, t1) e u satisfaz (6.9) em [ty, t1), entdo u é uma
solucdo fraca de (CsL) em [ty, ;).

As afirmativas do teorema seguem do Teorema 6.8 uma vez que, dada uma solucio
fraca u de (CsL) em [fo, 1), a aplicagdo [ty,t;) o t — f(¢t,u(t)) € X € continua.

No que segue assumiremos as seguintes hipoteses:

(H1) X é um espaco de Banach e A: D(A) ¢ X — X é o gerador infinitesimal de um
CO-semigrupo {e4': t > 0}.

(H2) U cRxX éabertoe f: U — X € continua, onde em R X X consideramos a norma
do maximo, isto &, ||(¢, x)[lrxx = max{]t], [|x][x}.

(H3) f élocalmente Lipschitz na segunda variavel em U, isto é, dado (ty,uy) € U,
existem 0 < 6 < d((tp,up),0U) e L > 0 tais que

(6.10) Il f(t,u1) = f(t, uz)llx < L|lux — uzlx,

para todos (t,u;), (t,uz) €e Ucom |t —ty| < dellu;—upllx <9d,i=1,2.
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Teorema 6.14. Suponha que sdovdlidas (H1), (H2) e (H3). Entdo dado (ty, ug) € U existem
T = 7(tp, up) > 0 e uma solugdo fraca u de (CsL) em [to, to + 7).

Mais ainda, se > 0 e i é uma solucgdo fraca de (CsL) em [ty, to + 7)), entdo @i(t) = u(t)
parat € [ty, to + min{7,n}).

Demonstracado

Usando (H3), escolhemos 0 < § < drxx ((to, Up),0U) e L > 0 tais que vale (6.10) para
todos (t,uy), (t,uz) € R, onde

R={(t,u)eU: |t —to] <Sellu—-uolx <5},

e tal que ||f(t,u) — f(to,uo)|lx < 1 para todo (t,u) € R. Assim, para M = 1+

|l f (to, uo)||x, temos
| f(t,u)llx <M para(t,u) € R.

Por (H1), existe 0 < € < ¢ tal que para 0 < h < € temos

leAMug — uollx <

| O

Finalmente, defina Mo = supj,c(o) lle”™ || £(x) € tome

d 1
0<7T=min{——, ——,¢;.
2MM,’ 2M,L

Considere S o conjunto das funcdes continuas u: [fy, o + 7] — X tal que ||u(t) -

Upllx < 6, parat € [to,to +7]. Parau,éi € S, defina dg(u,t) = sup ||u(t) —
te[to,to+7]
ti(t)||x. Entdo (S, ds) € um espaco métrico completo, ja que € um subespaco fechado

do conjunto das funcdes continuas de [fy, fo+7] em X com a norma da supremo. Para
u € S defina G(u): [ty,to+ 7] — X por

t

G(u)(t) = A0y + / eA9) f(s,u(s))ds parat € [to,to+7].
fo

Entdo G(S) c S, ds(G(u),G(i1)) < %ds(u, 1) para u,ii € S e, do Principio da

Contracdo de Banach, segue que G tem um unico ponto fixo em S, isto €, existe uma

Unicau € S tal que G(u)(t) = u(t) paratodo t € [ty, tp +7]. Juntamente com os itens

(3) e (4) do Teorema 6.13, isso conclui a demonstracao.
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6.4.1 Continuacao de solucoes

A seguir obtemos resultados sobre extensdes de solucoes de (CsL) e a existéncia de in-
tervalos maximais de definicdo para solucdes de (CsL). Estes resultados sdo essenciais no
estudo do comportamento assintotico de solugdes de (CsL), e permitem, em muitos casos,
obter a existéncia global de solucdes através de alguma estimativa a priori.

Definicdo 6.15. Uma solucédo fraca u: [ty,t;) — X de (CsL) é chamada de solucio fraca
maximal se: ou t; = oo, 0u t; < oo e ndo existem ¢, > t; e uma solucgdo fraca ii: [ty,t;) = X
de (CsL) com u(t) = ii(t) parat € [ty, t1).

Teorema 6.16. Assuma que valem (H1), (H2) e (H3). Entdo para cada (ty,uy) € U existe
uma unica solugdo fraca maximal u: [ty, Tmax) — X de (CsL). Se para esta solucdo temos
Tmax < 00, entdo ou existe u; € X tal que (tTmax, 1) € 0U eu(t) — u; quandot — 7., ou

. 1 (6 u()lx
hm SUup——mX@@ =0
o () lx

Adicionalmente, se U = R X X e f leva subconjuntos limitados de R x X em subconjuntos
limitados de X, entdo lim sup ||u(t)||x = oo.

[—>Thax

Primeiramente, definamos
Tmax = SUp{t; : existe uma solucao fraca de (CsL) em [fo,t)}.
Para cada t € [ty, Tmax) defina
u(t) = {u(t) | i ¢ uma solucio fraca de (CsL) em [fo,t;) com t; > t}.

Segue do Teorema 6.14 que u estd bem definida, j4 que toda solucdo fraca tem o
mesmo valor em ¢. Claramente, u é uma solugio fraca maximal de (CsL), e portanto
u é a Unica solucdo maximal de (CsL).

Suponhamos agora que Tyax < o e que existe o limite

(6.11) up = lim u(1).

(= Tarese

Claramente (Tmax, U1) € U. Se (Tmax>41) € U, do Teorema 6.14, existem 7; > O e
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uma solucdo fraca @: [Tmax, Tmax + 71) — X para algum § > 0 com %(Tmax) = Uj.
Definimos entdo #i: [f, Tmax + 8] — X por

A u(t), to <t <Tmax
u(t)y =9 -

Entdo @i é uma solugdo fraca de (CsL), o que contradiz a defini¢do de tax. Portanto,
se o limite em (6.11) existe, devemos ter (Tmax, U1) € 0U.
Mostremos que se

I1f (&, u(®)llx

< B < o0,
teltyrma) L+ U(D)]1x

entdo o limite em (6.11) existe, e isto completard a prova da primeira parte.

SejaM = sup |[leA=0)|| ,x) > 1 e note que
te[thTmax)

t
lu(®)llx < Mlluollx +/ B(1+|lu(s)llx)ds paratodot € [to, Tmax)-

fo

Segue da Desigualdade de Gronwall que ||u(t)||x € limitada, e portanto existe B; > 0
tal que || f(t,u(t))|lx < Bi, to <t < Tmax- Agora, dado € > 0, escolha

€
0<e¢g <min{t —ty, —— 1,
1 {max 04M2B1}

fixe t* = Tmax — €1, € tome 0 < § < g7 tal que para 0 < r — s < § temos

A(r-s) ) — t* <i.
leA () = ut)lx < 5o

Entlo para t* < Tmax — 0 < § < ¥ < Tpax, t€MOS
u(s) — u(r) = (") — A Vu (")

+ (I — e409) / SeA“—@) £(6,u(6))dd + / reA“—@) f(6,u(6))ds,
t* N
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€ assim obtemos
< S r
lu(s) — u(r)|lx < 1 +2/ M?B,d6 +/ MBdf <&,
t* S

0 que mostra que o limite em (6.11) existe.

Finalmente, assuma que U = R x X e f leva subconjuntos limitados de R x X
em subconjuntos limitados de X. Claramente se Tyax < oo, 0 segundo caso deve
ocorrer, ja que 0U = @. Se u for limitada quando t — 7, entdo u é limitada (pois
€ continua), e assim sup;c;, -, [l f (£, u(?))[[x <coe

. Lt u(t)lIx
limsup ———=— <
e () lx

b

o que nos d4 uma contradicdo e completa a prova.

J

Corolario 6.17. Assuma que valem (H1), (H2) e (H3). Assuma também que U = R x X e
que existe uma constante C > 0 tal que || f(t,u)|lx < C(1+ ||ullx) para todo (t,u) € R x X.
Entdo, para cada (ty, up) € R X X existe uma tinica solugdo fraca maximal u: [ty,0) — X
de (CsL).

Demonstracgdo

Do Teorema 6.16, para (ty,up) € R x X existe uma unica solucio fraca maximal
u: [to, Tmax) — X de (CsL). Como na demonstra¢do do Teorema 6.16, S€ Tpyax < ©0
entdo o segundo caso deve ocorrer, uma vez que oU = @. Mas

limsupM < C < oo,
ot L+ (D) lx

o que nos d4 uma contradigao.

6.4.2 Diferenciabilidade de solucées fracas

Lema 6.18. Suponha vdlidas (H1), (H2) e (H3), e seja u uma solucgdo fraca de (CsL) em
[to,t1). Se f: U — X é continuamente diferencidvel, entdo para cada vy € X o problema

6.12
( ) v(ty) = Vo.

{o = Av + fi(t,u(t)) + fu(t,u())v, t>to,
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tem uma solugdo fraca v em [ty, t1).

Demonstracdo

Seja u uma solucao fraca de (CsL) em [ty, t;) e defina g: (—o0,t) X X — X por

(t.v) = fi(t,u(t)) + fu(t,u(t))v, t>tpevelX,
PEYV=N £ (0, ulte)) + fulto, ulio))v, £ <tpeveX.

Assim g € continua e localmente Lipschitz na segunda varidvel em (—co, t;) X X. Do
Teorema 6.16, existe uma tnica solugdo fraca maximal v: [ty, Tmax) — X de (6.12).
Se Tmax > t, restringindo esta solucdo v ao intervalo [fy, t1), o resultado esta provado.

Assuma entdo que Tmax < f;. Como u é continua, o conjunto K = {(t,u(t)): t €
[0, Tmax] } € compacto. Como f é continuamente diferencidvel em U, existe M > 0
tal que

Ife(tu)llx <M e |fult,u®)llzx) <M,

para todo (t,u(t)) € K. Assim

llg(t, v(®)llx < M@ +[[v(0)llx) paratodot € [to, Tmax),

0 que mostra que existe v; € X tal que (Tmax, V1) € 9[(—00,t1) X X] e v(t) — 1y

quando t — T, Masd[(—o0,t1) X X] = {t} X X, 0 que implica que Tyax = £, € NOS
da uma contradicdo. Portanto ty,x > t1, € completa a prova.

7

Teorema 6.19. Suponha vdlidas (H1), (H2) e (H3), e seja u uma soluc¢do fraca de (CsL) em
[to,t1). Seu(ty) =ug € D(A) e f: U — X é continuamente diferencidvel, entdo u: [to,t;) —
X é continuamente diferencidvel, e portanto uma solucgdo forte de (CsL) em [ty, t1). Adicional-
mente
d*u
T (to) = Au(to) + f (to, u(to)).

Demonstracao

Como uy € D(A), segue do Lema 6.18 que o problema (6.12), com vy = Augy +

f(to, u(ty)), tem uma solucdo fraca v em [fy,t;). Usando o Teorema 6.13, sabemos
que

v(t) = A7) (Aug+£ (to, u(ty)))+ / t e £, (s, u(s))ds+ / t e £, (s, u(s)v(s)ds,

to to
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parat € [to, ty).

Fixemos f; € (tp,t1),epara0 < h < t;—t, definimos Ay (t) = u(t+h)—u(t)—hv(t),
parat € [ty,t2]. Provemos que A,(t) = o(h) quando h — 0" uniformemente em
[to, 2], 0 que mostra que u € continuamente diferenciavel em [fy, ;] e ‘é—’;‘ = v. Temos

t0+h
Ap(t) = (eM =T — hA)e =0y, + / (A=) £ (5,u(s)) — e £ (o, ug))

lo

=o(h)
=o(h)

+/teA<f—S> [f(s+h,u(s+h)) — f(s,u(s)) — hfi(s,u(s)) — fu(s, u(s))hv(s)]ds.

to

)
Para k = u(s+ h) — u(s), temos

(I) = f(s+h,u(s) +k) = f(s,u(s)) — hfi(s,u(s)) - fu(s, u(s)k +fu(s, u(s)) An(s),

=o(h)

e assim, usando a Proposicdo A.4 obtemos

An(t) = o(h) + / teA“—S) fu(s,u(s))Ap(s)ds.

to

Como f; € limitada no conjunto compacto {(s,u(s)): s € [, t] }, obtemos

t
1AR(D)llx < o(R) +C / 1An(s)llxds,

quando h — 0" uniformemente para t € [ty, ], para alguma constante C > 0. Logo,
pela Desigualdade de Gronwall, ||A,(¢)|lx < o(h), o que completa a prova.

6.4.3 Dependéncia continua dos dados iniciais

Lema 6.20. Suponha vdlidas (H1), (H2) e (H3). Sejam u uma solugdo fraca de (CsL) em
[to,t1) et™ € (ty,t1). Entdo existemr > 0e L > O tais que para t € [to,t*], ||lu; —u(7)|| <r,
i=1,2 temos (t,u;) e U,i=1,2,¢

lf(z,u1) = f(t,u2)llx < Lllug — uz|x.
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Demonstracdo

De fato, como f ¢é localmente Lipschitz continua na segunda variavel, para cada 7 €
[to,t¥], existem §; > 0e L; > Otaisquese |f — 7| < ;e ||u; — u(7)||lx < 0,0 =1,2,
entdo (t,u;) e U,i=1,2,¢e

1f (&, u1) = f(t w2)llx < Lelun — uallx-

O conjunto K = {(r,u(7r)): t € [ty,t"]} € U é compacto em R x X, onde em
R x X colocamos a norma do maximo. Definindo

(6.13) Ve={(tw) eRxX: |t-7|<Zelu-u@lx <Z}cU,

vemos que a colecdo {V;};e[y,r+] € uma cobertura aberta de K em R x X, e portanto
existem 7; € [fo,t*], j=1,...,ntaisque K C U;LlVrj-

Se,
Definar = min{TJ: j=1,....,n} >0elL = max{LTj: j=1,...,n} > 0. Dado
Se,
T € [to,t"], existe j € {1,...,n} tal que (t,u(7)) € Vg, isto &, [t —7j| < 5 e

bz . ~
lu(t) —u(t))llx < =t Assim, se [|u; — u(7)||x < r entdo
&z
lui —u(zj)llx <l —u(m)llx + [lu(t) —ur))llx <r+ 5 <8,
e portanto (7,u;) € U,i = 1,2 e também

I f(z,u) — f(7,u2)llx < Ljllur —uzllx < Lilug — uallx.

Lema 6.21. Suponha vdlidas (H1), (H2) e (H3). Suponha que f,: U — X satisfaz (H2)
e (H3) para n € N, que u é uma solugdo fraca de (CsL) em [to,t1) e que f,,(t,u) — f(t,u)

quando n — oo, uniformemente para (t,u) em uma vizinhanga de cada ponto (7,u(7)),

T € [to,t1). Entdo dado t* € (ty,t1) existem r > 0 e sequéncia {e,} C [0,00) come, — 0

quandon — oo tal queset € [ty,t*] e ||u —u(7)||x <rentdo (tr,u) e Ue

I fu(z,u) - f(z,u)|lx <& paratodon € N.
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Para cada 7 € [fp,t"] existe §; > O tal que, se
W:={(t,bu) e RxX:|t—1|<d;el|lu—-u(t)|x <d:},
temos W; c U e

sup ||fu(t,u) — f(t,u)|]|x — 0 quando n — oo.
(t,u)eW;
Novamente, da compacidade do conjunto K = {(r,u(7)): v € [fo,t*]} e do fato
que a colec@o {Vz}:e[s 7], 0nde V; € como em (6.13), € uma cobertura aberta de K,
existemt; € [fp,t*],j=1,..., ptaisqueK C Ulevfj. Defina, como no lema anterior,

S,
r= min{TJ: j=1,...,p},eparacadan € N, defina

€n= sup sup ||fu(t,u) - f(t,0)llx.
j=1,.., p(t,u)eWTj

Assim ¢, > O paratodon € Ne¢g, — 0 quandon — oo.
Set € [fy, "] entdo (7,u(7)) € V¢, paraalgum j € {1,...,p},ese|lu—u(r)|x <r
entdo ||u — u(z;)||x < z;,isto € (7,u) € W, e temos

Ifn(z.u) = f(T,wllx < sup |Ifu(t,v) = f(£,0)]lx < &n,
(t,v)eWTj

paracadan € N.

Teorema 6.22. Suponha vdlidas (H1), (H2) e (H3). Suponha também que f,: U — X
satisfaz (H2) e (H3) para n € N, que u é uma solugdo fraca de (CsL) em [ty,T) e que
fa(t,u) — f(t,u) quando n — oo, uniformemente para (t,u) em uma viginhanca de cada
ponto (t,u(t)), T € [to, T). Seja {uno} uma sequéncia em X convergente para up € X e u, a
solugdo fraca maximal de

du,
= Au, + t,u,(t)),
61 2 = A+ fu (£, (1)
up(to) = Un,0,

em um intervalo maximal [ty,t,). Dado t* € (ty,T) existe ny € N tal que t, > t* para todo
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n > ng. Além disso
lim sup |lua(t) —u(t)|lx = 0.

N te(tg,%]

Demonstracdo

Dado t* € (&, T), dos Lemas 6.20 e 6.21 existem r > 0, L > 0 e sequéncia {e,} C
[0, 00) com €, — 0 quando n — oo taisque se T € [fy,t*] e

lur —u(@llx <7, Jluz-u@lx <r e [u-u@lx<r

1f (7, u1) = f(7,u2)llx < Lluy - uzllx

I fu(z,u) — f(z,u)|lx <&, paratodon € N.

Podemos também escolher M > 1 tal que ||e4A()|| rx) < Mparas € [f,t7], e
=

tomamos ny € N tal que para n > ny temos

MMM (([uy o — wgl|x + € (2" = 1)) <.

Afirmacdo 1. Fixado n > nyg, se ||u,(s) — u(s)|| < r para todo s € [ty, min{t,,t*}),
entdo t, > t*.
De fato, assuma que t, < t*. Entio para s € [f, t;) temos

1fn (8, un($)llx < [1fn (s, un(5)) = f(s,un(8))llx + L (5, un(s)) = f(s,u(s))llx
+[1f (s, u(s))llx
< &n + Lilun(s) —u()|l + £ (s, u(s))llx

< &n + Lllun(9)llx + Llu(s) llx + [1f (s, u(s))llx.
o que nos da

lim sup | fr (s, un () llx

<eg,+L(1+ ||u(t + t,u(t < o0,
msup 1 S 6 LU+ ) ) + 1 O, 1) s

e 0 Teorema 6.16 implica que existe u; € X tal que (t,,u;) € 0U e u,(s) — u; quando
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s — t,. Mas para x € [f, t,) temos

Un(x) = u(x) = €207 (u, 0 — ug) + /x e 0 (fu(s,un(s)) = £(5,u(s)))ds,

fo

e assim

lun(x) — u(x)|lx < Mlluno — uollx +M(/x Il frn (8, un (8)) = f (s, un(s))|lxds

to

Pt 5.9 s

X
< Ml — ttollx + Men(t" — to) + ML / lt6n(8) — (8)lxds,

fo

e obtemos da desigualdade de Gronwall que

1 () — u(x) [lx < MeMEE=0) (|l 0 — uglx + €n (" — t0)).
Fazendo x — t,, obtemos

lur —u(tn)llx < MeML(t*_tO)(Hun,o — upllx +en(t" = to)) <,

o que implica que (t,,u;) € U, e contradiz o fato de (t,,u,) € oU.

Afirmacgdo 2. Fixado n > ny, existe s, € (tp, min{t,, t*}) tal que ||u,(s) —u(s)||lx <r
para s € [fo, Sp)-

Paran > no, temos |[ug, —uo||x < relogoexiste0 < 6 < rtal que ||u,o—uollx < 6.

r—6

Da continuidade de u e u,, existe s, € (f, min{t,, t*}) tal que [|u,(s) — upollx < 5~

e ||lu(s) — upllx < % para s € [fo,s,). Portanto para s € [ty, s,) temos

lun(s) —u(s)llx < llun(s) — unollx + lluno — uollx + lluo — u(s)|lx
r—=0 r—=06

< +0+ =r.
2 2

Usando a Afirmacio 2, para cada n > ny, podemos definir

Tn = sup{s € [to, min{tn, £'}): [lun(x) — u(x)llx <rparax € [to,5)},
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e sabemos que 7, > fp para n > ng. Além disso, vemos que

lun(s) —u(s)|lx <r parasce [ty,Tn).

Afirmacdo 3. Temos 7,, = min{t,, t*} para todo n > ny.
Se este ndo € o caso, existe n > ny tal que 7, < min{t,,t*}. Usando as mesmas
desigualdades da Afirmacdo 1, para x € [ty, 7,), chegamos em

lun (%) — u(x)llx < M) ([lu 0 — uollx +en(t” — 1)),
e como 7, < min{f,,t*}, fazendo x — 7, da continuidade de u, e u obtemos
[tn(Tn) = u(Tn)llx < MM (|un o — uollx +€a(t* — 1)) <.

Usando a Afirmacdo 2, mas com os pontos iniciais u, o € up substituidos por u,(z,) e
u(zy,), obtemos um s, € (t,, min{t,, t*}) tal que ||u,(s) —u(s)||x < r paras € [to, Sn),
o que contradiz a definicdo de 7,,, e mostra esta afirmacao.

Juntando as Afirmacées 3 e 1, obtemos ¢, > t* para todo n > ny. Além disso,
usando o mesmo processo de desigualdades da Afirmacao 1, obtemos

ML(t*~to) (

sup |lun(s) —u(s)llx < Me luno — uollx +en(t™ — o)),

s€(to,t*]

para todo n > ng, e o resultado esta completo.

Corolario 6.23. Suponha validas (H1), (H2) e (H3). Assuma também que f é continua-
mente diferenciavel. Se u é uma solugdo fraca de (CsL) em [to,t1) e t* € (ty, t1), entdo para
cada n € N, existem u, o € D(A) e solucdo forte u,, do problema

du,
=Au, + f(t,u,(t)),
615 S = At + £ (2, (1)
un(to) = Un0,

tais que
lim sup |lu,(t) —u(t)|lx =0.

=0 te(t,t*]
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Tome u, o € D(A) com |[u,o — Uollx — 0 quando n — oo. Assim cada solucdo fraca
u, de (6.15) € uma solucao forte, pelo Teorema 6.19.

6.5 Exemplo: a equacao do calor nao-linear
Considere o seguinte problema de valor inicial e de fronteira

U =uxx + f(u), t>0exe(0,1),
u(t,0) = u(t,1), t >0,

Uy (t,0) = uy(t,1), t >0,

u(0,x) = up(x).

(6.16)

A variavel u(t, x) representa a temperatura em um instante ¢t > 0 no ponto x € [0, 1],
esse problema modela a conduc¢do de calor em uma barra (com espessura infinitesimal) de
comprimento um, com uma fonte que depende da temperatura u. Nesta secio provaremos,
sob certas condicdes, a existéncia de solugdes locais (num intervalo [0, fy), com £y < o) e
globais (em [0, o)) deste problema de valor inicial e de fronteira. Estudaremos tam’em o
comportamento assintético das solucdes globais.

Comecamos introduzindo uma estrutura abstrata conveniente. Seja X = Cp([0,1],R) o
espacgo de todas as funcdes continuas de periodo um a valores reais com a norma do su-
premo, isto &, [lullx = sup,cpoq) [u(x)|. Assim X é portanto o espago das fungdes con-
tinuas em [0, 1] satisfazendo u(0) = u(1). Seja A o operador linear definido em X por
D(A) ={u e X:u',u” € X} onde u’ e u” sdo a primeira e segunda derivadas de u, respec-
tivamente. Parau € D(A), Au=u".

Observacio 6.24. Note que a complexifica¢do de X é Xc = Cp([0, 1], C) e que a complexifica-
cdo Ac de A a Xc, édada por D(Ac) ={u € Xc: u',u” € Xc} e Acu = u” parau € D(Ac).
Para simplificar os resultados a seguir, denotaremos Ac simplesmente por A.

Lema 6.25. Paracadaz € C\ (-0,0], a tinica fungdo u € C,([0,1], C) duas vezes diferen-
ciavel em (0,1) com u’(0) = u’(1) que satisfaz o problema de valor de fronteira

(6.17)

zu—u" =0, x € (0,1)
u(0) = u(1), u’(0) = u'(1).
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éu(x) =0parax € [0,1].

Demonstracao

Sez € C\ (—00,0], existe 1 € C\ {0} com | arg(1)| < 7 talque z = A2. Podemos entdo
escrever a solucdo geral de A>u — u” = 0 na forma

u(x) = cy cosh(4x) + cysenh(4x) parax € [0,1].
Aplicando as condig¢des de fronteira obtemos o sistema linear

cosh(4) =1  senh(A) c1| (O
senh(1)  cosh(1) -1/ \cz] \0)°

cuja unica solucdo € c; = c; = 0, e portanto u(x) = 0 para x € [0, 1].

Lema 6.26. Dada g € Cp([0,1],C), para cada z € C\ (—c0,0], 0 problema de valor de
fronteira

zu—-u" =g, x € (0,1
(6.18) { g.x<(0.)

u(0) = u(1), u'(0) = u'(1).

tem uma unica solugdo cldssica, isto é, existe uma unica fungdo u € Cp([0, 1], C) duas vezes
diferenciavel em (0,1) com u’(0) = u’(1) que satisfaz (6.20).

Demonstracdo

A unicidade segue diretamente do Lema 6.25. Agora, para z € C \ (—o0,0], existe
A€ C\{0}com |arg(d)| < T ez= A?. Um célculo direto nos mostra entdo que
(6.19)

u(x)—;[/xcosh/l(x— -Hg(y)d +/1coshl(x— +Mg(y)d ]
_ZASinh(%) 0 Y 9ey x e

¢ uma solucao classica (e portanto, a inica solucao cléassica) de (6.20).

Proposicao 6.27. O operador A é densamente definido e fechado.
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Demonstracdo

A densidade segue do Teorema da Aproximacdo de Weiertrass (veja o Apéndice ??).

Mostremos agora que A é fechado, e para isto, seja {u,} ¢ D(A), comu, — ue
u, — wem X. Note que

uy, (x) =/Oxu;{(t)tdt+/lu;,[(t)(1—t)dt,

para cada x € [0,1]. Como u;, — w em X (a convergéncia € uniforme), temos

bY 1
u,(x) — / w(t)tdt +/ w(t)(1 —t)dt = v(x),
0 X
uniformemente em [0,1]. Como u;, € X, segue que v € X. Mas claramente vemos

que v’'(x) = w(x) para cada x € [0,1].
Analogamente, vemos que

X 1
Uy (x) = / u, (t)tdt +/ u, (t)(1 - t)dt,
0 X
e portanto
X 1
Un(x) —>/ v(t)tdt+/ v(t)(1 -r)dt,
0 X
uniformemente em [0, 1]. Como u, — u em X, da unicidade do limite, obtemos

u(x) = /Oxv(t)tdt+/lv(t)(1 —t)dt parax e [0,1].

Portanto u’,u” € X e u” = w, o que completa a prova.

Lema 6.28. O operador A definido acima é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico
compacto {e?': t > 0} ¢ L(X).

Demonstracgdo

Como o dominio de A contém todos os polindmios trigonométricos (com o periodo
um) ele é denso em X pelo teorema de aproximacdo de Weierstrass. Sejam g € X e
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A =pe” comp>0e—m/2 <v < /2. Considere o problema de valor de fronteira

APu-u"=g, xe (0,1
(6.20) { g.x<(0.1)

u(0) = u(1), u’(0) = u'(1).

Um célculo direto mostra que este problema tem uma solu¢do u dada por

X 1
u(x) [ comace-y- Doy + [ coshace-y+ gy

" 22sinh(3)

e que esta solucdo € unica. Denotando por ReA = u = pcosv > 0 e usando as
desigualdades elementares

1 1
sinh > > sinh % coshAd(x —y + 5) <coshu(x-y+ 5)
encontramos
|u(x)| \W ; cos ,u(x—y—z) y+ § Ccos ,Ll(x—y+§) y
_ _lglx
|A|? cos v

Fixando qualquer 77 /4 < vy < /2 encontramos que
P(A) D Z(vg) = {4 : |argd| < 2vp}

e também
(A= A) Ml zx) < (cosvp)™!, parad € Z(vp).

Segue entdo do Teorema 4.18 que A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo ana-
litico {e4*: t > 0}. Adicionalmente, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, D(A) dotado da
norma do grafico, isto € Y7, estd compactamente imerso em X. Segue que para todo
1 € (), (A — A)~! é um operador compacto e que {e“: t > 0} é um semigrupo

compacto, do Corolario 4.20. A prova esta completa.

Segue do Lema 6.28 e dos resultados deste capitulo, o seguinte resultado:

Teorema 6.29. Para toda fungdo localmente Lipschitz f: R — R e para todo uy € X existe
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umty > 0 tal que o problema de valor inicial e de fronteira (6.16) tem uma tinica solugdo fraca
u(t,x) em [0,ty) eou ty = oo ou se ty < oo entdo lim sup; - l|u(t, )|lx = oo.

Demonstracao

Note que a funcdo f: X — X dada por f(u)(x) = f(u(x)) é localmente Lipschitz
continua.

6.5.1 Comportamento assintotico de solucoes

Agora, nos voltamos para o estudo das solucdes globais do problema de valor inicial e
de fronteira (6.16) e comeg¢amos notando que as condicdes do Teorema 6.29 ndo implicam a
existéncia global de solucgdes de (6.16). De fato, escolhendo por exemplo f(s) = s> e up = 1
é facil ver que a tinica solucdo de (6.16) neste caso é u(t, x) = (1 —t)™! que explode quando
t— 1.

Lema 6.30. Sejam f: R — R uma funcdo localmente Lipschitz continua e u uma solugdo
fraca de (6.16) em [0, co) limitada. Entdo o conjunto {u(t): t > 0} é precompacto em X.

Demonstracdo

Seja |lu(t)|lx < K parat > 0. A continuidade de f implica que || f(u(t))|lx < N para
alguma constante N. Seja {e/': t > 0} o semigrupo gerado por A e recorde que pelo
Lema 6.28, e4! ¢ compacto parat > 0. Sejam 0 < ¢ < 1,¢ > ¢ e faca

u(t) = eu(t —e) + [u(t) — e*u(t — )] = uc(t) + ve(2).

O conjunto {u.(t): t > 1} é precompacto em X pois {u(t —¢): t > 1} é limitado
e e4¢ é compacto. Também,

lve(Dllx =

/ AW f(u(s))ds

=&

X

t
< / 1A 1o I1F () lx < eMN
t—¢

onde M = sup{lleAtllL(X): 0 <t < 1}. Portanto {u(t): t > 1} é totalmente limitado e
portanto precompacto. Como {u(f): 0 < t < 1} é compacto o resultado segue.
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Lema 6.31. Seja f localmente Lipschitz continua. Se para algum uy € X o problema (6.16)
tem uma solugdo forte em [0, co) limitada u(t, x), entdo existe uma sequéncia t, — oo tal que

Jim u(ty, x) = (x),
Jg—>00

onde ¢(x) é uma solugdo do problema de valor de fronteira

{ ¢”+f(p) =0, x € (0,1)
®(0) = (1), ¢'(0) = ¢'(1).

Demonstracdo

Multiplicando a equagdo (6.16) por u; e integrando em x e ¢ temos

T 1 1 1
/ / |u[|2dxdt+%/ |ux(T,x)|2dx—/F(u(T,x))dx
(6.21) 1 Jo i ) o
1 2 _
< 2/0 |ux (1, x)|°dx /0 F(u(1,x))dx

X
onde F(s) = / f(r)dr. Como |u(t,x)| < K para alguma constante K, deduzimos
0

de (6.21) que
0 1
/ / lug|?dx dt < .
1 Jo

Portanto existe uma sequéncia t; — co para a qual lim,_, us(£j, x) = 0 quase
sempre em [0, 1], ou lim¢, o us(£;) = 0 em L?(0,1). Do Lema 6.30 segue que para
uma subsequéncia de {t;j} que denotaremos por {f} temos lim;, . u(fx,Xx) = ¢(x)
uniformemente para 0 < x < 1. Portanto

til_rgo fu(te, x)) = f(e(x)),

uniformemente para 0 < x < 1. Passando o limite quando t — oo através da sequén-
cia fy, na equacdo (6.16) no sentido de L?(0, 1) e usando o fato que Au = u” é fechado
como um operador em L?(0, 1) encontramos que ¢”(x) + f(¢(x)) = 0 em L?(0, 1).
Como f(¢(x)) é continua a equacdo vale no sentido classico. Adicionalmente, as
condicdes de periodicidade estdo satisfeitas para ¢(x) ja que elas estdo satisfeitas para
u(t,x).
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Corolario 6.32. Se f é localmente Lipschitz continua e f(s) # 0 para todo s € R, entdo o
problema de valor inicial (6.16) ndo tem solugdes fortes limitadas.

Demonstrac¢do

Se f(s) # 0 o problema de valor de fronteira (6.31) ndo tem solucdo. De fato, inte-
grando a equacio ¢” + f(¢) = 0 em [0, 1] resulta

1
¢'(1) - ¢/(0) = - /0 F(o(s))ds # 0

e portanto as condi¢des de fronteira ndo podem estar satisfeitas. Portanto pelo Lema

6.31 ndo pode haver solucio limitada de (6.16).

Teorema 6.33. Se f é localmente Lipschitz continua e sf(s) < 0 para todo s # 0 entdo todas
as solugdes fortes do problema de valor inicial e de fronteira (6.16) sdo limitadas. Adicional-
mente, toda solucdo forte de (6.16) esta definida em [0, o) e tende a zero quando t — oo.

Demonstracgdo

Multiplicando a equacio (6.16) por u e integrando em x temos

1d [} 1 1
——/ uldx = —/ udx +/ f(wudx <0,

ou seja, e integrando de s a ¢, com s < t obtemos

lu(O)llz2jo.ay) < IS llzz(roayy < sup |uls, x)|.
x€[0,1]

A limitacao das solugdes e ainda mais a estimativa:

(6.22) max |u(t,x)| < max |u(s,x)|, t > s,
0<x<1 0<x<1

sdo consequéncias imediatas do principio do maximo. Portanto todas as solucdes do

problema de valor inicial (6.16) sdo limitadas. Adicionalmente do Lema 6.31 sabe-

mos que para alguma sequéncia f — oo, u(tx, x) — @(x) onde ¢ é uma solucdo do

problema de valor de fronteira (6.31). Mas a inica solucdo deste problema de valor de

fronteira € ¢ = 0. Isto pode ser visto multiplicando ¢” + f (@) = 0 por ¢ e integrando
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em [0, 1] para obter

@ = 0. Portanto temos

(6.23)

1
/ ¢ (0)Pdx < 0
0

o que implica ¢’ = 0 e ¢ = const. Contudo a tinica solucio f(s) = 0 é s = 0 e portanto

lim u(tg,x) = 0.
tk—>oo

Combinando (6.22) com (6.23) obtemos u(t, x) — 0 quando t — oo.




Apéndice

A

Lema de Dini e Convergéncia para
Derivadas

Nosso objetivo nesta secdo ¢ demonstrar o Lema de Dini, e um outro resultado sobre
convergéncia para derivadas. Para comecar, precisaremos de alguns conceitos e resultados
auxiliares.

Definicdo A.1. Sejam X um espaco de Banach com norma || - ||, a < b nimeros reais e
f:[a,b) —» X uma funcio. Diremos que f ¢ diferenciavel a direita em [a, b) se para
cada x € [a, b) o seguinte limite

f(X+h) fx)

h—>0+

existe .

Neste caso, definimos

f

AR (LIRS L)

h—>0+

Lema A.2. Sejam X um espaco de Banach, a < b niimerosreaise f: [a,b) — X uma funcdo
continua e diferencidvel a direita no intervalo [a, b). Se - af (x) =0, paratodo x € [a,b) entdo
f é constante em [a, b).

Demonstracdo

De fato, assuma por absurdo que f nio é constante. Assim, existem xg, Vo € [a,b),
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com Xxg > Yo, tais que f(xo) # f(yo). Defina

_ If(x0) = fFo)l -0
2(xo0 = Yo)

b
e considere o conjunto

A = {x € (yo, xo]: lf(x) = fFWo)ll > n(x = yo)}.

Claramente x( € A, portanto A é ndo-vazio e podemos definir ¢ = inf A.

Afirmagdo 1: Temos ¢ > Y.

De fato, se ¢ = yy entdo para cada ¢ > 0, existe y. € (yo, )0 + €) tal que y; € A.
Assim ||f(ye) — f(Vo)ll > n(¥: — yo), para todo € > 0. Fazendo ¢ — 0%, obtemos
0= Gg—){(yo) || > n, o que é uma contradicio.

Afirmagdo 2: Temos || f(c) — f(yo)ll = n(c — yo).
De fato, é simples verificar que || f(c) — f(yo)l| = n(c — yo). Agora, assuma que
Ilf(c) = f(¥o)ll > n(c —yo). Da continuidade da funcio

1f () = fF o)l

X =Yo

(Y0, X0l 2 x = g(x) =

e do fato de que g(c) > 7, existe 0 < § < ¢ — )y tal que g(x) > » para todo x €
(c—3,c+0). Assimc — 5 € (¥, Xo] € g(c — ) > 1, 0 que contraria o fato de c ser o
infimo de A.

Agora, como Cg—){(c) = 0, existe d > c tal que

I f(x)=f(c)|| <n(x—c) paratodox € (c,d]

e assim, se x € (c,d], temos

1fGe) = FOl < IfGe) = FNl +11f(e) = FDo)ll < n(x =€) +1(c = yo) =n(x = o),

0 que, novamente contraria o fato de c ser o infimo de A, o que conclui a demonstra-
cdo, e prova que f deve ser constante em [a, b).

Com este resultado, enunciamos e demonstramos o Lema de Dini.



119

Lema A.3 (Lemade Dini). Sejap: [a,b) — X uma fungdo continua e diferenciavel a direita
no intervalo [a, b). Se Gg—f é continua em [a, b), entdo ¢ é diferencidvel em [a,b).

Demonstracdo

Defina a funcéio

t g+
D(t) =/ dds(p(s)ds paracadat € [a,b).
a

Como % ¢ continua em [a, b), segue que ® € diferencidvel em [a, b), e além disso
temos @'(t) = dd—f(t), para cada t € [a,b). Ainda, como @’ = d;—f’, temos Z—:(CD -
®)(t) = 0,paratodot € [a,b), e 0o lema anterior nos d4 que existe uma constante ¢
tal que

p(t) =®(t)+c paratodot € [a,b),

e portanto, ¢ ¢é diferenciavel.

Vejamos agora um resultado sobre convergéncia de derivadas.

Proposicao A.4. Sejam X, Y espacos de Banach, U ¢ X umabertoe f: U — Y uma funcdo
continuamente diferencidvel, com derivada Df € L(X,Y). Se K c U é um compacto entdo
i ISt k) — fw) - Dfwhlly _

lim
h—0 lk]lx

0,

uniformemente em K.

Demonstracgdo

Da continuidade uniforme de D f em K, dado € > 0 existe > 0 tal que se ||h||x < I,
u,u+h € K entdo

IDf(u+k) -Df(Wllzx.y) <e.

Assim, para |h| < 8, u,u + h € K temos

If(w+h) = f(u) - Df(whlly =

14
/0 -5/ (u+6h)d6 —Df (u)h

Y

1
_ ”/O (Df (u+6R) ~ Df (u))nde

< €llhllx,
Y

e prova o resultado.
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Apéndice

B

Topologias fraca e fraca®

B.1 Topologia induzida por uma familia de funcoes

Dados X um conjunto qualquer, (X, T4)xea Uma colecio de espagos topologicos e, para
cada a € A, uma fungdo f,: X — X, queremos dotar X da topologia 7 menos fina que
torne continua todas as funcoes f,, que serd chamada de topologia gerada por (f,)qen-

Notemos que, para que cada f, seja continua devemos ter

fa_l(ch) €T,

para todo U, € 74 € @ € A. Assim, a topologia 7 menos fina que torna todas as funcdes
f;1 é adada pela colecdo de todas as unides de intersecgdes finitas de elementos da forma
f1(Uy), onde Uy € 74 € & € A, além dos conjuntos @ e X. Sendo assim, a seguinte propo-
sicdo tem demonstracdo simples, e € deixada a cargo do leitor.

Proposicao B.1. A colecdo formada pelos conjuntos da forma

ﬂ f(;l(Ua), " é um subconjunto finitode A e U, € 74 paracada a € T,

ael

forma uma base para t.

Exemplo B.2. Sejam (X, T4)qea € uma colecdo de espacos topoldgicos, e defina

X = HX“ ={f: A > UgeaXy com f(a) € X, para todo o € A}.

aeN
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Identificamos um elemento f de X por (xg)qen, 0nde x, = f(a) paracada o € A. Para cada
ap € A fixado, a projecdo na coordenada « € definida por

Ty X — Xg,

(Xa)aer — ﬂao((xa)oceA) = Xag-

A topologia 7 gerada por (74)qen € chamada de topologia produto de X. Sabemos do
Teorema de Tychonoff (veja [6, Theorem 37.3], por exemplo) que se (X, 7,) € compacto
para cada a € A entlo (X, 7) é compacto.

Proposicao B.3. Seja 7 a topologia gerada por (fo)aepn em X. Entdo x, — x em (X, 7) se, e
somente se, fo(xn) — fo(x) em (X4, 7o) para cada a € A.

Demonstracdo. Se x, — x em (X, 7) entdo f,(x,) — f«(x) em (X,,74), Uma vez que
fa: X — X, é continua, para cada a € A.

Reciprocamente, assuma que fy(x,) — fo(x) em (Xq, 74) para todo a € A e considere
uma vizinhanca U de x em (X, 7). Da Proposicdo B.1, existe um subconjunto finitoI' ¢ A
e abertos U, € 7, para cada a € I tais que

x e ﬂf;l(Ua) cU.

ael

Assim, para cada o € T, como f,(x) € U, existe no(ax) € N tal que fy(x,) € U, para
n > no(a). Paran > ng := max{no(a): a € I'} temos fo(x,) € Uy e todo a € T, ou seja,
Xy, € maerfojl(Ua) C U para todo n > ng, 0 que mostra que x, — X. O

A demonstracdo do préximo resultado € imediata e fica a cargo do leitor.
Proposicido B.4. Seja (Z,w) um espaco topoldgico. Entdo g: (Z,w) — (X, 1) é continua se,
e somente se, fy0g: (Z,w) — (Xq4,T4) é continua para cada a € A.

B.2 Topologia fraca

Sejam X um espaco vetorial normado sobre um corpo K. Para cada x* € X*, definimos

fx*:X_)K

x o fer (%) = (x,x7).



B.2 Topologia fraca 123

A topologia fraca, denotada por o (X, X™), € a topologia gerada pela familia ( fy+)y+ex+-
Claramente, se 7 € a topologia da norma em X, temos o (X,X") C 7.

Proposicao B.5. Seja X um espaco vetorial normado sobre K. A topologia fraca (X, X™) em
X é Hausdorff.

Demonstracdo. Para x;,x, € X com Xx; # X,, do Teorema de Hahn-Banach existe x* € X*
tal que (x1, x*) # (x2, x*).

Se Re(x1, x*) # Re(x;, x*), podemos assumir que Re(x;, x*) < Re(x,, x*),eexistea € R
tal que Re(x1,x") < a < Re{x,, x*). Assim, V; = fx‘,}({z eK:Rez<a})elV, = fx‘*l({z €
[K: Rez > a}) sdo abertos disjuntos de (X, 7),com x; € V3 e x; € V.

O procedimento € andlogo quando Im(x1, x*) # Im(x,, x*).

Portanto (X, 7) é Hausdorff. O

Proposicao B.6. Os conjuntos da forma

{xeX: Kx=x0,x) <e€,i=1,---,n},
ondeneN, xgeX,e>0, ex; € X*parai=1,---,n, constituem uma base para o(X,X").
Demonstracdo. Veja que ao denotar a; = (X, x;‘) parai=1,---,n, temos

n
{xeX: (x—xo,x))| <e, i=1,--,n} = )| [z (BE (@),
i=1

que ¢ um aberto de 7 e contém x. Agora, se U € uma vizinhanca de x, em 7, entio existem
x; € X* eabertos U;de R parai =1,---,n tais que

n
Xo € ﬂf;;(ui) cU.
i=1

Como a; = (Xo,x;) € U; paracadai =1,---,n, existe € > 0 tal que BGK(ai) C Uj para todo
i=1,---,n,eportanto

xo € [\ S (BE (@) < [\ £ (W) € U,
i=1 i=1

o que conclui a demonstracao. O

Denotaremos x, — x paradenotar que {x, } converge para x na topologia fraca o (X, X™).
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Proposiciao B.7. Sejam X espaco vetorial real normado sobre K e {x, } uma sequéncia em X.
Temos

(a) x, — x seesose (xy,x*) — (x,x*) para todo x* € X*.
(b) Se x,, — x entdo x,, — X.
(c) Sex, — xentdo {x,} élimitada e
llx|lx < liminf |]xg|].
n—oo

(d) Sex, — xex,, - x"em X" entdo (x,,x,) — (X, x").

Demonstragdo. A prova de (a) segue da Proposicdo B.3. Notando que

|, x7) = (X, x| < lxn = x|lx 17

x+ — 0 quandon — oo,

temos (b). Para (c), veja que {(x,, x*)} é convergente, e portanto limitada, para cada x* €
X*. Segue do Principio da Limitacdo Uniforme que {x,} ¢ limitada. Além disso, para cada
x* € X* com ||x*|

x+ = 1 temos

[€n, X7) < llxnllx,

e tomando o lim inf em ambos os lados, temos

n—oo

|, x™)| < lim inf [|xp 1 x.
n—oo

Tomando o supremo do lado esquerdo para x* € X* com ||x*||x+ = 1 temos o resultado.
Deixamos a cargo do leitor a prova do item (d). O

Teorema B.8. Seja X um espaco de vetorial real normado e C C X convexo. Entdo C é
fechado na topologia forte (topologia da norma) se, e somente se, C é fechado na topologia
fraca.

Demonstracdo. Se C € fechado na topologia fracae C > x, — x € X,entdoC 3 x,, — X, 0
que nos d& x € C e C ¢é fechado na topologia forte.

Reciprocamente, seja C um fechado na topologia forte. Mostraremos que C¢ € um aberto
em o(X,X™). Dado x( ¢ C, da Segunda Forma Geométrica do Teorema de Hahn-Banach,
existe x* € X* e a € R tais que

(X0, X"y <a<{z,x*y paratodoz e C.
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AssimV = {x € X: (x,x*) < a} = f;}((—oo, a)) é um aberto de o(X,X*) com xg € V e
V N C = @,o0que mostra que xo € V c C¢, e conclui o resultado. O

Exercicio 13. Mostre que o resultado acima € verdadeiro também para espacos vetoriais
normados complexos.

B.3 Topologia fraca*

Para um espaco normado X, temos a isometria linear candnica av.: X — X** definida
da seguinte maneira: para cada x € X, o elemento avy, € X** é dado por (x*,avy) = (x, x*)
para todo x* € X™.

Claramente av. ¢ uma isometria linear, e ¢ um isomorfismo isométrico sobre sua imagem
av(X) em X**, e portanto, podemos identificar X como um subespaco de X**. Quando
av(X) = X**, dizemos que X ¢é reflexivo (mas nem sempre esse € 0 caso).

Em X* temos definidas a topologia da norma e sua topologia fraca o (X*, X**). Definire-
mos uma terceira topologia em X*, chamada de topologia fraca” e denotada por o(X*, X),
dada como a topologia gerada pelas familia de aplicagdes (avy)xex-

Como anteriormente, temos os seguintes resultados (cujas demonstracoes deixamos a
cargo do leitor): a topologia fraca* em X* é de Hausdorff, e os conjuntos

{X* €eX": |<xi’X*_xS>| <E§, i:l,--- ,n}9

comneN,x; e Xparai=1,---,n,x;€ X e€c >0, formam uma base para o (X*, X).
*® .
Escrevemos x;, — x* para denotar que {x,} converge para x* na topologia fraca®.

Proposicao B.9. Sejam X um espaco vetorial normado sobre K e {x,} c X*. Temos:
(a) x;, X x* sees6 se (x,x;,) = (x,x*) para todo x € X.
(b) Se||x;, — x*||x+ — 0 entdo x;, N

(c) Sex, X Xx* entdo {x;,} élimitada e || x|

x+ < liminf ||x)||x-.
n—oo
(d) sex; X x*ex, — x entdo (Xn, X)) — (X, Xx*).

Teorema B.10 (Teorema de Banach-Alaoglu). Se X é um espaco vetorial normado entdo
_X*
B=B; (0)={x"eX":||x*|

x+ < 1} é compacta na topologia fraca*.
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Demonstracdo. ConsidereZ = {h: X — C} dotadoda topologia produto w,edefina®: X* —
Z por
D(x*) = (X, X"))xex.

Note que para cada x € X fixado temos 7, o ®: X* — X dada por 7, (P(x*)) = (x,x").
Da definicdo de o (X ™, X)), vemos que 7y o ® é continua, e da Proposicdo B.4 segue que ® é
continua. Claramente ® ¢é injetora, e portanto tem uma inversa ®1: ®(X*) c Z — X*.
Provemos agora que ®! é continua. Da Proposi¢do B.4, é suficiente notar que avy, o
®!: ®(X*) — C é continua para cada x € X. De fato, note que para cada x € X fixado

avy (®71h) = (x, ®Lh) = h(x),

ou seja, a aplicacdo ®(X*) > h — (avy o ®1)(h) = h(x) é continua, pela defini¢do da
topologia produto.
Note que

®B)={heZ:|h(x)| < |x|llx, h(x +Ay) = h(x) +Ah(y), L€ Cex,y € X},
e que podemos escrever ®(B) = K; N K;, com

—C
Ky ={heZ: h(x)] < lIxlx, x € X} = [ | B, (0),
xeX

Kry={heZ: h(x+Ay) =h(x)+Ah(y), AcCex,y e X}

- ﬂ {(heZ:h(x+1y) =h(x)+1h(y)}.
x,yeX, 1eC

=Dxya

Do Teorema de Tychonoff, K; é compacto, e como a aplicacdo h +— h(x + 1y) — h(x) —
Ah(y) € continua, Dy, ; € fechado para cada x,y € X e 4 € C. Portanto K; é fechado, e
assim ®(B) é compacto, o que nos d4 B compacto. O
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