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Capitulo 1

Introducao

1.1 Historico

Nos devemos o surgimento da Geometria aos coletores de impostos. De acordo com o histo-
riador grego Herodotus (430 a.C.), o rei egipcio Sesostri III (1900 a.C.) dividiu todas as terras no
Egito de maneira igual entre os seus habitantes com o intuito de cobrar-lhes um aluguel anual.
No entanto, todos os anos as enchentes do rio Nilo cobriam partes das terras fazendo com que,
aqueles cujas terras tivessem desaparecido embaixo das dguas, fizessem objecao ao pagamento so-
bre as partes perdidas. Herodutus relata que a bondade de Sesostri levou-o a considerar o pedido
dos prejudicados enviando pessoas capacitadas para avaliarem as extensoes de terras perdidas e
para refazerem os céalculos dos aluguéis devidos.

Desta forma, a Geometria surgiu juntamente com a necessidade de serem realizadas medidas
que estimassem as distancias, as dreas e os volumes, tendo em vista que para o coletor de
impostos, para o viajante, para o negociante de terras, e para muitos outros, tais conceitos eram
necessarios no desempenho de suas atividades. O curioso, muito curioso devemos enfatisar, é
que a partir de alguma época, talvez de um alguém, os métodos utilizados comegaram a serem
analisados de maneira muito mais criteriosa, profunda e abstrata do que a do simples homem
que os aplicava em suas atividades. No periodo 8.000-1.000 a.C., diversas atividades evoluiram
com o surgimento das civilizagoes, como por exemplo a agricultura, a escrita e o pensamento
matemadtico. Se pensarmos sobre porque ¢ ou como ¢ os humanos comegaram, a partir de
um certo periodo, a sistematizar alguns dos conhecimentos adquiridos na época chegaremos a
uma enorme e intrigante interrogacao. Tao intrigante quanto a estabilidade dos elemento que
compoéem a natureza e a da existéncia de vida é a formagao e o dominio do conhecimento.

Como nao poderia deixar de ser, o pensamento matematico no decorrer dos seus primeiros
2000 anos utilizava-se de uma notagao precarissima para desenvolver a linguagem da matematica.
Além disto, o conceito da natureza matematica era predominantemente geométrica, salvo algumas
questoes numéricas que misturavam-se misticismo e matemadtica; o exemplo classico sendo a
descoberta de v/2.

Os gregos foram os primeiros a fazerem da matematica um estudo puramente tedrico cujos
processos sao passiveis de aplicagoes em geral. Além disto, eles preocuparam-se em demonstrar
suas afirmagoes. Devido a auséncia da algebra, a matematica grega desenvoveu-se pensando e
agindo geométricamente. Eles nao dispunham do conceito de ntimero, apenas de proporgoes.
Nao obstante, estavam munidos de uma intuicao fantdstica e muita capacidade e objetividade de
seus pensadores. Os babilonios e os egipcios tinham seus processos, mas nao passaram do nivel
empirico.

Por volta de 300 a.C., Euclides escreveu o livro Os Elementos baseando-se em todo o con-
hecimento adquirido pela escola grega da época. Porém, a grande contribuicao dos Elementos foi



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

a apresentacao logico-dedutiva dada a Geometria. Euclides preocupou-se em criar um conjunto
de conceitos primitivos e axiomas dos quais derivam-se todos os resultados da Geometria. Tal
procedimento era inédito e demonstrava compromisso com a veracidade dos resultados obtidos.
A obra de Euclides definiu a Geometria pelos dois milénios seguintes.

Nestas notas, vamos tratar apenas da Geometria Plana visando deslumbrar os itens cruciais
dos axiomas de Euclides que, como dissemos, definiram o que é uma geometria.

Por volta do século XVI d.C., surgiu na Europa a Geometria Analitica, ou Cartesiana, na
qual fixam-se dois eixos ortogonais e atribuem-se um par de nimeros reais a um ponto do plano.
Isto possibilitou algebrizar muitas questoes geométricas facilitando a sua compreensao e até a
sua solugao. Isto trouxe a matematica uma evolugao notavel que culminou com o surgimento
do Célculo Diferencial e do Célculo Integral. As técnicas do Calculo Diferencial e Integral pos-
sibilitaram tratar de problemas até entao impossiveis de serem abordados com as técnicas que a
matematica dispunha, sendo o da quadratura do circulo o mais famoso deles.

No inicio do século XVIII, as técnicas de Céaculo Diferencial e Integral ja eram muito bem
compreendidas e aplicadas. Nesta época, apesar do desenvolvimento da matematica da época,
ainda restava a questdo se o Azxioma das Paralelas de Euclides poderia ser demonstrado a partir
dos outros axiomas ou se, de fato, ele deveria ser um dos axiomas. Houveram vérios matematicos
brilhantes que envolveram-se com o problema e alguns anunciaram demonstracoes erradas.

No decorrer dos séculos XVII e XVIII, a geometria plana esteve absorvida com o problema
do postulado das paralelas. Segundo D’Alembert, a polémica sobre o axioma das paralelas e a
incapacidade de chegarem a um entendimento matematico para uma situacao tao simples era um
escandalo.

Gauss havia sido colega, em Gottingen, de Farkas Bolyai, pai de Jands Bolyai. Em 1823,
Jands Bolyai escreveu para seu pai as seguintes palavras:

“Fu descobri coisas tao maravilhosas que sinto-me aturdido ... do nada eu criei um
estranho mundo novo.”

J. Bolyai referia-se ao fato de ter descoberto uma geometria nao-euclideana. Sendo amigo de
Farkas Bolyai, pai de J.Bolyai, Gauss ao ser informado da descoberta correspondeu-se com o
colega para elogiar seu filho;

“Fu considero este jovem gedometra Bolyai um génio de primeira ordem.”

Gauss aproveitou a oportunidade para comunicar de que ele proprio ja havia descoberto aquele
fato mas nao havia publicado. Isto pode ser verdade, pois, por volta de 1817 Gauss estava
convencido que o Axioma das paralelas de Euclides era independentente dos outros postulados.
Naquela época, Kant era um filésofo dominante e havia afirmado que A geometria euclideana
¢ uma necessidade inevitdvel do pensamento. E possivel que Gauss nao tenha anunciado a sua
descoberta para evitar polémica.

Em 1818, Gauss foi contratado pelo Reinado Germanico de Hanover para realizar um trabalho
de geodesia. Considerando a sua habilidade matematica e o fato que dominava as técnicas de
Calculo, Gausss debrugou-se sobre a seguinte questao colocada por ele préprio: como as técnicas
de geodesia poderiam revelar a forma (curvatura) do planeta Terra ? Colocando de outra maneira,
serd que um ser bidimensional (uma sombra) vivendo sobre a superficie da Terra pode determinar
a forma da Terra 7 Em 1828, Carl Friedrich Gauss publicou o trabalho General Investigations
of Curved Surfaces [7] no qual, pioneiramente, ele empregou as ferramentas de célculo integral e
diferencial para descobrir objetos geométricos intrinsecos sobre as superficies; a curvatura sendo o
principal deles. Ele descobriu o conceito de curvatura, hoje em dia chamada Curvatura Gaussiana,
e respondeu afirmativamente a sua pergunta com o Teorema Egregium. A originalidade deste
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trabalho, conscientemente revelada na tese de doutoramento de seu aluno Berhard Riemann, foi
demonstrar a possibilidade de haverem diversas geometrias além da euclidena. Com seu trabalho,
Gauss ajudou a responder a questao

O que é uma Geometria ¢

E interessante mencionar que por volta do fnicio do século IT a.C., o grego Eratéstenes calculou
o raio da Terra sem que houvesse nenhuma comprovacao, além da observacao do horizonte, de que
a Terra era arredondada. Ele baseou-se em aspectos muito elementares da Geometria Plana. Um
problema famoso entre os cartogrifos perguntava sobre a possibilidade de se construir um mapa
da Terra com um fator de escala constante. Em 1775, Leonhard Euler apresentou a Academia
de Ciéncias de Sao Petersburgo a solucao para o problema demonstrando a impossibilidade de se
construir tal mapa. Na ocasiao, Euler nao dispunha do conceito e das implicacoes que a curvatura
causa a geometria de um espago. Em 1916, Albert Einstein publicou a sua Teoria da Relatividade
na qual proponhe uma equagao para determinar a curvatura do Universo (espago-tempo), teoria
esta completamente baseada nas idéias de geometria desenvolvidas por Riemann.

Até entdo, o conceito de geometria era o estabelecido pelo conjunto de axiomas formulados
por Euclides em sua obra Os Elementos [?]. Assim, ficou claro para Gauss que os axiomas de
Euclides originam um caso particular de Geometria e nao a Geometria. Berhard Riemann deixou
claro que o conceito fundamental em geometria é o que hoje em dia denominamos de métrica
riemanniana, o qual por simplicidade denominaremos simplesmente de métrica.

Embora tenha sido no trabalho de Riemann que a concepgao do que é uma geometria tenha
se tornado clara, o surgimento da Geometria Nao-Euclideana é creditada aos matematicos Bolyai
e Lobachevsky’s. Em 1829, Lobachevsky’s publicou seu trabalho sobre a sua descoberta da
geometria nao-euclideana, trabalho este desenvolvido na Russia de forma completamente inde-
pendente; nem Gauss estava ciente de suas idéias e de seu trabalho. A contribuicdo de Bolyai e
de Lobachevsky’s foi descobrir que era possivel alterar o axioma das paralelas de Euclides sem
que uma contradicao fosse criada com os outros axiomas. E bom ressaltar que eles nao demon-
straram a consisténcia dos axiomas. Isto deu origem a uma geometria nao-euclideana cunhada
de geometria hiperbdlica.

Na época, as diferencas entre as geometrias euclideana e hiperbélica eram puramente formais,
ou seja, diferiam no conjunto dos axiomas. Isto quer dizer que nao havia um modelo concreto
para a geometria hiperbdlica, ou seja, ndo havia uma representacao grafica para os objetos
geométricos, por exemplo, para uma reta hiperbdlica. O primeiro modelo para a geometria
hiperbdlica foi criado por Eugenio Beltrami (1835-1900). A geometria esférica ja era objeto de
estudo devido a natureza dos problemas de navegacao que eram importantissimos, porém, os
objetivos neste caso eram meramente computacionais.

As técnicas desenvolvidas por Gauss consistiam em estudar as propriedades geométricas de
uma superficie X com as ferramentas do Calculo. Ele observou que o comprimento de uma
curva, a area e a curvature eram objetos geométricos intrinsecos, ou seja dependiam apenas da
métrica riemanniana. Além disto, estes sdo objetos invariantes por transformacoes do espaco que
preservam a métrica riemanniana, denominadas de isometrias. Em suma, a métrica riemanniana
possibilita definir o comprimento de uma curva e a area de uma regiao contidas numa superficie.

Fuclides considerou que os elementos primitivos da geometria euclideana sao o ponto, a reta
e o plano. No conceito mais geral de geometria, os elementos primitivos sao o espaco topolégico,
a estrutura diferencidvel e a métrica riemanniana. A partir da métrica, definimos uma geodésica
como sendo a curva que minimiza a distancia entre dois pontos. Assim, o conceito euclideano
de reta é substituido pelo de geodésica. Sobre a superficie da esfera nao existem retas, mas
dados dois pontos existe uma tnica geodésica ligando-os. Desta forma, um tridngulo geodésico é
formado pelas geodésicas que ligam 3 pontos que nao encontram-se sobre uma mesma geodésica.



6 CAPITULO 1. INTRODUCAO

O estudo de Gauss culminou com o resultado, conhecido como forma local do teorema de
Gauss-Bonnet, que a soma dos angulos internos «, 3,7 de um triangulo geodésico A é dado por

a—|—ﬂ—{—*y:7r+/K, K é a curvatura de X (1.1)
A

Observamos que quanto menor for o triangulo mais préximo de 7 estarda a soma dos angulos
internos do triangulo.

Observando a férmula 1.1, é natural considerarmos as situagées onde a curvatura K do espago
¢é constante. Nestes casos, a area do triangulo é

KAA)=(a+B+7)—m,

da onde concluimos que,

1. K=0= a+ +v = (Geometria Euclideana).
2. K>0= a+ f+v>m, (Geometria Esférica)

3. K<0= a+ f+~v < m (Geometria Hiperbdlica).

O objetivo destas notas é expor as geometrias Fuclideana, FEsférica e Hiperbolica dentro
de um mesmo ponto de vista e descrever as relagoes métricas em cada uma delas. Devido as
limitagoes de tempo, nao introduziremos o conceito de curvatura mas sugerimos fortemente aos
leitores que o fagam.

1.1.1 Axiomas de Euclides

Facamos, brevemente, uma digressao aos Axiomas de Euclides para sermos criticos em relacao
a suas afirmagoes absolutas. Originalmente, Euclides formulou apenas 5 axiomas, mas no final
do século X1X o matematico David Hilbert reformulou o conjunto dos axiomas para o conjunto
atualmente utilizado. Considerando que os numeros reais sé foram compreendidos no século
XI1X d.C., era impossivel para Euclides formular um conjunto completo de axiomas. Tendo os
objetos ponto, reta e plano como elementos primitivos, nos dias de hoje os Axiomas da Geometria
Plana [1] sao os seguintes;

Axiomas de Incidéncia
Axioma 1. Se a reta r estd contida no plano, entao existem pontos do plano que pertencem a
r e pontos que nao pertencem a r.

Axioma 2. Dados dois pontos distintos, existe uma tnica reta que contém ambos os pontos.

Axiomas de Ordem
Axioma 3. Dados trés pontos distintos P;, P> e P3 sobre uma reta r, entao um, e somente um,
esta entre os outros dois.

Axioma 4. Dados dois pontos distintos A e B, sempre existe um ponto C entre A e B, e um
ponto D tal que B estd entre A e D.



1.1. HISTORICO 7

Axiomas de Mensurabilidade

Axioma 5. A todo par de pontos do plano corresponde um ntmero maior ou igual a zero,
denominado de medida. Este niimero ¢é zero se, e somente se, os pontos sao coincidentes.

Axioma 6. Para toda reta r existe uma funcdo biunivoca f :— R de modo que para todo par
de pontos A e B sobre r tem-se que

df(A, B) =| f(A) = f(B) | (1.2)

Axioma 7. Se o ponto C' encontra-se entre os pontos A e B, entao

Axioma 8. Toda reta no plano determina extamente dois semiplanos distintos cuja intersecao é
a reta r.

Axioma 9. A todo par de semi-retas com a mesma extremidade corresponde um nimero maior
ou igual a zero, denominado de medida do dngulo formado. A medida de um angulo é zero se, e
somente se, as semi-retas sao coincidentes.

Axioma 10. Fixada uma medida para o angulo raso, denotada 180°, existe uma relacao
biunivoca entre o intervalo [0,180°] e as semi-retas de mesma origem que dividem um dado
semi-plano. A medida do angulo formado pelas semi-retas corresponde & diferenca das medidas
atribuidas a cada uma das semi-retas.

Axioma 11. Se uma semi-reta OC divide um angulo £ AOB, entao AOB=AOC+COB.

Axioma de Congruéncia

Axioma 12. (LAL) Dados dois triangulos AABC e ADEF, se AB ~ DE, {BAC ~ {EDF e
AC ~ DF, entio AABC ~ ADEF.

Axioma das Paralelas (5°-Axioma de Euclides)

Axioma 13. Por um ponto fora de uma reta r pode-se tracar uma unica reta paralela a r.

Cometarios sobre os Axiomas
O Axioma 2 determina que os pontos A e B definem uma tnica reta r, enquanto o Axioma 6 diz
que a distancia entre A e B é o comprimento do segmento AB determinado sobre . Ou seja,
na Geometria Euclideana néo existe a possibilidade de que a curva que realiza a menor distancia
entre dois pontos nao seja uma reta. E exatamente esta a dificuldade que os matematicos do
passado encontraram para entender porque o Axioma das Paralelas nem sempre é verdadeiro.
Talvez, eles deveriam ter prestado mais atengdo a geometria da superficie da Terra, assim como
Gauss!

Originalmente, Euclides enunciou os seguintes Axiomas [4] (versao moderna) para a Geome-
tria Plana;

Axioma 1. Dois pontos determinam uma tnica reta.

Axioma 2. A partir de qualquer ponto de uma reta é possivel marcar sobre ela um segmento
de comprimento arbitrario.

Axioma 3. E possivel tragar uma circunferéncia com centro arbitrario e raio arbitrario.



8 CAPITULO 1. INTRODUCAO
Axioma 4. Todos os angulos retos sao iguais.
Axioma 5. Por um ponto do plano fora de uma reta passa uma tinica paralela a essa reta.

Cronologia (fonte: Enciclopédia Britanica)

1. 8000 a.C. - vestigios mais antigos de agricultura,
2. 3000 a.C. - vestigios mais antigos de civilizagoes.

3. 2000 a.C. - papiro de Rhindus, o documento matematico mais antigo no qual esta exposto
a maneira de calcular a drea de um triangulo

4. 776 a.C. - Primeiros Jogos Olimpicos

5. 700 a.C. - Primeira citagoes sobre Homero,

6. 585 a.C. - Eclipse previsto por Thales de Mileto,

7. 565 a.C. - Nascimento de Pitagoras,

8. 427 a.C. - Nascimento de Platao,

9. 300 a.C. - Euclides escreve os Elementos, em Alexandria.
10. 255 a.C. - Eratéstenes de Cyrene calcula o raio da Terra
11. 1637 d.C. - Fermat e Descarte trabalham na Geometria Analitica
12. 1650 d.C. - surgimento do Célculo
13. 1684 d.C. - Leibniz publica Nova Methodus pro Maximis e Minimus
14. 1687 d.C. - Newton publica o Principia Mathematica

15. 1828 d.C. - Gauss publica General Investigations of Curved Surfaces.



Capitulo 2

Conteudo Basico

2.1 Grupos
Os grupos sao estruturas que surgem naturalmente no estudo de geometria.

Definigao 2.1. Um conjunto G com uma operacao .G x G — G é um grupo se as condicoes
seguintes sao satisfeitas:

1. A operacao é associativa, isto é

a.(b.c) = (a.b).c, paratodosabeceG

2. Existe um elemento neutro, isto é

dee G talque e.a=ae=a, paratodoacG
3. Todo elemento possui um elemento inverso, isto é

paratodoae G,3a ' € G talque aa '=ala=ce

Quando a operagao satisfaz a propriedade adicional

a.b=b.a paratodosaebeG

dizemos que o grupo é abeliano.
Seguem dos axiomas de grupo algumas propriedades basicas;

Proposigao 2.1. 1. O elemento neutro € unico
2. O elemento inverso € unico

3. 0 3% axioma para grupos € equivalente ao fato da equagdo x.a = b ter uma unica solugdo,
a saber, x = b.a™!

Demonstracao.

. ! . . ~
seja e um outro elemento identidade, entao
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seja b um outro elemento inverso de a € GG, entao

at=ate=a"'(a.b)=(a"ta)b=0b

Exemplo 2.1. 1. Grupo dos Inteiros
(Z,+) é um grupo abeliano infinito.
Z=A.,-n,...,—3,-2,-1,01,2,3,,...,n,...}, + : Z x Z — Z a operagao usual de
soma de nuimeros inteiros;

(n,m) — n+m.

2. Grupo dos Racionais
(Q,4), (R,4) e (C,+) sao grupos abelianos infinitos.

3. Sejam Q* =Q—-0,R* =R—-0e C* = C—0. Considerando sobre estes conjuntos a operagao
de multiplicacao, obtemos que (Q*,.), (R*,.) e (C*,.) sdo grupos abelianos (multiplicativos)

4. Grupo Linear
Gl,(R) = {A € M,(R) | det(A) # 0} é o grupo das matrizes n X n reais inversiveis. Se
considerarmos a operagao . : Gl,,(R) x Gl,,(R) — GI,,(R) de multiplica¢ao de matrizes segue
que (Gl,(R),.) é um grupo nao abeliano.

5. Grupo dos Complexos Unitarios
Seja Uy = {e? | § € R} e considere . : Uy x U; — Uj a operagao induzida pela multiplicacio
de nimeros complexos, entao Uj,.) é um grupo abeliano.

6. Grupo de Rotacdes em R?
Uma rotacao em R? é uma transformaado linear Ry : R?2 — R? cuja matriz em relacio a
base canonica de R? é dada por

N ()

Ao multiplicarmos matrizes de rotacao temos a identidade Ry.R,, = Ry, Desta forma, o
conjunto
SO ={Ry |0 € R}
munido com a operacao de multiplicacao de matrizes define um grupo abeliano.
Observe que U; é isomorfo a SOs.
7. Grupo das Raizes Complexas da unidade.
i2km

SejaR, ={e» |k=0,1,...,n—1} munido com a operagao de multiplicacdo de nimeros
complexos. Assim, (R,,.) é um grupo abeliano.

8. Grupo de Rotagoes que preservam um poligono regular de n lados

Zy ={I,Rsx,Rix

yoeos Roone }
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9.

10.

11.

12.

13.

GRUPOS 11

Grupo de Reflexao sobre a reta determinada pelo eixo-x.

A transformacéo de reflexdo sobre a reta do eixo-x é dada por 7, : R — R?,

1 0
r$:<0 _1> = 7”325:1-

Assim, R = {I,r;}, munido com a operacao de multiplicagdo de matrizes é um grupo.

Grupo Diedral do Tridngulo.

Seja AABC um triangulo equildtero. Uma transformacdo T : R? — R? E?’ uma simetria
de AABC se T(A) = A. Considere que o baricentro de AABC' encontra-se sobre a
origem. Assim, é imediato que as rotacées Rzx, Rar € Rex = I sdo simetrias. O conjunto
{R%w =1, RQ?W , R%ﬂ }, munido com a multiplicz(;éo 3de magrizes ¢ um grupo isomorfo a Zs.
Além disto, as reflexdes {ra,rp,rc} sobre as bissetrizes do AABC também preservam o
triangulo, mas nao formam um grupo. No entanto,

rarg =rgrg=rc.ra= R,
3

da onde concluimos que

Ds :{I’R%,R%,TA,TB,TC}

é um grupo, o grupo de simetrias do triangulo equildtero, também denominado de grupo
diedral do triangulo.

Grupo Diedral do Quadrado.

Seja JABCD um quadrado com centro na origem. Considere dac e dpp as diagonais
do quadrado. Sejam M, N, P, @ os pontos médios de cada um dos lados e [y p € Ing as
retas definidas pelos pares de pontos sobre lados opostos. Agora, considere as reflexdes
{rac,mBp,"MP,"NQ} sobre cada umas das retas construidas. Desta forma, o grupo diedral
do quadrado é

Dy ={I, Rz, Rr, Rsx, 740, 7BD, TMP; TNQ}Y
Grupo das Permutacoes , ou Grupo Simétrico
Considere o conjunto I, = {1,2,...,n} e defina
Sp=A{f:1,—1I,| f ¢éuma fungao bijetora}

Defina a operacao de composicao de fungoes sobre S, entdao S, é um grupo. Segue que
S3 ~ D3, mas em geral temos que D, C S,. No caso n = 4, temos que o numero de
elementos de Dy é 8, enquanto o de Sy é 24.

Grupo Ortogonal de R3.
Seja T : R? — R3? uma transformacdo linear que preserva o produto interno, isto é, <
T(u),T(v) >=< u,v > para todo u,v € R3. Segue que,

<u,T'T(W) >=<u,v> = T'.T=1I.
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Tais transformagoes sao denominadas transformagcoes ortogonais e conjunto delas é deno-
tado por Os. Se T, Q : R? — R3 sdo transformacdes ortogonais, segue das identidades

(T.Q=Q".1", (I '=(1T")

que o produto delas e as inversas também sao ortogonais. Assim, O3 munido com a operacao
de multiplicagao de matrizes é um grupo. Devido ao fato que T*.T =1 = | det(T) |=1,
o grupo O3 contém o subgrupo

SO3 = {T:R> = R? | det(T) = 1}. (2.1)
denominado grupo de rotacoes de R3.

Exercicio 2.1. :

1. Mostre que os conjuntos acima, munidos com a s operagoes descritas, sao grupos.

2.1.1 Subgrupos

Definicao 2.2. Seja (G,.) um grupo, um subconjunto nao vazio H de G é um subgrupo de G
(denotamos H < () quando, munido com a operagao de G, (H,.) é um grupo. Equivalentemente,
se as condigOes abaixo sao satisfeitas:

1. Vhy, ho,hs, temos que hl.(hg.hg) = (hl.hg).hg;
2. Yhi,hy € H, temos que hl.hgl eH

Exemplo 2.2. :
1. Dado um grupo G, {e} e G sao subgrupos (triviais);
2. (nZ,+) é um subgrupo de (Z,+);
3. {I,R2x, Rix } é um subgrupo de Dj
3 3
4. {I,R;} e {I,Rg,R,T,R:%r} sao subgrupos de Dy.

5. Se m = np, entao D,, < Dy;

Cada elemento g € G gera o subgrupo

2 3
<g>:{Iag7 797---,9”,...,}_
Neste caso, dizemos que < g > é o grupo ciclico gerado por g.

Definigao 2.3. Se G =< g >, para algum g € (G, dizemos que G é um grupo ciclico.

O conceito de grupo ciclico pode ser estendido para um subconjunto S C G; sejam S =
{917---7gn} €

< S>={x1.x29.23..... T |neN, z; € Soux; ' €S}

Dizemos que < S > é o subgrupo de G gerado por S. Caso G =< S >, entdao G é gerado por S
e os elementos de S sao os geradores de G. Caso o conjunto S seja finito, o grupo G é dito ser
finitamente gerado.
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2.2 Plano Tangente

Sejam U C R? um conjunto aberto do R? e f : U — R uma funcio diferencidvel. Para
estudarmos a variacao de f na vizinhanca de um ponto p € U temos que fixar uma direcédo e
calcular a derivada da funcao naquela direcao; para isto procedemos da seguinte maneira: seja v
o vetor que determina a diregao e y(t) = p + tv, t € (—¢,¢€), a reta tal que y(0) = p = (zg,y0) €
~'(0) = v. Seja h(t) = f(v(t)) a fungdo h : (—e,e) — R. A derivada direcional de h na diregao
de v é

of dh (@) = f(1(0) (2.1)

lt=o= lim

ov 50 P) = dt t—0 t

Em particular, as derivadas parciais de f sao obtidas assim;

1. sejam eq = (1,0), y1(t) = p+¢(1,0) e hi(t) = f(71(¢));

of |  dh f(n(@) = f(n(0)
Gx()_%to_%m% " = (2.2)
i L@+ te) = fp) _ . flzo +1,90) — f(zo,90) (2.3)
t—0 t t—0 t
2. Analogamente, se ex = (0,1), y2(t) = p+¢(0,1) e ha(t) = f(72(t));
(;_ch(p) d(ZfQ limo= 1 im f(12(t)) ; f(72(0)) _ (2.4)
lim flp+ tez) f(p) = lim f(@o, yo + ti — f(®o0,%0) (2.5)

Desta forma, para cada dire¢ao temos uma taxa de variacao (derivada) para a funcao f. Além
disto, de acordo com a definicao, esta taxa de variagdo também depende da curva . Vejamos
que, de fato, a taxa de variacao independe de ~. Para este fim, precisamos do seguinte conceito:

Definicao 2.4. Dado um ponto p € R?, o plano tangente ao espaco R? em p, denotado por
TPRQ, é o conjunto dos vetores v € R? tais que existe uma curva v : (—e, €) — R? cujas condicdes
iniciais sao y(0) = p e v°(0) = v, isto é,

T,R* = {v € R? | Iy : (—¢,€) — R 4(0) = p,y(0) = v}. (2.6)

Para calcular a derivada de f, no ponto p = (zg,y0) e na direcao do vetor v, procedemos assim:
considere uma curva v : (—e, ) — R, y(t) = (71(¢),12(¢)), tal que v(0) = p e 7/(0) = v;

O )y FOOD=I10) _y, Ss0130) — Slan) _ .
:%ig(l){f(’h(t),’m(t))t— f (o, 72(t)) . f(330772(t))t— f($07y0)} _ (2.8)
=t { 5 010t 22O 4 O 220N o

onde ¢,d € (—e€,e) e c — 0 e d — 0 quando t — 0 (Teorema do Valor Intermedidrio). Portanto,
no limite,
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%(p) Z%(p)-m + g—y(p)-vz (2.10)

Exercicio 2.2. .

1. Mostre que Tp]R2 é um espaco vetorial isomorfo ao espaco vetorial R2.

2. Prove que %(p) ¢ R-linear na variavel v.

Devido a linearidade da expressao 2.10, com relagao a varidavel v, definimos o operador linear
df, : T,R* — R por

dfyv = 5-(0): (2.11)

Consequentemente, a derivada de f na direcao v independe da curva 7; depende apenas de p e
de v. Assim, a derivada de uma funcdo f : U — R, no ponto p € U C R?, é o funcional linear
dfy.

Podemos aplicar o que foi visto para determinarmos a derivada de uma funcio H : U — R2,
U C R2. Consideramos H(z,y) = (f(x,y),g(z,y)), entdo

0 0 0 0
cﬁwﬂ%w@@ﬂ%@m+£@m£@m+£@mz (212)

QN TOME
_ | oz dy
‘(%@ %@J'QJ' (2.13)

Portanto, a derivada da funcao H no ponto p ¢ uma transformacao linear dH,, : T,U — R?, onde
T,U ¢ isomorfo a R?, como espago vetorial.

2.3 Meétricas Riemannina

Na presente abordagem da geometria, a estrutura essencial é o de métrica riemanniana.
Munidos com uma métrica, nés podemos determinar o comprimento de curvas e a area de regioes.
Antes de dar a definicio de uma métrica riemanniana vejamos como isto funciona em R?2,

Em R2, o produto interno euclideano é definido da seguinte maneira: sejam u = (u1,uz) e
v = (v1,v2), entao

< U,V >= uv1 + Ugv2 (2.1)

Desta forma, o produto interno acima define uma aplicacio < .,. >: R? x R? — R satisfazendo
as seguintes propriedades:

1. (positividade) para qualquer u € R? temos que

<u,u>>0 e <u,u>=0 <& u=0.

2. (simetria) para todo u,v € R? temos que < u,v >=< v,u >.
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3. (bilinearidade) Para quaisquer A1, A2 € R e u,v,w € R? temos que

< MU+ Xov,w >= A < u,w > +A <v,w >

Definigao 2.5. A norma induzida pelo produto interno em R? ¢ a funcao | . |: R? — R dada por

|ul=vV<u,u> (2:2)

Ao fixarmos a base canonica em R? obtemos a representacio matricial

<uo>= (21 o) (é (1)> <'Z;> . (2.3)

Também temos que o produto interno euclideano em R? é determinado pela relacio

<u,v>=|ul|.|v|cos(8),

onde 6 € [0,27] é a medida do angulo formado pelos vetores u e v. Portanto, o angulo entre os
vetores u e v €

< u,v >
lul. v

). (2.4)

0 = arcos(

O angulo é bem definido porque a fungao cosseno é inversivel no intervalo [0, 7].
Para determinarmos o comprimento de uma curva v : [0,1] — R?, facamos uma digressiao ao
calculo. Seja v : [a,b] — R? ~(t) = (x(t),y(t)) uma curva diferencidvel e
Pn={a=to,...,thy...,tn, =b}

uma particao do intervalo [a, b] tal que

b—a
At =tgp1 —tg = — ° &k € [ths thsa]-

O comprimento aproximado de =, restrita ao intervalo [tg,tx11], € dado pelo Teorema do Valor
Intermedidrio por

As =] y(tep1) — v(te) =7 (&) | Dt

onde | v (&) |= /< (&), 7 (€k) >. Desta forma, o comprimento da curva v é dado por

n
Liy) = lim > [7 (&) | At
k=1
Segue da teoria de integragao que

b
Liy) = / ()| dt.

Uma vez que v'(t) € Tq/(t)]Rz, o formalismo imbutido na expressao 2.2, nos induz a considerar
situacoes na qual o produto interno depende do ponto, algo do tipo < .,. >;: Tv(t)IR{Q X Tv(t)R2 —
R.
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Definigdo 2.6. O comprimento de uma curva diferencidvel v : [0,1] — R? é dado por

1
Ly) = /0 ()| dt. (2.5)

Vejamos como considerar produtos internos e normas mais gerais. Como o comprimento
depende da norma utilizada, o seu valor dependera da norma utilizada.
Uma matriz

g= <911 912> , tal que g11 > 0, ga2 > 0 e det(g) > 0,
gi2 g22

define um produto interno através da expressao

g(u,v) = u* (gu 912> v=<u,g.v >, (2.6)
921 922

onde <, > = produto interno euclideano.
Como G ¢ simétrica, decorre que ela é diagonalizavel. Devido a positividade, segue que os
autovalores \ da matriz g sdo positivos, pois se u # 0 é um auto-vetor,

gu=Xu = guu) =A|ul>>0 = A>0

Analogamente, associamos ao produto interno ¢ : R? x R?> — R a norma | . g R?2 — R,

| ulg= Vg(u,u).

Proposicao 2.2. (Desigualdade de Cauchy-Schwartz) Sega g uma matriz simétrica positiva
definida. Entdo, para todos u e v

| g(w,v) |<[ulg . |vlg
Demonstragao. Sejam u,v € R? e t € R. Pelas propriedades de produto interno, temos que

gu+tv,u+tv) =l u ]3 +2tg(u,v) + % | v \32 0.

Para que a desigualdade seja verdadeira para todo t € R é suficiente que o discriminante da
inequacao seja sempre negativo, isto é,

A = [g(u,v)]*~ [ u gl v [3< 0.
Consequentemente, | g(u,v) |[<|u g .| v ]q O

Decorre da desigualdade de Cauchy-Schwartz que

—1< M <1.
[ulg - lvlg
Como a funcao arcos : [—1,1] — [0, 7] é continua e biunivoca, existe um unico 6 € [0, 7] tal que
cos(8) = IV (2.7)
[ulg - lvlg

Desta maneira, o conceito de angulo, assim como o de comprimento, decorre do conceito de
métrica.
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Definigao 2.7. Uma métrica riemanniana sobre o R? é uma aplicacido que para cada p € R?
associa um produto interno g(p) : T,R? x T,R? — R

g(u,u), =< u,g(p).v>. (2.8)
cuja dependéncia em relagao a p é diferenciavel.
Exemplo 2.3. Seja p = (z,y);

1. métrica euclidena

1 0
g(:v,y)(x7y) =< u,v >, 9(z,y) = <0 1>

u = (uy,us)
= < U,V >=U1.V1 + U2.V2
v = (v1,v2)

2. métrica hiperbdlica.

oK~

)

Vejamos que no caso da métrica hiperbdlica, o comprimento do vetor depende do ponto;

g o

1
g(a},y)(uav) = ? <u,v >, g(l‘,y) = <

u=(1,1) 1
ex: p=(1,10), v = (1,0) = ga,10)(u,v) = 100
1 u=(1,1)
. Lv) = 100
ex: p (1, 10)7 v — (170) = 9(171_10)(’& U)

3. métrica esférica.

2
9(6,9) (u,v) = 56n2(¢)u1v1 +ugva,  g(z,y) = <86n0(¢) (1)>

Definigao 2.8. Seja g(p) : T,R?|timesT,R? — R uma métrica riemanniana.

1. Seja v : [0,1] — R? uma curva diferencidvel. O comprimento de 7, medido com a métrica

g, € dado por

1
L(y) = /0 gy (t), v (t))dt. (2.9)

2. A 4rea de uma regido Q C R?, medida pela métrica g, é dada por

A(Q):/Q\/det(g)dxdy. (2.10)

Exemplo 2.4. Nos exemplos abaixo, considere a métrica hiperbélica sobre o R2, vejamos o
calculo do comprimento ou da area em alguns casos;
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1. Seja v : [e,1] — R? a reta dada por (t) = (¢,at). Assim, v'(t) = (1,a) e

1+a% 1

gr@.rOhen =—2 3

da onde temos que o comprimento é

1 2 2
1+a° dt 1+4a 1
L(’y) :/; a2 t_2 = a2 . <E—1> .

Assim, quanto mais préximo do eixo-x estiver o ponto 7y(e) maior serd o comprimento de
.

2. Consideremos o circulo com centro em (a,b) e raio R, sendo que R < b.
v(0) = (Rcos(0) + a, Rsen(0) +b), to =0 e t; = 2w

v (t) = R(—sen(0), cos(0))

L()_/27r Rd9d  27R
1= o b+ Rsen(0) b2 _ RZ

Casos limite,

(a) limp, L(ly) =0;
(b) R =e.b, onde 0 < € < 1. Entao,

lim L() = 0;

(¢) b=0= L(y) = [y cossec(#)dd = co.

3. O elemento de area associado a métrica hiperbdlica é

1
dA = \/det(g) = — dxdy.
Yy
Portanto, a drea de uma regiao Q C H? é

1
A(Q) :/ Q?dmdy

Sejam « e [ angulos fixos. Considere a regiao (gomo hiperbdlico)

Qup = {(z,y) € H? | R.cos(r — a) < 2 < R.cos(B), <y < oo},

1
Ve

A(Q ) /R.cos(ﬁ) /oo 1 dnd
af) = —ayar =
o R.cos(m—a) JVR2—z2 y2
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/R.cos(ﬁ) # T | R.cos() I (a 4 /3)

dr = —arcos—
R.cos(m—a) R?2 — 22 R 'R.cos(mr—a)

Definigdo 2.9. Sejam p,q € R? e Q(p,q) = {6 : [0,1] — R2 | §(0) = p,d(1) = ¢} o espaco das
curvas continuas ligando p & q. Uma geodésica ligando p a q é uma curva v € (p, q) tal que

L = min L(6 2.11
() = min_ (o) .11

Em R?, se considerarmos a métrica euclideana, dados os pontos p e g sabemos que existe
uma reta ligando-os e cujo comprimento define a distancia de p & g. A partir de agora, o conceito
de reta serd substituido pelo de geodésica enquanto o de distancia sera o seguinte;

Definicao 2.10. A funcéo distancia d : R? x R? — R é dada por

d — min L(S 2.12
(p,q) somin (9) (2.12)

Em decorréncia da definicao, a funcao distancia satisfaz as seguintes propriedades;
1. (positividade) d(p,q) > 0, e d(p,q) =0 < p =gq.

2. (simetria) d(p,q) = d(q,p).

3. (desigualdade triangular) Para quaisquer p,q e 7 em R2,

d(p,q) < d(p,r) +d(r,q).

A fungao distancia nos permite definir os conjuntos

Be(p) = {q € R* | d(p,q) < €},

os quais formam uma base para a topologia de R2.

A métrica hiperbdlica nao esta bem definida para os pontos pertencentes ao eixo-x (y = 0).
Este tipo de situacao implica em dificuldades técnicas, como por exemplo no calculo de distancias.
Desta maneira, considere a seguinte defini¢ao

Definicdo 2.11. Uma métrica é completa sobre uma regido Q C R? se para quaisquer par de
pontos z,y € ) existe uma geodésica ligando p & ¢ e a distancia d(p, q) ¢ finita.

No que se segue, estaremos sempre trabalhando com métricas completas e, por isto, faremos

mengao apenas ao termo métrica.

2.3.1 Grupo de Isometria

No estudo da geometria, as transformacoes do espaco que preservam a distancia sao funda-
mentais e fazem parte da andlise. Tais transformacoes denominamos de isometrias;

Definicao 2.12. .
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1. Sejam Q C R? um subconjunto de R? e g uma métrica definida sobre . Uma isometria é
um difeomorfismo f : 2 — € tal que para todo z € Q e u,v € T,

9ldfe -, dfe0) (o) = 9(u,v)a (f9 =9) (2.13)

2. O Grupo de Isometria de (2, g) é o conjunto

Tsomg(Q) = {f: Q2 — Q| f € Dif(), f*g = g} (2.14)

Exemplo 2.5. Considere a aplicacio definida pela rotacio Rg : R? — R2. Para cada z € R?,
(dRp)s : T,R? — TRe(x)RQ é dada por(dRy), = Rp. Como a métrica é a euclidena, segue que,
para todo z € R? e u,v € T,R?,

92 ((dRp)z.u, (ARp)z.v >=< Ry.u, Rg.v >=< u,v >= g(u,v).

Comentario 1. Considerando que geometria significa medir a terra, na presente se¢do vimos
que para medirmos precisamos da terra (espago) e do conceito de medicao (métrica). Portanto,
geometria significa um par (€2, g), onde © é um espago e g é uma métrica riemanniana definida
sobre €.

Numa geometria (€2, g), o conceito de reta é extendido para o conceito de geodésica. Portanto,
as implicagoes dos Axiomas de Euclides ndo poderao mais serem consideradas. Por exemplo, o
Axioma das Paralelas serd modificado de acordo com a natureza das geodésicas da métrica
utilizada. Veremos que, na geometria esférica, por um ponto p nao pertencente a uma geodésica
[ nao passa nenhuma geodésica paralela a [, enquanto na geometria hiperbdlica passam infinitas.



Capitulo 3

Geometria Euclideana

O objetivo é estudar a Geometria Euclideana a partir dos seguintes elementos primitivos: o
espaco topoldgico R? e a métrica euclidena g =<, >.

Definicao 3.1. O espaco euclideano E? é o espaco R? munido com a métrica euclideana;

E? = (R? < .,.>).

No Capitulo I, mencionamos que o conceito de reta é substituido pelo conceito de geodésica.
Portanto, na presente abordagem, devemos demonstrar que uma geodésica em E? | de fato, é
uma reta.

3.1 Geodésicas em E?

Para determinarmos as geodésicas em E? utilizaremos dois métodos distintos. O 1-método
¢ mais simples enquanto o 2% serd apresentado na ultima secao deste capitulo como uma forma
de entender a questao de um ponto de vista global. No 2° método surge a curvatura da curva
que, juntamente com o comprimento, sao os principais invariantes geométricos (independem da
parametrizacao) de uma curva.

Na Geometria Analitica, aprendemos que a distancia entre os pontos p e ¢ em R? é dada pelo
comprimento da reta que une estes pontos. Se p = (p1,p2) € ¢ = q1,¢2), a distancia é

la—p|= \/(Q1_p1)2+(QQ_p2)2- (3.1)

A distancia acima nao utiliza a parametrizacao da reta uma vez que segue dos axiomas de Euclides
que a menor distancia entre dois pontos é dada pela medida do tnico segmento de reta que une
os pontos, e, pelo Teorema de Pitdgoras, esta medida é obtida pela expressao 3.1.

Seja

Qp,q) ={v:[0,1] > E* |y € C%~(0) = p,¥(1) = ¢}

o espaco das curvas continuas ligando p & ¢ em E2. A integral do comprimento de uma curva
define a fungao

1
L:Q(p.q) — R, L<v>=/0 (8 | db

Desta maneira, a distancia entre os pontos p e ¢ em E? é dada por

21
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d ,q) = inf L(~).
k2 (D, q) o (7)

Uma propriedade simplificadora no estudo de E? é a de que E? é um espaco vetorial. Isto nos
permite utilizar as técnicas da Algebra Linear para chegarmos aos resultados. A reta r: [0,1] —
E2, ligando p & g, é parametrizada por

r(t) =p+tlg—p),

L(r)=[qg—p].

Proposicao 3.1. Sejam p e q pontos em E2. A geodésica ligando p & q descreve uma reta. Além
disto,

dr2(p,q) =lq—p]| - (3.2)

Demonstracao. Seja a:[0,1] — R uma curva ligando p = a(0) & ¢ = «(1). Assim,

1
qg—p= / o (t)dt.
0

Seja v € E? um vetor unitdrio qualquer. Desta forma,

1 1
<q—p,v>§/ <a’(t),v>dt§/ Lar(t) | dt.
0 0

e, consequentemente,

1
<|q—pr,v>§/ Lo (t) | dt.
0

Se tomarmos v = =L segue que
la—pl*

lg—p|< L) = |q—p|<dr2(p,q)

Portanto, o comprimento da reta ligando p a g é menor ou igual ao comprimento de qualquer
outra curva ligando estes pontos, da onde concluimos que a reta é a geodésica e dg2(p, q) =| p—q |.
O

Teorema 3.1. Sejam p,q € E2. Entdo, existe wma tinica geodésica, parametrizada pelo compri-
mento de arco, ligando p a q.

3.2 Isometrias de E2

Com o intuito de descrever o grupo Isom(E?), vamos primeiramente estudar as isometrias
mais simples de E2.

Definicao 3.2. Uma rotacao de angulo # com centro na origem é uma transformacao linear
Ry : E? — E? que satisfaz as seguintes propriedade; para todo 6 € R e u,v € E?

< Rg.u, Rg.v >=<wu,v >, det(Rg)=1
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Observagao. Decorrem da definicao as seguintes propriedades de uma rotacao:

1. Rp(0) = 0 para todo 0 € R.

2. Ryp.R, = R).Ry =1,

3. Em relagdo a base canonica 3 = {(1,0),(0,1)} de R? a matriz que representa Ry é

cost) —senb
[Rols = <sen9 cosb >

Nao havendo possibilidade de mal entendido, denotaremos Ry = [Ry)g3.
Proposigao 3.2. Sejam Ry e Ry rotagoes, entdo:

1. Rgo Ry = Ropi 4.

2. Ry' =Ry

Corolério 3.1. Seja SOy = {Ry | 0 € R} o conjunto das rotagées em E?. Entdo, SOy é um
grupo abeliano.

Proposicao 3.3. Se Ry : E2 — E? ¢ uma rotagdo, entio Ry € uma isometria de E2.

Demonstracao.

Ry(x,y) = (cosb.x + senb.y, —senb.x + cosb.y)

Portanto, (dRg)(z.y) : T(Ly)IE2 — TRy (a,y) ¢ dada por

(dRg)(z,)-v = Rg-v

(zy
da onde temos que
< (ng)(x,y).U, (dRG)(Ly) >=< Rg.v, Rg.u >=< u,v >

O

Para introduzirmos as transformagoes de reflexao sobre uma reta, inicialmente vamos con-
siderar a reflexdo sobre o eixo-x definida por

V"m(.%',y) = (Q?, _y)

Desta forma, r, : E? — [E? é uma transformacao linear tal que r2 = idg2, cuja matriz, em relacio
a base canonica, é dada por
rals = 1 0
A= \0 —1

R,g?“a; = T'QCR,Q. (3.1)

Observamos que para qualquer 6 € R,
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Definigdo 3.3. Seja I C E2 uma reta passando pela origem cuja inclinacdo (medida em relacio
ao eixo-x, no sentido anti-horario) mede 6. Uma reflexao em relagdo a [l é a transformacao linear
r; : E2 — E? definida por

] :RgorxoRgl

Segue da identidade 3.1 que

T = RQ.T'J;.R,Q = RQ@.Tx

Exemplo 3.1. :

1. Reflex@o sobre o eixo y.
ry(z,y) = (—x,y). Portanto, em relagdo a base canonica temos que

[ryls = <_01 ?)

2. Reflexao em relagao a reta | = {(x,y) € E? | y = tg(0)x}.
Se 0 ¢ a inclinagao de I com respeito ao eixo-x, entao decorre da defini¢ao r; = Rgor,o Ry 1,
E? — E? que a matriz de 7, na base canonica, é

cos20  sen20
[7’1]/3 - <sen20 —60829> (32)

3. Em funcao do coeficiente angular de y = az a reflexdo do item anterior é

1 1 —a? 2a
Ty ( 20 -1+ CL2> 3.3)

Proposicao 3.4. Seja | uma reta passando pela origem em E? . Entdo;
1. Se p €1, entdo ri(p) = p.
2. 1} = idge

3. 1 : B2 — E? satisfaz rf.rl = rl.rf = 1, ou equivalentemente;
< rpu,ro >=<u,v >, Yu,v e E?
4. r;: E? — E? € uma isometria.

Exercicio 3.1. Prove a proposi¢ao anterior.

Proposicao 3.5. Sejam I, retas em E? que passam pela origem e formam dngulos v, 3, respec-
tivamente, com o eizo-x. FEntao,

rpor, = Rz(a_ﬁ), rrOoTp = R—2(a—ﬁ)
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Demonstragdo. De acordo com 3.2, temos que

25

i) = (220 2N (2) o = (20 @) (1)

Desta forma,

rente = (800 ) (5 enton = (2

Definicao 3.4. O grupo ortogonal é o conjunto

Oy ={A e My(R) | AA' = AL A =1}
munido com a operacao de multiplicacao de matrizes.

O grupo O3 age sobre E2 e a acdo tem um tinico ponto fixo (a origem).

Exercicio 3.2. :

—sen2(f — «)
cos2( — «)

O

1. Mostre que Oy é um grupo e que SOy é um subgrupo de O2 (subgrupo das rotagoes).

2. Seja Dy, o grupo diedral do poligono regular de n lados. Mostre que se [, s sdo retas passando

pela origem que formam um angulo Z entre si, entao
n

D, ~<r;,rs > . (3.4)
Proposigao 3.6. O grupo Os ¢é gerado por reflexdes.
Demonstracdo. Seja A € O- a matriz
a b
A=
(c 4
Segue de AL.A =T que
a+bv*=1 (1)
ac+bd=0 (2)
A+rd?=1 (3)
A equagao (2) implica que ac = —bd. Vamos considerar os seguintes casos;
1. ¢c=0;
entdo d=1 ou d=-1, e em ambos os casos b=0, da onde a = 1 ou ¢ = —1. Portanto, A serd

igual a uma das seguintes matrizes

IR ) B ) B )

)(

x
Y

)
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2. d=0;

entdo c=1 ou c¢=-1, e em ambos os casos a=0, da onde b=1 ou b=-1. Portanto, A serd
igual a uma das seguintes matrizes

o) (G G ()

3. a=0 ou b=0;
estes casos resultam nas mesmas matrizes obtidas nos itens anteriores.
4. a#0eb#0;
entdo ¢ = —2 o que substituindo na equagao (3) resulta em | d |=| a |. Consequentemente,

ha duas possibilidades

Assim, neste caso teremos que

a b a b
A:<_b d> ou A:<b —a>

Seja 0 € R tal que a = cosl e b = —senf, entao as equacgoes sao satisfeitas. O angulo 0
sempre existe porque as funcoes cosseno e seno sao continuas. Assim, temos que

A cos  —sent o A— cos)  sentl \ _ (cos) —senf) (1 O
~ \senf cosb ~ \senfl —cos) \senf cosH 0 -1
Portanto, ou A é uma matrix de rotacdo Ry ou é o produto de uma rotacio seguida por uma

reflexdo. Na proposic¢ao 3.5 vimos que as rotacoes sao produtos de reflexoes, da onde conluimos
que O3 é gerado por reflexoes. O

Exercicio 3.3. :

1. Sejam Ry uma rotacao e r; uma reflexao sobre uma reta | passando pela origem. Suponha
que [ forma um angulo ¢ com o eixo-x. Mostre que Ry or; é uma reflexao ao longo de uma
reta t e determine t.

2. Conclua que Oy nao é um grupo abeliano.

3. Nos casos tratados na demonstracao do teorema acima, diga qual o significado geométrico
para a transformagoes que surgem nos casos ¢ =0 e d = 0.

Definicao 3.5. Seja b € R%. Uma translacio é uma transformacio T}, : E? — E? definida por

Ty(x) =2 +b, b=T(0). (3.5)

Proposigao 3.7. As translacdes satisfazem a sequintes propriedades;
1. Se b# 0 entdo as transformacées Ty, : E?> — E? ndo sdo lineares.

2. Se b#0, entdo para todo x € E? Ty(z) # x.
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3. Sejam by, by € E2, entdo
Ty, 0 Ty, = Ty, 0 Ty, = Ty 4, -
4. Para todo b € E?, TI;I =T_,.
5. o conjunto
T ={T,|beE*}
munido com a operagdo de composicdo € um grupo abeliano isomorfo a R2.

6. T age em E? sem pontos fizos.

7. Para todo b € E2, Ty, : E2 — E? € uma isometria.
Demonstragao. .

L. Veja que Ty(z +y) =z +y+b# (z+b) + (y +b) = Tp(z) + ts(y).

2. Ty(z)=2 < z+b=z < b=0.

3. Ty, o Tp, () = Ty, (x + b2) = x + ba + b;.

4. Tyo T p(x) = Ty—p(x) = To(z) = x, ou seja T o T_p, = idpe.

5. Pelos itens anteriores, segue que (T') é um grupo abeliano. A aplicacdo ¢ : 7 — R? dada
por ¢(T}) = b define um isomorfismo entre grupos. Além disto, segue que 7 age sobre E?
através da agio 7 x E? — E? definida por (T}, z) — Ty(x).

6. Seja Ty € T, entao Tp(x) = x + b. Portanto, dT} |, .v = v implica que T} é uma isometria

de E2.

O

Uma vez que a composigao de isometrias é uma isometria, vamos considerar para todo A € Oo
e b € E? a isometria

Tap:E* = E*  Tap(u) = Au+b. (3.6)

Exercicio 3.4. :

1.

2.

3.

Reflexd@o sobre uma reta [ C E2
Seja I C E? uma reta definida pela equacdo y = ax + b. Mostre que a reflexdo em relacio
a | é dada pela transformacéo r; : E? — E2,

1 1—a? 2a x 2b
W’y)—m( % _1+a2> <y>+1+—a2<‘“’1>~ (87)

Sel = {(z,y) € E? | y = tg(d)x — atg() é a reta com inclinacdo # passando pelo ponto
(a,0), entao

2a.tg(0)

ri(u) = ry R_op(u) — 1+ tg2(0)

(—tg(0),1) = 11="T,, Ry b(6,0) (3.8)

Nos itens anteriores obtenha a expressao para a reflexao ao longo dos eixos e das reta y = «,
onde « é constante.(no caso do eixo-y, considere o caso a — 00).
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4. Rotagao com centro em P
Seja Py = (70,v0) € E2. Seja R(];“ : E? — E? uma rotacdo de centro em P, e angulo 6.
Considere vy = OF, e mostre que

Ry®(u) = Ry(u) +vo — Ro(vo) = R§® = Ty 00— Ro(v0): (3.9)

5. Seja [ uma reta qualquer em E? e o € R uma constante. Mostre que existe uma isometria
f:E?2 — E? tal que a imagem de [ é a reta t = {(a,y) | y € R}

Proposicao 3.8. Sejam I, s retas em E? e ry, 74 as respectivas reflexoes. Entdo,

1. Sel//s, entao rpors =Ty, ersor; = Ty, onde b € E2 ¢ um vetor ortogonal a l,s e
| b |= 2dist(l, s)

2. Sel,s sao concorrentes, entdo rjors = Rog e rs01; = Rog, onde 8 € R € o angulo formado
porl e s.

Demonstragao. 1. Sem perda de generalidade, podemos assumir que

l={(a,y) eE? |y eR}, s={(B,y) eE?’|yeR}

onde «, 3 sdo constantes. Assim, sejam ug = («,0) e vg = (,0). Segue que as reflexdes
r, 75 : B2 — E? sdo dadas por

ri(u) = ry(u) + 2ug, rs(u) = ry(u) + 2vo. (3.10)

Portanto, uma vez que 7,(ug) = —ug e ry(v9) = —vp, a composigao é
rpors(u) =u+ 2(up — vo) (3.11)
rsor(u) =u+ 2(vo — up) (3.12)

2. Sem perda de generalidade, podemos assumir que [ e s sao concorrentes na origem. Suponha
que [ forma um angulo a com o eixo-x e s forma um angulo 5 com o eixo-x. Assim, § = a—f
e a afirmagao decorre da proposicao 3.5.

O

Teorema 3.2. Seja T : E?> — E? uma isometria. Entdo, existem A € Oy e b € E? tais que, para
todo = € E?

T(l‘) =Ax+b (T = TA,b)

Demonstragdo. Seja p = (z,y) € E2. Por defini¢do, < dTy.u,dlyv >=< u,v > para quaisquer
u,v € R?, e portanto, dT, é ortogonal. Pela proposicao 3.6 existe uma matrix ortogonal A tal
que [dT,]s = A(p), onde A depende de p. Ainda de 3.6, segue que existe 6(z,y) € R tal que
A(x,y) = Ry(yy) o0 A(z,y) = Rg(s,) © 7z Vamos tratar do 1%-caso, uma vez que o 2 segue de
forma andloga. Suponha que 6 : E? — E? é ndo constante e que existem funcdes diferencidveis
f,g:E? — E? tais que T(z,y) = (f(z,v),9(x,y)). Assim,

of of
dT(x,y) = <% gZ)

dxr Oy
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Ry segue que

No entanto, se dT\, ) =
of dg
or oy cost(x,y)
e
of  9dg
9y~ or senf(z,y).

A identidade aifafm = aajafy implica que

06 06
a—ysen@(m, y) = %cose(m, Y)

9%g _ 0%
Oydxr — 0Oxzdy’ que

Analogamente, segue de

%0030(@“, y) = — %sene(aj, Y)

oy ox
Se assumirmos que € nao é constante podemos dividir as expressoes acima para obtermos
90 99
%:g:_g = |VOP=0 = VvVO#=0
ox Jy

Ou seja, concluimos que ¢ ¢ constante. Neste caso, ao integrarmos d7), = Ry obtemos

T(z)=Rpx+b, b=T(0)

Se aplicarmos os mesmos procedimentos para o caso A = Ry o r,, concluimos que

T(z) = (Rgory)x+b, b=T(0).

Definicao 3.6. A isometria T4
1. preserva orientagao se det(A) = 1.
2. inverte orientagao se det(A) = —1.

Lema 3.1. Seja | uma reta e Tap € Isom(E?). Entdo, Tau(l) € uma reta.

29

Demonstragdo. Sejam p,q € l. Desde que [ minimiza a distancia entre p e ¢, vamos consideré-la

parametrizada por 7 : [0,1] — E2 (p/ comprimento de arco)

— Alg—p)+Ap+b=s (Ag+b—Ap—b)+Ap+b=

1
lg—p|

Tap(q) — Tap(p
- SR T




30 CAPITULO 3. GEOMETRIA EUCLIDEANA
Uma vez que | Tap(g) — Tap(p) |=| g — p |, segue que

_  Tap(a) = Tap(p)
| Tap(a) = Tap(p) |

Tap(v(s)) + Tap(p)

Portanto, T'4 () é a parametrizacdo, por comprimento de arco, da reta que minimiza a
distancia entre T4 4(q) € Tap(p).
O

Lema 3.2. Seja f : E?> — E? uma isometria tal que no ponto p satisfaz f(p) = p e df, = 1.
Entao, f = idgz.

Demonstragao. Decorre do lema anterior que a imagem da reta y(s) = sﬁ +pé
fla) - f(p)
f(s)) = s~ — 7 + f ().
| fla) = f(p) |
Pela hipotese,
d _ _
GO = g, A=P _ 4=P
ds la—pl [qg—p]

Portanto,

Ml —f) _ a-p
| fla)—f®) | la—p|

Como f(p)=pe| flq) — f(p) |=| ¢—p|, segue que f(q) = ¢ para todo q € E2.

O

Observacgao. O lema acima, decorre do fato para cada ponto p € E? e v € TpE2, existe uma
unica geodésica satisfazendo v(0) =p ey (0) =v € TpIEQ. Como as geodésicas ligando os pontos
p,q e f(p) =p, f(q) tem as mesmas condi¢bes iniciais e levam os mesmo “tempo” para chegarem
ag e flq), segue que f(g) = g.

Definigao 3.7. Sejam A, B e C pontos nio colineares em E2. Um triangulo euclideano A(A, B, O)
é formado pelas 3 retas definidas pelos pontos A, B e C.

O seguinte axiomas de Euclides apresenta as condigoes suficientes para que 2 triangulos sejam
congruentes;

Axioma 3.1. Congruéncia (LLL) Dois triangulos quaisquer sao congruentes se tiverem os 3
lados congruentes.

Na presente formulacao da geometria euclideana o conceito de isometria substitui o de con-
gruéncia. O seguinte resultado é equivalente ao axioma acima;

Proposicao 3.9. Sejam A, B e C pontos ndo colianeares em E2. Qualquer isometria f €
Isom(E?) € determinada pelas imagens f(A), f(B) e f(C).

Demonstragao. Considere em E? a estrutura de espaco vetorial induzida pelo R? de tal forma
que a origem esta em A e o eixo-x esta definido pela reta ligando A a B. O eixo-y é determinado
pela tnica reta perpendicular ao eixo-x. Sejam Pp = (zp,yp) e Po = (z¢,yc) as coordenadas
de B e C em R?. Decorre da hipétese que os vetores vg = 0—15 B evo = 0—15(; sao linearmente
independentes. Por isto, para qualquer ponto P € E2, representado pelo vetor v = OP € R?
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existem «, 3 € R tal que v = avp + fvc. Seja f =Ty, onde A € Oy e b= f(0). Entao, f(0) =b
e

f) =Av+b=af(ve)+ Bf(vc)+ f(0)
Portanto, f é determinada pela imagem dos vetores 0, vp e vc. U
Exercicio 3.5. :
1. Enuncie e prove o caso (LAL) de congruéncia de triangulos.
2. Enuncie e prove o caso (ALA) de congruéncia de triangulos.

3. Sejam A, B € E? dois pontos quaisquer e [ a reta definida por eles. Mostre que o conjunto
dos pontos eqiiidistantes de A e B é uma reta ortogonal a .

3.3 Relacoes Métricas em E?

Trés pontos A, B e C nao colineares em E? definem um tnico triangulo AABC. Associado a
cada um dos vértices A, B e C temos os angulos internos medindo «, § e -y, respectivamente. Se
a, b e ¢ forem os comprimentos dos lados opostos aos vértices A, B e C, respectivamente, entao
as relagoes métricas em AABC' sao as seguintes;

1. Lei dos Cossenos,

(Z2 = b2 + 02 - 2bC.COS(Oé) (31)
b = a? + ¢ — 2ac.cos(f),
()

? =a® 4+ b* — 2ab.cos(v).

Em particular, se o angulo o = 7/2, temos o Teorema de Pitagoras;

a® =b* + 2 (3.4)

2. Lei dos Senos,

sen(a) _ sen(f3) _ sen(y)
a b c

(3.5)

De acordo com pos critérios de congruéncia da geometria plana (LLL, LAL e ALA), os
angulos internos nao determinam a classe de congruéncia de um triangulos, apenas a de semel-
hanca. Assim, a area de um triangulo euclideano pode ser determinada em fungdo dos lados
apenas, através da formula

a+b+c

5 (3.6)

A=\plp—a)lp-b)(p—c), p=
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Capitulo 4

Geometria Esférica

4.1 Meétrica Esférica

4.1.1 A superficie S?

Neste capitulo, consideraremos o espaco euclideano como sendo o par E3 = (R3, < e >)
onde < .,. >:R3 x R3 — R é o produto interno euclideano.
A esfera de raio raio Ry em R? é o conjunto

S%(Ry) = {v € R%; | v |= Ry} (4.1)

Se considerarmos a funcdo h : R3 — R, h(z,y,2) = 22 + y? + 22, entdo S? = h™1(Ry) é uma
superficie de nivel, e devido a isto, o plano tangente no ponto p € S? é

T,5% = {v € R? |< v,0p >= 0}. (4.2)

S%(Ro) é um espaco compacto para todo Ry € R, uma vez que é fechado e limitado. Ao longo
do texto, estaremos considerando S? = S2(1). Assim, se p = (z,y,2) € S?, entdo uma base para
o plano tangente Tp82 é dada por

7 es = (0,1, ———2——)} (4.3)

\/1—:U2—y2)’ V1— a2 — 2

Definigao 4.1. A métrica esférica g, definida sobre S? é a métrica induzida pela métrica eu-
clideana de E3 através do mergulho de S? em R3. Localmente, g, é obtida assim; sejam (U, @)
uma carta de S?, ¢ € By e p = ¢(q) € S?, e sejam 14 = dpg.u e v = dog.v vetores tangentes
pertencentes a TPSQ, entao

ﬁ = {61 = (1,0,

g(ﬁﬂ '[})p =< d¢Q'ua d¢Q'U > (44)

Desta maneira, supondo que a carta considerada é (U, ¢1), temos que

_ _ 12
g =< e, e >= 7o, 1—y2 cy
— _ ry | 12242 12292
912 =< 61762 >= 1_$2_y27 = gS - Ty Y liny (45)
_ 2 —p2_ 42 2.2
g22 =< ez,e9 >= 1,112{3/2- 1=af—y®  1-a®-y

33
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4.1.2 Coordenadas Esféricas

A maneira mais natural de descrevermos os pontos do espaco é associarmos a cada ponto
p € R? uma tripla (z,y,z), denominadas de coordenadas cartesianas de p. No entanto, nem
sempre este é o melhor sistema de coordenadas para se estudar um determinado problema.
Ao tratarmos de problemas sobre uma esfera S2(Rg) é mais natural associarmos a cada ponto
p = (z,y,2) do espago uma tripla (p,6,), onde

p mede a distancia de p a origem,
0 é o angulo, medido em radianos, entre a projecao do vetor op sobre o plano-xy e o eixo-x,

1 € o angulo, medido em radianos, entre o vetor 0p e o €ixo-z.

(4.6)

O angulo 6 é denominada a longitude de p, enquanto o angulo ¢ a latitude de p. Desta maneira,
temos que

x = p.cos(0)sen(v)), y=p.sen(f)sen(y)) e z= p.cos(y). (4.7

Isto define a aplicacdo F : R? — R3,

F(p, 0.4) = (p-cos(8)sen(1), p.sen(9)sen(s), p.cos()),

Um sistema de coordenadas esféricas em R3 é um sistema ortogonal de coordenadas (p,6,1))
e uma aplicacdo F' : R?® — R3 tal que, para qualquer constante positiva Ry € R, F(Rg,0,1))
descreve a esfera de raio Ry

S%(Ry) = {F(Ry,0,¢) € R3| (6,1) € [0,2x] x [0,7]}.

Desta forma, a descricio da esfera S?(Rg) em coordenadas esféricas é mais simples uma vez
que p = Ry é constante. Porém, para que F' defina uma mudanca de coordenadas devemos
restringi-la, de modo a obter um difeomorfismo, & F : R x (0, 27) x (0,7) — R3.

Exercicio 4.1. .

1. Mostre que o comprimento de uma curva v : [a, b] — R3, calculado em coordenadas esféricas,
é

b
L) = [ o)+ psent)@)2 + 20t (45)

Determine L(v) quando v C S?(Ry.

2. Mostre que o volume de uma regido 2 C R3, descrito em coordenadas esféricas, é

V(Q) = /Q p?sen(v)dpdfdap. (4.9)

3. Seja p € S%. Determine uma base ortogonal para TpS2 e mostre que, utilizando as coorde-
nadas esféricas (), a métrica esférica sobre S? é localmente descrita por
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g11 = sen (1),

sen 0
g12=921=0 = gs= ( 0(¢) 1> (4.10)
g =1

4. Mostre que a drea de uma regidio A C S?(Rp), descrito em coordenadas esféricas, é dada
por

A(A) = /A R2.sen”(v)dfdv, (4.11)

onde A é a pré-imagem de A por alguma carta, e calcule a drea de S2(Ryp).

Definigdo 4.2. O Espaco Esférico é o par (S?,gs), onde g, é a métrica esférica induzida pela
métrica euclidena de R? sobre S2.

A geometria esférica estuda as propriedades métricas da superficie riemanniana

S? = (52, g5). (4.12)

4.2 TIsometrias de S?

Ao visarmos a classificacdo das isometrias de S?, primeiramente, observamos que o conjunto
das transformacoes lineares T : R? — R? que preservam o produto interno euclideano em R3, isto

3

¢,

<T(u),T(w) >=<u,v>, VYu,veR3,
sdo isometrias de S?, pois;
1. se p € S?, entdo T(p) € S?, uma vez que | osz) |=| op |=1,

2. dT, : TpS2 — TT(p)S2 é dada por dTp,.u = T'(u) e, por isto, preserva a métrica esférica;

g(dAp.u,dA,.v) =< dAp.u,dAp.v >=< u,v >= g(u,v).

Estas transformacoes lineares sao isometrias de E3 que, quando descritas com respeito a uma
base ortonormal de R3, as suas representacoes matriciais formam o grupo ortogonal

O3 ={Aec M3(R) | AA"= A" A =1}. (4.1)

Portanto, segue que Oz é um subgrupo de Isom(S?). No entanto, temos o seguinte resultado
Isom(S?) C Os;

Teorema 4.1.
Isom(S?) = O3
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Demonstrag¢do. Vamos mostrar que Isom(S?) C Os.
Seja B = {e1,e2,e3} uma base ortonormal de R? e Ty € Isom(S?). Observamos que e; € S? e
e; € T,S? se < e;,u >= 0. Portanto,

< To(ei),To(ej) >= €i,€; >,
para todo 7,j = 1,2,3. Consideramos a aplicacio T : R3 — R3, definida por
u | 1 (i> ,  se u |# 0,
0, se u=0.

Se u € S?, entdo T(u) = To(u). Tendo em vista que a base B = {T'(e;), T(ez), T(e3)} é ortonor-
mal, entdo para todo u € R3

3
T(u)=> <T(w),T(e;)>T(e;) =Y  <ue;>T(e).
1 %

Além disto, se u # 0, temos que u =| u | .ug, onde ug = Wu\ € S?. Desta forma, segue da definicio
que

T(u) =|u|.T(up) =| u | Z < wg,e; >T(e;) =

1
= Z <l u| . up, e >T(e;) = Z <u,T(e;) > T(e;).
7 7
Consequentemente, T : R? — R? é uma transformacio linear e, para todos u,v € R3,

<T(u),T(v) >= Zuivj <T(e;),T(ej) >= Zuivj < e, e >=<u,v>.
.3 .3

Portanto, a matriz de T’ na base 3 pertence a Oz, ou seja, a cada Ty € Isom(S?) corresponde uma
tinica transformacao ortogonal T' € O3. Consequentemente, Isom(S?) C O3, da onde concluimos
que Isom(S?) = Os.

O

Em decorréncia do teorema acima, as isometrias mais simples pertencentes & Isom(S?) sao
as rotacoes e as reflexées sobre planos passando pela origem.

Definigdo 4.3. Sejam m um plano em R? e 8 = {e1, €2, e3} uma base ortonormal de R3, onde
{e1,e2} é uma base de T;

1. A rotagdo de angulo 6 sobre 7 é a transformagao linear R} : R3 — R3 que fixa a diregao
ortogonal & 7 e realiza uma rotacao de angulo 6 sobre o plano 7. Desta maneira, a matriz
de Rj na base 3 ¢é

cos(d) —sen(f) 0
[Rglp = [ sen(f) cos(d) O
0 0 1
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2. Uma reflexdo sobre o plano 7 é uma transformacao linear r, : R3 — R3, tal que na base (3,
é representada pela matriz

Observamos que se A € Og, entao

det(A'A) =1 = |det(A)|=1,

ou seja, det(A) =1 ou det(A) = —1. As transformacdes lineares ortogonais de R? com determi-
nante igual a 1 formam o grupo ortogonal especial

SO3 ={A € O3 | det(A) =1}. (4.2)
Desta maneira, Isom?(S?) = SO3 corresponde ao subgrupo de isometrias de Isom(S?) que preser-
vam a orientagao.
Decorre da rigidez das isometrias que os autovalores de uma transformacao ortogonal sao ou 1
ou —1, pois, se u # 0 e Tu = A.u, entao
<Tu,Tu>=<u,u> = MN-1)|ul’=0 < |A|=1
Proposicao 4.1. Com respeito a transformagoes ortogonais de R®, temos que;

1. Toda transformacio T € O3 fiza uma direcdo em R3.

2. Seja T € Isom(S?). Eriste uma base ortonormal 3 = {e1,ea,e3} e um dngulo 6 € R tal
que a matriz de T na base B € dada ou por

cos(0) —sen(f) 0 cos(d) —sen(f) 0
A= |sen(d) cos(f) 0O oupor A= |sen(d) cos(@) O
0 0 1 0 0 -1

Demonstracao. O polindmio caracteristico de T é da forma

pr(N) = A3 +aX? +bX +c

e as suas raizes reais sao 1 ou —1. Um polinémio de grau 3 com coeficientes reais sempre tem
uma raiz real, da onde concluimos que ha uma direcao fixada por 7.

1. Suponha que pr(A) possui uma raiz igual a 1; neste caso

pr(A) = (A=1) (A2 +a)+b).

Sejam ez o autovetor unitério correspondente ao auto-valor A = 1 e V C R3 o subespaco
ortogonal a reta [3 determinada por es. Segue do fato que T preserva a ortogonalidade
entre subespacos vetoriais que V é invariante por T e

RE=V@ <es>.

Seja {e1,e2} uma base de V.e R=T |y: V — V. Entao, em relacao a base {e1,es2,e3}, a
matriz de T' é da forma
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(? ?) , onde R:V —V satisfaz RIR=RR'=1

Considerando que V ~ R?, segue da proposicio () que existe # € R tal que ou R = Ry ou
R = Ry.r;. No primeiro caso, Ry nao possuiu auto-valores reais uma vez que trata-se de

_(Ry 0O
()

No segundo caso, R é uma reflexdo em V e por isto fixa uma diregao e inverte a outra (em

uma rotacao; entao,

V'), isto é, os autovalores sao, precisamente, —1 e 1. Neste caso,

pr(\) = (A =1’ (A+1)

1 0 0
A=(0 -1 0
0 0 1

2. Os argumentos sao andlogos para o caso quando

pr(N) = A+ 1) (A2 4+ a) +b).
O

Coroléario 4.1. Qualquer isometria em Isom(S?) é a composicdo de rotagdes ou de de reflexdes
sobre planos passando pela origem em R3.

Definicao 4.4. O angulo entre dois planos 71 e m em R? é definido como sendo o angulo entre
os respectivos vetores normais vy (L ) e va(L ),

K(?Tl,ﬂ'g) = K(Ul,’vg).

Proposicao 4.2. Sejam w, m planos em R> e ry, . as reflexes em relacio a cada plano
respectivamente. Entado,

1. Se w, ™ sao transversais, formando um dangulo 0 entre eles, e passam pela origem, entdo
existe uma base de R® tal que

cos(20) —sen(20) 0
reorm = [ sen(20) cos(20) 0
0 0 1

2. Sejam 7 e ™ planos paralelos, entdo existe um vetor v € R? ortogonal aos planos tal que

reoTm =1, onde |v]|=2dist(m, m)
Como consequéncia dos resultados acima, temos uma situagio idéntica a obtida para I'som(E?).

Teorema 4.2. O grupo Isom(S?) é gerado pelas reflexdes sobre os planos que passam pela origem.
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Se 7 C R? é um plano passando pela origem, denotamos por I, a reta definida pela direcio
invariante de R} (I L 7).

Exercicio 4.2. .

1. Mostre que dados 2 planos 7 e 7 passando pela origem em R3, existe uma transformacio
ortogonal A € SO3 tal que A(m) = ma.

2. Demonstre a proposicao 4.2 acima.

4.3 Geodésicas de S?

Devido as limitagoes do espaco-tempo, nao vamos apresentar uma demosntragdo de como
classificar as geodésicas sobre S? a partir da métrica esférica. Em vez disto, iremos enunciar
alguns Axiomas.

Os pontos p, ¢ € S?(R) definem o plano Tpg, que contém a origem e é gerado pelos vetores op
e 0q;

Tpg = {s.0p +t.04 | s,t € R}.

A intersegao de S?(R) com 7, ¢ uma circunférencia que denominamos de equador e denotamos
or e,,. Além disto, os pontos p e ¢ dividem o equador e,, em dois arcos ¢!, e ¢2, denominados
Dq ) pq rq rq
segmentos.

Axioma 4.1. Dados dois pontos p,q € S?>(R) existe um tinico equador ¢ C S?>(R) tal que p,q € ¢.

Axioma 4.2. Os pontos p e q dividem o equador ¢,y em dois segmentos ell)q e egq.

s

Axioma 4.3. A distancia esférica entre dois pontos distintos p,q € S?>(R) ¢é

dSQ(R) (pa Q) = inf(L(e;)q)? L(e?)q))

Axioma 4.4. Para qualquer par de equadores ¢1 e ea hd uma transformacgdo f :S?*(R) — S?*(R)
que preserva as distancias entre pontos de S*(R) e f(e1) = ea.

Observacgao. A intersecdo de duas geodésicas quaisquer de S? é ndo-vazia, o que implica na
nao existéncia de geodésicas paralelas. Este fato é surpreendente ao comparamos com a mesma
situacdo em E2.

Uma vez que classificamos as isometrias de S? e as geodésicas de S?, podemos descrever
intrinsecamente os resultados da secao anterior.

Proposicao 4.3. Propriedades de Isom(S?).
1. O grupo Isom(S?) € gerado pelas reflexdes ao longo de geodésicas.

2. Existe um subgrupo Isom®(S?) < Isom(S?), de indice 2, gerado por isometrias que sio
um produto de um niumero par de reflexdes ao longo de geodésicas (por isto preservam a
orientacao).

3. Todo elemento de Isom®(S?) fiva dois pontos sobre S%.

4. Toda isometria de S* é determinada pela imagem de 3 pontos.
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Exercicio 4.3. .
1. Sejam a, (3 geodésicas de S? e rq, rg as respectivas reflexoes.

(a) Mostre que 74 o rg fixa dois pontos sobre S? e det(rq org) = 1.
(b) Defina o angulo entre duas geodésicas de S? e determine uma expressdo, em funcio
do angulo, para rq, o rg.

(c) Demonstre a proposigao 4.3.

Observacgao. Se observarmos um equador sobre S? | temos que ele é uma geodésica mas nem
sempre minimiza a distancia entre dois pontos. Vejamos o seguinte caso: seja p = (1,0,0) e
g = 7(t) um outro ponto qualquer sobre o equador y(t) = (cos(t), sen(t),0). Se considerarmos
q = y(m + €), temos que v nao realiza a distancia dg2(p,q) = 7 — €, pois

T+e€
L) = [ vl de=ne

O que ocorre, é que a distancia entre p e g é realizada pela geodésica ¥(t) = v(2m — t).
Entender quando uma geodésica deixa de minizar a distancia entre pontos é um capitulo muito
ilustrativo e bonito na Geometria Riemanniana ( [?]).

4.3.1 Férmula da Distancia e Relacoes Métricas em S?

Determinar a distancia entre dois pontos sobre S?, certamente, foi um problema importante
e dificil. O astrolabio é um instrumento que auxilia os navegadores a determinarem a sua lat-
itude e, por conseguinte, as distdncias percorridas. Esta era uma questdo fundamental para os
navegadores, a Fscola de Sagres consagrou-se pelos seus conhecimentos e pela eficiéncia de seus in-
strumentos para a navegacdo. As coordenadas esféricas sobre S? tornam a questdo, teoricamente,
simples.

Nesta secao, todos os angulos e arcos sao medidos em radianos. Sejam

p1 = (cos(01)sen(1n), sen(61)sen(y), cos(11))

pa = (cos(6a)sen(iia), sen(B)sen(ihs), cos () (1)

pontos de R? e seja a o angulo entre os vetores u; = op € us = ops. Entdo, a distancia esférica
entre p; e py €

ds2(p1,p2) = a.

A determinacdo de o é uma tarefa facil, uma vez que,

cos(a) =< uy,ug >= cos(fy — 02)sen(1)sen(ya) + cos(1)cos(a).

Apés fazermos Af = 01 — 0y, 1 — cos(Af) = 2sen? (%) e algumas manipulactes algébricas,

obtemos a expressao

cos(a) = cos(Af).cos(Ay) + 2sen? <%> .cos(11).cos(12).

Consequentemente,

dsz(p1,p2) = arcos <cos(A9).cos(A¢) + 2sen’ (%) .cos(wl).cos(w2)> . (4.2)
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Sem perda de generalidade, poderfamos ter suposto que o ponto p; esta sobre o plano-xy, neste
caso 1 =m/2 e

ds2 (p1, p2) = arcos (cos(Af).sen(1)2)) .
Exercicio 4.4. .

1. Sejam A = (1,0,0) e Cs2 = {p € S? | ds2(A,p) = 1o} o circulo esférico com centro em
A = (1,0,0) e raio rg. Parametrize Cg2 e verifique o caso quando ro = 7/2.

2. Calcule o comprimento de Cge.
3. Resolva os itens acima para o caso da esfera S?(R) e verifique os resultados quando R — oc.

Definigao 4.5. Sejam A, B,C € S? pontos que nio pertencem a uma mesma geodésica. Um
triangulo esférico em S? com vértices A, B,C é o conjunto formado pela unido das geodésicas

ligando A & B, BaC e C a A.

Teorema 4.3. Teorema de Pitdgoras Esférico - Seja NABC um triangulo geodésico sobre S?
com angulo retangulo no vértice A e hipotenusa medindo a. Seja b o comprimento do lado oposto
a BecaC. Entao,

cos(a) = cos(b).cos(c). (4.3)
Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos considerar o lado AB sobre o equador
Y = /2. Assim, temos que
A=(1,0,0), B =(cos(c),0,sen(c)) e C = (cos(b),sen(b),0).

Portanto,

< OB,0C >= cos(a) = cos(b).cos(c).
O

Proposicao 4.4. Lei dos Cossenos - Seja ANABC um tridangulo esférico em S?(R) com dngulos
internos medindo a, B ey e cujos lados opostos medem a, b e c, respectivamente. Entao,

) cos (%) cos(3) — cos (%) — cos (%) cos (§)

=y S
ovl [

cos (}%) — cos (

cos(a) = . ) a c )
sen (%) sen (£) sen (&) sen (5) o
cos (}%) — cos (%) cos (}%) .
cos(vy) = — -
sen (}—%) .sen (E)
Demonstracdo. Sem perda de generalidade, suponha que
A=(1,0,0), B = (cos(0p)sen(vp),sen(dp)sen(vp),cos(p)) (4.5)
C = (cos(0¢), sen(0¢),0). '

Assim,
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cos(%) = < OB,0C >= cos(0¢ — 0g)sen(vp),
cos(%) = < 0A,0C >= cos(0¢), (4.6)
cos(%) = < OA,0B >= cos(0)sen(¥p);

da onde segue que,

sen(%) :\/COSQ(wB) + sen?(0c — 0p)sen?(yp)

c (4.7)
sen(ﬁ) =\/cos2(¢5) + sen?(0p)sen?(1p).
Os vetores
R OA x OB (0, —cos(1pp), sen(0p)sen(yp))
AP JOAXxOB| +/cos* () + sen(0p)sen?(¢p)
B OB x OC _ (—cos(¥p)sen(Oc), cos(p)cos(0c), sen(0c — Op)sen(yp))
npec =——= — = (4.8)
| OB x OC'| Veos2(Yp) + sen®(0c — Op)sen?(Yp)
OC x OA
— TR (0,0,-1
"CATTOT < OA | ( )

determinam os planos mac, TAp € Tpc, respectivamente. Considere {nap,npc,nca} uma base
orientada de R3. Uma vez que,

cos(a) = — < ngc,nap >, cos(f)=— <nap,npc >, cos(y)=—<mnac,npc >,
obtemos
cos(a) = sen(0p)sen(vp)

Vcos2(Y) + sen?(0p)sen2(Yp)
cos(3) = cos®(yg)cos(0¢c) — sen(0c — Op)sen®(yYp)sen(fp) (4.9)
Vcos2(Yp) + sen?(0p)sen2(Yp)y/cos2(vg) + sen?(0c — 0p)sen?(Vp)
cos(y) = sen(0c — 0p)sen(vp)

 Vcos2 () + sen2(8c — Op)sen?(vp)

Da relagao 4.6, temos

cos <%> =cos <%> cos (%) + sen (%) sen(0p)sen(v¥p)

wen(c—Oppsents) =sen (% ) cos () —con (% ) sni@p)sentin). o

e, consequentemente,
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Sen(GB)Sen(wB) :COS (%) — CoS (%) cos (%)
sen (2) .
(O O)sen(uig) =<2 ) = <05 () cos () :
sen(fc — Op)sen(yp) = — (%)

As expressoes 4.11, quando aplicadas a 4.9, resultam nas seguintes identidades:

a) _ b - o . ,
cos(a) = cos (R) bcos (R) cos (R) . cos(y) = cos (R) cos (R) CbOS (R) | )

sen (}—%) .sen (}—%) sen (}%) .sen (}—%)

Analogamente, a identidade para o cos() é obtida a partir da situagdo na qual os vértices do

ANABC sao

A=(1,0,0), B = (cos(0p),sen(0p),0) (4.13)
C = (cos(0c)sen(ve), sen(bc)sen(ve), cos(ve)). '
Neste caso, obtemos
cos(3) — cos (%) — cos (%) cos (§)
sen (%) .sen (%)
O
Lema 4.1. Sejam x,y,z € R tais que 2> <1, y> <1 e 22 < 1 e sejam
B T —yz B Yy — 2%
a _(1 —y2)1/2(1 — 22)1/2’ b= (1 —22)1/2(1 — 22)1/2° (4.14)
z—xy
¢ :(1 —22)12(1 — )12 (4.15)
FEntao,
a+ be b+ ac
t _(1 —b2)1/2(1 — ¢2)1/2’ y= (1—a2)l/2(1 - 2)1/2’ (4.16)
b
L cta (4.17)

(1—a2)172(1 — 2)1/2

Demonstragdo. Ao fazermos M = 2xyz — z2 — y? — 2% + 1, temos que

1—a2:(x_yz)Q_(l_yz)(l—ZQ) _2wyz—a’ —y’ -2+ 1
(1—y?)(1 —2%) (1—y?)(1-2%)
M
(1 -1 —22)

Analogamente, segue que
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1-v = M 1-c?= M
- -2 T a- -
Portanto, segue que
a + be Mx
= =X
1-0)(1-¢%) M
De maneira analoga, obtemos as outras expressoes em 4.16. ]

Teorema 4.4. (Caso AAA) Se os triangulos esféricos N1 e Ny tem angulos internos congruentes,
entdo eles sao congruentes.

Demonstragdo. Aplicando o lema 4.1, segue que

_ cos(a) + cos()cos(y) cos(b) — cos(B) + cos(a)cos(7)
cos(a) = sen()sen(y) ’ (®) sen(a)sen(y) ’ (4.18)
_ cos(y) + cos(a)cos(3)
cos(c) = sen(a)sen(d) (4.19)
O

Teorema 4.5. Lei dos Senos Esférica - Seja AABC um triangulo esférico sobre S?. Sejam a,
b e ¢ o comprimento dos lados medidos em radianos, e sejam «, 3 e v a medida dos angulos
interiores em cada vértice (A — o, B < 3 e C < ~). Entao,

sen(a)  sen(B)  sen(y)

= = . 4.20
sen(a)  sen(b)  sen(c) (4:20)
Demonstracdo. Segue da expressao 4.4 que
sen?(a) = 1 — cos?(a) = 1 — cos®(a) — cos?(b) — cos?(c) + 2cos(a)cos(b)cos(c) ’
sen?(b)sen?(c)
sen?(8) = 1 — cos(a) = 1 — cos?(a) — cos?(b) — cos?(c) + 2cos(a)cos(b)cos(c) ’
sen?(a)sen?(c)
1— 2 _ 2 _ 2 9
sen2(7) = 1 — cos®(a) = cos®(a) — cos*(b) — cos*(c) + cos(a)cos(b)cos(c)‘
sen?(a)sen?(b)
Portanto, é imedidato verificar a identidade 4.20. U

Exercicio 4.5. .

1. Teorema de Pitagoras.es

(a) Seja AABC um triangulo geodésico em S2, cujo angulo retdngulo encontra-se no
vértice A e a hipotenusa mede a. Seja b o comprimento do lado oposto a B e ¢ a C.
Mostre que no limite a — 0, b — 0 e ¢ — 0, vale a relacao

a’ =b* + ¢,
conhecida como Teorema de Pitdgoras Euclideano. (dica: use a série de Taylor

cos(f) =1— % + 0(6*), onde limy_. 0(9924) =0.
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(b) Seja AABC um triangulo geodésico sobre a esfera S?(R), de raio R, cujo angulo
retangulo encontra-se no vértice A e a hipotenusa mede a. Seja b o comprimento do
lado oposto a B e ¢ a C'. Mostre que,

b
cos <%> = cos <E> .08 <%> . (4.21)
(¢) No item anterior, analise o limite quando R — 0. Conclua que, sobre a superficie da

Terra, podemos fazer uso do teorema de Pitdgoras euclideano para realizar medidas
numa obra de cosntrucao ou em distancias dentro de uma cidade.

(d) Repita a andlise do item anterior para o caso R — oo e interprete-o geometricamente.
2. Lei dos Senos
(a) Mostre que sobre a esfera S?(R) a lei dos senos é

sen(a)  sen(B8)  sen(y)

sen(%) sen(2)  sen()

e mostre que ao tomarmos o limite R — 0 obtemos a Lei dos Senos euclideana

sen(a)  sen(f)  sen(y)
a b c

3. Lei dos Cossenos

(a) Prove que a Lei dos Senos decorre da Lei dos Cossenos.

(b) Mostre que no limite R — 0 obtemos as leis dos cossenos da geometria euclideana e
interprete o limite geometricamente.

a? = b% + 2 — 2be.cos(a),
b = a® + ¢ — 2ac.cos(B)
(7)

& = a® +b* — 2ab.cos(v).

, (4.22)

(¢c) Mostre que um tridngulo é equildtero se, e somente se, os angulos internos tem a
mesma medida.

(d) Obtenha condigoes para que um triangulo seja isésceles.

(e) Seja AABC um triangulo com lados medindo a,b,c e os angulos internos medindo
«, 3,7v. Supondo que a,b,c correspondem aos lados opostos aos angulos «, 3,7, re-
spectivamente, mostre que a < b < ¢ se, e somente se, o < [3,7.

4.3.2 Area de um Triangulo Esférico

Um gomo esférico em S? é uma regido limitada por duas geodésicas 7 e p que ligam pontos
antipodas p = (x,y, z) e ¢ = (—x, —y, —z) sobre S; isto é, n(0) = p(0) =pen(l) = p(1) = ¢. Em
cada um dos vértices, as geodésicas formam um angulo # que denominamos o dngulo do gomo.
Um gomo com angulo 6 é equivalente, por uma isometria em I'som(S?), &

Go = {(cos(0)sen(v), sen(0)sen(1),cos(v)) | 0 < 0 < o, 0 < ¢ < 7} (4.23)
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Lema 4.2. A drea de um gomo com angulo interno 0 € igual a 2.6.

Demonstragdo. Utilizando coordenadas, esférica nds temos que

A= /00 /Oﬂ sen(¢)dodo = 26

Em particular, se # = 27 o resultado 47 é a area da esfera.

O

Teorema 4.6. A drea de um triangulo (o, 3,7) em S?, com dngulos internos medindo «, 3 e
v, €

A=a+fB+vy—m. (4.24)

Demonstragdo. Considerando A como a area do triangulo, pelo lema anterior a area do gomo G4
com angulo é « é

A+ A, =2.a,

onde A, é a drea da regidio complementar ao triangulo no gomo. Uma vez que a drea de S? é 47
e que AUG, UUGRU G, é exatemente um hemisfério, segue que

A4 Ag+ Ag+ A, =2m.
Consequentemente,
A+ 2a—A)+ (28— A)+ (2y — A) = 2,
da onde obtemos
A=(a+pB+7v)—m.
]

O fato de que a area depende apenas dos angulos internos é uma forte indicacao de que os
lados de um triangulo esférico também sao determinados pelos angulos internos.

Exercicio 4.6. .

1. Na geometria esférica, dois triangulos sao congruentes se, e somente se, houver uma relacao
biunivoca entre os vértices dos tridngulos de tal forma que os angulos internos correspon-
dentes sao iguais (caso AAA).

2. A 4rea de um gomo com angulo interno #, em S?(R), é igual a 20 R2.

3. A drea de um triangulo esférico AABC C S%(R), cujos angulos internos medem «, 3 e 7, é

A=R:[(a+B+7) —7].

4. Determine a area de um triangulo esférico em funcao do comprimento dos lados.



Capitulo 5

Geometria Hiperbdlica

A geometria hiperbdlica foi descoberta devido ao insucesso em demonstrar o axioma das
paralelas ?7?7. Entao, Jands Bolya e Lobachvesky observaram que alterando o axioma das paralelas
nao criavam-se contradigoes com os outros axiomas.

Axioma 5.1. Sejam I uma reta e P um ponto nao pertencente al. Por P passam infinitas retas
paralelas a l.

No contexto da geometria riemanniana, desenvolvida a partir de uma métrica riemanniana,
lemos geodésica onde escreveu-se retas. A geometria que satisfaz o Axioma acima foi denominada
de geometria hiperbdlica. Considerando que a presente exposigao baseia-se na métrica, o Axioma
serd uma consequéncia das propriedades das geodésicas da métrica hiperbdlica.

5.1 Espaco Hiperbdlico
Seja R?2 = {(z,y) € R? | y > 0}, o semi-plano superior de R2.

Definigao 5.1. A métrica hiperbdlica (gp,), : TpRi x T, pRi — R é dada pela seguinte expressao:
sejam p = (z,y) € R2, v = (v1,v2) e w = (w1, w2) pertencentes T(m,y)R?H entao

1
(9n) (@) (v, 0) = ?(Ulﬂh + vows). (5.1)

Em termos do produto interno euclideano, temos que

1
(gh)(m,y)(v’w) = E <v,w >. (5.2)

Associada a métrica g temos a conexdo de Levi-Civita sobre R?k cuja curvatura é K = —1.
O valor da curvatura é apenas uma das consequéncias importantes da métrica.

Definigcao 5.2. O Espaco Hiperbdlico é a superficie riemanniana
H2 - (R?th)
O comprimento de uma curva 7 : [to, 1] — H?, onde v(t) = (z(t),y(t)), é

ANV ORIk
"l wor o

L(v)

47
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Exemplo 5.1. Em cada um dos itens abaixo, considere v : [tg, 1] — H? uma curva definida pela
expressao dada, vamos determinar o comprimento L(7y).

1. ~(t) = (a,t), to <t < t; (semi-reta vertical).

vo=00 = 1=/ L=nd) (5.4)

to t tO

2. y(t) = (t,at +b), to <t < t; (semi-reta).
Sejam yo = Y(to) e y1 = v(t1). Sendo assim, v (t) = (1,a) e

t 14 a?
L= | rror® =

t1
:\/1—1—@2/ dt —\/1+a2.ln<£>.
Yo

to at+b

Portanto, lim, o L(y) = oo.

3. ¥(0) = (pcos(8) + a, psen(f) +b), onde p < b, to = 0 e t; = 27 (circulo de raio p e centro

em (a,b)).
(t) = p(—sen(f),cos(0)) = L(v) = /Q’TLH
T =P ’ "= o b+ psen(6)
E 2.d
Substituindo t = tg(6/2), temos que df = 1+t’; e
2p [ dt
L(v) = _/ 2_ 2"
b J oo (t+ £y2 4 b_b&
Substituindo novamente por u =t + 7, temos du = dt e
2p [ du
L(v) = —/ —— = 5.5
=% e (55
2p bt + p o 2mp
= ——.arcty | —= | ZHh= —. 5.6
2 — p2 g(/bz_p2>| b2 — p2 (5.6)

Segue que limy_,, L(y) = oo, uma vez que o circulo aproxima-se do eixo-x. Os célculos
efetuados neste exemplo nao extendem-se para b = 0.

5.1.1 Reflexoes no Espaco Hiperbdlico

A distancia entre dois pontos p e ¢ em H? é definida por

d(p,q) = inf L(v).
(P, q) ot (7)
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Para determinar d(p, q), em funcio de p e ¢, precisamos descrever as geodésicas de H2. Com este
fim, vamos estudar, primeiramente, a geometria das transformacoes de inversao sobre circulos,
também denominadas de reflexoes.

Dentre as isometria de E?, as nicas que sdo isometrias de H? sdo as reflexdes sobre retas
verticais e as suas composicoes, como mostra a proposicao a seguir;

Proposigao 5.1. Sejaa € R el = {(a,y) | y € Ry} reta vertical em R%. A transformagdo
T R?k — Ri, induzida pela reflexdo euclideana sobre 1, é uma isometria de H?.

Demonstragao. Seja o € R um ponto fixo e suponha que | = {(a,y) | y > 0}. Assim, temos que

-1 0
r(z,y) = (—z+20,y) dr= ( 0 1>

Portanto,

1 1
Y(ay) (driv,drpw) = — < drpv,drpw >= — < 0,w >= (g (v, 0).
Yy Yy
]

Para descrevermos as outras geodésicas de H?, introduziremos a transformacao de inversio sobre
um circulo no plano. Para isto, consideraremos o circulo de raio R e centro em P = (a,b) como
0 conjunto

Sr(P)={(z,y) €R?*| (z—a)’ + (y —b)* = R*}, Sk = Sg(O0).

Definicao 5.3. Uma transformacao rg,, : R? — R? é uma inversdo sobre S se

| 75,(v) | .| v|=R? onde |v]|=4/v}+ 3. (5.7)

Em coordenadas, temos que

_ p2 T Y
rsp(z,y) =R (x2—|—y2’:c2—|—y2)' (5.8)
Observagao. Se considerarmos R? como o espaco complexo C, isto é, identificarmos (z,y) ~
z = x + 1y, segue que a transformacao rg, é dada por

9 2 R?

rsp(2) =R TP == (5.9)

Assim, rg, : C — C é anti-holomorfa, ou seja, preserva angulo e inverte a orientagao.
Proposicao 5.2. A transformagdao de inversdao rg,, : R? — R? tem as sequintes propriedades:
1. Sel C R? ¢ uma reta, entdo rg,(l) é ou uma reta ou um circulo.
2. Se C C R? é um circulo, entdo rs,(C) é ou uma reta ou um circulo.

Demonstragcao. Observamos que

da onde
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1. Suponha que I = {(x,y) € R? | ax + by + ¢ = 0}. Se substituirmos as expressdes acima,
obtemos

9 au + bv

g te=0. (5.10)

Portanto, ha duas possibilidades a serem consideradas;

(a) ¢c=0.
Segue que

au+bv = 0. (5.11)

(b) ¢#0.

Neste caso, temos que

RPau+ R*bv + c(u® + %) = 0,

o que implica em que

aR?\? bR?\? a® + b?
— — ] =R : 5.12
(u—i— 2C> —|—<v—|— 20> 4¢? (5.12)
2. Suponha que C = {(z,y) € R? | (z — a)? + (y — b)? = r?}. Ao substituirmos = e y em
funcao de u e v na relagdo que define o circulo, obtemos a relacao
(R*u — a(u® + v2))2 + (R*v — b(u® + 1)2))2 = r?(u? + v?)? (5.13)

Ao expandirmos a expressio 5.13, mantendo os termos de (u?4v?), chegamos aos seguintes
casos;

(a) a2+ —r2=0.
Neste caso, temos que

2
au + bv = R7 (5.14)

(b) a? +b> — 72 £0.
Apds completarmos os quadrados, obtemos a relagao

R2 2 bR2 2 2R4
u——2" ) 4+ (v- S— . (5.15)
a? +b% —r? a? +b% —r? (a® + b2 —r2)?
O
Exercicio 5.1. 1. Seja |l = {(z,y) € R? | y = 2 + 1}. Determine a inversio sobre o circulo

So.

2. Seja C = {(z,y) € R? | 22+ (y—1)? = r2. Determine a inversio sobre o circulo Ss e anlise
o que ocorre quando variamos o parametro r.
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3. Seja

Sr(P) = {(z,y) € R? | (z — a)” + (y — b)* = R*},

o circulo de raio R e centro em P = (a,b). Mostre que a inversao sobre Sr(P) define a
aplicagao rg,(p) R? — R? dada por

R2
7nSR(P)('%'7y) = (.%' — a)g n (Z/ — b)z (1‘ -4,y — b) + (av b) (5'16)

4. Sejam C1 = {(v,y) € R? | (x —a)? + (y — b)? = 7’} e rg, : H? — H? a inversdo sobre
Sr = {(z,y) € R? | 22 +y?> = R%*}. Se rg,(C1) = Cy, onde Cy = {(z,y) € R? |
(r —a)® + (y — B)* = p°}, entdo:

b r\ 2 o
— = - e =/— (a? + b2 —r2). )
o= 3 (p) , R \/a( +b ) (5.17)

5. Mostre que a inversao dada por 5.16 transforma retas e circulos em retas ou circulos.

6. Estude as relagoes analogas a 5.17 quando S tem centro sobre o eixo-x.

Proposicdo 5.3. Seja Sg(P) = {(z,y) € R? | (z — a)? + y*> = R%} um circulo cujo centro
encontra-se em p = (a,0) (sobre o eivo-z). Entdo, a inversio rg,py € uma isometria de H2.

Demonstragao. Consideremos o caso geral (b # 0)

R2
TSR(P)(l',y) - ($ — 0)2 + (y — b)2 (1‘ -4,y - b) + (a’7 b) = <U7U)'

Segue que drg,p) : T(gw)R2 — T(W,)RQ aplicada ao vetor w = (w1, ws) € T(x7y)R2 ¢é dado por

_ R? (y—0)?—(x—a)* —2(z—a)ly—"b) w1
drsp(p)-w = (@ —a)2+ (y — b2 ( 2z —a)y-b) (r—a)®—(y- b)2> ' <w2>

Assim,

4 wi 4+ w3
[R2(y — b) + b(z — )% + (y — b)2]]*

Y(uw) (g, (py-w, drg, (py-w) = R

Se b = 0, a expressao acima torna-se

w? + w3
9(u,0) (A5 (P)-w, dTsp ()W) = % = Y(ay) (W, ).
Desta maneira, a transformacao
R2
rsp(p)(T,y) = m@ —a,y) + (a,0) (5.18)

induz um difeomorfismo rg,p) : ]Ri — ]Ri que preserva a métrica hiperbdlica. Consequente-
mente, rg,p) definida é uma isometria. ]

O termo reflexdo sera utilizado para designar as inversoes sobre os circulos centrados sobre
0 eixo-x, assim como para as reflexoes sobre retas verticais.
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Observagao. Se interpretadas como funcgoes de uma vériavel complexa, as reflexoes correspon-
dem as fungoes anti-holomorfas.
RZ

ri(z) = —Z+2a, Tgyp) = Ep— + 0. (5.19)

Exercicio 5.2. Sejam P;, P, € H?. Mostre que:

1. Se P; e P, encontram-se sobre uma reta, entdo através de uma isometria de H? ambos sdo
levados ou sobre uma reta vertical ou sobre um circulo centrado no eixo-x.

2. Se P; e P, ndo encontram-se sobre uma reta vertical, entdo existe uma isometria de H? tal
que ambos sao levados sobre uma mesma reta vertical.

3. Sejam « uma reta vertical e § um circulo centrado sobre o eixo-x tais que, na intersecao
{p} = anp, a L 5. Considerando que r, e 73 sdo as respectivas reflexdes, mostre que

ra(f) = B ergla) = a.

4. Sejam « e [ dois circulos centrados sobre o eixo-x que, na intersegdo {p} = a N 3, sdo
ortogonais. Assim como no item anterior, mostre que r(3) = 8 e rg(a) = a.

5.2 Geodésicas de H?

Proposigao 5.4. Seja a € R. A semi-reta l = {(a,y) € R? | y > 0} € uma geodésica de H>.

Demonstragdo. Seja v : [to,t1] — H? a parametrizacio v(t) = (a,t) de [ e sejam pg = (a,tg) e
p1 = (a,t1). O comprimento de v em H?, de acordo com 5.4, é

1) = [ VabrOama = [ =)

Seja f3 : [to, t1] — H? uma outra curva ligando os pontos pg e 1 dada por 8(t) = (x(t), y(t)).
Assuma (sem perda de generalidade) que (3(to) = (a,to) e B(t1) = (a,t1). Assim,

ti 2P
y(t) to
o) = [ @+ = [ = ()
to y(t) to y(t) tl
Portanto, L(3) > L(7), o que implica que 7 minimiza a distancia e, portanto, é uma geodésica
de H2. O

Coroldrio 5.1. Os circulos cujo centro encontram-se sobre o eizo-r sio geodésicas de H?.

Demonstra¢ao. Consideremos o semi-circulo C' = {(x z—a)%4y? = r2YNH?2, vamos mostrar
) )

que em H? existe uma isometria levando C sobre uma semi-reta vertical. Para isto, consideramos

a isometria obtida pela reflexao sobre o circulo

Sr(P) ={(z,y) € B | (x — a)* +y* = R*}.

Conforme 5.13, a imagem de C é conjunto dos pontos (u,v) € H? satisfazendo a relagao

R*+2R*(a — a)(u—a) = [r* — (a — @)?][(u — a)? + 2.

Portanto, se a = a +r ou a = o — r, a imagem de C é a semi-reta
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R2

B )

,y) |y >0}

Concluimos que a reflexao sobre o circulo com centro em (a,0), ondea = a+roua=a—r,
leva C sobre I. A conclusao segue de 5.4. U

Teorema 5.1. Sey : [0,1] — H? ¢ uma geodésica em H?, entdo sdo as sequintes as possibilidades;
1. v descreve um segmento sobre a reta vertical.
2. v descreve uma curva sobre um semi-circulo centrado no eizo-z.

Demonstragdo. Sejam p e g dois pontos quaisquer em H? e 3 : [0,1] — H? uma geodésica
minimizando a distancia entre eles. H4 dois casos a serem considerados;

1. p e g encontram-se sobre uma reta vertical [.
Segue que [ é o segmento vertical pertecente a [ cujas extremidades sao p e q.

2. p e ¢ nao encontram-se sobre uma mesma reta vertical.
Neste caso, consideremos o circulo C' centrado no eixo-x e passando por p e ¢. Vimos que
existe uma isometria r : H? — H? tal que a imagem 7(C) é uma reta vertical. De acordo

com o item anterior, a unica possibilidade é que a imagem r(3) esteja sobre a reta vertical
r(C), que por sua vez, é a imagem do arco contido em C que liga p a g.

Corolario 5.2. Sejam p,q € H2. Existe uma tinica geodésica minimizante ligando p d q.
Desta maneira, o espago hiperbdlico satisfaz o axioma 5.1.
Exercicio 5.3. .

1. Sejam p = (a,yo) e ¢ = (a,y1), onde yo < y1. Assim, segue de 5.4 que d(p,q) = In(L).

Yo
Mostre que
2

n Y1 — Yo
dp.g) = (L) & cosh(d(p.g) =1+ L_0L (1)

Yo 2yoy1

2. No item acima mostre que
d(p,q)\ _ 11y —wo|

senh =" 5.2
(=57)=35 e (5.2)

—

3. Calcule tanh(d(g’q ).

4. Sejam 71 = {iy € H?;y € R} e 72 geodésicas que na interseciao formam um angulo #. Se o
é o raio de 79, mostre que vo = {z € H%;| 2 — a.cos(d) |= a}.
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5.3 Isometrias de H?

Nesta secdo, vamos descrever as isometrias de H?. Para isto, utilizaremos o fato que as
reflexdes sobre as geodésicas de H? pertencem a I'som(H?).

Lema 5.1. Seja f : H? — H? wma isometria tal que f(p) = p e df, = I : T,H? — H2. Entdo,
f - ZdH2 .

Demonstragdo. Decorre de 5.2 juntamente com a observagao que por p passa uma tnica geodésica
satisfazendo v(0) = p e v (0) = v.

Sejam ¢ € H? e 7 : [0,1] — H? a tinica geodésica ligando p & ¢, sendo que v(0) = p, y(1) = q e
v (0) = v. Entdo B = fo~:[0,1] — H? é uma geodésica ligando p & f(q) satisfazendo

BO0) =p, B(0) = dfpy(0) = dfyv = v.

Consequentemente, segue que (3 = v, o que implica em f(q) = q. O
Teorema 5.2. Seja f : H? — H? uma isometria, entio f € o produto de no mdzimo 3 reflexies.

Demonstragdo. Considere os pontos pg e p1 em H? e g9 = f(po), ¢1 = f(p1). Seja y1 a geodésica
ligando po & p1 e By a geodésica ligando g & q;. Seja rq : H2 — H? a reflexdo tal que r1(qo) = po
e 11(q1) = p1. Desta forma, a geodésica 7; é invariante pela isometria f; = 1 o f. H4 duas
possibilidades para serem analisadas;

1. f1 muda a orientacao de .
Neste caso, consideremos ry a reflexao que muda a orientacao de 1 (ro(y(t)) = y(—t)) e
fixa p. Assim, fo =790 fy fixa ;.

Agora, restam duas possibilidades;
(a) dfa(p) =1I.
Consequentemente, segue do lema que fo = idy2, ou seja f =ry ors.

(b) dfa(p) possui auto-valor -1.
Geometricamente, isto significa que a geodésica ortogonal a 1 tem a sua orientacgao
invertida por ro. Analogamente, aplicamos a reflexdo r3, que inverte a orientagao da
direcdo ortogonal a =1, e fixa p. Entao f3 = r3o fo = idyg2, da onde obtemos que
f =7T107r20Ts3.

2. f1 ndo muda a orientagdo de ~;.
A andlise é similar.

O

Como objetivo de descrever o grupo Isom(H?), vamos estudar quais sdo as isometrias obtidas
a partir das reflexdes. Para isto, vamos utilizar a estrutura complexa do R?. Para efeitos de
notacao,

C={z=a+ibla,beR,i=v—-1}
C=CUx

As reflexoes sobre retas e circulos definem as seguintes fungoes de uma varidvel complexa: con-
sidere a, b e ¢ € R,
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re :C—C, r(z)=—-2+2a (5.1)
b

zZ—C

Tpe:C—=C, rpe(2) = +c (5.2)

Ao compor estas isometrias, obtemos as seguintes funcoes

(1) 7y 0re (2) =2+ 2(a2 —ay), (5.3)

(1) raome() = —= = S~ b+ 2, (5.4)

(ZZZ) Tb7c o 7"@(2) = m + b, (55)
— cob

(1) Thy.cy © Top.c(2) = ki + bo. (5.6)

(Cl — CQ)Z +c1 — bl(bl — Cg)
Decorre que as fungoes complexas acima geram um grupo, no sentido algébrico, de trans-

formagoes holomorfas de C (preservam a orientagao) contidas no conjunto

az+b
{f.(C—»(C|f(z)—m,a,b,c,d€R}.

Para determinarmos o grupo gerado observamos os seguintes casos;

1. Seja k # 0 € R uma constante e suponha que f(z) = k para todo z € C. Entao,

@ = ke, = ad = bc
b= kd.

2. Suponha que ad = be.
(a) Sea =0, entao b =0 ouc=0. Se b =0, temos que f(z) = 0; se ¢ = 0, temos que
f(z) =10b/d.
(b) Sed =0, entdao b =0 ou ¢ =0. Se b =0, temos que f(z) = a/c; se ¢ = 0, temos que
f(2) nao esta definida.
(c) Sea#0ed#0, entio d = %. Neste caso, temos que f(z) = 1/c.

a
Observamos que, se f(z) nao é constante entao ela é inversivel, pois,

dz—0b
—cz+a

az+b 1
Z) = = Z) =
f=2E s )
Consequentemente, a condigao ad — be # 0 é necesséria e suficiente para que f(z) seja inversivel.

Desta forma, o grupo de isometrias obtidos é

(7(2) = Z252 ad —be £ 0}

Agora, vamos consideraremos a acio das matrizes inversiveis Gla(R) sobre H?. Seja

® :Gly(R) x H? — H? (5.7)

a b az+b
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a b\  fa b
e &) \e d)”

se, e somente se, existe A £ 0 € R tal que

a b a b
(@)= (0

Portanto, a acio definida em () por uma matriz A é igual a da matrix A =

E imediato verificar que

1

- |det(A)|
vantagem que det(A) = 1. Assim, a agdo de Gl2(R) é igual a agdo do grupo das matrizes com
determinante igual a 1.

A, com a

Definicao 5.4. As matrizes reais 2 x 2 com determinante igual a 1 formam o Grupo Linear
Especial

Sly(R) = {G Z) lad —be =1} (5.9)

A acéo definida por ® induz o homomorfismo sobrejetivo

® :Sly(R) — Isom™ (H?) (5.10)
<1>(<Z Z))(z) _ Zzz—is. (5.11)

Desta forma, o nicleo de ® é
10 -1 0
Nue(®) = {(0 1) , ( ) _1)}.

PSI5(R) = Siy(R)/Zs.

Definicao 5.5.

Consequentemente,

Isom™ (H?) ~ PSIy(R). (5.12)

Teorema 5.3. Toda transformacdo f € Isom™(H?) é determinada pela imagem de 8 pontos.

az+b
cz+d”*

Demonstragdo. Suponha que f € Isom™(H?) é dada por f(z) = Sejam

wy = f(z1), w2=f(22) e wsz=f(23)
Assim, temos que para qualquer k = 1,2, 3,

az+b az,+b _ (ad—bc)(z — z)
cz+d cx+d  (cz+d)(czk +d)

w — Wk =
Entao,

(ad —be)(z — 2z1) (ad —be)(z — z3)

o (cz+d)(czl +d)’ v = (cz+d)(cz3+d)

Analogamente,
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(ad — bc)(zg — 21) Wy — o — (ad — bc)(zg — 23)
(cza+d)(czl+d) > ° (cat+d)(cz3+d)

Ao dividirmos as expressoes acima, temos que

wo — W1 =

(w—wi)(w2 —w3) (22— 21)(22 — 23)
(w—ws)(wa —w1) (2 —23)(22 —21) (5.13)

Consequentemente, ao colocarmos w = f(z) em fungdo de z, obtemos uma expressao para a
transformacao f.

O

Coroldrio 5.3. A acdo de Isom™ (H?) sobre H? € transitiva.

Demonstra¢do. A demonstracio é imediata, segue do fato que I'som™(H?) = PSIy(R) e do
teorema anterior. O

Definigcao 5.6. Sejam z1, 29, 23, z4 pontos em C. A razdo de Moebius é

(21 — 23)(24 — 22)
(21 — 22)(24 — 23)

[Zla 22,23, Z4] —
Quando f € I'som(H?), decorre da demonstracao de 5.3 que

[f(21), [(22), f(23), f(24)] = [21, 22, 23, 24].

Coroldrio 5.4. O grupo de isotropia, pela agido de Isom™(H?), de um elemento p € H? é
isomorfo a SO,.

Demonstragao. Seja p = (0,1), o grupo de isotropia de (0,1) é formado pelas transformagoes
T € Isom™(H?) tais que T/(0,1) = (0,1). Considerando a representacio complexa de (0,1) é i,
segue que,

a'z—{—b =i=>a=d, c=—b.

ct+d
Isto, juntamente com a relacio ad — bc = 1 implicam que a? + b*> = 1. Como a transformacao
preserva a orientagao, existe § € R tal que a = cos(f) e b = —sen(f). Sendo assim, concluimos
que G(g,1) = SOz2. Decorre da transitividade da agao de I som™ (H?) que para qualquer ponto
p € H? Gp ~ SO,. O

Exercicio 5.4. .
1. Determine a transformagao f : C — C tal que f(i) =0, f(0) = —1e f(c0) = 1.

2. Seja f : C — C uma transformagao dada pela expressao

az+b
cz+d

f(z) =

Mostre que se a, b, ¢ e d s@o nimeros reais, entao f (Ri) = Ri.

3. No exericio anterior, descreva o conjunto f(iR), onde iR é o eixo-y.
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4. Mostre que ® : Gla(R) x H? — H? definido por

a b az+b
) = —
(<c d> ,2) cz+d
define um homomorfismo sobrejetor ® : Gly(R) — Isom(H2) e conclua que Nuc(®) ~ Zs.
5. Sejam v, = {iy € H%y € R} e 7o = {2z € H%|| 2 — a.cos(d) |= a} geodésicas que

interceptam-se, onde « é o raio de v e 6 é o angulo formado na intersecdo. Se 1 e ry 8o
as respectivas reflexoes, mostre que

i = (T )

Determine a composigao ror; quando 3 Ny = {i}.

6. Considere a transformacgao f : C — C definida por

zZ—1

fe) =1 (5.14)

Mostre que, f(R2) = D? ={z € C|| z |[< 1}. Em particular, f(R x {0}) = Sy, f(0) = —1,
fi)=0e floo) = 1.

5.4 Relagoes Métricas Hiperbdlicas

Primeiramente, vamos obter a expressao para a distancia hiperbdlica, a seguir estudaremos
as relacoes métricas em triangulos hiperbdlicos. E importante observarmos que para efeito de
célculos o modelo H? sera o mais utilizado, no entanto, para descrever a situacdo recorreremos
com frequéncia ao modelo H%

5.4.1 Distancia Hiperbdlica

Tendo em vista que dados dois pontos em H? existe uma tnica geodésica ligando-os e que as
geodésicas de H? sdo curvas bem conhecidas, vamos obter a expressio para a distancia hiperbélica
dye : H? x H?> — R. Porém, antes é necessario um lema fundamental para simplicar os célculos
e para representar as férmulas.

Lema 5.2. Sejam p,q € H? dois pontos cujas representagcoes como numeros complexos sejam z e
w, respectivamente. Considerando que g : H? — H? ¢ uma isometria e 1(2) € a parte imagindria
de z, entdio,

l9(z) —gw) | _  Jz-—w|
[L(g(2))-L(g(w)]*/?  (I(2).I(w))'/?

Demonstracao. Podemos verificar diretamente que,

(5.1)

az+b aw+b z—w
cz+d cw+d (cz+d)(cw+d)

9(z) — g(w) =

Também temos que,
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o) = T

da onde observamos que

| 9(2) = g(w) | [z —w]

[1(g(2))-I(g(w))]V/2 — [I(2).I(w)]"/?

O

Proposicao 5.5. Sejam p,q € H? dois pontos cujas representagées como mimeros complexos
sejam z e w, respectivamente. A distancia entre dois pontos p e q¢ em H? ¢é

(5.2)

Z—wW|+|z2—w
dH2(p,q):ln<’ ] ’)

lz—w|—]z—w]

Demonstragao. Quando p = (0,a) = ia e ¢ = (0,b) = ib, sendo a < b, segue de 5.4 que

dyz(p,q) = In(b/a). Assim, d = d(p, q) implica em e? = b/a e e~ = a/b; consequentemente,
1/b a 1z—wl?
hMd)y==-4+-)=14=———. 5.3
cosh(d) = 5 <a * b) T I(w) (5:3)

Agora, sejam p e ¢ dois pontos quaisquer em H? representados por z,w € C, respectivamente, e
g € Isom™(H?) de tal forma que g(z) e g(w) pertencem a uma reta vertical. Ao aplicarmos o
lema 5.2 a férmula 5.3, conluimos que

z—w |?
cosh(d(p,q)) =1+ %w (5.4)

Segue da identidade cosh(d) = 1+ 2senh?(d/2) que

senh(c—i) = 2= wl

1
27 2[I(2) I(w)]'/? (55)

e de cosh(d) = 2cosh?(d/2) — 1 que

d | z —w |
h(Z) = —wl|=|z—
cos (2) 2(T() Tw) 2 z—w|=|Z—w
Portanto,
tanh(=) = | z—u_) |
2 | z —w |
Decorre de tanh(d/2) = ZZ;I que
a_lzmwlt|zmw]
lz—w|—|z—w]

ou seja,

d—In lz—if\+|2—w\ _
lz—w|—]z—w|
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Definigao 5.7. O circulo hiperbdlico de centro em p e raio R é o conjunto

Sr(p) = {z € H? | dy2(p, 2) = R}. (5.6)
Decorre da demonstracao anterior que

tanh(d(z,w)/2) = %

Se d(z,w) = R é constante, entao
| z—w |=tanh(R/2). |z —w | .
Se tomarmos ¢ = tanh(R/2) (0 < c< 1), p=a+ibe w = x+ iy na equacao acima, obtemos que

(1= )z —a)? + (y - b)2 — Ay +b)2 = 0.

Ap6s expandir e completar os quadrados, a expressdo torna-se

(x_a)2+<y—bizz>2:(12_bi2>2. (5.8)

Portanto, concluimos que o circulo hiperbdlico com centro em p = (a,b) e raio R é um circulo

euclideano com centro em p = (a,b’), onde b’ = b%) € H?, e raio p = 127%2, onde p < b%)
As férmulas acima, escritas em funcdo de R, ficam assim;
p = (a,b.cosh(R)), p(R)=b.senh(R); (5.9)

da onde é imediato verificar que b’ = b.cosh(R) > b, limp_g p(R) = 0 e limp_,o p(R) = 0.
Ao parametrizarmos o circulo hiperbdlico Sr(p) por

v(0) = (pcos(0) + a, psen(0) +b') = | v(0) |g= ﬁgen(%’ (5.10)

e aplicarmos a férmula 5.4, obtemos que o comprimento do circulo hiperbdlico de raio R é

27
L(v) = /0 ﬁﬁn@) = 2m.senh(R). (5.11)

Exercicio 5.5. Resolva os seguintes itens;
1. Prove a férmula 5.11.
2. Se R ~ 0, conclua que o comprimento do circulo é L(y) ~ 27 R.

3. Mostre que p = b.senh(R). Suponha b fixo e compare o comprimento hiperbélico com
o comprimento euclideano do circulo. Varie b e chegue a uma conclusao a respeito dos
comprimentos quando b é muito grande ou muito pequeno.

4. Prove que em H2, dados dois pontos quaisquer z e w, a quantidade

[z —w]

J(z,w) = 2(1_ 2 2)12.(1— | w [2)1/2

(5.12)

¢ invariante por isometrias. Conclua que



5.4. RELACOES METRICAS HIPERBOLICAS 61

cosh(d(z,w)) =1+ J(z,w), senh(
(dica: aplique o lema 5.2)

5.4.2 Convexidade e Angulos em H?

Definicao 5.8. Uma regido 2 C H? é convexa se para quaisquer pontos p,q € € a geodésica
ligando p a ¢ esta contida em (2.

Uma geodésica v C H? divide H? em duas regides denominadas de semi-planos. Decorre
do modelo de Klein que ambos os semi-planos sao convexos. Sejam « e 3 geodésicas distintas
e concorrentes em H?, digamos que a N 3 = {p}, e L1 %2 os semi—planos determinados por «
e EI,E os determinados por 3. Ao fixarmos o seml—plano YL obtemos as regides convexas
%o _zgmzl N =S N3

O angulo formado por « e 3 é a regiao Eé’ﬁ que, no vértice p = a(0) = (0), o angulo entre
« e  mede

gp('(0), 5'(0))
| &/(0) [n - | B(0) [n°

0 = arcos(

5.4.3 Relacgoes Métricas em Tridngulos Hiperbdlicos

Ao prolongarmos indefinidamente a tnica geodésica ligando os pontos A e B obtemos um
raio geodésico. Em HZ, por exemplo, um raio geodésico é um circulo ortogonal & S*°. Dizemos
que 3 pontos sdo nao colineares em H? se os 3 ndo pertencem a um mesmo raio geodésico.

Sejam A, B e C trés pontos ndo-colineares no plano hiperbdlico e yap, Yo € Yca as
geodésicas determinadas pelos pares (A, B), (B,C) e (A,C) respectivamente. Considerando
que os pontos A, B e C s@o os tinicos pontos de intersecdo possiveis para as geodésicas, segue
que a unido I = vap Uyc U yca forma uma curva fechada homeomorfa a S'. Pelo teorema da
Curva de Jordan-Schénflies ( [9]), I borda uma regido homeomorfa a By = {(z,y) | 22 +y? < 1}.

Definigao 5.9. O triangulo hiperbdlico definido pelos pontos nao-colineares A, B e C é a regiao
limitada AABC definida pelas geodésicas yap, Yc € Yca- Os vértices de AABC séo os pontos
A, B, C enquanto os lados sdo as geodésicas vap, YBC € YoA-

Decorre das proprledades de convexidade que um triangulo é convexo. Os angulos internos
de ANABC sao os angulos A, B e C formados pelos seus lados, nos respectivos vértices. Para
efeitos de notagao, a medida do lado oposto ao vértice A sera denotada por a e a medida do
angulo A serd denotada por «; anologamente, denotamos (b,B,ﬁ) e (c, C’,’y), onde as letras
latinas mintusculas s ao empregadas para as medidas de lados e letras gregas mintsculas para as
medidas de angulos.

Em H%, existem 4 possibilidades a serem analisadas para um triangulo, cujas situagoes
correspondentes em H? sdo as seguintes; (notacdo: oo = (a,c0) para qualquer a € R fixo)

1. A,B,C ¢ H% = NABC C H% Neste caso, podemos considerar A = (0,0), o que implica
que os lados vap, v4c sdo retos.

2. Ae S®° = NABC C H/i\l%; Neste caso, « =0 e b= c = co. Em H?, corresponde a uma das
seguintes situacoes;

(a) A= oo,
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(b) A € eixo-x.

3. A,Be S*® = ANABC C ]ﬁIQP Neste caso, a = f=0ea=b=c=oo. Em H?, corresponde
a uma das seguintes situacoes;

(a) A =00 e B esta sobre o eixo-x,

(b) A, B € eixo-x.

4. A,B,CES“#AABCCH?I?D. Neste caso, « = 3=v=0ea=b=c = oco. Em H?,
corresponde a uma das seguintes situagoes;

(a) A=o0e B,C € eixo-x,
(b) A, B,C € eixo-x.

Para efetuarmos os célculos, observamos que qualquer triangulo hiperbélico em H? é isométrico
a um tridngulo com um dos lados sobre uma reta vertical e o outro sobre a circunferéncia S;. O
ingrediente bésico para deduzirmos as relagdes métricas é a expressao 5.4.

Teorema 5.4. Pitdgoras - Seja AABC um triangulo hiperbolico retangulo onde angulo o = 5.

FEntao,
cosh(a) = cosh(b).cosh(c) (5.13)
Demonstracdo. Sem perda de generalidade, consideramos que

yap C {0} xiR e ~yop C {(z,y) e R* |t > 0,5 +t* =1}.

Desta maneira, assumiremos que os vértice do AABC séo os seguintes;

A=1i, B=1ir, C=s+it;

onder >1,t>0e s> +1t?>=1. Segue da expressio 5.4 que

1472 1 1+ 72
cosh(a) = ;;Z , cosh(b) = . cosh(c) = ;—: , (5.14)
e, consequentemente, a relacao 5.13. U

Obteremos outras relages entre os lados e os angulos de um triangulo retangulo ao explo-
rarmos as expressoes 5.14. Decorre da identidade fundamental

cosh?(x) — senh®(z) =1, Vz €R,

que

V212 =422\ /(r? —1)2 — 4522
2rt B 2rt

2
-1
senh(b) = ;, senh(c) = r 5
,

senh(a) =

(5.15)

(5.16)
Proposicao 5.6. Seja AABC um tridngulo hiperbélico retangulo tal que o = 5. Entao,

tanh(b) = tg(B).senh(c), senh(b) = sen(f3).senh(a) (5.17)
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Demonstragao. Suponhamos que o centro do raio geodésico (circulo) obtido ao extendermos o
lado ypc seja ¢ = (z9,0). Decorre de dist(q, B) = dist(q,C) que

2, .2 21 12 112
x5 +12=/(s—x)?+1t* = x9= 55

De acordo com a figura ( ),

o 2sr
x| 217

Ao compararmos com 5.16 verificamos a relagdo a esquerda em ??. Também temos as relages

tg(5) (5.18)

2sr r2—1 1

\/m, cos(f) = (5.19)

da onde verificamos a relagao a direita em 5.17.

sen(8) =

O

O resultado seguinte implica que um tridngulo hiperbdlico retangulo é determinado, a menos
de isometria, pelos angulos internos.

Corolario 5.5. Seja AABC um tridngulo hiperbélico retangulo tal que o = 5. Entao,

cos() cos(5)
hic) = h(b) = 2
cosh(c) sen(3)’ cosh(b) sen(7) (5.20)
cosh(a) = cotg(3).cotg(y). (5.21)
Demonstragdo. Segue da demonstragao da proposicao 5.6 as relagoes:
tanh(b) = tg(B).senh(c), tanh(c) = tg(y).senh(b) (5.22)
A segunda relacdo segue por simetria. Portanto, ao substituirmos as expressoes
tanh tg? tanh?
senh(b) = M, cosh(b) = 9°0) +2 am (c)7 (5.23)
tg(v) tg*(7)
em tanh(b) = tg(().senh(c), temos que
tanh?(c)
h?(c).tg*(B) = : 24
senl(0)46*(8) = Ly S O (524)
Considerando que tanh?(c) = %, ao efetuarmos os calculos obtemos a relacao a esquerda

em 5.20; a expressao a direita segue por simetria. 5.21 é consequéncia imediata das relagoes
obtidas e do teorema de Pitagoras hiperbdlico 5.4.
O

Exercicio 5.6. .
1. Obtenha a versdo do Teorema de Pitdgoras 5.4 para o espaco hiperbélico H?(K).

2. Analise a expressao 5.13 quando a ~ 0, b ~ 0 e ¢ ~ 0 e obtenha o Teorema de Pitdgoras
Euclideano quando a — 0, b — 0 e ¢ — 0.

3. Justifique os argumentos de simetria utilizados no Corolario 5.5.
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Proposigao 5.7. Lei dos Cossenos - Seja NABC um triangulo esférico em H% com angulos
internos medindo «, B ey e cujos lados opostos medem a, b e ¢, respectivamente. Entao,

cosh(b)cosh(c) — cosh(a) cosh(a)cosh(c) — cosh(a)

cos(a) = senh(b)senh(c) cos(f3) = sen(a)senh(0) -
cos(v) = cosh(a)cosh(b) — cosh(c) .
senh(a)senh(b)

Demonstragdo. Suponhamos que o vértice A esta sobre a origem e o lado v 4¢, com comprimento
b e oposto ao angulo medindo «, esta sobre o eixo-x. De acordo com o exercicio 2.5.2, temos que

; b
24=0, 2= em‘.tanh(g), 20 = tanh(§).

De acordo com o exercicio 2.7.4, segue que

|z |2+ | 2¢ |* =2 2B || 20 | cos(a)
(1= [z ).(1- | 2¢c )

Ao substituirmos os valores de zp e z¢ e aplicarmos a férmula senh?(x/2) =
a expressao

cosh(a) =1+2
%, obtemos

cosh(a) = cosh(b)cosh(c) — senh(b)senh(c)cos(c),

da qual decorre a expressao para cos(«) em 5.25.
O

Corolario 5.6. Lei dos Senos - Seja NABC um triangulo hiperbdlico em H% com angulos
internos medindo o, B ey e cujos lados opostos medem a, b e c, respectivamente. Entao,

senh(a)  senh(b)  senh(c)

= = -2
sen(a) sen() sen(7) (5:26)
Demonstragdo. Segue da proposicao 5.7 que
9 senh?(b)senh?(c) — (cosh(b)cosh(c) — cosh(c))?
sen™(a) senh?(b)senh?(c) (5:27)
_ 2cosh(a)cosh(b)cosh(c) — cosh?(a) — cosh?(b) — cosh?(c) + 1 (5.28)
N senh?(b)senh?(c) ’ ’

Ao dividirmos o lado direito da expressdo acima por senh?(a) ele torna-se invariante por uma

permutagao do conjunto {a,b,c}. Analogamente, ao calcularmos S;;f(g;) e SZZL((CC)) verificamos a

lei dos senos. O

Corolario 5.7. Lei dos Cossenos - Seja NABC um triangulo hiperbdlico em H% com angulos
internos medindo a, B ey e cujos lados opostos medem a, b e c, respectivamente. Entao,

cos(B)cos(y) + cos(a)

sen(B)sen(y)
cos(a)cos(B) + cos(7)
sen(a)sen(3)

cos(a)cos(7y) + cos(f)
sen(a)sen(vy)

cosh(a) = , cosh(b) =

(5.29)

cosh(c) =



5.4. RELACOES METRICAS HIPERBOLICAS 65

Demonstragao. Considere A = cosh(a), B = cosh(b) e C' = cosh(c), além disto, seja
D = 2cosh(a)cosh(b)cosh(c) — cosh?(a) — cosh?(b) — cosh?(c) + 1. De acordo com a equagao 5.25,
segue que

BC-A

2 _
(BE =) (CE=1)172 = sen(a) =

D
cos(a) = BT 1)

Analogamente, obtemos expressoes para cos(f3), cos(7y), sen(3) e sen(y) em funcao de A, B,C.

Desta maneira, segue que

cos(B)cos(y) +cos(a) _ DA _
sen(B)sen(7) D

Analogamente, verificamos as expressoes 5.29 para cosh(b) e cosh(c). O

Devido ao coroldrio 5.7, na geometria hiperbdlica vale o caso de congruéncia (AAA);
Teorema 5.5. (Caso AAA) - Sejam Ay e Ao triangulos hiperbdlicos com dngulos internos

congruentes, entao eles sdo isométricos.

5.4.4 Area de um Triangulo Hiperbdlico

A érea de uma regido 2 C H? é dada por

AQ) = / /Q %dwdy. (5.30)

Para efeitos de notagéo, vamos considerar a seguinte definigao;

Definicao 5.10. Um gomo hiperbélico em H? é um triangulo hiperbélico com um vértice em
oo = (z,00), ou seja, dois lados s@o retas verticais e o terceiro, limitando inferiormente, é um
arco de um circulo com centro sobre o eixo-x (base).

Sendo assim, um gomo hiperbdlico em H% nada mais é do que um triangulo com vértice em
(1,0) € §*.

Lema 5.3. Seja C' a base de um gomo hiperbolico 2 e ly e ls 0s lados. Se o angulo formado na
interse¢do de 1 com C' é a e o angulo formado na intersecdo de lo com C € 3, entdo a drea de

Qé

AQ) =7 — (a+ B). (5.31)

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos supor que /1 encontra-se a esquerda da
origem enquanto [y esta “ direita. Sejam p1 =131 NC e py =15 N C os pontos de intersecao. Seja
C ={(z,y) € H? | (z — a)? + y* = R?}. Desta forma, a ordenada de p; é Rcos(m — ) e a de po
é Rcos(3). Consequentemente, temos que

Q = {(z,y) € H? | Reos(r — a) < z < Reos(f),

cuja area é dada por

Rcos(f) 00 1
A(Q) = / / —dydz =
Rcos(m—a) Jy/R2—(x—a)? Y
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Reos(B) 1 ]
r=m—(a—+
/RCOS(ﬂ'a) \/m ( ﬂ)

O

Teorema 5.6. A drea de um triangulo hiperbélico /\, cujos angulos internos séo o, 3 ey , é
dada por

AN)=7—(a+ B +7). (5.32)

Demonstracdo. Sejam A, B e C os vértices de A e Cap, Cpc e Coa os circulos definidos pelas
geodésicas que formam A. Agora, seja f : H? — H? uma isometria tal que f(Cpc) = 1, onde
l; é uma reta vertical. Seja [y a reta vertical passando por f(A). Portanto, surgem dois gomos
hiperbdlicos:

1. Q4 limitado por l1, I3 e Cap. Os angulos internos de 21 sao oy e m — .

2. Q9 limitado por Iy, lo e C'4c. Os angulos internos de €29 sdo as e 7.
A(A) :AQ—Al = [7’[’— (CM1+7T—ﬁ)] — [71'—(0424"7)] =

= —[(az— 1)+ B+ =7~ (a+B+7),
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S03, 12
permutacoes, 11
raizes da unidade, 10
simétrico, 11

inteiros, 10
isometria, 20
grupo de, 20

lei dos cossenos
esffica, 41
hiperb’olica, 64

lei dos senos
hiperb’olica, 64
esférica, 44

métrica
esférica, 33
completa, 19
esférica, 17
euclideana, 17
hiperbdlica, 17
riemanniana, 17
métrica
hiperbdlica, 47

norma, 15
orientacao, 29

plano tangente, 13
produto interno
euclideano, 14

racionais, 10
reflexao
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reta afim, 27
sobre reta, 24
rotacao, 22

centro em P, 28
rotagoes, 10

stmbolo
0,, 25
O3, 35
Ry, 23
S0, 23
TAJ), 27
T,, 26
E3, 33
dgz2, 22
ds2, 40
T, 24

simbolo
S2, 35
S0s, 37

subgrupo, 12

Teorema Pitagoras
esférico, 41
translagao, 26
triangulo
esférico, 41
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