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Conjuntos de Julia

X=C9 d>1ef: X — X funcdo polinomial de grau k > 2.
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Conjuntos de Julia

X=C9 d>1ef: X — X funcdo polinomial de grau k > 2.

Conjunto de Julia: K(f) := {z € C?: (f"(2))n>0 ¢ limitada}
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Conjuntos de Julia

X=C9 d>1ef: X — X funcdo polinomial de grau k > 2.
Conjunto de Julia: K(f) := {z € C?: (f"(2))n>0 ¢ limitada}

Gaston Julia (1915): caso d = 1.
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Conjuntos de Julia

X=C9 d>1ef: X — X funcdo polinomial de grau k > 2.
Conjunto de Julia: K(f) := {z € C?: (f"(2))n>0 ¢ limitada}
Gaston Julia (1915): caso d = 1.

Exemplo: f(z) = z° 4 ¢, onde c € C.
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Conjuntos de Julia

Exemplo: f(z) = z? + ¢, onde c € C.
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Maquina de Somar Estocastica em base 2

Maquinas de somar estocasticas foi definida por Killeen e

Taylor em 2000.
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Maquina de Somar Estocastica em base 2

Maquinas de somar estocasticas foi definida por Killeen e

Taylor em 2000.

Considere N € N ={0,1,2,3,...}. Entdo podemos escrever N

em base 2 de forma Gnica como N = gy - - -€1€0,, onde
k(N)

N =" ei(N)2', com g(N)=0,1.
i=0
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Maquina de Somar Estocastica em base 2

Maquinas de somar estocasticas foi definida por Killeen e

Taylor em 2000.

Considere N € N ={0,1,2,3,...}. Entdo podemos escrever N

em base 2 de forma Gnica como N = gy - - -€1€0,, onde
k(N)

N =" ei(N)2', com g(N)=0,1.
i=0

Exemplo: 6 =1-22+1-2! +0-2° = 110,.
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Maquina de Somar Estocastica em base 2

Dado N = ¢ ...e160 € N, escrito em base 2, como podemos

calcular os digitos de N + 1 em base 27

Se gg = 0, temos:
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Maquina de Somar Estocastica em base 2

Dado N = ¢ ...e160 € N, escrito em base 2, como podemos

calcular os digitos de N + 1 em base 27

Se gg = 0, temos:

N=1¢eg e7 0O
+ 1
N+1= 1
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Maquina de Somar Estocastica em base 2

Dado N = ¢ ...e160 € N, escrito em base 2, como podemos

calcular os digitos de N + 1 em base 27

Se gg = 0, temos:

N = Ek ... €1 0
+ 1
N+1= Ek ... &1 1
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Maquina de Somar Estocastica em base 2

Seei_1...eg=1...1ee; =0, temos:

N = Ek -+ Ei41 o1 ... 11
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Maquina de Somar Estocastica em base 2

Seei_1...eg=1...1ee; =0, temos:

N=lex ... g0 0 1 ... 111
+ 1
N+1= 0
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Maquina de Somar Estocastica em base 2

Seei_1...eg=1...1ee; =0, temos:

N=l|e ... 41 0 M1 ... 111
+ 1
N+1l=|egx ... €i410 1 0 ... 0 O
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Maquina de Somar Estocastica em base 2

Exemplo Seja N =5 = 101,. Entdo

5=11 10 11
+1
6=|1 1 0
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Maquina de Somar Estocastica em base 2

Exemplo Seja N =5 = 101,. Entdo

1-p

5=1|1 0o 11
5=|1 0 %1

+1
+1

6=|1 1 0
5=|1 0 1
1-p p p P
5=|1 % 1 5=11 0o U1
+1 +1
4=1[1 0 0 6=[1 1 0
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Maquina de Somar Estocastica em base 2

Grafo de transicio da maquina de somar estocastica em base 2:

pi(1-p)

p'(-p)
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Maquina de Somar Estocastica em base 2

Operador de transicdo S da maquina de somar estocastica em

base 2:

1—p 4 0 0
pd-p) 1—=p p* 0
0 0 1-pp

onde s;; & a probabilidade de transicdo do estado i para o estado j.
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Maquina de Somar Estocastica em base 2

Teorema:(Killeen, Taylor)(2000)
opt(S) =0(S) ={z € C: (f"(2))n>0 ¢ limitada}, onde
_ (z=(-p))?

Teorema:(Killeen, Taylor)(2000) Para 0 < p < 1, a cadeia de

Markov é irredutivel, periédica de periodo 2 e nula recorrente.
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Maquina de Somar Estocastica em base 2

opt(S) = o (S) = J(f); f(2) = (#)2
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Maquina de Somar Estocastica em base de Fibonacci

Considere a base de Fibonacci: Fp =1, Ff =2 e
F,=F,_1+ Fh—2, n>2. Dai F():l, =2 F=3, F3:5,
Fs=8, Fs =13, Fe =21, F; =34, ...

Considere N € N={0,1,2,3,...}. Entdo, utilizando o
algoritmo fominha, podemos escrever N em base de Fibonacci de
k(N)
forma anica como N = g - - L€1€0 onde N = Z gi(N)F;,
i=0
com e;(N)=0,1e¢ej16; # 11.
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Maquina de Somar Estocastica em base de Fibonacci

Considere a base de Fibonacci: Fp =1, Ff =2 e
F,=F,_1+ Fh—2, n>2. Dai F():l, =2 F=3, F3:5,
Fs=8, Fs =13, Fe =21, F; =34, ...

Considere N € N={0,1,2,3,...}. Entdo, utilizando o
algoritmo fominha, podemos escrever N em base de Fibonacci de
k(N)
forma anica como N = g - - L€1€0 onde N = Z gi(N)F;,

i=0
com e;(N)=0,1e¢ej16; # 11.

Exemplo: N=28=21+5+2= Fs + F3 + F; = 1001010.
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Maquina de Somar Estocastica em base de Fibonacci

Seja N € N e g,...eq a sua representacdo em base de

Fibonacci. Entdo temos as seguintes possibilidades:
1) N =¢g...200;
2) N =¢...€;0010...10 for some j > 4;
3) N =e...e2001;

4) N =€ ...€j0010...101 for some j > 5.
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Maquina de Somar Estocastica em base de Fibonacci

Dai, o processo de adicionar 1 a um nimero N = ¢4 ...¢gg

escrito em base de Fibonacci é dado pelo seguinte:

Caso 1)
N=|¢eg...eo 100
+1
N+1=|¢ek...eo 01
Caso 2)
N=|ec...e; 00 '10 ... '10 '10
+1
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Maquina de Somar Estocastica em base de Fibonacci

Dai, o processo de adicionar 1 a um nimero N = ¢4 ...¢gg

escrito em base de Fibonacci é dado pelo seguinte:

Caso 3)
N=|eck...eo 00 U1
+1
N+1=|¢egr...eo 01 O
Caso 4)
N=|ec...e; 00 '10 ... '10 1
+1
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Maquina de Somar Estocastica em base de Fibonacci

Exemplo Seja N =28 = 1001010.
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Maquina de Somar Estocastica em base de Fibonacci

Exemplo Seja N =28 = 1001010.

N=1|1 100 110 110
+1

N+1=|1 01 00 00
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Maquina de Somar Estocastica em base de Fibonacci

Considere (pp)n>1 uma sequéncia de probabilidades e ¢ ...eg
a representacdo em base de Fibonacci de algum inteiro ndo

negativo .

Iremos definir a maquina de somar estocatica em base de
Fibonacci da seguinte maneira: o primeiro “carry” 1 acontece com
probabilidade p; e ndo acontece com probabilidade 1 — p;, ou seja,
o primeiro “carry” sera 0 com probabilidade 1 — p;. Continuando
desta maneira, o n-ésimo “carry” sera 1 com probabilidade p, e sera

0 com probabilidade 1 — p,,.
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Maquina de Somar Estocastica em base de Fibonacci

Exemplo Seja N =28 = 1001010. Ent3o

1—p 1-p p

28=[1 00 10 910 28=|1 00 %10 '10
+1 +1

26=11 00 10 10 26=1[1 00 10 00
l1—p3 p2 p1 p3 P2 M

28=1{1 %0 10 '10 28=1|1 100 '10 '10
+1 +1

21={1 00 00 00 20=1|1 01 00 00
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Maquina de Somar Estocastica em base de Fibonacci

Grafo de transicdo da maquina de somar estocastica em base

de Fibonacci:

pRAIp)

PRALP)

ppRp)
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Maquina de Somar Estocastica em base de Fibonacci

1—m D1
pn(l—=py) 1-p
pi(1 —p2) 0

0 0
pip2(1 — ps) 0
0 0
0 0
pip2(1 — p3) 0
0 0
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P1P2
1—p
0

0
0
0
0
0

0
0
P1p2
1-m
p1(1 = p2)

0
0
0
0

Dynamics of stochastic Bratteli diagrams

0

0

0

P1
1—p

0

0
0
0

0
0
0
0

P1P2ps3
1—m
pi(1—p2)
p1(1 —p2)
0




Maquina de Somar Estocastica em base de Fibonacci

Teorema(Messaoudi,Smania)(2009) Em /°°(N), temos
opt(S) CE={Ne€C:(\,\) € J(f)}, onde f : C*> — C? &
definida por f(x,y) = (é(x —1+p)(y—1+ p),x) e

_1_ (1-2—p)?
AM=1—p+ - .
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Maquina de Somar Estocastica em base de Fibonacci

O'pt(S)CE:{)\E(C ()\1, } A =1-—

_\_pn)2
p+(1 App) e

fxy) = (F(x 1+p)(y—1+p

p1
p=08
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Maquina de Somar Estocastica em base de Fibonacci

opt(S) CE={A€C: (M, 0) € Je(F)}, M =1 — p+ U220

f(x.y) = ((x =1+ p)y — 1+ p).x)

p - 0.6305 P 0.6301
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Maquina de Somar Estocastica em base de Fibonacci

opt(S) CE={A e C: (M, ) € J()}, Al:l—P—l-Me

f(xvy)z<,,%(X—1+p)(y—1+p),><) p

' ' . .'..
p- 0625 p=06

T

p=0.58 p=03
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Propriedades espectrais

Definicdo

Para cada \ € C, seja (qn(A\))n>1 = (gn)n>1 uma sequéncia
K

definida por qn = qf:‘; . qf_-i onde N = Za,—F;, ar, =
i=0

A—(1—p1)
P1

’

arn = L2, - <é - 1) e ar, = Lar, 1qr, » - (rl - 1), Vn > 2,
onde r, = p[m]ﬂ, Vn>1.
2

Teorema
opt(S) = {A € C: (qn)n>1 € limitada} C E C 0(S), onde E :=

{)\ e C: (q/:n)nzo € limitada} = {/\ e C: (¢n(QF1, qFO))n22 é
limitada}, Vn = gno...08 € gy : C%2 — C? é definido por
gn(x,y) = (%nxy — (%n — 1) ,x), Y n>2.
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Propriedades espectrais

Ideia da prova: 1) 0,:(S) = {A € C: (gn)n>1 € limitada}.

De fato, sejam A € ot(S) e v € [°°(N) tal que (S — Al)v = 0.
Como S é auto similar, segue que v, = g,vp, Vn > 1. Logo
(gn)n>1 € limitada.

2) E={X € C:(gr,)n>0 ¢ limitada} C o(S).

De fato, seja A € E. Se A € 0(S), acabou. Suponha A Qf opt(S)

e, para cada k > 2, sejam w(k) = (1,q1()),..., qx()),0,0,...) e

(k) = W
w® ||

A € 0,(S) Co(S).

u . Entdo lim,_s o0 ||(S — M) ulF)|| = 0 e, portando,
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Propriedades espectrais

1) E=0(S);

2) existe 0 < 0 < 1 tal que se p; > 0, Vi > 1, entdo op(S) = E.
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Propriedades topolégicas

Teorema

Se liminf p; > 0 entdo E é compacto e C\ E é conexo.
1— 00

Ideia da prova: E = {z € C: (qr,(z))n>0 ¢ limitada}, onde
ar(2) = 2, R (2) = ;2% — (rlq - 1) e
ar,(z) = rlann—l(Z)anfz(z) - (%n - 1), Vn > 2. Temos que

“+oo
existe R > 1 tal que E = ﬂ q;nlD(O, R). Logo E é compacto e

=0
o
C\E= U C\ q;nlD(O, R). Pelo teorema do médulo méaximo
n=0

C\ q,?nlD(O7 R) & conexo, ¥n > 0. Como C\ q,?nlD(O7 R) contém

uma vizinhanc¢a no infinito, Vn > 0, segue que C\ E & conexo.
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Propriedades topolégicas
Existe 0 < 0 < 1 tal que se p; > 9, Vi > 1, entdo E é conexo.

Essa conjectura é motivada pelo fato que quando p — 1 (no caso

pi = p, Vi), entdo E é quase-disco (Bonnot, Abdalaoui, Messaoudi,

Sester).
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Conjunto E :={X € C: (gF,)n>0 € limitada}

01) 02) 03)

Figura: 01) py = 1, p» = 0,999, p3 = 0,909, ps = 0,833, ps = 0,769, ps = 0,714, p; = 0, 666,

ps = 0,625, pg = 0,588, p1o = 0,555, p11 = 0,526, p; = 1, for all i € {12,...,17}.
02) p1 =1, p2 = 0,999, p3 = 1, pa = 0,625, p5 = 0,588, pg = 0,625, p; = 0,666, pg = 0,714,
po = 0,769, p1o = 0,833, p11 = 0,909, p; = 1, for all i € {12,...,17}.

03) p1 =1, pp = 0,999, p3 = 1, ps = 0,588, ps = 0,588, pg = 0,625, p; = 0,666, pg = 0,714,
po = 0,769, p1o = 0,833, p1g = 0,909, p; = 1, for all i € {12,...,17}.
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Conjunto E :={X € C: (gF,)n>0 € limitada}

Figura: 04) py =1, p» = 0,999, p3 = 1, pa = 0,625, ps = 0,714, ps = 0, 403637066, p; = 0,833,

pg = 0,833, pg = 909, p; =1, for all i € {10,...,17}.

05) p1 =1, p2 = 0,999, p3 = 1, pa = 0,625, ps = 0,714, pg = 0,403, p; = 0,833, pg = 0,833,

po =909, p; =1, forall i € {10,...,17}.

06) py =1, pp = 0,999, p3 =1, ps = 0,588, ps = 0,769, pg = 0,833, p; = 0,909, pg = 0, 833,

pi=1 foralljec {9,...,17}.
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Conjunto E := {\ € C: (gf,)n>0 ¢ limitada}

07) 08) 09)
Figura: 07) py =1, p» = 0,999, p3 = 0,5, p; = 1, for all i € {4,...,17}.

08) pr =1, p2 =0,999, p3 =1, pa =0,5, p; =1, forall i € {5,...,17}.

09) pr=1,py =0,999, p3 =1, pg =1, ps = 0,5 p; =1, forall i € {6,...,17}.

Dynamics of stochastic Bratteli diagrams
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Conjunto E :={X € C: (gF,)n>0 € limitada}

Figura: 10) py =1, p» =0,999, p3 =1, pa =1, ps =1, ps = 0,5 p; = 1, for all i € {7,...,17}.
11) p1 =1, p» = 0,999, p3 = 1, pg = 0,625, ps = 0, 284864, ps = 0, 625, p; = 0,714, pg = 0, 769,
pg = 0,833, p1g = 0,909, p; =1, forall i € {11,...,17}.
12) p1 =1, pp = 0,999, p3 = 1, pg = 0,625, ps = 0, 284859, pg = 0, 625, p; = 0,714, pg = 0, 769,
pe = 0,833, pjo = 0,909, p; =1, forall j € {11,...,17}.
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Conjunto E :={X € C: (gF,)n>0 € limitada}

Figura: 13) py = 1, p» = 0,999, p3 = 1, pa = 0,833, ps = 0,769, ps = 0,833, p; = 0, 465,
ps = 0,833, pg = 909, p; = 1, for all i € {10,...,17}.

14) py =1, pp = 0,999, p3 =1, pg = 0,833, ps = 0,769, ps = 0, 833, p; = 0, 46041639, pg = 0, 833,
po =909, p; =1, forall i € {10,...,17}.

15) p1 =1, pp = 0,999, p3 =1, pg = 0,833, ps = 0,769, ps = 0, 833, p7 = 0, 46041617, pg = 0, 833,

po =909, p; =1, forall i € {10,...,17}.
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Propriedade probabilistica

Teorema
+o0

A cadeia de Markov é transiente se, e somente se, H pi > 0. Se
i=1

+o0 +oo
H pi=0e Zp,- = +00 entdo a cadeia de Markov é nula
i=1 i=1

recorrente.
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Propriedade probabilistica

De o

2

Dada uma cadeia de Markov irredutivel, dizemos que um estado i é
recorrente se, e somente se, comecando no estado i, o processo
retorna infinitas vezes ao estado i com probabilidade 1, ou seja, um

estado i é recorrente se, e somente se, ", = 1, onde

fr = f}"_e 'n':P{Xn:iaxn—l#ia"le?éi‘XOZi}'

Assim definimos um estado i como sendo transiente se, e somente

se, £ < 1.
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Propriedade probabilistica

Teorema

+o0
A cadeia de Markov é transiente se, e somente se, H pi > 0. Se
i=1

+oo “+o0o
H pi=0e Zp; = 400 entdo a cadeia de Markov é nula
i=1 i=1

recorrente.

Proposicdo: A cadeia de Markov é transiente se, e somente se,

existe v € °(N), 0 < v; <1, Vi>1, tal que Sv=uv.

Ideia da prova: Seja S a matriz do operador S, retirando-se uma

linha e uma coluna.
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Propriedade probabilistica

Ao retirarmos a primeira linha e a primeira coluna de S, temos que

Sv = v se, e somente se, v; = B;jv1, Vi > 2, onde 5, = é
1 . 1
= 55—, 5e Fo, <i<F ,efi=—=—5—,se
ﬁ/ pg..-pﬁ_H 2n > 2n+1 /81 P§~-~Pﬁ+1pn+2
Foni1 < i< Fopio, Vn > 1. Assim, segue da proposicio anterior
—+o00

que a cadeia de Markov é transiente se, e somente se, H pi > 0.
i=1

Definicdo: 1 € /*(N) é uma medida invariante em relacdo a S, se

e somente se, uS = p.
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Propriedade probabilistica

Proposicio

Seja pp € I°(N), p = (uo, 1, 2, - - .). Entdo uS = u se, e somente
Se, lin = Pnpio, para todon > 1, onde f1 =1, Br = po e, para cada
n > 2, temos

1) ,BFnJrk = 6Fn5kr para cada k € {1,. vy Fo1 — 1},’

2) BF, = P[esa] 41/

3) BFy1 = P2P3- - P[z] 41

Se f:olo pi = 0 ent3o a cadeia de Markov é recorrente. Além disso,

se Z,J;of pi = 400, segue pela proposicdo que n3o existe medida

invariante para S. Logo a cadeia de Markov é nula recorrente.
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Propriedade probabilistica

Teorema

Existe sequéncia de probabilidades p = (p;)i>1 tal que satisfaz a
cadeia de Markov ser recorrente positiva. Em particular, se
+oo

Z piF>i_1 < +00 entdo a cadeia de Markov é recorrente positiva.
i=2
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Propriedade probabilistica

Teorema

Existe sequéncia de probabilidades p = (p;)i>1 tal que satisfaz a

cadeia de Markov ser recorrente positiva. Em particular, se
+oo

Z piF>i_1 < +00 entdo a cadeia de Markov é recorrente positiva.
i=2

Definicao

|

Sejam i um estado recorrente e Ry = min{n>1: X, =i}. A

duracdo média entre visitas ao estado i é dada por
m; = E[Ri|Xo = i] = 1nf”

O estado i é recorrente positivo se, e somente se, m; < oo, € é nulo

recorrente se, € somente se, m; = 0Q.
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Diagramas de Bratteli

Definicdo

Um diagram de Bratteli é um grafo diretamente infinito (V, E)
onde o conjunto dos vétices V' e o conjunto das arestas E podem
ser particionados em conjuntos finitos V = V(0)U V(1)o V(2)o...
and E = E(1)o E(2) o..., com as seguintes propriedades:

(i) V(0) = {v(0)} é um conjunto de um dnico ponto,

(ii) r(E(n)) C V(n) es(E(n)) C V(n—1), para todo n>1,

onde r : E — V é chamada de aplicacdo alcance e s : E — V de
aplicacdo fonte. Além disso, s~1(v) # () para todov € V e

r=Y(v) # 0 para todo v € V' \ V(0).
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Diagramas de Bratteli

Se #V(n—1)=t(n—1) e #V(n) = t(n), entdo E(n)

determina uma matriz M = M(n)(p)x¢(n—1), onde (Mj;) determina

o numero de arestas que partem do vértice v;(n — 1) e chegam no

vértice vj(n).

Exemplo:

Nivel

n-1

Danilo Antonio Caprio (UNESP-IBILCE)

Matriz de incidéncia

0
1
1 E(n)
0

01 0 1
[1 0 1 1] E(n+1)

s(e)

V(n-1)

V(n)

V(n+1)
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Diagramas de Bratteli

Definicdo
Um diagrama de Bratteli ordenado (V, E,>) é um diagrama de

Bratteli (V, E) munido com uma ordem parcial > em E tais que

duas arestas e, e’ em E sdo comparéveis se, e somente se,

r(e) =r(€).

Danilo Antonio Caprio (UNESP-IBILCE) Dynamics of stochastic Bratteli diagrams



Diagramas de Bratteli

Definicdo
Um diagrama de Bratteli ordenado (V, E,>) é um diagrama de

Bratteli (V, E) munido com uma ordem parcial > em E tais que

duas arestas e, e’ em E sdo comparéveis se, e somente se,

r(e) =r(€).

V(n-1)

E(n)

V(n)

E(n+1)

1 2 V(n+1)
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Diagramas de Bratteli

Se (V, E,>) é um diagrama de Bratteli ordenado e k < | em
77", entdo podemos induzir uma ordem no conjunto
E(k+1)oE(k+2)o...0E(l) de caminhos de V/(k) até V/(/), da

seguinte maneira:

(ex+1,€k+2,--->€) > (fux1, fegas .-, 1)

se, e somente se, para algum i € {k+1,...,/}, tivermos ¢ = f;

para i < j<lee >f.
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Diagramas de Bratteli estocasticos

Teorema
Seja S o operador de transicio associado ao diagrama de Bratteli

a b
estocastico B cuja sua matriz associada é M = . Ent3o,

c d
em [*°(N), temos que o conjunto dos autovalores 0,:(S) de S,

satisfaz
opt(S) T {X € C: (gn(A, A))n>0 € limitado},

onde g,(x,y) = fpofy_10...0f(x,y) ef,: C2 — C? sdo
aplicacbes definidas por fo(x,y) = (X_(,lh_pl), y—(,1):p1)> e

fa(x,y) = (#x"”yb - 1;—"””, #xcyd - %), para todo n > 1.
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Diagramas de Bratteli estocasticos

Exemplo: M =
’0 833, p,=0.714, Py -0.555 and

pF05andp =1, foralliz2. pL p=0.5and p=1, forall i 23 p =1, foralfi24

p,=0.714, ,=0.625,p=0.555 and  p,=1, p,=0.833, p,=0.714,p,=0.625  p,=1, p,=0.833, p,;=0.714, p,=0.625,
p=1,foralfiz 4 and p=1, for all 2 5. R=0.555 and p, =1, for all i 2 6.
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Diagramas de Bratteli estocasticos

Exemplo: M =

p=0.769, for all i > 1. p=0.666, for all i> 1. p=0.5and p =1, foralli> 2

)=0.833, ,=0.769, p,=0.714, p,=0.666 p,=0.714, p,=0.666, p;=0.625, p,=0.588
P71 p,05and =1, foralli=3 andp 1, foralli>5. and p=1, f6rall i 25
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Diagramas de Bratteli estocasticos

Exemplo: M =

oes

P;=0.833, foralli 1. p=0.714, foralli= 1. p=0.588, for all i > 1.

p=0.526, for all i= 1. pF05andp =1, foralliz2. P=L p=0.5and p =1, foralli=3
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OBRIGADO!
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