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Ponto de partida

Caos e dinamica (segundo Smale): Chaos is a phenomenon of
dynamics, and dynamics is the time evolution of states of nature.

(Um) Objetivo da dinamica: Descrever o comportamento ao
longo prazo (assintético) de sistemas cuja lei de formacgdo é conhecida.

N

o f2(x)

T ¥

f"(xv



Descrever (?7): todos, “muitos”’, “bastantes”, alguns,...

All, most, our system (M. Shub):

@ What can be said about dynamical systems? The best things
that can be said concern all systems.

@ When we can not make statements about all systems we may
content ourselves with most systems.

@ We expect that properties that hold for most systems hold for
a specific system under consideration, but we cannot be sure
until we have proven it.

Descrever conjuntos grandes de sistemas (a maioria 7!)
(topoldgico, probabilistico genericidade).



DiCOtomiaS (Conjeturas de Palis e variagdes) .

o Dlnémlcas Slmples (Morse-Smale, finitos estados interessantes) VErsus
’ fenémenos h0m0C|iniCOS ‘ Pujals-Sambarino, Bonatti-Gan-Wen, Crovisier.

° ’ Hiperbolicidade‘ versus | ciclos | pujals-sambarino, Bonatti-D .

@ hiperbolicidad versus medidas ergédicas ndo hiperbdlicas.

Bochi,Bonatti,D, Gorodetski

‘ progressos na topologia ct. ‘




Caos, a ferradura de Smale, hiperbolicidade

Smale disse um dia “o caos nado existe” (!?): | was delighted
with a conjecture which had a consequence: “chaos does not exist”.
This euphoria was soon shattered

Carta de Levinson com um contra-exemplo!! (sobre trabalhos de
Cartwright-Littlewood em modelagem de ondas de radio): O HcaOS pOdia eXiStir”.

Geometriza¢do das equagbes de Cartwright-Littlewood.



A ferradura de Smale

direcdes de contracdo e expansido uniforme

’fenémenos homoclinicos: ‘ trajetoria que no futuro (iteragdes
positivas) e no passado (negativas) converge a um “equilibrio”.
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Caos e determinismo

Paradigma das leis da probabilidade: |lancamento de uma moeda‘

Processo totalmente deterministico (condicses do lancamento...).

@ O experimento é representado por uma seqiiéncia de A (cara)
e B (coroa):

AABAB..

@ Os itinerarios (6rbitas) de uma ferradura também podem ser
representados (dinsmica simbslica):

e A iterado na regido vermelha,
e B iterado na regido azul.

As a consequence of the theory of chaos, the world now knows that
the philosophy of determinism has become untenable on every level.
The coinflipping syndrome is pervasive. (smale)



Hiperbolicidade

DOiS mode|OS de hiperbolicidade uniforme:

o Ferraduras de Smale (semi-local) (pontos criticos “fora" da dinamica)

@ Sistemas de AnOSOV (giobal) (no-critico).

Conjuntos transitivos “indescomponiblidade" dindmica. existem érbitas densas.



Sistemas de Anosov

/21 o o
A_<1 1), Ta:T2 =T

/

direcbes de contracdo e expansdo uniforme (as auto-direcses de A)
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Ferraduras de Smale

direcBes de contracdo e expansdo uniforme
a regidp critica esta na bacia de atracdo de um poco.

dinamica simbolica: ¥, = {0,1}%,

o: X2 — X2, o(xi)=x(yi) Yi=Xit1



Hiperbolicidade em quadrinhos

variedades invariantes
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Fendmenos homoclinicos

X



Fenémenos homoclinicos




Fendmenos homoclinicos

Criacdo de ferraduras (gikhoff, smale)

intersecdes transversais entre variedades invariantes (estavel e instavel)




Fendmenos homoclinicos

Problema central: entender a geometria das variedades estaveis e
instaveis e suas INtersecOes transversalidade, angulos.

@ Anosov: as variedades sdo densas em T2.

o Ferraduras: as variedades sio Cantor X intervalo.



Fendmenos homoclinicos

\\\/

Problema central: entender a geometria das variedades estaveis e
inStéveiS € suas intersegf)es transversalidade, dngulos.

@ Anosov: as variedades sio densas em TZ2.

@ Ferraduras: as variedades sdo Cantor x intervalo.



A perplexidade homoclinica de Poincaré

Que l'on cherche a se représenter la figure formée par ces deux
courbes et leurs intersections en nombre infini dont chacune
correspond 3 une solution doublement asymptotique.

Ces intersections forment une sorte de treillis, de tissu, de réseau a
maille infiniment serrées... chacune de ces deux courbes ne doit
jamais se recouper elle-méme, mais elle doit se replier sur elle
méme de maniére infiniment complexe pour venir recouper une
infinité de fois toutes les mailles du réseau.

On sera frappé de la complexité de cette figure, que je ne cherche
méme pas a tracer.

Rien de plus propre a nous donner une idée de la complication du
probléme des trois corps et de les problémes de la Dynamique...



Ciclos

ciclo heterodimensional

tangéncia homoclinica

‘ Genericidade Kupka-Smale: | as variedades invariantes de pontos
pel‘lédICOS se |nterceptam em pOSl(;éO geral (disjuntas ou transversais).

‘ Ciclos robustos: ‘ devem envolver conjuntos “grandes" (ferraduras

espessas e misturadores).



Além da hiperbolicidade

A hiperbolicidade & um fendmeno muito menos freqiiente do que se
esperava nos anos sessenta. Necessidade de entender dindmicas
ndo hiperbdlicas.

Dinamicas persistentemente n3o hiperbdlicas:

@ Infinidade de pocos. Dinamicas persistentemente criticas.
o Atrator de LOrenZ. Hiperbolicidade singular.
o Atrator de Hénon. Hiperbolicidade ndo-uniforme. (teoria de Pesin).

@ Dinamicas parcialmente hiperbdlicas.

Necessidade de considerar hiperbolicidades fracas.

Principio geral (Pugh-Shub): ‘ A little hyperbolicity goes a long

way!



Conjuntos de Cantor dinamicamente definidos:

lacuna

ponte . .
lacuna construgdo do conjunto de Cantor




Tangéncias robustas (Newhouse)

projections
P
. ponte
chave: Espessura de conjuntos de Cantor | 7(K) ~
lacuna

’ Lema da Lacuna: ‘ Se Ki, K3 encavalados e 7(K7) - 7(K2) > 1,
entdo K; N Ky # 0.




e a lacuna desaparece....

Tl’a nSfOI’ma(;éo dO Padeiro (sem e com superposicdo)

sem lacuna
sem superposi¢do com superposi¢do



Transformacio do Padeiro bidimensional
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sem lacuna

sem superposi¢do
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sem lacuna

sem superposicdo



vers3do bidimensional

figuras de What is a blender? (Notices AMS) [Bonatti-Crovisier-D-Wilkinson]



O conjunto invariante e a propiedade de superposicio

propriedade de superposicdo

@ intersecBes n3o transversais sdo persistentes (?!).

@ endomorfismos.



Anosov ou ferraduras x rotacdes (neutro)

@ método - priori N30 robusto.

@ a direcdo paralela aos circulos é neutra.

@ sem perda de

@ pontos sela de |indices| 1 e 2 convivem no mesmo conjunto

transitivo [pioneiros: Abraham-Smale, Simon, 70] [Bonatti-D, Gorodetski-llyashenko 90's]



fo: St — St polo norte - polo sur,
fi: ST — S! rotacdo irracional (ou quase)

fo fi

F:Y, xS' = X xSt (a,x) = (0(a), fay (X))

chave minimalidade do IFS gerado por fy, fi (tedo ponto tem érbita densa 5%)

F:T?2 xSt -T2 xSt (X, x)— (A(X), fx(x))



principio: misturar ferraduras de diferentes indices

representacdo ingénua e errada

0’222%22

ferradura

fo

variedades invariantes 4

fi

0222%22

ferradura



O misturador em duas palavras:

o ferradura immersa em R3 com boas propriedades geométricas

que lembram as ferraduras espessas,

-
g

A

@ a variedade estavel de dimensdo 1 tem dimensdo topoldgica 2.

chave: falta de hiperbolicidade normal




“Difeomorficando" o endomorfismo: dimens3o extra

figura de What is a blender?  [Bonatti-Crovisier-D-Wilkinson]



“Difeomorficando" o endomorfismo: dimens3o extra

ferraduras tortas en dimensién trés

- R
.

figura de What is a blender? (Notices AMS) [Bonatti-Crovisier-D-Wilkinson]
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“Misturador" protétipo:

ferradura

mica central

dindmica central



O que

& um misturador (blender)



“Misturadores": como, quando, onde

intersecdes ndo transversais sdo persistentes (?!).

W (4)

figura de What is a blender?

Blenders e trasitividade robusta [Bonatti-D, 06]

Blenders e ciclos robustos, Blenders e tangéncias robustas [Bonatti-D, 06, 08]
Blenders dindmicos [Bochi,Bonatti-D, 16]

Outros blenders e Difusdo de Arnold [Nassiri-Pujals, 10]

Mais blenders [Barrientos-Raibekas-Ki,14], superblenders [Avila,Crovisier,Wilkinson, 17],
parablenders [Berger 15], [Berger,Crovisier,Pujals 16].



Misturador dindmico:

f difeomorfismo, A um conjunto compacto f(A) = A

A= ﬂ f"(U), U vizinhanga de A.
nEZ

o hiperbé“co dimens3o expansora bidimensional € transitivo
@ campo de cones C"* invariante de dimens3o um,

@ existe uma familia aberta f-invariante de discos de dimensao
um 2 contida em U e tangente a CY“:

(¥) paratodo D € ® existe D' € ©® com D’ C f(D).



Propriedade (x):

Al5) = Ax — t

g =

Vx € [0,3] {fO(X)v fl(X)} N [0, a] 7& 0.

‘ importante: X\ € (1,2) (A = 2 padeiro)




