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Espacos shift

Shift spaces

Grupos shift

@ Seja A um conjunto enumeravel com a topologia discreta
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Espacos shift

Shift spaces

Grupos shift

@ Seja A um conjunto enumeravel com a topologia discreta
@ O full shift sobre A é o conjunto

AS = {(X,’),‘eg S X, €A Vi€ S},
ondeS=NouS=7%
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Espacos shift

Shift spaces

Grupos shift

@ Seja A um conjunto enumeravel com a topologia discreta
@ O full shift sobre A é o conjunto

AS = {(X;),’eg DX, €EA Vi€ S},
ondeS=NouS=72
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Espacos shift

Shift spaces

Grupos shift

@ Seja A um conjunto enumeravel com a topologia discreta
@ O full shift sobre A é o conjunto

AS = {(X;),’eg DX, €EA Vi€ S},

ondeS=NouS=7Z
@ Considere em A® a topologia dos cilindros:

[8081...an]jZ:{X€/\: xj+/:a,0§i§n}
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Espacos shift

Shift spaces

Grupos shift

@ Seja A um conjunto enumeravel com a topologia discreta
@ O full shift sobre A é o conjunto

AS = {(X;),’eg DX, €EA Vi€ S},
ondeS=NouS=72
@ Considere em A® a topologia dos cilindros:
[8031 ...an]j = {XG/\Z Xj_;,_,'Ic’:'l,‘OSiSI’]}

o Shift map:
o : AS S AS
(Xi)ies = (Xit1)ies
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Espacos shift

Shift spaces

Grupos shift

@ Seja A um conjunto enumeravel com a topologia discreta
@ O full shift sobre A é o conjunto

AS = {(X;),’eg DX, €EA Vi€ S},

ondeS=NouS=72
@ Considere em A® a topologia dos cilindros:

[8031 ...an]j = {XG/\Z Xj_;,_,'Ic’:'l,‘OSiSI’]}
o Shift map:
o AA
(X)ies > (Xit1)ies
@ um espaco shift sobre A é qualquer conjunto A ¢ A°
fechado e o-invariante.
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Espacos shift

Shift spaces

Grupos shift

@ Paracadan> 1, seja
Bh(N) :={(a1...an): IXe N, i€S, Xipj1=aV=1,...,n}
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Espacos shift

Shift spaces

Grupos shift

@ Paracadan> 1, seja
Bh(N) :={(ar...an): IXe N, i€S, Xipj1=aVj=1,...,n}

@ alinguagemde A é

B(N) := | Ba(N):;

n>1
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Espacos shift

Shift spaces

Grupos shift

@ Paracadan> 1, seja
Bh(N) :={(ar...an): IXe N, i€S, Xipj1=aVj=1,...,n}
@ alinguagemde A é
B(N) := | Ba(N):;
n>1

@ denotaremos o conjunto das letras usadas em A por
Ly := Bi(N);
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Espacos shift

Shift spaces

Grupos shift

@ Paracadan> 1, seja
Bh(N) :={(ar...an): IXe N, i€S, Xipj1=aVj=1,...,n}
@ alinguagemde A é
B(N) := | Ba(N):;
n>1

@ denotaremos o conjunto das letras usadas em A por
Ly = B1 (/\),

@ dado a € B(A%), o k-ésimo follower set de aem A é o
conjunto

Fk(N\,a) :={be Bk(N\): abe B(N)};
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Espacos shift

Shift spaces
Grupos shift

@ Paracadan> 1, seja
Bh(N) :={(ar...an): IXe N, i€S, Xipj1=aVj=1,...,n}
@ alinguagemde A é
B(N) := | Ba(N):;
n>1

@ denotaremos o conjunto das letras usadas em A por
Ly = B1 (/\),

@ dado a € B(A%), o k-ésimo follower set de aem A é o
conjunto

Fk(N,a) :={be Bk(N): abe B(N\)};

@ Analogamente se define Pk(A, a), o k-ésimo predecessor
setde aem A.
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Espacos shift

Shift spaces

Grupos shift

@ Dizemos que um grupo (A, x) é um grupo shift, se A é
espaco shift e x é continua e o é automorfismo para x;

x = ( Tj—¢ s Ljeeey Tjgr )
y = ( ’ Yj—ty-- s Yj-o o Yitr ) )
X*ky = ( 3 (X*y)j N )
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Espacos shift

Shift spaces

Grupos shift

@ Dizemos que um grupo (A, x) é um grupo shift, se A é
espaco shift e x é continua e o € automorfismo para x;

@ Se (A, *) é grupo shift, se e s6 se x é um siilding block
codede A x Aem A, isto é, se e s6 se existe £, r > 0 tal
que paratodoj €S

x = ( Tj—¢ s Ljeeey Tjgr )
y = ( ’ Yj—ty-- s Yj-o o Yitr ) )
X*ky = ( 3 (X*y)j N )
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Espacos shift

Shift spaces

Grupos shift

@ Dizemos que um grupo (A, x) é um grupo shift, se A é
espaco shift e x é continua e o € automorfismo para x;

@ Se (A, x) € grupo shift, se e s6 se « € um siilding block
codede A x Aem A, isto é, se e s6 se existe ¢, r > 0 tal
que paratodoj €S

x = ( Tj—¢ s Ljeeey Tjgr )
y = ( ’ Yj—ty-- s Yj-o o Yitr ) )
X*ky = ( 3 (X*y)j N )
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Espacos shift

Shift spaces

Grupos shift

@ Dizemos que um grupo (A, x) é um grupo shift, se A é
espaco shift e x é continua e o € automorfismo para x;

@ Se (A, x) € grupo shift, se e s6 se « € um siilding block
codede A x Aem A, isto é, se e s6 se existe ¢, r > 0 tal
que paratodoj €S

x = ( Tj—¢ s Ljeeey Tjgr )
y = ( ’ Yj—ty-- s Yj-o o Yitr ) )
X*ky = ( 3 (X*y)j N )
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Alfabeto finito

Quando A é espago shift sobre um alfabeto finito e (A, %) é
grupo shift, Kitchens [2] provou que:
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Alfabeto finito

Quando A é espago shift sobre um alfabeto finito e (A, %) é
grupo shift, Kitchens [2] provou que:

@ existe um grupo finito (B, -) e um espaco shift I c BS tal
que, (', ) grupo shift com a operagao e dada para todo

(Xi)ies, (Vi)ies € T por
(Xi)ies ® (Vi)ies = (Xi - Yi)ies,

e (A, x) éisomorfo a (I, e).
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Alfabeto finito

Quando A é espago shift sobre um alfabeto finito e (A, %) é
grupo shift, Kitchens [2] provou que:

@ existe um grupo finito (B, -) e um espaco shift I c BS tal
que, (I, ) grupo shift com a operagao e dada para todo

(Xi)ies, (Vi)ies € T por
(Xi)ies ® (Vi)ies = (Xi - Vi)ies,

e (A, x) éisomorfo a (I, e).

@ (A, %) é isomorfo a um grupo shift (Q2,x), onde 2 € 0
produto Cartesiano de um full shift com um espaco shift
finito.
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Alfabeto enumeravel

Exemplo 1:

@ G =7 com a soma usual;
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Alfabeto enumeravel

Exemplo 1:

@ G = 7Z com a soma usual;
0 A:={(X)ies € G°: (X — Xi2) € 2Z, Vi € S};
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Alfabeto enumeravel

Exemplo 1:

@ G = 7Z com a soma usual;

o A= {(X,‘),‘eg e G (X,' — X,'+2) € 27, Vi e S};

@ seja e a operacdo componente a componente induzida
pela soma em G;
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Alfabeto enumeravel

Exemplo 1:

@ G = 7Z com a soma usual;

o A= {(X,‘),‘eg e G (X,' — X,'+2) € 27, Vi e S};

@ seja e a operacdo componente a componente induzida
pela soma em G;

@ (A, e) € um grupo shift.
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Alfabeto enumeravel

Exemplo 1:

@ G = 7Z com a soma usual;

o A= {(X,‘),‘eg e G (X,' — X,'+2) € 27, Vi e S};

@ seja e a operacdo componente a componente induzida
pela soma em G;

@ (A, e) &€ um grupo shift.

@ Denotando por E:=2Ze O:=1+ E,paracada k >1e
n>2,dado a= (ay,...,an) € Bpy(A) temos
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Alfabeto enumeravel

Exemplo 1:

@ G = 7Z com a soma usual;

o A= {(X,‘),‘eg e G (X,' — X,'+2) € 27, Vi e S};

@ seja e a operacdo componente a componente induzida
pela soma em G;

@ (A, e) &€ um grupo shift.

@ Denotando por E:=2Ze O:=1+ E,paracadak >1e
n>2,dado a= (ay,...,an) € Bp(A) temos
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Alfabeto enumeravel

Exemplo 1:

@ G = 7Z com a soma usual;

o A= {(X,‘),‘eg e G (X,' — X,'+2) € 27, Vi e S};

@ seja e a operacdo componente a componente induzida
pela soma em G;

@ (A, e) &€ um grupo shift.

@ Denotando por E:=2Ze O:=1+ E,paracadak >1e

n>2,dado a= (ay,...,an) € Bp(A) temos
E*X, if  a,_i e a, sdo pares,
Ok, if a,_1 e a,sao impares,
ExOx..., se ap_1 épare apéimpar,
Fi(h @) = ’ ’
k produto Cartesiana alternado
OxEx..., se ap—1 é impar ea, € par.
N————

k produto Cartesiana alternado
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Alfabeto enumeravel

Exemplo 2:

@ Paracadaie N, seja G := Zyi;
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Alfabeto enumeravel

Exemplo 2:

@ Paracadai< N, seja Gj := Zyi;
@ paracada i€ N, seja ~; : Gi — Gj.1 0 homomorfismo
dado por vi(9) := 2g;
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Alfabeto enumeravel

Exemplo 2:

@ Paracadai< N, seja Gj := Zyi;

@ paracada i€ N, seja v, : Gi — Gj.1 0 homomorfismo
dado por vi(g) := 2g;

@ seja G o limite direto associado a {Gj, v}, isto é, 0
conjunto das classes de equivaléncia [g, i] |J,cy Gn, ONde
ieNege G,

[9.1] = [h,]] <= existe k > i, tal que v k(9) = v k(h).

Marcelo Sobottka Grupos shift enumeraveis



Alfabeto enumeravel

Exemplo 2:

@ Paracadai< N, seja Gj := Zyi;

@ paracada i€ N, seja v, : Gi — Gj.1 0 homomorfismo
dado por vi(g) := 2g;

@ seja G o limite direto associado a {Gj,v;}, isto é, 0
conjunto das classes de equivaléncia [g, /] U,y Gn, Onde
ieNegeQG,

[9,1] = [h,j] <= existe k > i,j tal que 7; x(9) = 7 «(h).
@ seja - a operacdo de grupo em G dada por:
(9.1 [h.J]1 = [ij(g) + h.jl. se i<

lg.1] - [h, 1= [g +i(h). /] se i =
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Alfabeto enumeravel

@ sejaH ={gc G: g=]g,1]} = {[0,1], [1,1]};
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Alfabeto enumeravel

@sejaH:={geG: g=1g,1]} ={[0,1], [1,1]};
@ dado g = [g, i] € G defina seu follower set como

]:1(/\*9) = [gl+1]H = {[gvl+1]* [2I+g (mod 2/+1) » l+1]}'
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Alfabeto enumeravel

o sejaH:={geG: g=][g 1]} ={[0,1], [1,1]}
@ dado g = [g, i] € G defina seu follower set como

Fi(A0) = [9,i+1]-H = {[g,i+1], [2'+9 (mod 21+t » i+1]};
@ definimos A ¢ G® como o espago shift

N ={(gi)ies : 9ir1 € F1(N,gi)},
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Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Grupos shift com operagdo componente a componente

Seja (G, ) um grupo e seja e a operagao componente a
componente definida em G5.
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Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Grupos shift com operagdo componente a componente

Seja (G, ) um grupo e seja e a operagao componente a
componente definida em G5.

Denote por 15 a identidade de GZ, e suponha que (A, ) é um
grupo shiftcom Ly = G.
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Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Grupos shift com operagdo componente a componente

Seja (G, ) um grupo e seja e a operagao componente a
componente definida em G5.

Denote por 15 a identidade de G”, e suponha que (A, ) é um
grupo shiftcom Ly = G.

Proposicao

Para cada k,n > 1, temos que Fx(\,1%) e Px(A, 1) séo
subgrupos normais de By (M), -).
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Propriedades gerais

Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Teorema

Para cada k,n > 1 e a € By(N\) temos que
Q@ be Fk(A a) se e sése
b - .7:;((/\, 1%) = ]:k(/\, 1?5) -b= fk(/\, a).
@ b e Py(N a) seesose
b-Px(N1E) = Pr(M1Z) - b="Pk(A, a).
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Propriedades gerais

Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Corolario

Para todo k,n > 1 temos que os membros das familias
Ll = {Fi(N &) : a€ Ba(A)} e Ly == {Px(A,a) : a€ By(A)}
sdo disjuntos dois a dois.
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Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Corolario

Para todo k,n > 1 temos que os membros das familias

LK = {Fi(N @) : ae Ba(N)} e Lp¥ := {Px(N,a) : ae By(A)}
sdo disjuntos dois a dois.

Ademais, (Lp*,-) e (Lx¥,.) sdo grupos e para todo

a,b € By(N), nés temos que:
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Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Corolario

Para todo k,n > 1 temos que os membros das familias

LK = {Fi(N @) : ae Ba(N)} e Lp¥ := {Px(N,a) : ae By(A)}
sdo disjuntos dois a dois.

Ademais, (Lp*,-) e (Lx¥,.) sdo grupos e para todo

a,b € By(N), nés temos que:

Q [Fk(A, a)| = |Fk(A, b)| e [Pk(A, @)l = [Pk(A, b)|;
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Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Corolario

Para todo k,n > 1 temos que os membros das familias

LK = {Fi(N @) : ae Ba(N)} e Lp¥ := {Px(N,a) : ae By(A)}
sdo disjuntos dois a dois.

Ademais, (Lp*,-) e (Lx¥,.) sdo grupos e para todo

a,b € By(N), nés temos que:

o ‘fk(/\aa)‘ = ’}—k(/\a b)| e |73k(/\7 a)| = |7Dk(/\v b)‘!

Q 7«(A, a)- Fu(A, b) = Fi(M,a- b) e
Pr(A, a) - Pk(N, b) = Pk(A, a- b).
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Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Proposicéo

Para todo k,n > 1 temos que (Lx*,-) e (LX”, -) s&o isomorfos.
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Propriedades gerais

Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Proposicéo

Para todo k,n > 1 temos que (Lx*,-) e (Lf”, -) s&o isomorfos.

A porposi¢ao acima implica que:
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Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Grupos shift com operagdo componente a componente

Proposicéo

Para todo k,n > 1 temos que (Lx*,-) e (Lf”, -) s&o isomorfos.

A porposi¢ao acima implica que:

Corolario

Para todo k,n > 1 temos \L;’;kl = \LZ”I-
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Propriedades gerais

Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Definicao

Suponha (G, -) um grupo e um grupo shift (A, e) con Ly = G.
Considere o grupo (4:1, -) e o correspondente grupo shift

(L:;Z,o).
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Propriedades gerais

Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Definicao

Considere o sliding block code

0N — (LY e)

dado paratodo x € A ei € Z por

(0(x)); :== F1(A, Xi—1)
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Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Proposicéo

0 é um homomorfismo. Ademais,
@ se A é Markoviano, entdo A := 6(A) é shift Markoviano;

Marcelo Sobottka Grupos shift enumeraveis



Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Proposicéo

0 é um homomorfismo. Ademais,
@ se A é Markoviano, entdo A := 6(A) é shift Markoviano;
e se F; (/\./ 1 G) N P4 (/\, 16) = {1 G}’ entao
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Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Proposicéo

0 é um homomorfismo. Ademais,
@ se A\ é Markoviano, entdo A := 6(A) é shift Markoviano;
Q se Fi(A1g)NPi(A1g) = {1g}, entao
@ 9 é isomorfismo entre \ e \;
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Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Proposicéo

0 é um homomorfismo. Ademais,
@ se A é Markoviano, entdo A := 6(A) é shift Markoviano;
e se F; (/\, 1 G) N P4 (/\, 1 G) = {1 G}! entao

Q@ 0é i§omorfismo entre A e \;
@ A e A sdo Markovianos.
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Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Proposicéo

0 é um homomorfismo. Ademais,
@ se A é Markoviano, entdo A := 6(A) é shift Markoviano;
e se F; (/\, 1 G) N P4 (/\, 1 G) = {1 G}! entao

Q@ 0é i§omorfismo entre A e \;
@ A e A sdo Markovianos.
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Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Proposicéo

0 é um homomorfismo. Ademais,
@ se A é Markoviano, entdo A := 6(A) é shift Markoviano;
e se F; (/\, 1 G) N P4 (/\, 1 G) = {1 G}! entao

Q@ 0é i§omorfismo entre A e \;
@ A e A sdo Markovianos.

A é chamado follower-set shift de A.
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Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Grupos shift com operagdo componente a componente

Considere o subgrupo normal de (G, ),
H = -F1(A7 1G) m731(/\7 1G)
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Propriedades gerais

Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Considere o subgrupo normal de (G, ),
H = -F1(A7 1G) m731(/\7 1G)

Definicao

o qual é um grupo com a operacao -.
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Propriedades gerais

Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Considere o subgrupo normal de (G, ),
H = -F1(A7 1G) m731(/\7 1G)

Definicao

o qual é um grupo com a operacao -.

Definicao

Definimos A1) = A e, para n > 1, definimos Al como o
follower-set shift de Al"—11,
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Propriedades gerais

Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Considere o subgrupo normal de (G, ),
H = -F1(A7 1G) m731(/\7 1G)

Definicao

o qual é um grupo com a operacao -.

Definicao

Definimos A% = A e, para n > 1, definimos A"l como o
follower-set shift de Al"~1.

Denote por #!" .= Fy (A 117 Py (Al 117, subgrupo
normal do grupo alfabeto LI := By (Al").
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Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Grupos shift com operagdo componente a componente

Fractal Shift

Definicao

A é dito fractal se para todo n > 0 temos que #!"! é conjunto
unitério. No caso particular em que A"l = A, diremos que A\ é
auto similar, e se Al"l = A"~ para agum n > 2 diremos que A
€ auto similar no nivel n.
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Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Grupos shift com operagdo componente a componente

Seja S: Lo — L, secao qualquer de La, isto é para todo
Hq € LA, S(H1) € Hi.

Marcelo Sobottka Grupos shift enumeraveis



Propriedades gerais

Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Seja S: Lo — L, secao qualquer de La, isto é para todo
Hq € LA, S(H1) € Hi.

Proposicéo

@ Paratodoac Ly, (S(a-H)™'-a) c H.
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Propriedades gerais

Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Seja S: Lo — L, secao qualquer de La, isto é para todo
Hq € LA, S(H1) € Hi.

Proposicéo

@ Paratodoac Ly, (S(a-H)"- )e?—[

Q ¢:Ln— La x H dado porp(a) = (a-H,S(a-H) ' a) é
uma bijeg&o.
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Propriedades gerais

Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Seja S: Lo — L, secao qualquer de La, isto é para todo
Hq € LA, S(H1) € Hi.

Proposicéo

@ Paratodoac Ly, (S(a-H)™'-a) € H.

Q ¢: Ly — La x H dado poryp(a) = (a-H,S(a-H)'-a) é
uma bijegao.

©  éisomorfismo de (Lp,e) com (La x H, <), onde ¢ é dada
por

(H1, hy) o (a2, h2) == @[ (H1, 1) - ¢~ (Ha, hp)].
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Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Definicao

Definimos ¢ : A — LASA x H°, dado para todo x € A e i € Z por

(6(x)); = @(xi) = (xi- M, S(x; - H) ™" - x;) (1)
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Propriedades gerais

Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Proposicao

Seja (A, ¢) grupo shift Markoviano. Entdo, existe A c L, um
subgrupo shift, tal que ¢(A) = A x H%. Ademais:

@ ¢ é isomorfismo entre (A, e) and (A x HN,«), onde » é a
operacgao induzida em \ x H” pela operagéo o;
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Propriedades gerais

Grupos shift Markovianos
Grupos shift com operagdo componente a componente

Proposicao

Seja (A, ¢) grupo shift Markoviano. Entdo, existe A c L, um
subgrupo shift, tal que ¢(A) = A x H%. Ademais:
@ ¢ é isomorfismo entre (A, ») and (A x 1N, ), onde « € a
operacgao induzida em \ x H” pela operagéo o;
o A étal que F{(A,H) N Py(A,H) = {#}.
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Teorema principal

Teorema

Se (A, o) grupo shift Markoviano, entdo é isomorfo um grupo
shift Markoviano (F x B”, x), onde [ fractal shift e BZ é um full
shift sobre um alfabeto enumeravel B.
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Teorema principal

A=A x FE
0xd
A % %Z—@dd—»f\ % I8« AT

Oxidxid

>>1

>

A x FBE % A —pxidxid N x IEE < 55 < A"
]
|
9><id><:z'd><z'd
]

¥
F x BZ
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Teorema principal
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