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Teorema principal

Shift spaces
Grupos shift

Seja A um conjunto enumerável com a topologia discreta
O full shift sobre A é o conjunto

AS := {(xi)i∈S : xi ∈ A ∀i ∈ S},

onde S = N ou S = Z
Considere em AS a topologia dos cilindros:

[a0a1 . . . an]j := {x ∈ Λ : xj+i = ai 0 ≤ i ≤ n}

Shift map:
σ : AS → AS

(xi)i∈S 7→ (xi+1)i∈S

um espaço shift sobre A é qualquer conjunto Λ ⊂ AS

fechado e σ-invariante.
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Para cada n ≥ 1, seja

Bn(Λ) := {(a1 . . . an) : ∃x ∈ Λ, i ∈ S, xi+j−1 = aj ∀j = 1, . . . ,n};

a linguagem de Λ é

B(Λ) :=
⋃
n≥1

Bn(Λ);

denotaremos o conjunto das letras usadas em Λ por
LΛ := B1(Λ);
dado a ∈ B(AS), o k -ésimo follower set de a em Λ é o
conjunto

Fk (Λ,a) := {b ∈ Bk (Λ) : ab ∈ B(Λ)};

Analogamente se define Pk (Λ,a), o k -ésimo predecessor
set de a em Λ.
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Dizemos que um grupo (Λ, ∗) é um grupo shift, se Λ é
espaço shift e ∗ é contínua e σ é automorfismo para ∗;
Se (Λ, ∗) é grupo shift, se e só se ∗ é um siilding block
code de Λ× Λ em Λ, isto é, se e só se existe `, r ≥ 0 tal
que para todo j ∈ S
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Quando Λ é espaço shift sobre um alfabeto finito e (Λ, ∗) é
grupo shift, Kitchens [2] provou que:

existe um grupo finito (B, ·) e um espaço shift Γ ⊂ BS tal
que, (Γ, •) grupo shift com a operação • dada para todo
(xi)i∈S, (yi)i∈S ∈ Γ por

(xi)i∈S • (yi)i∈S = (xi · yi)i∈S,

e (Λ, ∗) é isomorfo a (Γ, •).
(Λ, ∗) é isomorfo a um grupo shift (Ω, ?), onde Ω é o
produto Cartesiano de um full shift com um espaço shift
finito.
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Grupos shift com operação componente a componente
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Exemplo 1:

G = Z com a soma usual;
Λ := {(xi)i∈S ∈ GS : (xi − xi+2) ∈ 2Z, ∀i ∈ S};
seja • a operação componente a componente induzida
pela soma em G;
(Λ, •) é um grupo shift.
Denotando por E := 2Z e O := 1 + E , para cada k ≥ 1 e
n ≥ 2, dado a = (a1, . . . ,an) ∈ Bn(Λ) temos

Fk (Λ, a) =



Ek , if an−1 e an são pares,
Ok , if an−1 e an são ímpares,

E ×O × . . . ,︸ ︷︷ ︸
k produto Cartesiana alternado

se an−1 é par e an é ímpar,

O × E × . . . ,︸ ︷︷ ︸
k produto Cartesiana alternado

se an−1 é ímpar ean é par.
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Grupos shift com operação componente a componente
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Exemplo 2:

Para cada i ∈ N, seja Gi := Z2i ;
para cada i ∈ N, seja γi : Gi → Gi+1 o homomorfismo
dado por γi(g) := 2g;
seja G o limite direto associado a {Gi , γi}, isto é, o
conjunto das classes de equivalência [g, i]

⋃
n∈N Gn, onde

i ∈ N e g ∈ Gi ,

[g, i] = [h, j]⇐⇒ existe k ≥ i , j tal que γi,k (g) = γj,k (h).

seja · a operação de grupo em G dada por:

[g, i] · [h, j] = [γi,j(g) + h, j], se i ≤ j

e
[g, i] · [h, j] = [g + γj,i(h), i] se i ≥ j ;
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Grupos shift com operação componente a componente
Teorema principal

seja H := {g ∈ G : g = [g,1]} = {[0,1], [1,1]};
dado g = [g, i] ∈ G defina seu follower set como

F1(Λ, g) := [g, i +1]·H = {[g, i +1], [2i +g (mod 2i+1) , i +1]};

definimos Λ ⊂ GS como o espaço shift

Λ := {(gi)i∈S : gi+1 ∈ F1(Λ, gi)},
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências

Grupos shift com operação componente a componente
Teorema principal

Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Seja (G, ·) um grupo e seja • a operação componente a
componente definida em GS.
Denote por 1G a identidade de GZ, e suponha que (Λ, •) é um
grupo shift com LΛ = G.

Proposição

Para cada k ,n ≥ 1, temos que Fk (Λ,1n
G) e Pk (Λ,1n

G) são
subgrupos normais de Bk (Λ), ·).
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Alfabeto enumerável
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências

Grupos shift com operação componente a componente
Teorema principal

Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Teorema

Para cada k ,n ≥ 1 e a ∈ Bn(Λ) temos que
1 b ∈ Fk (Λ,a) se e só se

b · Fk (Λ,1n
G) = Fk (Λ,1n

G) · b = Fk (Λ,a).
2 b ∈ Pk (Λ,a) se e só se

b · Pk (Λ,1n
G) = Pk (Λ,1n

G) · b = Pk (Λ,a).
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências

Grupos shift com operação componente a componente
Teorema principal

Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Corolário

Para todo k ,n ≥ 1 temos que os membros das famílias
Ln,k

—A := {Fk (Λ,a) : a ∈ Bn(Λ)} e Ln,k
A := {Pk (Λ,a) : a ∈ Bn(Λ)}

são disjuntos dois a dois.
Ademais, (Ln,k

—A , ·) e (Ln,k
A , ·) são grupos e para todo

a,b ∈ Bn(Λ), nós temos que:

1 |Fk (Λ,a)| = |Fk (Λ,b)| e |Pk (Λ,a)| = |Pk (Λ,b)|;
2 Fk (Λ,a) · Fk (Λ,b) = Fk (Λ,a · b) e
Pk (Λ,a) · Pk (Λ,b) = Pk (Λ,a · b).
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências

Grupos shift com operação componente a componente
Teorema principal

Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Proposição

Para todo k ,n ≥ 1 temos que (Ln,k
—A , ·) e (Lk ,n

A , ·) são isomorfos.

A porposição acima implica que:

Corolário

Para todo k ,n ≥ 1 temos |Ln,k
—A | = |Lk ,n

A |.
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
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Alfabeto enumerável
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Proposição
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências

Grupos shift com operação componente a componente
Teorema principal

Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Definição

Suponha (G, ·) um grupo e um grupo shift (Λ, •) con LΛ = G.
Considere o grupo (L1,1

—A , ·) e o correspondente grupo shift

(L1,1
—A

Z
, •).
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências

Grupos shift com operação componente a componente
Teorema principal

Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Definição

Considere o sliding block code

θ : Λ→ (L1,1
—A

Z
, •)

dado para todo x ∈ Λ e i ∈ Z por(
θ(x)

)
i := F1(Λ, xi−1)
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências

Grupos shift com operação componente a componente
Teorema principal

Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Proposição

θ é um homomorfismo. Ademais,
1 se Λ é Markoviano, então Λ̄ := θ(Λ) é shift Markoviano;
2 se F1(Λ,1G) ∩ P1(Λ,1G) = {1G}, então

1 θ é isomorfismo entre Λ e Λ̄;
2 Λ e Λ̄ são Markovianos.

Λ̄ é chamado follower-set shift de Λ.
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências

Grupos shift com operação componente a componente
Teorema principal

Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Considere o subgrupo normal de (G, ·),
H := F1(Λ,1G) ∩ P1(Λ,1G).

Definição

LÂ := LΛ/H = {a · H : a ∈ LΛ},

o qual é um grupo com a operação ·.

Definição

Definimos Λ̄[0] = Λ e, para n ≥ 1, definimos Λ̄[n] como o
follower-set shift de Λ̄[n−1].
Denote por H[n] := F1(Λ̄[n],1[n]) ∩ P1(Λ̄[n],1[n]), subgrupo
normal do grupo alfabeto L[n]

Λ := B1(Λ̄[n]).
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências

Grupos shift com operação componente a componente
Teorema principal

Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Considere o subgrupo normal de (G, ·),
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Definição
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Definição
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências

Grupos shift com operação componente a componente
Teorema principal

Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Fractal Shift

Definição

Λ é dito fractal se para todo n ≥ 0 temos que H[n] é conjunto
unitário. No caso particular em que Λ̄[1] = Λ, diremos que Λ é
auto similar, e se Λ̄[n] = Λ̄[n−1] para agum n ≥ 2 diremos que Λ
é auto similar no nível n.
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências

Grupos shift com operação componente a componente
Teorema principal

Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Seja S : LÂ → LΛ seção qualquer de LÂ, isto é para todo
H1 ∈ LÂ, S(H1) ∈ H1.

Proposição
.

1 Para todo a ∈ LΛ, (S(a · H)−1 · a) ∈ H.
2 ϕ : LΛ → LÂ ×H dado por ϕ(a) =

(
a · H,S(a · H)−1 · a

)
é

uma bijeção.
3 ϕ é isomorfismo de (LΛ, •) com (LÂ ×H, �) , onde � é dada

por

(H1,h1) � (H2,h2) := ϕ
[
ϕ−1(H1,h1) · ϕ−1(H2,h2)

]
.
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Alfabeto enumerável
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H1 ∈ LÂ, S(H1) ∈ H1.

Proposição
.

1 Para todo a ∈ LΛ, (S(a · H)−1 · a) ∈ H.
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências
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Grupos shift Markovianos
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências

Grupos shift com operação componente a componente
Teorema principal

Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Definição

Definimos φ : Λ→ LÂSΛ×HS, dado para todo x ∈ Λ e i ∈ Z por(
φ(x)

)
i := ϕ(xi) =

(
xi · H,S(xi · H)−1 · xi

)
(1)
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências

Grupos shift com operação componente a componente
Teorema principal

Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Proposição

Seja (Λ, •) grupo shift Markoviano. Então, existe Λ̂ ⊂ LS
Â, um

subgrupo shift, tal que φ(Λ) = Λ̂×HZ. Ademais:

φ é isomorfismo entre (Λ, •) and (Λ̂×HN, ?), onde ? é a
operação induzida em Λ̂×HZ pela operação �;
Λ̂ é tal que F1(Λ̂,H) ∩ P1(Λ̂,H) = {H}.
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências

Grupos shift com operação componente a componente
Teorema principal

Propriedades gerais
Grupos shift Markovianos

Proposição

Seja (Λ, •) grupo shift Markoviano. Então, existe Λ̂ ⊂ LS
Â, um

subgrupo shift, tal que φ(Λ) = Λ̂×HZ. Ademais:

φ é isomorfismo entre (Λ, •) and (Λ̂×HN, ?), onde ? é a
operação induzida em Λ̂×HZ pela operação �;
Λ̂ é tal que F1(Λ̂,H) ∩ P1(Λ̂,H) = {H}.
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Espaços shift
Alfabeto finito

Alfabeto enumerável
Referências

Grupos shift com operação componente a componente
Teorema principal

Teorema
Se (Λ, •) grupo shift Markoviano, então é isomorfo um grupo
shift Markoviano (F× BZ, ?), onde F fractal shift e BZ é um full
shift sobre um alfabeto enumerável B.
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proof
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