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(pentágonos)

Aluminium Palladium  
Manganese 

(Al-Pd-Mn)



Ladrilhamentos

Definição: Uma coleção de subconjuntos do plano é um ladrilho do
plano se a união é o plano todo e o interior de diferentes ladrilhos são
disjuntos.

Definição: Um ladrilhamento é monofacial se todos os ladrilhos tem
a mesma forma e tamanho. O polígono modelo do ladrilhamento é
o protótipo do ladrilhamento monofacial, ou simplesmente, o polígono
ladrilho

1

Problema: Para cada polígono convexo de n-lados classifique os pos-
síveis Ladrilhamentos.

1

• Os únicos polígonos convexos que ladrilham o plano são: triângulos,
quadriláteros, pentágonos e hexágonos.

• qualquer triângulo ou quadrilátero convexo ladrilha o plano.

1

• Existem apenas 3 tipos de hexágonos que ladrilham o plano

1



Ladrilhamentos

• Um n-polígono REGULAR ladrilha o plano ⇐⇒ satisfaz a equação

(n − 2).(k − 2) = 4

k é o número de polígonos em cada vértice. As únicas soluções (n, k )
são

(3, 6) triângulo

(4, 4) quadrado

(6, 3) hexágono.
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Ladrilhamentos

• São conhecidos 15 tipos distintos de pentágonos que ladrilham o
plano
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GEOMETRIA EUCLIDIANA

1 Curvas que minimizam a distância em R2

As curvas que minimizam a distância no plano são as RETAS.

1

2 Isometrias de R2

Uma aplicação F : R2 → R2 que preserva a DISTÂNCIA dizemos

que é uma ISOMETRIA.

1



GEOMETRIA EUCLIDIANA

Exemplos: Seja u⃗ = (x, y) ∈ R2

(1.a) Reflexão sobre o eixo-x.

rx(u⃗) = (x, −y) =
(

1 0
0 −1

)
.

(
x
y

)
(0.1)

Propriedades: r2
x = I

1

Definição: Temos os seguintes GRUPOS;

SO2 = {Rθ | θ ∈ R}

O2 = {A ∈ M2(R) | At.A = A.At = I}

1

(2.a) Rotações ângulo θ

Rθ(u⃗) =
(

cosθ −senθ
senθ cosθ

)
.

(
x
y

)
. (0.1)

Propriedades:
(i) R−1

θ = R t
θ ,

(ii) Rθ.Rφ = Rθ+φ (comuta).

1



GEOMETRIA EUCLIDIANA

Exemplos: Seja u⃗ = (x, y) ∈ R2

(3.a) Translação na direção do vetor u0 = (a, b).
Seja u = (x, y);

T (u) = u + u0 = (x + a, y + b). (0.1)
.

Propriedades: u0, v0 ∈ R2;

(i) Tu0(0) = u0 ⇒ não é linear

(ii)
(
Tv0 ◦ Tu0

)
(u) = Tu0+v0(u) ⇒ comuta

1

(4.a) Composição
(
Tu0 ◦ Rθ

)
(u) = Rθ(u) + u0

(
Rθ ◦ Tu0

)
(u) = Rθ(u) + Rθ(u0)

1

Definição: A ∈ O2, b ∈ R2;

TA,b(u) = A(u) + b

1



GEOMETRIA EUCLIDIANA

Exemplos: Seja u⃗ = (x, y) ∈ R2

(1.b) Reflexão sobre a reta

l : y = tg(θ)x − x0tg(θ)}

rl(u) = rxR−2θ(u) −
2x0.tg(θ)

1 + tg2(θ)
(−tg(θ), 1), (0.1)

⇒ rl = TrxR−2θ ,b(θ,x0)

1



(2.b) Rotação com centro em P0 = (x0, y0) e ângulo θ; v0 = ⃗OP0

RP0
θ (u) = Rθ(u) + v0 − Rθ(v0)

=⇒ RP0
θ = TRθ ,v0−Rθ (v0).

1



GEOMETRIA EUCLIDIANA

TEOREMA: Seja F : R2 → R2 uma isometria. Então, existe A ∈ O2 e
b ∈ R2 tal que

F = TA,b =⇒ TA,b(u) = A.u + b.

1

Classificação das Isometrias

Isom(R2) = {F : R2 → R
2 | F é isometria}

é um GRUPO.

1

Corolário O grupo Isom(R2) goza das seguintes propriedades:

1

(i) O grupo Isom(R2) é gerado pelas reflexões.

1

(ii) Grupo das translações é T = R2 e

Isom(R2) = T !O2, (produto semi-direto).

1

(iii) temos a sequência exata

0 −→ T
ı

−→ Isom(E2)
ȷ

−→ O2 −→ 1. (0.1)

1



a linha pontilhada é  
o espaço das órbitas 

da ação

AÇÃO DE GRUPO 1

Definição: Uma ação de G sobre Ω é uma aplicação α : G × Ω → Ω,
satisfazendo as seguintes condições;

(1) α(e, x) = x para todo x ∈ X ;

(2) α(g, α(h, x)) = α(gh, x) para todos g, h ∈ G e x ∈ X

Notação: α(g, x) = g.x

1

Exemplos:

(1) Ação de SO2 sobre R2.
A ação α : SO2 × R2 → R2 é definida por α(Rθ, v ) = Rθ.v .

1



AÇÃO DE GRUPO 2

Exemplos:

(2) Ação de Zn = {I, R 2π
n

, . . . , R 2(n−1)π
n

} sobre R2.

Zn × R
2 → R

2,

(2kπ

n
, (x, y)

)
−→

⎛
⎝

cos
(2kπ

n

)
−sen

(2kπ
n

)

sen
(2kπ

n

)
cos

(2kπ
n

)

⎞

⎠ .

(

x
y

)

. (0.1)

1

n=12



T 2 = ℝ2 /ℤ2

AÇÃO DE GRUPO 3

(3) Ação de Z2 = Z ⊕ Z sobre R2.

• Sejam u = (1, 0), v = (0, 1). G =< Tu, Tv >

g ∈ G =⇒ g = Tnu+mv

Z
2 × R

2 → R
2,

(n, m).(x, y) = (x + n, y + m)

1



AÇÃO DE GRUPO 4

Exemplos:

(4) G =< Tu, Kx,v >.

u = (1, 0), v = (0, 1) e

• translação

Tu(x, y) = (x + 1, y),

• reflexão com deslizamento

Kx,v(x, y) = Try,v (x, y) = ry(x, y) + (0, 1) = (−x, y + 1)

1



AÇÃO DE GRUPO 5

Exemplos:

(5) G =< RA
π , RB

2π
3

, RC
π
3

>

1



GRUPOS QUE AGEM DESCONTINUAMENTE

Um Grupo G age descontinuamente sobre um conjunto X se, para
todo conjunto compacto K ⊂ X ,

{g ∈ G | K ∩ g.K ≠ ∅} é FINITO

1

Exemplos:

(1) Rotações
(1a.) Rotações com ângulo θ = 2π

n
, n ∈ N.

• G = Zn gerado por R 2π
n

(raízes n-ésima de 1).

(1b.) Rotações com ângulo θ ∈ R\Q (irracional).

• G =< Rθ > NÃO age descontinuamente.

1

Teorema: Os subgrupos de O2 que agem descontinuamente sobre R2

são Zn e Dn (diedral)

1



GRUPOS QUE AGEM DESCONTINUAMENTE

Exemplos:

(2) Translações: u0 e v0 fixos

(2a) numa única direção.

Z = {Tn.u0
| n ∈ Z}

(2b) duas direções

Z
2 = Z ⊕ Z = {Tnu0+mv0

| n, m ∈ Z}

1



GRUPOS QUE AGEM DESCONTINUAMENTE

Conhecidos os subgrupos discretos de O2 e de T , poderemos descrever
os subgrupos discretos de

Isom(E2) = T ! O2.

1

Sejam;

• G um grupo que age descontinuamente sobre R2.

• OG = G ∩ O2.

• TG = G ∩ T

0 −→ TG −→ G −→ OG −→ 1,

1

Classificação:

• Tipo I: Se TG ≃ Z.

(1) OG = {e},

(2) OG ≃ Zn,

(3) OG ≃ Dn

1

• Tipo II: Se TG ≃ Z ⊕ Z

(1) OG = {e},

(2) OG ≃ Zn,

(3) OG ≃ Dn

1

T   é um subgrupo normal
G



COMUTADOR

O COMUTADOR em G é

g, h ∈ G, [g, h] = ghg−1h−1

1

• Prop A: Se rl e Tv pertencem a G, então

[rl, Tv ] = T2w ∈ G.

w = v− < v, ê > ê, ê é vetor unitário paralelo a l (0.1)

Corolario: rl, Tv ∈ G. Se v e l não forem ortogonais ou colineares,
então o subgrupo G é do tipo II

1

• Prop B: P, Q ∈ R2 na mesma órbita. Se RP
θ ∈ G, então R

Q

θ ∈ G.

1

• Prop C: Se RP
θ e Tv ∈ G, então

[Tv , RP
θ ] = Tw ∈ G,

onde w = v − Rθv .

Corolario: Se RP
θ e Tv ∈ G, e θ ̸= 0, π, então G é um grupo do tipo II

1

• Prop D: u0 = OP e v0 = OQ. Se RP
θ , R

Q
φ ∈ G, então

[RP
θ , R

Q
φ ] = Tw0, onde

w0 =
(
Rθ + Rφ − Rθ+φ − I

)
(v0 − u0). (0.1)

⇒ G é um grupo do tipo II

1



(2,4,4)

(2,3,6) (3,3,3)

GRUPOS TRIANGULARES

• Os grupos triangulares são gerados pelas reflexões sobre os lados de
um triângulo.

△(α, β, γ)
︸ ︷︷ ︸

triângulo

=⇒ G(α, β, γ)
︸ ︷︷ ︸

grupo

• se a ação do grupo sobre é descontínua, então os ângulos internos
do triângulo devem ser da forma π

m
, π

n
e π

p
, m, n, p ∈ N. Logo,

1
m + 1

n + 1
p = 1

• As únicas soluções (m, n, p) ∈ N × N × N da equação acima são:

1



GRUPOS TRIANGULARES

G(2,3,6)

(1) Reflexões: r1, r2 e r3.

(2) Rotações: RA
π , RB

2π
3

e RC
π
3

(3) Translações: Tu = [RA
π , RB

2π
3

], Tv = [RB
2π
3

, RC
π
3
]

(4) Reflexões com Deslizamento: K1,u, K2,v .

1



GRUPOS CRISTALOGRÁFICOS

OBSERVAÇÃO

• G grupo discreto de Isom(R2) ! (OG, TG)

• TG é um subgrupo normal de G

• OG age sobre o toro R2/Z2.

1

TEOREMA: As únicas superfícies obtidas como espaço das órbitas de
um Grupo Cristalográfico são:

(1) T 2 (Toro).

GII
1 =< Tu, Tv >

(2) K2 (Garrafa de Klein)

GII
16 =< Ku;l, Tv >

1



GRUPOS CRISTALOGRÁFICOS

TEOREMA: As únicas superfícies obtidas como espaço das órbitas de
um Grupo Cristalográfico são:

(1) T 2 (Toro).

GII
1 =< Tu, Tv >

(2) K2 (Garrafa de Klein)

GII
16 =< Ku;l, Tv >

1

Toro Garrafa de Klein



GRUPOS CRISTALOGRÁFICOS

TEOREMA: Existem apenas 17 GRUPOS CRISTALOGRÁFICOS

(grupos do tipo II)

1

Classificação

(1) GII
1 =< Tu, Tv >,

(2) GII
2 =< rl, rs, Tv >,

(3) GII
3 =< rl, rs, R

Q

π/2 >

(4) GII
4 =< RA

2π/3, RB
2π/3, RG

2π/3, rl >,

(5) GII
5 =< rl, rs, RP

π >,

(6) GII
6 =< RP

π , RQ
π , rl, rs >

(7) GII
7 =< r1, r2, r3 >,

(8) GII
8 =< r1, r2, r3 >,

(9) GII
9 =< r1, r2, r3 >

(10) GII
10 =< rl1, rl2, rs1

, rs2
>,

(11) GII
11 =< RA

π , RB
2π/3, RC

π/3 >,

(12) GII
12 =< RA

π , RB
π/2, RC

π/2 >

(13) GII
13,

(14) GII
14 =< RP1

π , RQ1
π , RS1

π , RS2
π >,

(15) GII
15 =< rl, rs, Ku;t >

(16) GII
16 =< Ku;l, Tv >,

(17) GII
17 =< RP

π , RQ
π , Kv ;l >

1



Classificação das Superfícies Compactas e sem Bordo

Topologia Algébrica



CLASSIFICAÇÃO DAS SUPERFÍCIES FECHADAS

Superfície Fechada = Superfície Compacta e sem Bordo.

1

Grupo de Homologia:

M ! H1(M;Z) = Z
2g

1

(2) M é não orientável.

(2a) Se χ(M) = 2 − g, então M é homemorfa a

RP2# g. . . #RP2 (g = no de planos projetivos)

Garrafa de Klein ! K
2 = RP2#RP2

1

Teorema: g classifica as superfícies fechadas;

(1) M é orientável.

(1a) Se χ(M) =2, então M é homemorfa a S2.

(1b) Se χ(M) =2 − 2g, então M é homemorfa a

T2# g. . . #T2 (g = no de toros).

1

g = número de buracos

g=2



GRUPOS CRISTALOGRÁFICOS

CLASSIFICAÇÃO

• Definição Notação de Conway-Huson:
G < Isom(R2) ! TG e OG = G ∩ O2 (grupo finito) agindo sobre M e
Σk

g = R2/G.

Considere a tripla
(
Σk

g,R,C
)
;

1

(1) Σk
g = T2/OG.

A ação G × R2 → R2 induz a ação OG × R2

TG
→ R2

TG
sobre o toro T 2 = R2

TG
.

1

(2) R = (p1, . . . , pn) são os pontos singulares no interior de Σk
g

( centros de rotação) com ângulos θi = θ(pi) = 2π
ni

,

1

(3) C = (

γ1

︷ ︸︸ ︷
ω11, . . . , ω1t1

; . . . ;

γk

︷ ︸︸ ︷
ωk1, . . . , ωk,tk ).

(3a) ∂Σk
g = γ1 ∪ · · · ∪ γk .

(3b) Cada componente do bordo γi tem ti corneres cil

Ci = {cil | 0 ≤ cil ≤ ti}.
(3c) A cada corner associamos o ângulo ωil = ω(cil) = π

mil
,

1



TEOREMA: Σk
g = T 2/OG =⇒ χα (Σk

g) = 0. Logo,

ζ.g + k +
n∑

i=1

(
1 −

1
θi

)
+

k∑

i=1

ti∑

l=1

(
1
2

−
1

2ωil

)
= 2. (0.1)

1

GRUPOS CRISTALOGRÁFICOS

CLASSIFICAÇÃO

• Característica de Euler de uma Ação

Associado a tripla (Σk
g,R,C), temos a característica de Euler da ação

χα(Σk
g) = 2 − ζ.g − k −

∑n
i=1

(

1 − 1
θi

)

−
∑k

i=1

∑ti

l=1

(

1
2 − 1

2ωil

)

,

ζ =

{

2, se Σk
g é orientável

1, se Σk
g é não orientável.

.

1



GRUPOS CRISTALOGRÁFICOS - CLASSIFICAÇÃO

As únicas configurações possíveis satisfazendo a identidade

ζ.g + k +
n∑

i=1

(
1 −

1
θi

)
+

k∑

i=1

ti∑

l=1

(1
2 −

1
2ωil

)
= 2. (0.1)

estão nas tabelas 1 e 2 a seguir;

(1) Orientáveis ζ = 2

n Cn g k θ1 θ2 θ3 θ4 ω1 ω2 ω3 ω4
1 ◦ 1 0 − − − − − − − −
2 ∗∗ 0 2 − − − − − − − −
3 4 ∗ 2 0 1 2π

4 − − π
2 − − − −

4 3 ∗ 3 0 1 2π
3 − − π

3 − − − −
5 2 ∗ 22 0 1 2π

2 − − π
3

π
3 − − −

6 22∗ 0 1 2π
2

2π
2 − − − − − −

7 ∗632 0 1 − − − − π
6

π
3

π
2 −

8 ∗442 0 1 − − − − π
4

π
4

π
2 −

9 ∗333 0 1 − − − − π
3

π
3

π
3 −

10 ∗2222 0 1 − − − − π
2

π
2

π
2

π
2

11 632 0 0 2π
6

2π
3

2π
2 − − − − −

12 442 0 0 2π
4

2π
4

2π
2 − − − − −

13 333 0 0 2π
3

2π
3

2π
3 − − − − −

14 2222 0 0 2π
2

2π
2

2π
2

2π
2 − − − −

(2) Não Orientáveis ζ = 1

n Cn g k θ1 θ2 θ3 θ4 ω1 ω2 ω3 ω4
15 ∗× 1 1 − − − − − − − −
16 ×× 2 0 − − − − − − − −
17 22× 1 0 π

2
π
2 − − − − − −

1



* * * FIM * * * 


