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Cristalografia é a Ciéncia interdisciplinar que estuda Matéria Condensada

[1] - L. S. Charlap, Bieberbach Groups and Flat Manifolds, Springer-Verlag, 1986

[2] - Andrzej Szczepa nski - Problems on Bieberbach groups and flat manifolds
https://arxiv.org/pdf/math/0507355.pdf

[3] - Toshikazu Sunada - Topological Crystallography with a View Towards Discrete Geometric Analysis,

Springer.

Conjecturas

e (Markus, 1961) Uma variedade compacta AFIM é completa se, e somente se, tem volume FINITO.

e (Auslander, 1964) Todo Grupo Cristalografico contém um subgrupo Policiclico (soltivel) de indice finito.
e (Chern, 1955) A Classe de Euler de uma Variedade AFIM é NULA.

Areas de PESQUISA em Matéria Condensada “contemporaneas”

Isolantes e Supercondutores Topologicos

https://www.nap.edu/catalog/15269/the-mathematical-sciences-in-2025



https://www.nap.edu/catalog/15269/the-mathematical-sciences-in-2025
https://arxiv.org/pdf/math/0507355.pdf
https://link.springer.com/search?facet-creator=%22Toshikazu+Sunada%22

Cristal Halite (NaCl, sal)




Z.ona de Brillouin

Brillouin zones -2D

* higher order zones can be
mapped directly onto the 1st
BZ by simple translation

e all BZs have exactly the same
area/volume

 1BZ corresponds to the
primitive lattice cell in
reciprocal space




Ornamentos Arabes
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Ornamentos Arabes
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Ornamentos Escher

1898 - 1972
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Ornamentos Escher
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Ornamentos Escher
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Quasi - Cristais

Aluminium Palladium

Manganese
(Al-Pd-Mn)

Ladrnlhamento de Penrose
(pentagonos)
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Ladrilhamentos

Definicao: Uma colecao de subconjuntos do plano é um ladrilho do
plano se a uniao é o plano todo e o interior de diferentes ladrilhos sao
disjuntos.

Definicao: Um ladrilhamento é monofacial se todos os ladrilhos tem
a mesma forma e tamanho. O poligono modelo do ladrilhamento é

o protdtipo do ladrilhamento monofacial, ou simplesmente, o poligono
ladrilho

Problema: Para cada poligono convexo de n-lados classifique os pos-
siveis Ladrilhamentos.

e Os Unicos poligonos convexos que ladrilham o plano sdo: triangulos,
quadrilateros, pentagonos e hexagonos.

e qualquer triangulo ou quadrilatero convexo ladrilha o plano.

e Existem apenas 3 tipos de hexagonos que ladrilham o plano

dv

A4+ B4+ C =360°
A+ B+ D = 360°
A=C=E=120°




| adrilhamentos

e Um n-poligono REGULAR ladrilha o plano <= satistaz a equacao

(n —2).(k—2)=14
k e o numero de poligonos em cada vertice. As Unicas solucoes (n, k)

~

Sao0

(3, 6) triangulo
(4, 4) quadrado
(6, 3) hexagono.



Ladrilhamentos

e Sdo conhecidos 15 tipos distintos de pentdgonos que ladrilham o
plano




GEOMETRIA EUCLIDIANA

1 Curvas que minimizam a distancia em R?

As curvas que minimizam a distancia no plano sao as RETAS.

2 Isometrias de R?

Uma aplicacdo F : R> — R? que preserva a DISTANCIA dizemos
que é uma ISOMETRIA.

15



GEOMETRIA EUCLIDIANA

Exemplos: Seja & = (x, y) € R?

(1.a) Reflexao sobre o eixo-x.

mmzw—wzu_ﬂy(ﬁ

rc =1

(2.a) Rotacoes angulo 6

elDi— (sen@ cosfH y

(i) Ry' = Ry,
(ii) Ro.Ry = Ro+¢ (comuta).

Definicao: Temos os sequintes GRUPOS;

S0, = {Ry| 8 R}

0, ={Ac M(R)|ALA=AA =}

cosO —senQ) (x)

(0.1)



GEOMETRIA EUCLIDIANA

Exemplos: Seja & = (x, y) € R?
(3.a) Translacao na direcao do vetor ug = (a, b).
Seja u = (x, y);
Tu)=u+uy=(x+a,y+b). (0.1)

Ug, Vo € RZ;

(i) T4,,(0) =up = nao é linear

(ii) (TVO o Tuo)(u) = Tyy+w(u) = comuta

(4.a) Composicao
(Tuo (@) RQ)(U) = RQ(U) + Uy

(R9 - Tuo)(u) = Rog(u) + Re(uo)

Definicao: A € 0,, b € R?;

TA,b(U) = A(U) + b



GEOMETRIA EUCLIDIANA

Exemplos: Seja 7 = (x, y) € R?

(1.b) Reflexao sobre a reta
[: y=tg(O)x — xotg(0)}

2X0.tg(9)

ri(u) = ryR_ze(u) — 1+ tg*(6)

(—tg(9). 1),

=2 ry = Ter—ze.b(QIXO)

(0.1)




(2.b) Rotacao com centro em Py = (xg, yo) e anqulo 6; vy = OT:’O
Ry (1) = Ro(u) + vo — Re(vo)

P
= RGO o TRe.Vo—Re(V0)°




GEOMETRIA EUCLIDIANA

TEOREMA: Seja F : R? — R? uma isometria. Entao, existe A€ O, e
b € R? tal que

F = TA,b = TA,b(u) = A.u + b.

Classificacao das Isometrias
Isom(R?) = {F : R* —» R* | F é isometria}

é um GRUPO.

Corolario O grupo /som(R?) goza das sequintes propriedades:

(i) O grupo Isom(R?) é gerado pelas reflexdes.

(ii) Grupo das translacoes é T = R? e

Isom(R?) =T x0,, (produto semi-direto).

(iil) temos a sequéncia exata

0— T Isom(E4) — 0> —> 1. (0.1)



ACAO DE GRUPO 1

Definicao: Uma acao de G sobre () é uma aplicacdo o : G x Q) — Q,
satisfazendo as sequintes condicdes;

(1) a(e, x) = x para todo x € X;
(2) a(g, a(h, x)) = a(gh, x) para todos g, h € Ge x € X

Notacao: a(g, x) = g.x

Exemplos:
(1) Acdo de SO, sobre R?.
A acdo a: SO, x R? — R? é definida por a(Rg, v) = Rp.v.

a linha pontilhada ¢é
o espaco das oOrbitas
da acao




ACAO DE GRUPO 2

Exemplos:
(2) Acao de Z, = {I, Rz, ..., Rawn} sobre R?.

7, x R> - R?,

2kt
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ACAO DE GRUPO 3

(3) Acdo de Z? = Z @ Z sobre R?.

e Sejamu=(1,0),v=(0,1). G=<T,1T,>

QEG — g:Tnu—i-mv

7’ x R?> — R?,
(n,m).(x,y)=(x+n,y+ m)
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ACAO DE GRUPO 4

Exemplos:
4) G=<T,K,, >.

u=(1,0),v=(01)e

e translacao

lyx,y)=(x+1,y),

e reflexdao com deslizamento

Kolig) = Tuxy) = ryx, y) +(0,7) = (=x, y +1)

st

Tl
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ACAO DE GRUPO 5
Exemplos:
(5) G =< R RE, RS >
3
¢
T\\
A B

A



GRUPOS QUE AGEM DESCONTINUAMENTE

Um Grupo G age descontinuamente sobre um conjunto X se, para
todo conjunto compacto K C X,

{geG|Kng.K+o} éFINITO

Exemplos:
(1) Rotacodes
(1a.) Rotacdes com anqulo 6 = 27” ne N
e (G =7, gerado por R (raizes n-ésima de 1).
(1b.) Rotacgdes com angulo 6 € R\Q (irracional).

o G =< Ry > NAO age descontinuamente.

Teorema: Os subgrupos de O, que agem descontinuamente sobre R?
sao Z, e D, (diedral)



GRUPOS QUE AGEM DESCONTINUAMENTE

Exemplos:
(2) Translagoes: ug e vy fixos
(2a) numa Unica diregao.
Z=AThu | neZ}
(2b) duas direcoes

7 =77 = {Thuyemy, | n.m € Z}

KN &




GRUPOS QUE AGEM DESCONTINUAMENTE

Conhecidos os subgrupos discretos de O, e de 7, poderemos descrever
os subgrupos discretos de

Isom(E?) =T x O..

Sejam;

e G um grupo que age descontinuamente sobre R?.

L OG = Gﬂ 02.
e To=0GNT
0 —T;— G— O, — 1,
Classificacao:
e Tipo I: Se 7T; ~ Z. Ao ae iy = 2@ 7
(1) O = {e}. ek is
00 ~7 (2) Oc = Z,
(3) Oc ~ D, B3) Oc = D

T ¢ um subgrupo normal



COMUTADOR

O COMUTADOR em G é

g he G, [g,h]=qghg'h™

e Prop A: Se r; e T, pertencem a G, entao

[I’[, TV] =1, € G.

w=v—<v,eé>ée é évetor unitario paralelo a [ (0.1)

Corolario: r;, T, € G. Se v e [ nao forem ortogonais ou colineares,
entdao o subgrupo G é do tipo Il

e Prop B: P, Q € R? na mesma 6rbita. Se RY € G, entao Ry € G.

e Prop C: Se RY e T, € G, entdo

[T, Bl = Th 2@,
onde w = v — Ryv.

Corolario: Se R; e T, € G, e 68 # 0, 7, entdo G é um grupo do tipo |l

e Prop D: up = OP e vy = OO. Se Rg’,RgEG, entao

[Rg, Rq?] = T,, onde

Wy = (R9+R¢—RQ+¢—I) (V()—Uo). (01)

= G é um grupo do tipo Il



GRUPOS TRIANGULARES

e Os grupos trianqulares sao gerados pelas reflexdes sobre os lados de
um triangulo.

ANa, B, y) = Gla,B,y)
N—— N——

triangulo grupo

e se a acao do grupo sobre é descontinua, entdao os angulos internos

do triangulo devem ser da forma %, 2 e £, m, n, p € N. Loqgo,
m'’ n p

1 1 1 _
E+F+E_1

® As unicas solucoes (m, n,p) € N x N x N da equacao acima sao:

(2,3,6)

(3,3,3)







GRUPOS CRISTALOGRAFICOS

OBSERVACAO
e G grupo discreto de Isom(R?) ~~ (Og, T5)

e 7; é um subgrupo normal de G

e O age sobre o toro R?/Z?.
TEOREMA: As unicas superficies obtidas como espaco das drbitas de

um Grupo Cristalografico sao:
(1) T2 (Toro).

G =SS

(2) K? (Garrafa de Klein)

L i L J L i L il L J il L J L
[ 1 [ 1 [ 1 r [ [ 1 r 1 r
A T B [T S I ST] PV B O O | (EAUZEN P [ SN . Ol
J L il L il L il L J L il L J L il
1 r 1 [ 1 [ 1 r r 1 [ 1 [ 1
IV P ] I U P i) I S P V) [T O P S U [ U U IO P U] IV
L il L ] L ] L il L J L il L i L
[ 1 r 1 [ v [ { [ 1 [ | [ g [
-Gl - Gl -Gl -l G-l - -Gl G-l o [ | o | o
J L il L il L NP J L il L il L i
1 r 1 r 1 [ 1 r 1 r 1 r 1 r 1
L ] L il L ] L il L J il L i L
r 1 [ 1 [ 1 [ —|,a [ 1 [ 1 [ 1 r
J L il L i L il L i L il L il L il
1 r 1 [ 1 [ 1 r 1 r 1 1 [ 1 [ 1 [ 4 [ 1 [ 1
- all- -l - G-l -l -Gl -Gl -G a -Gl Gl -Gl - G -Gl -Gl - G- . Gl - Gl -




e ¢

GRUPOS CRISTALOGRAFICOS

TEOREMA: As unicas superficies obtidas como espaco das drbitas de
um Grupo Cristalografico sao:

(1) T2 (Toro)
@lE= T
(2) K? (Garrafa de Klein)

G1I£5 =< Ku;l: 7_v >

Toro

= ol e )\

, AN

i) Y

Garrafa de Klein



GRUPOS CRISTALOGRAFICOS

TEOREMA: Existem apenas 17 GRUPOS CRISTALOGRAFICOS

(grupos do tipo Il)

Classificacao

fEEG =< T, T, >, (4) G =< R} 5, Ry 5 Ry ri >, (7) GY =< ry, 12,13 >,
2) G =<r,r, T,>  (5) G =<r,rs, Ry >, (8) Gg =< r1,r2,13 >,
BNe — ) . Rg/z > (6) G =< RE, RO, ry,rg > (9) Gy =< ry,r2, 13 >

(10) G1”O =< Fiyy Fiyy sy Is, >, (13) G1”3'
(11) Gy =< R Rps, Rys >, (14) Gy =< R} RZ, Ry R >,
BEIRG ——R R R > (151G, =<K

(16) G1”6 =< Ku;l: 7—v >,
@G =R R =



Classificacao das Superficies Compactas e sem Bordo

SONHO

Topologia Algébrica

e

Doughnut TORO

a W %
P
N

3-




CLASSIFICACAO DAS SUPERFICIES FECHADAS

Superficie Fechada = Superficie Compacta e sem Bordo.

Grupo de Homologia:

o = namero de buracos

M  ~  H{(M;Z) =7

Teorema: g classifica as superficies fechadas;

(1) M é orientavel.

(1a) Se x(M) =2, entdo M é homemorfa a S?.
(1b) Se x(M) =2 — 2g, entdo M é homemorfa a

T?# 9. #T°? (g = n° de toros).

(2) M é nao orientavel.

(2a) Se x(M) =2 — g, entao M é homemorfa a
RP?#.9. #RP? (g = n° de planos projetivos)

Garrafa de Klein ~ K? = RP’#RP?



GRUPOS CRISTALOGRAFICOS

CLASSIFICACAO

e Definicao Notacao de Conway-Huson:

G < Isom(R?) ~ Tg e Og = G N O, (grupo finito) agindo sobre M e
Z’; = R?/G.

Considere a tripla (=}, %R, ¢);

(1)

2 - » 2 2 2
A acdo G x R? — R? induz a acdo Og X % — I% sobre o toro T2 = £,

(=R — (p1,-.... p,) sao os pontos sinqulares no interior de Z’; r
( centros de rotacdo) com anqulos 0, = 9(p;) = 2*

n-l’

(3b) Cada componente do bordo y; tem t; corneres c;
G =G B

(3¢) A cada corner associamos o anqulo w; = w(cy) = .-,
L




GRUPOS CRISTALOGRAFICOS

CLASSIFICACAO
e Caracteristica de Euler de uma Acao

Associado a tripla (Z’;, R, €), temos a caracteristica de Euler da acao

Xa(Z_f,) =2—-C0g—k— 2?21 (1 — %) — Zfﬂ Zfia (% - 2%“) '

¢ 2. se Z’; é orientdvel
1, se Z’; é nao orientdvel.

TEOREMA: £X = T2/0c = x.(Z!) = 0. Logo,




GRUPOS CRISTALOGRAFICOS - CLASSIFICACAO

As Uunicas configuragoes possiveis satisfazendo a identidade

Cg+k+Z(1——) +ilz1(——2—wl) 2. (0.1)

i=1

estdao nas tabelas 1 e 2 a sequir;

(1) Orientaveis ¢ =

n Cn gl k|61[6,| 605|604 |w|w|ws| ws
1 o T 0T A PP D A T A )
2 *% D S e e P e =
B 7R O T A= === e e = R
41 3x3 [0 [1 % — % T =
51222101 27” — |- 122 |-|-]|-
6| 22« |01 2?” 27” EEEE e =
Az e === =] =2 z|=
9 = el sl e = e =
9333 (0|1 |—|—-|=-|=-|53|%]|3 |-
10 | %2222 |0 [ 1 - -1z1z]z 2
11 632 (0|0 %’T %’T 27” e RN P 1y === LW
121 442 (0|0 %T’T %TH 27” P B e e o e
13| 333 (0|0 2?” 2?” 2?” ] D s ) =
14| 2222 (0|0 27” 27” 27” 22” =

(2) Nao Orientaveis ¢ =1

n| C, |g|k|61]6,03]|605]| w | wy| ws| wa
IhrEesREREr el s =
FoE X0 == e = =
S SR R | e e e — =k =







