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Semigrupos Processos de evolução

O que são sistemas dinâmicos?

I Estudo de modelos onde a evolução de
um determinado “evento” varia com o
tempo decorrido.

I O tempo decorrido pode ou não depen-
der explicitamente do instante inicial:
não-autônomos x autônomos.

I O tempo decorrido pode ser medido em
escala discreta ou cont́ınua.
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Semigrupos Processos de evolução

Exemplos

I Crescimento de uma população;

I Deslocamento de uma part́ıcula;

I Oscilação de um pêndulo;

I Dissipação de calor num objeto;

I Escoamento de um fluido num recipiente,

I Basicamente, qualquer evento que varie com o tempo!!
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Semigrupos Processos de evolução

Sistemas dinâmicos e EDs

Veremos um poucos dos siste-
mas dinâmicos que surgem de
equações diferenciais.

I Semigrupos

I Processos de evolução
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mas dinâmicos que surgem de
equações diferenciais.

I Semigrupos

I Processos de evolução

UFSC



Semigrupos Processos de evolução

Nomes da área
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UFSC



Semigrupos Processos de evolução

Nomes da área

Samuel Morse

Stephen Smale

UFSC



Semigrupos Processos de evolução

Nomes da área
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Nomes da área
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Semigrupos

Consideramos X um espaço métrico (ou topológico), C (X ) o con-
junto das aplicações cont́ınuas de X em X e T = Z ou R. Um
semigrupo é uma faḿılia S = {S(t) : t ∈ T+} ⊂ C (X ) que satisfaz:

(i) S(0) = idX ;

(ii) S(t + s) = S(t)S(s) para todo t, s ∈ T+.

Se T = Z, dizemos mais especificamente que S é um semigrupo
discreto.
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Semigrupos

Se além de (i) e (ii), S satisfaz:

(iii) a aplicação T+ × X 3 (t, x) 7→ S(t)x ∈ X é cont́ınua,

dizemos que S é um C0-semigrupo.
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Semigrupos Processos de evolução

Exemplo

Considere a aplicação S(t) : R→ R dada por

S(t)x0 = x0e
−αt , para t > 0 e x0 ∈ R.

Então S = {S(t) : t > 0} é um C0-semigrupo.

A faḿılia S é, na
verdade, o que chamamos de C0-grupo.
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Semigrupos Processos de evolução

Exemplos

Se denotarmos x(t) = S(t)x0, temos ẋ(t) = −αx(t) para todo t,
isto é, x(t) satisfaz o Problema de Valor Inicial:{

ẋ = −αx
x(0) = x0.
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Semigrupos Processos de evolução

Exemplos

Em geral, soluções de PVIs da forma{
ẋ = f (x)

x(0) = x0,

dão origem a C0-semigrupos.
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Semigrupos Processos de evolução

Exemplos

Se tivermos o PVI {
ẋ = −Ax

x(0) = x0 ∈ Rn.

onde A é uma matriz n × n, a solução é dada por

S(t)x0 = e−Atx0 e e−At =
∞∑
n=0

(−1)ntnAn

n!
.
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Processos de evolução

Definimos P = {(t, s) ∈ T2 : t > s}. Um processo de evolução é
uma faḿılia U = {U(t, s) : (t, s) ∈ P} ⊂ C (X ) que satisfaz:

(i) U(t, t) = idX para cada t ∈ T;

(ii) U(t, s) = U(t, τ)U(τ, s) para todo t > τ > s em T.

Se T = Z, dizemos mais especificamente que U é um processo de
evolução discreto.
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Processos de evolução

Se além de (i) e (ii), U satisfaz:

(iii) a aplicação P × X 3 (t, s, x) 7→ U(t, s)x ∈ X é cont́ınua,

dizemos que U é um C0-processo de evolução.
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Semigrupos Processos de evolução

Exemplos

Considere o PVI {
ẋ = −αx + t

x(s) = x0 ∈ R.

Sua solução expĺıcita é

U(t, s)x0 =

(
x0 +

1

α2
− 1

α
s

)
e−α(t−s) +

1

α
t − 1

α2
,

e essa faḿılia U define um C0-processo de evolução.
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Semigrupos Processos de evolução

Exemplos

Se tivermos o PVI {
ẋ = −Ax + f (t)

x(s) = x0 ∈ Rn.

onde A é uma matriz n × n, a solução é dada por

U(t, s)x0 = e−A(t−s)x0 +

∫ t

s
e−A(t−τ)f (τ)dτ.
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Processos de evolução vs. Semigrupos

Assuma para um processo de evolução U exista uma faḿılia S tal
que

(1) U(t, s) = S(t − s) para todos (t, s) ∈ P.

Então S é um semigrupo.

Reciprocamente, se S é um semigrupo, a faḿılia U definida por (1)
é um processo de evolução.
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Semigrupos Processos de evolução

Dificuldades

I Nem sempre é fácil obter as
soluções, nem qualitativamente.

I Nem mesmo soluções locais,
quanto mais globais.

I Para tanto, é necessário um
conhecimento amplo em Equações
Diferenciais, Análise, Análise
Funcional, entre outras...
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Semigrupos Processos de evolução

Mas...

I Área com grande quantidade de problemas a serem resolvidos.

I Possibilidade de interação com outras áreas: F́ısica, Biologia,
Engenharia...

I Temos um problema que vale US$1,000,000.00 !!!
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Semigrupos Processos de evolução

Tópicos de estudo

I Comportamento assintótico de soluções.

I Decaimento de soluções.

I Atratores globais para semigrupos.

I Atratores pullback para processos de evolução.

I Atratores uniformes para processos de evolução.

I Caracterização destes atratores (como eles são por dentro).

I E muito mais....
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