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Introducéo

Pontes suspensas

Este tipo de estrutura apresenta fendémenos interessantes

Figura: “Golden Gate Bridge Aerial’, CC BY-SA 2.0, via Wikimedia Commons
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Introducéo
Pontes suspensas

Pontes suspensas sao estruturas elasticas

Vanderley Ferreira Junior

Figura: “Ponte Hercilio Luz” por Rodrigo Soldon, CC BY 2.0, via Wikimedia Commons

=
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Introducéo

Problema: Pontes suspensas

Pontes suspensas sao estruturas elasticas.
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Introducéo

Problema: Pontes suspensas

As vezes, até demais.
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Introducéo

Equacao nao-local para a placa

Deflexdo de uma placa retangular

Ut + 68Ut + D20+ Py — S(Jo US)Uxx = f,  em Q
U= Uy =0, nas bordas curtas
Uyy + olUxx = Uyyy + (2 — 0)Uxxy = 0, nas bordas longas

u(0) = up € H2(Q), wu(0) = vy € L3(Q)
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Introducéo

Equacao nao-local para a placa
Deflexdo de uma placa retangular

Ut + 68Ut + D20+ Py — S(Jo U2)Uxx = f,  em Q

U= Uy =0, nas bordas curtas
Uy + olxx = Uyyy + (2 — 0)Uxy = 0, nas bordas longas
u(0) = up € H2(Q), wu(0) = vy € L3(Q)

Formulacao fraca
Para qualquer v € H2(Q), paracada t € [0, T],
W v)y+8(U,v)o+(u,v)

_P(Ux, VX)O + SHUXHiz(Q)(UX? VX)O = (f7 V)O
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Introducéo

Resultados principais

Existéncia e Unicidade

Se ug € H2(Q), vo € L2(Q) e f € C°([0, T], L3(Q)), ent&o existe uma
Unica solugédo fraca do problema anterior.

Vale uma identidade de energia

t t
E(u(t), (1)) = E(to, vo) — /0 51U (8) 132 05 + /0 (f(s), U)o ds
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Introducéo

Resultados principais

Existéncia e Unicidade

Se up € H2(Q), v € L2(Q) e f € ([0, T], L3(Q)), entdo existe uma
Unica solucéao fraca do problema anterior.

Sem carga externa, sem amortecimento

E(u(t), u'(1)) = E(uo, vo)
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Introducéo

Modos simples de oscilacao

Existem solugdes com forma especial:

Modo simples

U(X’yv t) = ¢(t)W(X,y)
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Introducéo

Modos simples de oscilacao

Modo simples

U(X’yv t) = ¢(t)W(X’y)

Um modo simples é obtido quando os dados iniciais sao multiplos de
uma autofuncgéo de

A2W + Awy, =0, em Q
W= Wy =0, nas bordas curtas
Wyy + oWxx = Wyyy + (2 — 0)Wxxy =0 nas bordas longas
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Introducéo

Modos simples de oscilacao

Modo simples

U(X’yv t) = (b(t)W(X,y)

Teorema

Modos simples com energia suficientemente grande sao linearmente
instaveis.
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Matemaética e elasticidade

Viga apoiada

Problema inicial

Figura: Qual a deformacdo em uma viga elastica devido ao préprio peso?
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Matemética e elasticidade

Viga

Teoria de Euler-Bernoulli ( Século XVIII)

Hipdteses fisicas:
@ Cargas transversais apenas
@ Durante a deformacao, segdes planas normais continuam planas
@ secodes planas normais continuam normais
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Matemética e elasticidade

De onde vem a elasticidade?

Energia elastica € armazenada de duas formas

= =

Alongamento Flexao
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Matemética e elasticidade

Um pouco de geometria

Energia de flexao - depende da curvatura

L
Efetir = / (Curvatura)?
0
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Matemética e elasticidade

Um pouco de geometria

Energia de flexao - depende da curvatura

[ 5
elr —
o (1 +u)2()3
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Matemética e elasticidade

Um pouco de geometria

Energia de flexao - depende da curvatura

fletir — 23
( L‘X)

Hipotese
Assumindo que a deformacao é pequena, uy ~ 0

| Uxx |
Curvatura = —————— = |Uxx|
1 2,3/2
(1+uy)
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Matemética e elasticidade

Calculo Variacional

Energia mecanica

Principio variacional
A solugao do problema € um ponto critico do funcional energia J
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Matemaética e elasticidade

Calculo Variacional

Energia mecanica

Principio variacional
A solugao do problema € um ponto critico do funcional energia

Equacao da viga de Euler-Bernoulli

Uxxxx = f
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Matemética e elasticidade

Placa
Teoria de Kirchhoff-Love (Século XIX)

Hipoteses fisicas:
@ Cargas transversais apenas
@ Durante a deformacao, retas normais continuam retas
@ E também continuam normais
@ A espessura da placa nao varia
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Matemética e elasticidade

De onde vem a elasticidade?

Energia elastica € armazenada de duas formas

= =

Alongamento Flexao
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Matemética e elasticidade

Mais um pouco de geometria

Alongamento - proporcional & mudanca na Area

Ealongar = S/Q(\/1 +U)2(+U}2/* 1)

Flexao - proporcional a Curvatura

Efetir = / ( 2 (Curvatura média) 2 + o Curvatura Gaussiana)
Q
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Matemética e elasticidade

Modelando a energia elastica

Curvatura média
(1 4+ U2)uxx — 2uxUyUyy + (1 + uﬁ)uyy
2(1+ U + uZ)%/2

Curvatura Gaussiana

UxxUyy — U)z(y

(1 + uZ + u3)?
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Matemética e elasticidade

Modelando a energia elastica

Curvatura média

(1 + uf)uxx — 2uxUyUyy + (1 + UZ)Uyy U+ Uy

2(1 4 U2 + u3)%/? 2

Curvatura Gaussiana

Uxx Uyy — U)Z(y

(1 + uf + ug)?

~ 2
~ UxxUyy — ny
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Matemaética e elasticidade

Modelando a energia elastica

Curvatura média

(1 + uf)uxx — 2uxUyUyy + (1 + UZ)Uyy U+ Uy

2(1 4 U2 + u3)%/? 2

Curvatura Gaussiana
Uy Uyy — u)z(y

2
T o ~ UxxlUyy — U
(1+ uf + uf)? e

Aproximagao da energia

1
Etetir = /Q §(Uxx + Uyy)? + o (U Uy — U)Z(y)
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Matemética e elasticidade

Modelando a energia elastica

Variagao da area

Lo+ deg-1
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Matemética e elasticidade

Modelando a energia elastica

Variagao da area - Hipo6tese de deformagao pequena

1
LO/1+ -1~ 50+ i)

Aproximagao linear

1 2 2
Eaiongar = P/Q E(Ux + Uy)
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Matemaética e elasticidade

Modelo final

Energia potencial elastica

1 1
E= [ S8R+ (1~ 0)unty - i) + 5PV
Q

Equacéao da placa
AN’u—PAu=f J
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Matemética e elasticidade

Resultados recentes - Pontes suspensas

[@ P.McKenna and C. O Tuama.
Large torsional oscillations in suspension bridges visited again:

vertical forcing creates torsional response.
Amer. Math. Monthly , 108 (2001).

@ Equacao da viga (sistema cabo-ponte)
@ Andlise de oscilagbes torcionais
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Matemética e elasticidade

Resultados recentes - Pontes suspensas

[@ D. Smets and J. van den Berg.
Homoclinic solutions for Swift-Hohenberg and suspension bridge
type equations.
J. Diff. Equations, 184 (2002).

@ Equacao da viga semilinear
@ Uso do Teorema do Passo da Montanha
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Matemética e elasticidade

Resultados recentes - Pontes suspensas

[@ C.Zhong, Q. Ma and C. Sun.
Existence of strong solutions and global attractors for the
suspension bridge equations.
J. Diff. Equations, 246 (2009).

@ Equacao da placa
@ Estudo de atratores
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Matemética e elasticidade

Resultados recentes - Pontes suspensas

3 A. Ferrero and F. Gazzola.

A partially hinged rectangular plate as a model for suspension
bridges.

Discrete Contin. Dyn. Systems, 35 (2015).

@ Equacao da placa
@ Voltaremos a este depois
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Minha pesquisa

Modelo nao-local para uma placa sob protensao

Trabalho em conjunto com Ederson Moreira dos San-
tos e Filippo Gazzola.
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Minha pesquisa

Equacao diferencial

Modelo néo local para placa sob protensao

Ugt + 6U; + AU + Py — S(/ U Uy = f
Q

[{ H. M. Berger.
A new approach to the analysis of large deflections of plates.
J. Appl. Mech., 22: 465-472, 1955.
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Minha pesquisa

Equacao diferencial

Modelo néo local para placa sob protensao

Ut + OU; + AU + Plyy — S(/ U Uy = f
Q

@ P é aprotensao

@ S depende da elasticidade

o f é aforga externa

@ 0 é o fator de amortecimento
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Minha pesquisa

Condicao de contorno

Considere as coordenadas na ponte Q = [0, L] x [/, /]

Condigdes de bordo - suportada e livre

U= Uy =0, nas bordas curtas
Uy + olxx = Uyyy + (2 — 0)Uxxy = 0 nas bordas longas
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Minha pesquisa
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Minha pesquisa

Existéncia, unicidade

SejamieR, S>0,P>0,T >0.
Teorema

Se up € H2(Q), vo € L3(Q) e f € ([0, T], L3(Q)), entdo existe uma
Unica solucao fraca.
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Minha pesquisa

Existéncia, unicidade

SejamjeR, S>0,P>0,T>0.
Teorema

Se up € H3(Q), v € L2(Q) e f € ([0, T], L3(Q)), entdo existe uma
Unica solugao fraca.

Existéncia - Galerkin

A unicidade depende da existéncia de solugao.
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Minha pesquisa

ldentidade de energia

Identidade de energia
A solugao verifica, para todo ¢ € [0, T]:

1 P S
S0lE = Sl + 2 s

1 t t 1
wpldBsf wiz= [ [ s givl?
0 0/Q

1 P S
#5608 — 5 o)al2+5 (o)l
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Minha pesquisa

ldentidade de energia

Identidade de energia
A solugao verifica, paratodo t € [0, T]:

t t
Energia(t):Energia(0)+// fu’—é/ |2
0/ 0
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Minha pesquisa

Comportamento assintético

Influéncia de P

Sejam ¢ >0 e f € L2(Q).

Energia elastica

1 P S
S0lE = Slluel + 2 s

Primeiro autovalor
Para P < Ay a energia
(| wl|22 € convexa.

N =
U wer2(9), wo [[wy|2

A1 A2

P

Vanderley Ferreira Junior Equacoes diferenciais e elasticidade 15 de setembro de 2017
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Minha pesquisa

Comportamento assintético
Influéncia do amortecimento J vs. efeito de P

@ Sejamj >0e S > 0.

e Tome up € H2(Q), vy € L3(Q)
[wi]* efel?Q).

Teorema

Se0 < P < Ay, entdo u(t) — UemH?(Q) e (t) — 0 em L?(Q),
quando t — oo, onde

A2U+PUXX_S(/ UX2)UXX:f
Q

A1 AQ
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Minha pesquisa

Comportamento assintético

Influéncia do amortecimento § vs. efeito de P

@ Sejamj >0e S > 0.

@ Tome ug € H2(Q), vy € L2(Q)
[wi]* efecl?Q).

O que acontece quando P fica maior que A¢?
A As

P
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Minha pesquisa
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@ Sejamj >0e S > 0.

@ Tome ug € H2(Q), vy € L2(Q)
efecl?Q).

[wi]*

O que acontece quando P fica maior que A¢?
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Minha pesquisa

Comportamento assintético

Influéncia do amortecimento J vs. efeito de P

@ Sejamj >0e S > 0.

@ Tome up € H2(Q), v € L?(Q)
. efel?Q).

[w1]
Teorema

SeN < P <N, f=0eE(uy, vo) <0, entdo u(t) — Uem H?(Q) e
u'(t) — 0 em L?(Q) quando t — oo, onde

VP=MA
Ust—g—m
v
Ay Ay
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Minha pesquisa

Comportamento assintético
Influéncia do amortecimento J vs. efeito de P

@ Sejamj >0e S > 0.

@ Tome up € H2(Q), v € L?(Q)
efel?Q).

Teorema
SeNi<P<NMN,f=0e

(Up,wi)2 =0, (vo,wi)o =0,

entdo u(t) - 0 e U'(t) — 0 quando t — oc.

Ay Ay
P
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Minha pesquisa

Autofuncoes

Problema de autovalor

A2U+AUXX - 0,

em Q
U= Uy =0, nas bordas curtas
Uy + olUxx = Uyyy + (2 — 0)Uxxy =0 nas bordas longas

[§ A.Ferrero and F. Gazzola.

A partially hinged rectangular plate as a model for suspension
bridges.

Discrete Contin. Dyn. Systems, 35 (2015).
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Minha pesquisa

Autofuncoes

Problema de autovalor

D20+ Auyy =0, em Q
U= Uy =0, nas bordas curtas
Uyy + olxx = Uyyy + (2 — 0)Uxxy =0 nas bordas longas

Todas as autofung¢des sao do tipo

Wm,k(Xay) = ‘Pm,k(y) sin(mm x/L)
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Minha pesquisa

Decomposicao do problema

Problema de autovalor

A2W+AWXX:07 W¢O

Teorema

Se fe[w]*, w e [w]*t e v e [w]*, entdo

u(t) e [wlt, vt>0
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Minha pesquisa

Decomposicao do problema

Tomando ug = aw, vo = bw e f = 0, temos

U(X7y7 t) = ¢(t)W(X7}’)

Neste caso u € um modo simples de (NLM).

Vanderley Ferreira Junior Equagdes diferenciais e elasticidade 15 de setembro de 2017
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Minha pesquisa

Familias de autofuncoes

Primeiro modo longitudinal
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Minha pesquisa

Familias de autofuncoes

Segundo modo longitudinal
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Minha pesquisa

Familias de autofuncoes

Quarto modo longitudinal
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Minha pesquisa

Familias de autofuncoes

Primeiro modo torcional

Vanderley Ferreira Junior Equacoes diferenciais e elasticidade

15 de setembro de 2017

32/37



Minha pesquisa

Familias de autofuncoes

Segundo modo torcional

Vanderley Ferreira Junior Equacoes diferenciais e elasticidade

15 de setembro de 2017
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Minha pesquisa

O caso mais famoso

Transicdo entre modos de oscilagdo




Minha pesquisa

O caso mais famoso

Transicdo entre modos de oscilagdo




Minha pesquisa

Perturbacao por outro modo simples

Para dados iniciais
Up = aw + ew,,

teremos
u(x, y,t) = o(t) wix, y) + (1) wi(x, y)

Sistema de equagdes para ¢ e ¢

¢" + (N = P+ S(m?¢? + nPy?))p =0
'+ (A — P+ S(mP¢? + m?y?)) = 0
¢(0) = a, ¢'(0) = 0, ¥(0) = ¢, ¥'(0) =0
Vanderley Ferreira Junior Equacoes diferenciais e elasticidade 15 de setembro de 2017 34 /37



Minha pesquisa

O sistema obtido

Sistema ap6s mudanca de variaveis
O+ (u+ D>+ V2o =0
V' fy(v+ 2+ W)W =0

Dados iniciais: ¢(0) = a, Ww(0) =¢
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Minha pesquisa

O sistema obtido

Sistema ap6s mudanca de variaveis
O+ (n+ D2+ V2o =0
V' fy(v+ 2+ W)W =0

Linearizando em torno de (¥, 0), obtemos o sistema
Sistema linearizado
" 4 (u+ d2)d =0
V(v + 92V =0
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Minha pesquisa

O sistema obtido

Sistema linearizado
O+ (1 + ¢%)d =0
V' (v + 92 =0

Estabilidade linear

O modo simples ¢ w é linearmente estavel com relagao a autofungao
w, quando 0 é uma solucao estavel da equacao

V' 4+ ~(v+ )W =0
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Minha pesquisa

Teorema de instabilidade

li=(@j+1),(G+1)(2/+1))

Ki=(G+1)@2/+1),(+1)(2+83))

[§] T. Cazenave and F. B. Weissler.
Unstable simple modes of the nonlinear string.
Quart. Appl. Math., 54(2):287-305, 1996.

—@ 4 L 4
0 1 3

o®

2 4 5
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Minha pesquisa

Teorema de instabilidade

= (j2j+1),(+1)(2j+1))

Ki=((G+1)(2+1),0+1)(2j+3)

Parametros
Amji—P M- P G
:U‘ - S ) - S 9 ’Y m2
-o—eo ° ® °
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Minha pesquisa

Teorema de instabilidade

Parametros

Teorema
Sejamf=0,0=0,5S>0,P<A,mn, ik € Nedefinay = %22
@ Se v € I;, entdo qualquer modo (m, k)-simples com energia
grande é (n, k)-linearmente estavel.

@ Se v € K, entdo qualquer modo (m, k)-simples com energia
grande é (n, k)-linearmente instavel.

Vanderley Ferreira Junior Equacoes diferenciais e elasticidade 15 de setembro de 2017

36/37



Minha pesquisa

Teorema de instabilidade

—@ @ @ @ ®

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Teorema
Sejam f=0,6=0,5>0, P < Aq, m,n,i,k € N e definay = 5.

@ Se v € I;, entdo qualquer modo (m, k)-simples com energia
grande é (n, k)-linearmente estavel.

@ Se v € K;j, entdo qualquer modo (m, k)-simples com energia
grande é (n, k)-linearmente instavel.

Vanderley Ferreira Junior Equacoes diferenciais e elasticidade 15 de setembro de 2017
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Minha pesquisa

Obrigado
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