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Um Pouco de História

l’Hospital e Leibniz (1695)

Em 1695 L’Hospital escreveu uma carta à Leibniz perguntando qual seria o

significado de uma derivada de ordem 1
2 . Leibniz respondeu que ”d

1
2 x

deveria ser igual à x
√

dx : x”.



Um Pouco de História

Euler (1730) e Heaviside (1893)

Generalização da fórmula de ordem inteira n≤ m

dnxm

dxn = m(m−1)(m−2) · · ·(m−n+1)xm−n =
Γ(m+1)

Γ(m−n+1)
xm−n,

para ordem real α≤ m

dαxm

dxn =
Γ(m+1)

Γ(m−α+1)
xm−α.



Um Pouco de História

Fourier (1820)
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Um Pouco de História

Grünwald e Letnikov (1867)
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Um Pouco de História

Grünwald e Letnikov (1867)

df (x)
dx

= lim
h1→0

f (x+h1)− f (x)
h1

d2f (x)
dx2 = lim

h2→0

df (x+h2)
dx − df (x)

dx
h2

= lim
h2→0

lim
h1→0

f (x+h1+h2)−f (x+h2)
h1

− f (x−h1)−f (x)
h1

h2

= lim
h→0

f (x+2h)−2f (x+h)+ f (x)
h2



Um Pouco de História
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Grünwald e Letnikov (1867)
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Um Pouco de História

Grünwald e Letnikov (1867)

Para α = n inteiro

dαf (x)
d(x−a)α

=


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Um Pouco de História

Grünwald e Letnikov (1867)

Para n =−1 inteiro
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Um Pouco de História

Riemann e Liouville (1832 - 1873)
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Um Pouco de História

Caputo (1967)
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O Cálculo Fracionário de Riemann-Liouville

O teorema de Cauchy para integração repetida
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O Cálculo Fracionário de Riemann-Liouville

A proposta de Riemann-Liouville

Para α > 0 com α ∈ R temos
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O Cálculo Fracionário de Riemann-Liouville

Derivada de algumas funções
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O Cálculo Fracionário de Riemann-Liouville

Derivada de algumas funções
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O Cálculo Fracionário de Riemann-Liouville

Derivada de algumas funções
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Introdução

O Cálculo Fracionário e as derivadas de funções não diferenciáveis

Kolwankar and Gangal, Fractional differentiability of nowhere differentiable

functions and dimensions, Chaos 6, 505 (1996)



Introdução



O Cálculo Fracionário

O que ainda falta fazer?

Novas formulações e suas relações

Interpretação geométrica

Cálculo vetorial fracionário

Cálculo com derivadas imaginárias

Cálculo com derivadas matriciais

etc...



Aplicações do Cálculo Fracionário

Algumas aplicações do Cálculo Fracionário

Otmização em controle

Mecânica clássica e fı́sica de partı́culas

Eletrônica

Processamento de sinais

Biomatemática

Sistemas Dinâmicos

Processos Estocásticos

Dinâmica de Fluı́dos

etc



O Cálculo Fracionário em Difusão Anômala

O que é difusão anômala?

Richardson em 1926

West Rev. Modern Phys. 86 (2014) 1169

Voos de Levy

Metzler and Klafter Phys. Rep. 39 (2000) 1



O Cálculo Fracionário em Difusão Anômala

O que é difusão anômala?

〈x2(t)〉= 2K1t

∂W(x, t)
∂t

= K1
∂2W(x, t)

∂x2

〈x2(t)〉= 2Kα

Γ(α+1)
tα

???



O Cálculo Fracionário em Difusão Anômala

Difusão normal

Movimento Browniano no espaço discreto

W(i, t+∆t) =
1
2

W(i−1, t)+
1
2

W(i+1, t)



O Cálculo Fracionário em Difusão Anômala

Difusão normal

No limite do contı́nuo ∆x→ ∞ e ∆t→ ∞

W(i, t+∆t) = W(i, t)+
∂W(i, t)

∂t
∆t+O(∆t2)

W(i±1, t) = W(x, t)± ∂W(x, t)
∂x

∆x+
∂2W(x, t)

∂x2
∆x2

2
+O(∆x3)

Substituı́ndo em
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W(i+1, t)
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O Cálculo Fracionário em Difusão Anômala

Difusão normal

Obtemos a equação de difusão

∂W(x, t)
∂t

= K1
∂2W(x, t)

∂x2

onde

K1 = lim
(∆x,∆t)→(0,0)

∆x2

2∆t

é o coeficiente de difusão



O Cálculo Fracionário em Difusão Anômala

Difusão normal

Resolvendo a equação de difusão

∂W(x, t)
∂t

= K1
∂2W(x, t)

∂x2

W(±∞, t) = 0 W(x,0+) = δ(x)

W(x, t) =
1√

4πK1t
exp
(
− x2

4K1t

)
=⇒ 〈x2(t)〉= 2K1t
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O Cálculo Fracionário em Difusão Anômala

Difusão normal

Usando a transformada de Fourier

∂W(k, t)
∂t

=−k2K1W(k, t)

W(k, t) = exp
(
−k2K1t

)

Usando a transfromada de Laplace

W(k,s) =
1

s+ k2K1



O Cálculo Fracionário em Difusão Anômala

Difusão normal
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O Cálculo Fracionário em Difusão Anômala

Difusão normal

O desvio quadrático médio

〈x2(t)〉=−L−1
{

lim
k→0

∂2W(k,s)
∂k2

}
= 2K1t

Que W(k,s) resulta no desvio quadrático médio da difusão anômala?

〈x2(t)〉=−L−1
{

lim
k→0

∂2?
∂k2

}
=

2Kα

Γ(α+1)
tα
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O Cálculo Fracionário em Difusão Anômala

Difusão anômala

Para a difusão anômala devemos ter

W(k,s) =
W(k,0)

s+ k2Kαs1−α

Usando a relação

L {0Jα
t f (t)}= s−αf (s)

podemos inferir que a difusão anômala é descrita por

W(x, t)−W(x,0) = Kα 0Jα
t

(
∂2W(x, t)

∂x2

)
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O Cálculo Fracionário em Difusão Anômala

Difusão anômala

Tomando a derivada de Riemann-Liouville obtemos

∂αW(x, t)
∂tα

− 1
Γ(1−α)

W(x,0)
xα

= Kα

∂2W(x, t)
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Finalmente a EDP fracionária da difusão anômala
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df (u)
du

du



O Cálculo Fracionário em Difusão Anômala
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O Cálculo Fracionário em Difusão Anômala

Difusão de poluentes na atmosfera

u
C∂αcy(x,z)

∂xα
= Kz

∂2cy(x,z)
∂z2



O Cálculo Fracionário em Difusão Anômala

Tabela: Observed and estimated crosswind-integrated concentrations for

Copenhagen experiment.

Exp. Distance (m) Observed α–Gaussian Gaussian α–SM SM

1 1900 6.48 6.32 3.61 7.74 4.62

1 3700 2.31 4.97 2.72 4.20 2.30

2 2100 5.38 4.14 2.47 4.89 3.18

2 4200 2.95 3.27 1.76 2.79 1.58

3 1900 8.20 6.51 4.00 8.91 5.66

3 3700 6.22 5.22 3.73 5.03 2.88

3 5400 4.30 4.66 3.72 3.95 2.21

4 4000 11.7 10.60 10.25 8.21 5.93

5 2100 6.72 5.71 3.98 7.55 4.81

5 4200 5.84 4.70 3.93 4.28 2.43

5 6100 4.97 4.36 3.93 3.27 2.00

6 2000 3.96 2.90 1.72 3.90 2.63

6 4200 2.22 2.27 1.24 2.23 1.28

6 5900 1.83 2.08 1.12 1.79 0.90

7 2000 6.70 4.68 2.77 6.21 4.16

7 4100 3.25 3.65 1.95 3.50 2.03

7 5300 2.23 3.34 1.73 2.79 1.56

8 1900 4.16 5.75 3.51 7.32 4.87

8 3600 2.02 4.72 3.01 4.68 2.74

8 5300 1.52 4.18 2.95 3.39 1.84

9 2100 4.58 3.77 2.26 5.26 3.44

9 4200 3.11 2.99 1.61 3.07 1.74

9 6000 2.59 2.63 1.35 2.24 1.19



O Cálculo Fracionário em Difusão Anômala

Tabela: Statistical indices to evaluate the performance of proposed models

Model Cor NMSE FS FB FA2

α–Gaussian 0.83 0.07 0.30 0.001 0.87

Gaussian 0.82 0.23 0.27 -0.39 0.73

α–SM 0.83 0.08 0.17 0.03 0.83

SM 0.80 0.30 0.50 -0.44 0.74

NMSE (normalized mean square error) =
(co− cp)2

cocp
,

Cor (correlation coefficient) =
(co− cp)(cp− cp)

σoσp
,

FB (fractional bias) =
co− cp

0.5(co + cp)
,

FS (fractional standard deviations) =
σo−σp

0.5(σo +σp)
,



Aplicações do Cálculo Fracionário em Fı́sica

E futuro??

Leibniz - ”Segue que d
1
2 x é igual à x

√
dx : x, um aparente paradoxo, do qual

algum dia poderemos tirar consequências úteis”

Obrigado!!


