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1. Introdução

Consideremos um sistema de equações diferenciais parciais que modelam o
escoamento de fluidos magnéticos - denominado “modelo de Shliomis” para
ferrofluidos.

o fluido ocupa um domı́nio exterior.

Não incluimos o termo de regularização na equação de magnetização,
ausente na obtenção das equações governantes, e normalmente
considerado em investigações anteriores para o problema
correspondente em domı́nio limitado.

O resultado principal deste trabalho, a existência de soluções globais fortes, é
obtido ao preço de assumir hipóteses de que os dados e parâmetros de
acoplamento sejam suficientemente pequenos.



1. Introdução (Cont.)

∂u
∂t

+ (u ·∇) u−η∆u + ∇p = µ0 M ·∇H +
µ0

2
rot(M×H) in Q (1)

div u = 0 in Q (2)

∂M
∂t

+ (u ·∇) M +
1
δ

(M−χ0 H) =
1
2

[rotu]×M

−β0 M× (M×H) in Q (3)

M ·∇H: força magnética.
M×H: torque.
(3) é a equação de magnetização, proposta por Shliomis em 1972.



1. Introdução

div (H + M) = F in Q (4)

rotH = 0 in Q (5)

u(0) = u0, ∇ ·u0 = 0, M(0) = M0 in Ω (6)

u = 0, H ·n =−M ·n in Σ (7)



1. Introdução (cont.)

Ω⊂ R3 é um domı́nio exterior simplesmente conexo com fronteira regular,
Q = Ω× (0,∞), Σ = ∂Ω× (0,∞), e
n denota o vetor unitário normal à fronteira apontando para fora.
u e p denotam a velocidade do fluido e a pressão, respectivamente.
M e H representam a magnetização e o campo magnético, respectivamente,
definidos em Ω.
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2. Pesquisas Anteriores (cont.)

Modelo de Rosensweig (MR):

ρ

(
∂u
∂t

+ u ·∇u

)
− (η + ξ)∆u = µ0M ·∇u + 2ξ rotw

div u = 0

ρκ

(
∂ω

∂t
+ u ·∇ω

)
−η

′
∆ω−

(
η
′
+ λ

′
)

∇divω

= µ0M×H + 2ξ(rotu−2ω)

∂M
∂t

+ u ·∇M = ω×M− 1
τ

(M−H)

rotH = 0, div (H + 4πM) = F
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campo magnético externo também pequeno.

Yanjin Wang and Zhong Tan, Global existence and asymptotic analysis of
weak solutions to the equations of ferrohydrodynamics, Nonlinear
Analysis: Real World Applications 11 (2010), no. 5, 4254 – 4268.
Modelo de Rosensweig, Domı́nio limitado, com Termo de
Regularização, existência de solução global fraca e comportamento
assintótico.



3. Espaços de Funções (Cont.)

Notação:
‖ ‖m,p = ‖ ‖m,p,Ω := ‖ ‖W m,p(Ω),
‖ ‖ := ‖ ‖0,2 denota a norma L2 e, em particular, ‖ ‖1,2 denota a normal usual
do espaço W 1,2(Ω).
O produto interno em L2(Ω) é denotado por ( , );
o produto interno em W 1,2(Ω) é denotado por ( , )1,2.
Seja A o operador de Stokes, i.e. , A =−Pσ∆, onde o operador de projeção
Pσ : L2(Ω)→ L2

σ(Ω) está associado à decomposição

L2(Ω) = L2
σ(Ω)⊕G2(Ω),

onde L2
σ(Ω) denota o fecho com relação a ‖ ‖L2(Ω) do conjunto

Dσ(Ω) = {v ∈ C∞
c (Ω) : ∇ · v = 0 in Ω} .

e
G2(Ω) =

{
v ∈ L2(Ω) : v = ∇Π, Π ∈ H1

loc(Ω)
}
.



3. Espaços de Funções (Cont.)

O domı́nio do operador A é :

D(A) = H2(Ω)∩H1
0 (Ω)∩L2

σ(Ω).

Definimos os seguintes espaços (com normas naturais associadas)

W (Ω) =

{
g ∈ L2(J;H1(Ω)) :

dg
dt
∈ L2(J;H−1(Ω)

}
,

e
V (Ω) := H1

0 (Ω)∩L2
σ(Ω).

X1 =
{

u ∈ L∞(J;D(A)) : u ∈ L2(J;H3(Ω)),u
′ ∈ L∞(J;L2

σ(Ω))∩L2(J;V (Ω))
}
,

X2 =
{

∇p ∈ L2(J;H1(Ω))
}
,

X3 =
{

M ∈ (L∞∩L2)(J;H2(Ω)) : M
′ ∈ (L∞∩L2)(J;H1(Ω))

}
,

X4 =
{

H ∈ (L∞∩L2)(J;H2(Ω)) : H
′ ∈ (L∞∩L2)(J;H1(Ω))

}
.



3. Espaços de Funções (Cont.)

Definimos o conjunto
X = X1×X2×X3×X4

e Xε é o conjunto de (u,∇p,M,H) ∈ X tais que u(0) = u0, M(0) = M0,
H(0) = H0 e ‖(u,∇p,M,H)‖X ≤ ε.



4. Teorema de Existência

Teorema: Seja Ω⊂ R3 um domı́nio exterior simplesmente conexo de classe
C3. Seja u0 ∈ D(A), M0 ∈ H2(Ω) e considere as hipóteses anteriores sobre o
campo magnético exterior H̃ e o campo magnético inicial H0. Então, existe
ε0 > 0 tal que se

‖u0‖D(A) +‖M0‖H2 +‖H̃′‖L∞(L2) +‖div H̃
′‖L∞(L2) +‖div H̃‖L∞(H1) ≤ ε0

and
χ0 ≤ ε0

então existe funções únicas u ∈ L∞(J;D(A))∩L2(J;H3(Ω)) com



4. Teorema de Existênca (Cont.)

u
′ ∈ L∞(J;L2

σ(Ω))∩L2(J; V (Ω)),
p ∈ L2(J,H2

loc(Ω)) com ∇p ∈ L2(J; H1(Ω)),
M ∈ (L∞∩L2)(J;H2(Ω)) com M

′ ∈ (L∞∩L2)(J, H1(Ω)) e
H ∈ (L∞∩L2)(J;H2(Ω)) com H

′ ∈ (L∞∩L2)(J, H1(Ω))
tais que (u,p,M,H) é a única solução das equações (1)-(7).



5. Equação de Magnetização Linearizada

4.1 A equação de magnetização linearizada
Dados v ∈ X1, m ∈ X3 e h ∈ X4, resolvemos{

∂M
∂t + (v ·∇)M + 1

δ
M = Z,

M(0) = M0 in Ω

em que

Z =
χ0

δ
h +

1
2

rotv×m−β0 m× (m×h) .

Existe uma única solução forte M em X3. Então, podemos definir

Φ1 : X1×X4×X3→ X3

por
M = Φ1(v,h,m).



5. Equação de Magnetização Linearizada

Proposição: Seja Ω⊂ R3 um domı́nio exterior com fronteira de classe C1.
Supomos que M0 ∈ H2(Ω), v ∈ L1(J;H3(Ω)∩V (Ω)) e Z ∈ L2(J;H2(Ω)).
Então, existe uma única solução M ∈ L∞(J; H2(Ω)) da equação linearizada da
magnetização e uma constante positiva C tais que

‖M‖L∞(J;H2) ≤
(
‖M0‖2,2 +

√
δ ‖Z‖L2(H2)

)
exp
(
C ‖v‖L1(V) +‖v‖L1(H3)

)
(8)

Se v ∈ L∞(J;D(A)) e Z ∈ L∞(J;H2(Ω)), então M
′ ∈ L∞(J;H1(Ω)) e

‖M′‖L∞(H1) ≤ C ‖Z‖L∞(H2) + C

{
‖v‖L∞(D(A)) +

1
δ

}
×
(
‖M0‖2,2 +

√
δ ‖Z‖L2(H2)

)
exp
(
C
(
‖v‖L1(V) +‖v‖L1(H3)

))
. (9)



5. Equação de Magnetização Linearizada

Além disso, para uma constante positiva suficientemente pequena C̃δ, se
‖v‖X1 ≤ C̃δ, então

‖M‖L∞(H2) ≤ ‖M0‖2,2 +
√

δ ‖Z‖L2(H2), (10)

M ∈ L2(J;H2(Ω)) com

‖M‖L2(H2) ≤
√

2δ ‖M0‖2,2 +
√

2 δ ‖Z‖L2(H2), (11)

‖M′‖L∞(H1) ≤ Ce ‖Z‖L∞(H2)

+
Ce

2δ(Ce + 2)

(√
2δ ‖M0‖2,2 +

√
2 δ ‖Z‖L2(H2)

)
(12)

e

‖M′‖L2(H1) ≤
{
‖(v ·∇)M‖L2(H1) +

1
δ
‖M‖L2(H1) + C ‖Z‖L2(H2)

}
≤ C ‖Z‖L2(H2) + C

{
‖v‖L∞(D(A)) +

1
δ

}
×
(√

2δ ‖M0‖2,2 +
√

2 δ ‖Z‖L2(H2)

)
. (13)



5. Equação de Magnetização Linearizada

Portanto, M ∈ X3 e

‖M‖X3 ≤ C (1 +‖v‖X1)
{
‖M0‖2,2 + χ0 ‖h‖X4 +‖m‖2

X3
‖h‖X4 +‖m‖X3 ‖v‖X1

}



6. Problema para o Campo Magnético

4.2 O problema para o campo magnético
O segundo problema auxiliar é descrito como segue: dados M ∈ X3 (obtido do
problema anterior) e F ∈ L∞(J;L2

0(Ω)∩H1(Ω)) com ∂F/∂t ∈ L∞(J;L2(Ω)),
resolvemos {

−∆Ψ =−F + div M,
∂Ψ
∂n =−M ·n in Σ

obtendo Ψ in L∞(J;H3(Ω)) com ∂Ψ/∂t ∈ L∞(J;H2(Ω)), representado por
Ψ ∈ Z3. Como existe uma única solução Ψ ∈ L∞(J;H3(Ω)), definimos a
função Φ2 : X3→ Z3 por Φ2(M) = Ψ.



6. Problema para o Campo Magnético

Definimos o campo magnético H por:

H = ∇Ψ.

Então,
(i) div H = F −div M em Q,
(ii) H ·n =−M ·n sobre Σ,
(iii) H ∈ L∞(J;L2(Ω)) pois segue de

‖H‖2
L2 =

(
div Hext ,Ψ

)
L2− (M,H)L2

que
‖H‖L∞(L2) ≤ ‖Hext‖L∞(L2) +‖M‖L∞(L2)

e
‖H‖L2(L2) ≤ ‖Hext‖L2(L2) +‖M‖L2(L2).



6. Problema para o Campo Magnético

(iv) H ∈ L∞(J;H1(Ω)) pelo item anterior e

‖div H‖L∞(L2) ≤ ‖F‖L∞(L2) +‖M‖L∞(H2),

‖div H‖L2(L2) ≤ ‖F‖L2(L2) +‖M‖L2(H2),

‖H ·n‖L∞(H1/2)(∂Ω) = ‖M ·n‖L∞(H1/2)(∂Ω) ≤ C ‖M‖L∞(H(div, Ω)) ≤ C ‖M‖L∞(H2)

‖H ·n‖L2(H1/2)(∂Ω) = ‖M ·n‖L2(H1/2)(∂Ω) ≤ C ‖M‖L2(H(div, Ω)) ≤ C ‖M‖L2(H2)

(v) H ∈ L∞(J;H2(Ω)). Sabemos que div H ∈ L∞(J; H1(Ω)) (imediato, por (i)) e
H ·n pertence a L∞(J; H3/2(∂Ω)) (imediato, por (ii) e M ∈ L∞(H2)).



6. Problema para o Campo Magnético

(vi) H
′ ∈ L∞(J;H1(Ω)), pois

‖H′‖L∞(L2) ≤ ‖H̃
′‖L∞(L2) +‖M′‖L∞(L2),

‖div H
′‖L∞(L2) ≤ ‖F

′‖L∞(L2) +‖M′‖L∞(H1),

‖H′ ·n‖L∞(H1/2)(∂Ω) = ‖M′ ·n‖L∞(H1/2)(∂Ω) ≤ C ‖M′‖L∞(H(div, Ω)) ≤ C ‖M′‖L∞(H1)

and

‖H′‖L∞(H1) ≤ C
{
‖H′‖L∞(L2) +‖ rotH

′‖L∞(L2)

}
+ C

{
‖div H

′‖L∞(L2) +‖H′ ·n‖L∞(H1/2(∂Ω))

}



6. Problema para o Campo Magnético

Então,
‖H′‖L∞(H1) ≤ C

{
‖H̃′‖L∞(L2) +‖M′‖L∞(L2) +‖div H̃t‖L∞(L2) +‖M′‖L∞(H1)

}
,

H ∈ X4 e

‖H‖X4 ≤ C
{
‖H̃′‖L∞(L2) +‖div H̃

′‖L∞(L2) +‖div H̃‖L∞(H1) +‖M‖X3

}
. (14)



7. Problema de Stokes

4.3 O problema de Stokes (M. Hieber, Y. Naito e Y. Shibata, 2012)
Definimos a função Φ3 : X1×X3×X4→ X1×X2 por

Φ3((v,m,h)) = (u,∇p),

usando o seguinte terceiro problema auxiliar: dado v ∈ X1, m ∈ X3 e h ∈ X4,
resolvemos para u e ∇p. 

∂u
∂t −∆u + ∇p = G,

div u = 0 in Q

u = 0 in Σ

u(0) = u0 ∈ D(A) in Ω

onde
G =−(v ·∇) v + µ0 m ·∇h +

µ0

2
rot(m×h) .



7. Problema de Stokes

Inferimos que u ∈ X1, ∇p ∈ X2 e

‖u‖2
X1

+‖∇p‖2
X2
≤ C

{
‖u0‖4

D(A) +‖u0‖8
D(A) +‖m‖4

X3
‖h‖4

X4

}
+C

{
‖v‖4

X1
+‖m‖2

X3
‖h‖2

X4

}



8. Aplicação para determinar ponto fixo

Usando a sequência de problemas auxiliares definidos anteriormente,
definimos uma aplicação Φ : X → X por

Φ(v,∇q,m,h) := (u,∇p,M,H)

para mostrar que ela tem um único ponto fixo.
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