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Introdução e Viabilidade

A caracterização completa (via formas normais) dos campos de vetores polinomiais plana-
res de grau n, com determinada propriedade, é um assunto bastante estudado em teoria
qualitativa. Quando fixamos o grau do sistema, é posśıvel investigar a sua forma normal
e também o seu retrato de fase. Para n = 2, por exemplo, é quase imposśıvel trabalhar
diretamente com toda a classe de campos vetoriais quadráticos porque estes dependem de
doze parâmetros. É posśıvel reduzir o número de parâmetros via ação de grupo na classe
quadrática e reescalonamento do tempo, mas ainda assim a completa caracterização é um
trabalho em aberto. Por isso restringimos as classes, estudando sistemas com determi-
nadas caracteŕısticas. No projeto anterior, estudamos sistemas planares quadráticos com
cúbicas invariantes e invariante de Darboux. Deste estudo conseguimos uma classificação
em termos de formas normais e apresentamos também todos os posśıveis retratos de fase
no disco de Poincaré. Para os próximos dois anos temos o objetivo de estender o
estudo anterior, investigando sistemas planares polinomiais, mas agora com
grau arbitrário n ≥ 3. Além disso, queremos apresentar retratos de fase para
alguns valores de n.
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Caṕıtulo 1

Descrição dos Problemas e Objetivos

Nesta seção apresentamos algumas definições e resultados desta linha de pesquisa, além
dos problemas que pretendemos resolver. Espera-se, ao final de dois anos, que os pro-
blemas estudados gerem resultados cient́ıficos significativos e relevantes, que possam ser
publicados em revistas da área.

1.1 Linhas gerais sobre sistemas suaves

Comecemos com a definição de campo vetorial

Definição 1.1.1. Um campo vetorial de classe Ck, k = 0, 1, 2, ... ou k = ∞, é uma
aplicação F : U → Rn de classe Ck, onde U ⊂ Rn+1 é aberto.

Ao campo vetorial X está associado a equação diferencial ordinária

ẋ = F (t, x), (1.1)

ou simplesmente EDO. A notação ẋ denota a derivada da função x com relação á variável
t, que é chamada variável independente. Se F é uma função que não depende de t, o
sistema (1.1) é chamado de autônomo.

O Teorema de Existência e Unicidade garante que se F é uma função cont́ınua e local-
mente Lipschitz com relação a variável x então o sistema (1.1) possui uma única solução
se fixarmos a condição inicial de que x(t0) = x0, para algum (t0, x0) ∈ U . Entretanto
entre o sistema possuir uma solução e nós conseguirmos encontrá-la precisamente, existe
uma grande dificuldade. De fato, J. Liouville (1809-1882) provou que nem toda EDO ad-
mite uma solução que pode ser expressa usando funções elementares (sinx, cosx, ex, . . .).
Sendo assim, H. Poincaré e A. Lyapunov deram ińıcio ao que chamamos de teoria quali-
tativa das equações diferenciais ordinárias, que consiste em estudar o comportamento do
sistema (1.1) sem conhecer, de fato, a expressão da solução. Na investigação do compor-
tamento das soluções de uma EDO, o interesse é grande na detecção e entendimento de
certas complexidades, como órbitas periódicas e curvas invariantes, as quais definiremos
mais adiante.

As aplicações diferenciáveis x : I → U onde I é um intervalo da reta, tais que

dx

dt
(t) = F (t, x(t)) para todo t ∈ I,

são soluções da equação (1.1) chamadas trajetórias.
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Se impomos que a solução x : I → U valha x0 num determinado instante t0 ∈ I,
então obtemos o problema de valor inicial (PVI){

ẋ = F (t, x),

x(t0) = x0.
(1.2)

Definição 1.1.2. Seja x : Ix0 → U uma solução maximal (regular ou constante) do PVI
(1.2). A imagem da curva γϕ = {x(t); t ∈ Ix0} ⊂ U munida da orientação induzida por
x é chamada de órbita de F associada à solução maximal x.

Definição 1.1.3. O retrato de fase de um campo de vetores F : U → R2 é o conjunto das
órbitas orientadas de F . Ele consiste de singularidades e órbitas regulares, orientadas de
acordo com as soluções maximais que as descrevem.

1.1.1 O problema de classificação de sistemas em R2

Se (1.1) for um sistema planar e autônomo, podemos escrevê-lo como

ẋ = P (x, y),
ẏ = Q(x, y).

(1.3)

Quando P e Q são polinômios nas variáveis x e y dizemos que o sistema (1.3) é um sistema
polinomial planar e definimos n = max{degP, degQ} como sendo o grau do sistema.

Os sistemas polinomiais planares aparecem em muitos ramos da f́ısica e da ma-
temática aplicada, assim como em outras ciências aplicadas. Quando o sistema apresenta
curvas invariantes e integrais primeiras, seu retrato de fase pode ficar completamente de-
terminado usando tais objetos. Se além de curvas invariantes o sistema também apresenta
um invariante de Darboux, este nos dá informação sobre os conjuntos α e ω-limites do
sistema, o que contribui para o retrato de fase no disco de Poincaré, como veremos a
seguir.

Definição 1.1.4. Dada f ∈ R[x, y], dizemos que a curva de ńıvel f(x, y) = 0 é uma
curva algébrica invariante do sistema (1.3) se existir uma função K ∈ R[x, y] tal que a
seguinte igualdade se verifique

P
∂f

∂x
+Q

∂f

∂y
= Kf.

Observação 1.1.5. Note que se f é curva algébrica invariante e (x0, y0) é um ponto tal
que f(x0, y0) = 0 então P ∂f

∂x
+Q∂f

∂y
(x0, y0) = 0, isto é, se F = (P,Q) temos 〈F,∇f〉(x0, y0) =

0 e portanto, F (x0, y0)⊥∇f(x0, y0). Logo, em cada ponto da curva o campo é paralelo ao
vetor tangente de f e se uma órbita intercepta a curva f=0, então ela está inteiramente
contida na curva. Isso justifica o termo “invariante”.

Da observação acima segue que se o sistema possui uma curva invariante, então as
órbitas passando por pontos que pertencem a curva se mantém nela, ou seja, pontos que
estão sobre a curva possuem sua órbita completamente determinada.
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Um invariante para o sistema (1.3) em um aberto U de R2 é uma função anaĺıtica
não constante I nas variáveis x, y e t tal que I(x(t), y(t), t) é constante sobre toda curva
solução (x(t), y(t)) do sistema (1.3) em U , i.e.

∂I

∂x
P +

∂I

∂y
Q+

∂I

∂t
= 0,

para todo (x, y) ∈ U .

Definição 1.1.6. Um invariante I é chamado invariante de Darboux se ele pode ser
escrito como

I(x, y, t) = es t fλ11 · · · fλpp ,

onde fi = 0 são curvas algébricas invariantes do sistema (1.3) para i = 1, . . . p e s ∈
R \ {0}.

Seja φp(t) a solução do sistema (1.3) passando pelo ponto p ∈ R2, definida em seu
intervalo maximal (αp, ωp) tal que φp(0) = p. Se ωp =∞ definimos o conjunto

ω(p) = {p ∈ R2 : ∃{tn} com tn →∞ e φp(tn)→ q quando n→∞}.

Analogamente, se αp = −∞ definimos

α(p) = {p ∈ R2 : ∃{tn} com tn → −∞ e φp(tn)→ q quando n→∞}.

Os conjuntos ω(p) e α(p) são chamados ω–limite e α–limite de p, respectivamente.

Se um determinado sistema possui invariante de Darboux, obtemos informações sobre
os conjuntos ω– e α–limite de todas as órbitas do sistema (1.3), o que contribui para
desenhar o retrato de fase no disco de Poincaré. Mais especificamente, temos o seguinte
resultado

Proposição 1.1.7. Seja I(x, y, t) = f(x, y)est um invariante de Darboux do sistema
(1.3). Seja p ∈ R2 e φp(t) a solução dos sistema (1.3)com intervalo maximal (αp, ωp) tal
que φp(0) = p. Assuma s > 0. Então se ωp = ∞ temos que ω(p) está contida no fecho
de {f(x, y) = 0} dentro do disco de Poincaré, e se αp = −∞ temos que α(p) está contida
em S1, i.e. no infinito. Quando s < 0 devemos inverter os papéis de ω(p) e α(p) com
respeito a s > 0.

Muitos trabalhos já foram feitos sobre esse tema, como em [9, 10, 11]. Em tais
trabalhos foram estudadas formas normais e retratos de fase que os sistemas diferenciais
planares quadráticos com cônicas invariantes podem apresentar. O estudo apresentado
em [11] é uma parte dos resultados obtidos no projeto anterior: Seja X 3

2 (R) o conjunto
de todos os sistemas reais planares polinomiais de grau 2 tendo uma cúbica invariante.
Foram exibidas formas normais para sistemas em X 3

2 (R) e desenhados todos os posśıveis
retratos de fase no disco de Poincaré para sistemas em X 3

2 (R) que possúıam um invariante
de Darboux gerado por esta cúbica. Os próximos teoremas resumem a investigação

Teorema 1.1.8. Existem 24 formas normais para sistemas em X 3
2 (R) que possuem uma

cúbica invariante.

Teorema 1.1.9. Existem 112 distintos e realizáveis retratos de fase para sistemas em
X 3

2 (R) que possuem um invariante de Darboux definido pela cúbica invariante.
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Seguindo tais ideias o objetivo deste projeto é concluir resultados análogos, agora
para sistemas em X 3

n(R), n ≥ 3. Aqui, X 3
n(R) denota o conjunto de todos os

sistemas reais planares polinomiais de grau n ≥ 3.
Vale ressaltar a dificuldade em estudar formas normais para sistemas de grau ar-

bitrário com cúbicas invariantes. Tanto pela falta de resultados anteriores como pelo
grande número de parâmetros que tais sistemas apresentam.

Além disso, em vias de exemplificar a teoria, pretendemos desenhar alguns re-
tratos de fase no disco de Poincaré, para alguns valores de n.
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Caṕıtulo 2

Colaboradores

Visando cumprir os objetivos listados acima, descrevemos aqui os colaboradores acadêmicos
atuais da docente, que podem contribuir para o fortalecimento da pesquisa na Universi-
dade Federal de Santa Catarina. Também há interesse em ampliar o número de colabo-
radores sempre que posśıvel, afim de obter maior conhecimento na área.

• Profa Doutora Regilene Delazari dos Santos Oliveira, docente e pesquisadora do
departamento de matemática da Universidade de São Paulo (USP), campus São
Carlos-SP.

• Profo Doutor Douglas Duarte Novaes, professor e pesquisador do departamento
de matemática da Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP), campus de
Campinas-SP.

• Profo Catedrático Jaume Llibre Saló, professor e pesquisador do departamento de
matemática da Universidade Autônoma de Barcelona (UAB), em Bellaterra, Espa-
nha.
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