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Introducao e Viabilidade

A caracterizagao completa (via formas normais) dos campos de vetores polinomiais plana-
res de grau n, com determinada propriedade, é um assunto bastante estudado em teoria
qualitativa. Quando fixamos o grau do sistema, é possivel investigar a sua forma normal
e também o seu retrato de fase. Para n = 2, por exemplo, é quase impossivel trabalhar
diretamente com toda a classe de campos vetoriais quadraticos porque estes dependem de
doze parametros. E possivel reduzir o nimero de parametros via agao de grupo na classe
quadratica e reescalonamento do tempo, mas ainda assim a completa caracterizacao é um
trabalho em aberto. Por isso restringimos as classes, estudando sistemas com determi-
nadas caracteristicas. No projeto anterior, estudamos sistemas planares quadraticos com
cubicas invariantes e invariante de Darboux. Deste estudo conseguimos uma classificagao
em termos de formas normais e apresentamos também todos os possiveis retratos de fase
no disco de Poincaré. Para os proximos dois anos temos o objetivo de estender o
estudo anterior, investigando sistemas planares polinomiais, mas agora com
grau arbitrario n > 3. Além disso, queremos apresentar retratos de fase para
alguns valores de n.



Capitulo 1

Descricao dos Problemas e Objetivos

Nesta secao apresentamos algumas defini¢oes e resultados desta linha de pesquisa, além
dos problemas que pretendemos resolver. Espera-se, ao final de dois anos, que os pro-
blemas estudados gerem resultados cientificos significativos e relevantes, que possam ser
publicados em revistas da &area.

1.1 Linhas gerais sobre sistemas suaves

Comecemos com a definicao de campo vetorial

Definicao 1.1.1. Um campo vetorial de classe C*, k = 0,1,2,... ou k = 0o, é uma
aplicacdo F : U — R™ de classe C*, onde U C R™! ¢ aberto.

Ao campo vetorial X esta associado a equacao diferencial ordinaria
i =F(t, ), (1.1)

ou simplesmente EDO. A notacao & denota a derivada da funcao x com relacao a variavel
t, que é chamada wvaridvel independente. Se F' é uma funcao que nao depende de t, o
sistema (1.1) é chamado de auténomo.

O Teorema de Existéncia e Unicidade garante que se F' é uma func¢ao continua e local-
mente Lipschitz com relacao a varidvel x entao o sistema (1.1) possui uma tnica solugao
se fixarmos a condigao inicial de que z(ty) = xg, para algum (to,x¢) € U. Entretanto
entre o sistema possuir uma solugao e nés conseguirmos encontra-la precisamente, existe
uma grande dificuldade. De fato, J. Liouville (1809-1882) provou que nem toda EDO ad-
mite uma solugao que pode ser expressa usando fungoes elementares (sinz, cosz, €, ...).
Sendo assim, H. Poincaré e A. Lyapunov deram inicio ao que chamamos de teoria quali-
tativa das equacoes diferenciais ordindrias, que consiste em estudar o comportamento do
sistema (1.1) sem conhecer, de fato, a expressao da solu¢ao. Na investigagao do compor-
tamento das solucoes de uma EDO, o interesse é grande na detecgao e entendimento de
certas complexidades, como Orbitas periddicas e curvas invariantes, as quais definiremos
mais adiante.

As aplicacoes diferenciaveis x : I — U onde I é um intervalo da reta, tais que

d
d—f@) — F(t,2(t)) para todo t € I,

sao solugoes da equacao (1.1) chamadas trajetdrias.
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Se impomos que a solucao x : I — U valha ry num determinado instante tq € I,
entdo obtemos o problema de valor inicial (PVI)

{izF@@, 12)

x(ty) = .

Definigao 1.1.2. Seja x : I, — U uma solugdo mazimal (reqular ou constante) do PVI
(1.2). A imagem da curva v, = {z(t); t € I,,;} C U munida da orienta¢do induzida por
x € chamada de orbita de F associada a solugao mazximal x.

Definicao 1.1.3. O retrato de fase de um campo de vetores F': U — R? € o conjunto das
orbitas orientadas de F'. FEle consiste de singularidades e orbitas requlares, orientadas de
acordo com as solucoes maximais que as descrevem.

1.1.1 O problema de classificagao de sistemas em R?

Se (1.1) for um sistema planar e auténomo, podemos escrevé-lo como

& = P(z,y),
y = Q(x,y)

Quando P e () sao polindémios nas varidveis z e y dizemos que o sistema (1.3) é um sistema
polinomial planar e definimos n = max{deg P, deg @} como sendo o grau do sistema.

Os sistemas polinomiais planares aparecem em muitos ramos da fisica e da ma-
tematica aplicada, assim como em outras ciéncias aplicadas. Quando o sistema apresenta
curvas invariantes e integrais primeiras, seu retrato de fase pode ficar completamente de-
terminado usando tais objetos. Se além de curvas invariantes o sistema também apresenta
um invariante de Darboux, este nos da informagao sobre os conjuntos a e w-limites do
sistema, o que contribui para o retrato de fase no disco de Poincaré, como veremos a
seguir.

(1.3)

Defini¢ao 1.1.4. Dada f € Rlz,y|, dizemos que a curva de nivel f(x,y) = 0 € uma
curva algébrica invariante do sistema (1.3) se ezistir uma fun¢ao K € Rz, y] tal que a
sequinte igualdade se verifique

of

of
P o

+Qy =K

Observagao 1.1.5. Note que se f € curva algébrica invariante e (xo,%0) € um ponto tal
que f(xo,90) = 0 entdo P%—l—@g—i(xo,yo) =0, isto €, se F' = (P, Q) temos (F,V f)(xo,yo) =
0 e portanto, F(xo,yo) LV f(2z0,v0). Logo, em cada ponto da curva o campo € paralelo ao
vetor tangente de f e se uma orbita intercepta a curva f=0, entdo ela estd inteiramente
contida na curva. Isso justifica o termo “invariante”.

Da observagao acima segue que se o sistema possui uma curva invariante, entao as
orbitas passando por pontos que pertencem a curva se mantém nela, ou seja, pontos que
estao sobre a curva possuem sua orbita completamente determinada.



Um invariante para o sistema (1.3) em um aberto U de R? é uma funcao analitica
nao constante I nas varidveis z,y e t tal que I(x(t),y(t),t) é constante sobre toda curva
solugao (z(t),y(t)) do sistema (1.3) em U, i.e.

o1 ol
—P+—Q+
ox ayQ

ol
ar = O

para todo (z,y) € U.

Definicao 1.1.6. Um invariante I é chamado invariante de Darboux se ele pode ser
escrito como

I(gp7y’t) = 5t 1>‘1 .. .f;‘p’
onde f; = 0 sao curvas algébricas invariantes do sistema (1.3) para i = 1,...p e s €

R\ {0}.

Seja ¢,(t) a solugao do sistema (1.3) passando pelo ponto p € R?, definida em seu
intervalo maximal (o, w,) tal que ¢,(0) = p. Se w, = oo definimos o conjunto

w(p) = {p € R* : 3{t,} com t,, — o0 e P,(t,) — q quando n — co}.
Analogamente, se oy, = —00 definimos
a(p) = {p € R* : 3{t,} com t, = —00 e ¢,(t,) — ¢ quando n — oo}.

Os conjuntos w(p) e a(p) sdo chamados w-limite e a—limite de p, respectivamente.

Se um determinado sistema possui invariante de Darboux, obtemos informacoes sobre
os conjuntos w— e a-limite de todas as drbitas do sistema (1.3), o que contribui para
desenhar o retrato de fase no disco de Poincaré. Mais especificamente, temos o seguinte
resultado

Proposigao 1.1.7. Seja I(z,y,t) = f(x,y)e® um invariante de Darboux do sistema

(1.3). Sejap € R? e ¢,(t) a solugao dos sistema (1.3)com intervalo mazimal (v, w,) tal
que ¢,(0) = p. Assuma s > 0. Entdo se w, = 0o temos que w(p) estd contida no fecho
de {f(z,y) = 0} dentro do disco de Poincaré, e se a, = —o0 temos que a(p) estd contida
em S, i.e. no infinito. Quando s < 0 devemos inverter os papéis de w(p) e a(p) com
respeito a s > 0.

Muitos trabalhos ja foram feitos sobre esse tema, como em [9, 10, 11]. Em tais
trabalhos foram estudadas formas normais e retratos de fase que os sistemas diferenciais
planares quadraticos com conicas invariantes podem apresentar. O estudo apresentado
em [11] é uma parte dos resultados obtidos no projeto anterior: Seja X3 (R) o conjunto
de todos os sistemas reais planares polinomiais de grau 2 tendo uma cibica invariante.
Foram exibidas formas normais para sistemas em X;(R) e desenhados todos os possiveis
retratos de fase no disco de Poincaré para sistemas em X (R) que possufam um invariante
de Darboux gerado por esta ctibica. Os proximos teoremas resumem a investigagao

Teorema 1.1.8. Exzistem 2/ formas normais para sistemas em XS(R) que possuem uma
cubica tmvariante.

Teorema 1.1.9. FExistem 112 distintos e realizdveis retratos de fase para sistemas em
X3 (R) que possuem um invariante de Darbour definido pela cibica invariante.



Seguindo tais ideias o objetivo deste projeto é concluir resultados analogos, agora
para sistemas em X3(R),n > 3. Aqui, X3(R) denota o conjunto de todos os
sistemas reais planares polinomiais de grau n > 3.

Vale ressaltar a dificuldade em estudar formas normais para sistemas de grau ar-
bitrario com cubicas invariantes. Tanto pela falta de resultados anteriores como pelo
grande nimero de parametros que tais sistemas apresentam.

Além disso, em vias de exemplificar a teoria, pretendemos desenhar alguns re-

tratos de fase no disco de Poincaré, para alguns valores de n.



Capitulo 2
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de matematica da Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP), campus de
Campinas-SP.

e Prof®° Catedratico Jaume Llibre Sald, professor e pesquisador do departamento de
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