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Objetivos.

1) Uma pergunta natural é

se e como a topologia do infi nito-luz relaciona-se a do espago-tempo.
Dizemos que um espago-tempo (M, g) com infi nito conforme Jconf possui

a propriedade de censura topoldgica (PCT) se qualquer curva causal

com extremos em Jconf é homotdpica com

extremos fi xos a uma curva em Jconf . O problema de dar condi¢cbes

sufi cientes para que isso ocorra tem sido investigado em uma série de
trabalhos na literatura. Alguns desses resultados também

resultam em restricbes sobre a topologia do horizonte eventos de buracos
negros ao nivel do grupo fundamental. Proponho-me a investigar

as perguntas andalogas para o infi nito-luz causal Jcaus, onde

essas questdes sdo muito naturais, mas inteiramente em aberto.

2) Outros invariantes topoldgicos. A censura topolégica, mesmo para

bordos conformes, € normalmente discutida em termos de curvas, e

portanto d& apenas informacédo sobre a relacéo entre os grupos fundamentais
de (M; g) and J . Mas para espacos-tempos de dimensdo maior

gue 4 isto € insufi ciente para descrever as possiveis topologias do horizonte
de eventos de buracos negros. Conjecturamos que ao menos para
espacgos-tempos com dominios de comunicacao exterior globalmente
hiperbdlicos possuindo hipersuperficie de Cauchy , o infi nito-luz futuro

e de fato sempre homeomorfo a . Isso pde restricbes bastante

mais gerais sobre a topologia de horizontes.

3) Regularidade do bordo causal. Embora os bordos causais tenham propriedades
causais e topolégicas interessantes, nao parecem nenhuma

estrutura diferenciavel natural. Por outro lado, resultados classico em

andlise de dados iniciais para as equacdes de

campo da Relatividade Geral parecem sugerir gue um in nito conforme
regular deveria se formar no contexto globalmente hiperbdlico

Uma vez que bordos conformes e causais coincidem em certas situa¢des

, Seria altamente instrutivo investigar sob que condi¢des isso se

traduziria em regularidade do infi nito causal.

4) Existéncia de geodésicas temporais fechadas. E bem conhecido que o
problema de conexidade geodésica tem relagdo com a existéncia de
geodésicas fechadas. Recentemente, fomos capazes de generalizar

técnicas para garantir a conexidade geodésica em variedades afi ns. Isto,

por sua vez, nos permite dar condi¢cdes naturais que garantem a existéncia de lagos geodésicos, isto €, geodésicas que
passam ao menos

duas vezes por um mesmo ponto, mas talvez n~ao com a mesma velocidade.
A questdo é se podemos melhorar esses resultados para garantir

gue tais geodésicas sdo em verdades geodésicas fechadas, e ademais
garantir que sdo temporais, usando técnicas correntes na literatura. Resultados parciais indicam que isso pode ser possivel.
Em caso a firmativo, isso representaria um resultado bastante importante para
a area.
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1 Introducao

A nogao de infinito conforme tipo-luz Joony de uma espago-tempo (M, g)
foi introduzida por Roger Penrose [5, 6] como uma forma de estudar diversas
questoes analiticas e geométricas na Relatividade matemaética. Entre outras
coisas, permite dar uma definicao natural e matematicamente precisa de
buraco negro [7], de importancia fundamental na fisica.

Entretanto, de uma perspectiva puramente geométrica (isto é, sem im-
por equagoes de campo), os bordos conformes sao apéndices um tanto ad hoc
em espagos-tempos. Em artigos recentes com colaboradores, introduzimos
e exploramos uma versao J.qus de infinito-luz para bordos causais, e uma
nog¢ao concomitante de buracos negros foi definida por ndés nesse contexto
[1, 2, 3]. Bordos causais, ao contrario dos bordos conformes, sao invariantes
conformes de espagos-tempos fortemente causais, sendo portanto geometri-
camente muito mais naturais [21, 22, 23, 24]. Em ambos os casos - conforme
e causal - o infinito-luz é uma porcao de um bordo convenientemente anex-
ado ao espaco-tempo original, e dessa forma herda uma topologia natural.
Além disso, M = M U J.,, f/caus POSSUl uma estrutura causal estendida.
Esta é definida em um sentido fraco, pois a métrica, ou mesmo a estru-
tura diferencidvel, ndo se estendem em geral, o que pode ser tecnicamente
bastante desafiador.

Em outra linha de investigagdo, dois problemas geométricos cldssicos
[32, 33, 34, 35, 36, 37] sdo os da conezidade geodésica, isto é, quando uma var-
iedade afim ou semi-Riemannianna conexa pode sempre ter dois de seus pon-
tos conectados por uma geodésica, e o de existéncia de geodésicas fechadas.



O teorema de Hopf-Rinow garante que o primeiro problema sempre pode ser
respondido afirmativamente em uma variedade Riemanniana completa, mas
é muito mais dificil para outros indices. Da mesma forma, condigoes para a
existéncia de geodésicas fechadas é bastante bem conhecido e estudado no
caso Riemanniano, mas hd poucos resultados desse tipo em variedades de
Lorentz, por exemplo.

2 Propostas de pesquisa

Neste novo projeto, proponho-me a investigar as seguintes questoes.

1) Censura topoldgica para o infinito-luz causal. Uma pergunta natural é
se e como a topologia do infinito-luz relaciona-se a do espacgo-tempo.
Dizemos que um espaco-tempo (M, g) com infinito conforme Joons pos-
sui a propriedade de censura topoldgica (PCT) se qualquer curva causal
continua « : [0,1] — MM com extremos em J.op ¢ ¢ homotdpica com
extremos fixos a uma curva em Jeons. O problema de dar condigoes
suficientes para que isso ocorra tem sido investigado em uma série de
trabalhos na literatura [15, 16, 17]. Alguns desses resultados também
resultam em restrigoes sobre a topologia do horizonte eventos de bu-
racos negros ao nivel do grupo fundamental [18]. Proponho-me a in-
vestigar as perguntas andlogas para o infinito-luz causal Jequs, onde
essas questoes sao muito naturais, mas inteiramente em aberto.

2) Qutros invariantes topoldgicos. A censura topoldgica, mesmo para
bordos conformes, é normalmente discutida em termos de curvas, e
portanto da apenas informagcao sobre a relagao entre os grupos funda-
mentais de (M, g) and J. Mas para espagos-tempos de dimensao maior
que 4 isto é insuficiente para descrever as possiveis topologias do hori-
zonte de eventos de buracos negros. Conjecturamos que ao menos para
espacgos-tempos com dominios de comunicacao exterior globalmente
hiperbdlicos possuindo hipersuperficie de Cauchy 3, o infinito-luz fu-
turo é de fato sempre homeomorfo a X. Isso poe restricoes bastante
mais gerais sobre a topologia de horizontes.

3) Regularidade do bordo causal. Embora os bordos causais tenham pro-
priedades causais e topoldgicas interessantes, nao parecem nenhuma
estrutura diferenciavel natural. Por outro lado, resultados classico em
andlise de dados iniciais [9, 10, 11, 12, 13, 14] para as equagoes de
campo da Relatividade Geral parecem sugerir que um infinito con-
forme regular deveria se formar no contexto globalmente hiperbdlico.
Uma vez que bordos conformes e causais coincidem em certas situagoes
[23], seria altamente instrutivo investigar sob que condigbes isso se
traduziria em regularidade do infinito causal.



4) Ezisténcia de geodésicas temporais fechadas. E bem conhecido que o
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problema de conexidade geodésica tem relacao com a existéncia de
geodésicas fechadas. Recentemente, fomos capazes [40] de generalizar
técnicas em [39] de conexidade geodésica em variadedes afins. Isto,
por sua vez, nos permite dar condigdes naturais que garantem a ex-
isténcia de lacos geodésicos, isto é, geodésicas que passam ao menos
duas vezes por um mesmo ponto, mas talvez nao com a mesma veloci-
dade. A questao é se podemos melhorar esses resultados para garantir
que tais geodésicas sao em verdades geodésicas fechadas, e ademais
refinar para garantir que sdo temporais, usando técnicas similares a
de [35]. Resultados parciais indicam que isso pode ser possivel. Em
caso afirmativo, representard um resultado bastante importante para
a area.

Pesquisadores envolvidos

Embora este projeto frente a UFSC seja de minha inteira responsabil-

idade, possivelmente é vilido ressaltar que esses sao trabalhos em colab-
oracao com pesquisadores na Espanha e na Italia, além de meus estudantes
de doutorado.
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Prospectos

Acredito fortemente que solugbes ao menos parciais de (1), (3) e (4)

sao bastante factiveis, uma vez que ja possuimos técnicas pertinentes bem-
desnvolvidas e aplicadas a problemas proximos com éxito. A situacgao com
(2) é menos clara, mas o aprofundamento das conexdes entre bordos causais
e conformes representa um avanco técnico importante; sentimos por isso que
este serd um esforco bem empregado.
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