UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

SUMARIO

Requerente(s): Prof. Mario Rodolfo Roldan Daquilema

Titulo do Projeto: Dimensao de Hausdorff de Conjuntos Historicos para
Difeomorfismos Nao-hiperbolicos

Assunto: Projeto de Pesquisa.




SERVICO PUBLICO FEDERAL
MINISTERIO DA EDUCAGAO

UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

SINTESE DO PROJETO DE PESQUISA

Situacéo: Aguardando Aprovacdo do Coordenador de Pesquisa

NUmero: 202106386

1. Titulo:
Dimensao de Hausdorff de Conjuntos Histéricos para Difeomorfismos N&o-hiperbdlicos
2. Resumo:

O objetivo do presente projeto de pesquisa contempla o estudo do conjunto com comportamento histérico para sistemas
dindmicos ndo necessariamente hiperbdlicos, mas especificamente, estes conjuntos carregam entropia total? qual é a
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o trabalho de Takens que deu o pontapé inicial para seu estudo. O presente projeto pretende dar continuidade ao estudo
destes conjuntos que também foram estudados no anterior projeto de pesquisa onde damos varias dinamicas hiperbdlicas e
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PROJETO DE PESQUISA

Dimensao de Hausdorff de Conjuntos Histéricos
para Difeomorfismos Nao-hiperbdlicos

MARIO ROLDAN

20 de abril de 2021

I Preliminares

I.1 Comportamento histdérico

Diz-se que uma propiedade P é C"—persistente se a clausura do conjunto #p de todos
os difeomorfismos que verificam a propiedade P contém algum aberto % € Diff"(M). A
propiedade P sera chamda C"—robusta se o conjunto #p é aberto em Diff"(M). Note que

propiedades C"—robustas sao propiedades C"—persistentes, o reciproco nem sempre é certo.

Orbitas com comportamento historico.
Seja X um espago métrico compacto e f: X — X uma funcao continua. Dado z € X
diz-se que a 6rbita O(z) = {x, f(x), f*(x),...} tém comportamento histérico (terminologia

introduzida por Ruelle) se existe alguma fungao continua, ¢: X — R, cuja media temporal

n—1
1 k
nango " 2_: o(f¥(z)) nao existe
Que a media temporal ndo exista quer dizer que as somas parciais @,(z) = + > 51— L o(fF ()

alternam de valor de forma considerdvel. Os diferentes valores @, () Certamente guardam
informacao da érbita de tamanho n. Outra forma de introducir o comportamento histérico

¢é por meio de medidas invariantes. Para cada x € X e n € N podemos definir a medida,

i
L

)
0

Haen =

SHE
iy

onde 0, denota a medida de Dirac concentrada em y. Agora, sabemos que as medidas de
probabilidade boreliana estao em correspondéncia 1 — 1 com funcionais lineares continuos

sobre C°(X), o espago de fungoes continuas sobre X. Mais precisamente a correspondéncia,

fon > Fon: CO(X) = R,



esta definido por
n—1

F%n(go) = A¢dﬂz,n = %Z(p(fk(x))

k=0
Por tanto, nesta terminologia, decir que a &'(x) tém comportamento histérico significa que
a sequéncia de medidas (/i )neny Nd0 converge na topologia fraca. No entanto, lembre que,
sendo X compacto sempre existirdao pontos limites da sequéncia (fiz »)nen. Sabemos também
que tais pontos limites sao medidas invariantes por f.

Recordemos que o Teorema ergddico individual de Birkhoff nos diz que o conjunto de
pontos, cujas érbitas tém comportamento histérico, tém p—medida nula para qualquer pro-
babilidade boreliana g invariante por f. Mesmo que isto oconteca , nosso interesse em
estudar os pontos com comportamento histérico reside no tltimo problema de Takens [3].

Mire também em Ledrappier [I], [2].

¢Had classes robustas de sistemas dinamicos diferencidveis de tal maneira que o conjunto
de estados iniciais que dao lugar a orbitas com comportamento historico tenha medida de

Lebesgue positiva?

1.2 Dimensao de Hausdorff

Um conceito importante em sistemas dindmicos é a chamada dimensdo de Hausdorff (ou
dimensao fractal). E uma medida de rugosidad/caos. Veremos que ad dimensao de Hausdorff
de um ponto é 0, de um segmento de reta é 1, de um quadrado é 2 e de um cubo é 3 e assim
por diante, curvas suaves possuem dimensao de Hausdorff igual a sua dimensao topoldgica
usual. A dimensao de Hausdorff é uma generalizagao métrica da dimensao topoldgica, esta

permite definir uma dimenssao fraccionaria (ndo entera) para um objeto fractal.

Definicao I.1 (s—medida exterior) Seja (M,d) um espago métrico e seja X C M um

conjunto nao vazio. Dado s > 0, define-se a medida exterior, de ordem s, de X por,

H:(X) := inf {Z |Ui\s}

onde o infimo é tomado sobre todos as coberturas abertas U = {U;},oy de X com didmetro

no mdximo € > 0, isto € 0 < |U;| < e.

Recuerde que o didmetro de um conjunto |U|, é a maior das distancias entre pares de
pontos do conjunto. Note que as coberturas X tem precisao ¢ e que a fungao ¢ — HZ(X)
¢ decrescente, isto é, se e; < €2 entao HZ (X) > HZ (X), isto é devido ao fato de que toda

cobertura aberta de didmetro no maximo €; é uma cobertura de didmetro no maximo es,.



Definigao 1.2 (s—medida de Hausdorff) A medida de Hausdorff de ordem s pode ser
obitda tomando coberturas mais precisas e isto podemos consequir no limite. FEste niumero é
dado por H*(X) = lim._,0 H(X).

O seguiente resultado nos permitird definir a dimensao de Hausdorff de um conjunto X
qualquer. A ideia bésica é que todo conjunto X em um espaco de dimensao s terda medida
cero em qualquer espaco de dimensao t > s. Este mesmo conjunto pode ter medida infinita
se baixamos a dimensao. Por exemplo, [0, 1] tem medida cero em R? enquanto o quadrado

unitério [0,1]? tem medida infinita em R.

Teorema 1.1 Seja X um subconjunto de M. Resulta que:
(a) Se H**(X) < oo entdo H*(X) = 0 para todo s > sg.
(b) Se H*(X) > 0 entdo H*(X) = 00 para todo s < 5.

Seja s9 > 0 tal que H*(X) < oo e seja s > s9. Observe que qualquer cobertura

U = {Uk} ey de X de didmetro no méximo € > 0 satisfaz o seguiente,

H!(X) < Z U, J* = Z U > %0 |U, |0 < 5% Z U, |
k=1 k=1 k=1

Portanto, tomando o inf sobre as coberturas de X a ambos lados da desigualdade, tem-se
que H(X) < "0 H?(X). Portanto, como H(X) < H*(X) < oo, se fizermos ¢ — 0
tem-se H*(X) = 0.

Suponha agora que so > 0 com H*(X) > 0 e seja s < sg. Neste caso, qualquer cobertura

U = {Uk} ey de X de didmetro no méaximo € > 0 satisfaz o seguinte,

[e.9]

H:(X) < Z ZWkS IO 2 SZWks“—

(X))

E o resultado obtem-se fazendo € — 0.

Definicao 1.3 O teorema anterior permite definir a dimensaon de Hausdorff de X,

dimy(X) := nggg{s | H°(X) =0} =sup{s | H*(X) = o0}

s>0



II Conjuntos Irregulares

II.1 Conjunto irregular das medias de Birkhoff

Seja X um espago métrico compacto e f: X — X uma funcao continua. Para cada funcao

continua ¢: X — R definimos o conjunto irreqular das medias de Birkhoff de ¢ por

n—oo M,

B(p) = {x € X | lim ! igp(fk(x)) nao existe} : (1)
k=0

Este conjunto é f—invariante, f(Z(p)) C B(p), pois ¢ resulta ser limitada também,

-1

P(FH(w)) — — (ole) — ().

3

SRS

1
S el =
k=1 k=0

O Teorema Ergddico de Birkhoff diz que para qualquer probabilidade p invariante por f
tem-se que u(A(p)) = 0. Assim, embora desde o ponto de vista da Teoria Ergddica os
conjuntos irregulares Z(p) resultem ser nao interessantes por ter medida nula, veremos em
varias situacoes que estos conjuntos carregam toda a entropia e inclussive tém dimensao de
Hausdorff total.

Comencemos com a defini¢ao de cohomologia para aplicagoe concentrandonos no subshift
de tipo finito o: ¥4 — ¥ 4. Um cobordo é uma aplicacao da forma uooc —u onde u: ¥4 — R
¢ uma funcao continua. Duas fungoes @1, p9: 24 — R sao chamadas cohomologas se a

diferenga ¢ — 9 é um cobordo. Si p; e Y2 sao cohomologas resulta que

(apQ(ak(x)) +uo akH(x) —uo ak(a:))

3
|

=

l

o
S

o

I

e, dado que u é limitada, tem-se que (1) = B(p2). Em particular, se ¢ é cohomdloga a
0 entdao as medias de Birkhoff sempre convergem e por tanto %(¢) = (). Um dos primeiros

resultados nesta direcao é o Teorema a seguir.

Teorema II.1 Seja o: X4 — X4 o shift de tipo finito associado a matriz de transicao A de

ordem d x d e seja ¢: ¥4 — R uma funcao Holder continua. Entdo,
(p,0) sao ndo-cohomdlogas se, e somente se, hiop(0) = hiop(a|B(9)).

O resultado é mais geral, de fato, se as fungoes ¢1, ..., @, sao nao-cohomoélogas a ¢ = 0 e

B = j=1 B(p)) entao hiop(0) = hiop(0| %)



Resulta que este conjunto possui medida de Hausdorff total.

IIT Problema

O objetivo do nosso trabalho é dar continuidade ao estudo de dinamicas com duas ricas pro-
priedades: conjuntos com comportamiento histérico que possuem entropia total e dimensao

de Hausdorff total. Resultados parciais foram obtidos em [4].
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