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Abstract

É bem sabido que a questão da incompletude geodésica de variedades
Lorentzianas é bem mais complexa que sua contraparte Riemanniana. Por
esta razão, até hoje, um dos aspectos distintivos da geometria Lorentziana
é sua ênfase em obter condições suficientes (bem motivadas) que garantam
que variedades Lorentzianas admitam singularidades, entendidas como ex-
istência de geodésicas causais incompletas. Essa filosofia motiva os vários
teoremas de singularidade encontradiços na literatura da área. Nossa pro-
posta concreta para este projeto foi investigar, de maneira mais concen-
trada, algumas questões relativas à rigidez e à genericidade da incomple-
tude de geodésicas causais em espaços-tempos. Neste relatório, indicamos
brevemente os principais resultados dessas investigação até o momento.
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1 Introdução

A proposta do projeto que ora se encerra tem sido o de estudar restrições
geométricas e topológicas em certas variedades de Lorentz, os espaços-tempos,
advindas de completude geodésica. Conforme discriminado ao ińıcio do projeto,
entre os tópicos de interesse, estão

a) A geometria de espaços-tempos cosmológicos munidos de um campo de
Killing (conforme) temporal.

b) Investigação da estrutura de bordos causais de espaços-tempo cosmológicos.

c) Propriedades de geodésicas em variedades de Lorentz, em particular in-
completude de geodésicas causais.

Neste relatório, reportamos brevemente os progressos feitos, com resultados
coligidos nos artigo indicados nas referências (vide comprovantes de aceitação/publicação
em anexo).

O restante do Relatório está organizado como segue:
Na Seção 2, apresentamos nossos principais resultados.
Na Seção 3 esboçamos algumas conclusões e discutimos perspectivas.

2 Resultados

Fizemos alguns progressos em cada um dos itens mencionados acima, neste
relatório. Houve, infelizmente, pouco progresso com respeito a uma das questões
levantadas na proposta de projeto, sobre condições naturais para existência de
campos de Killing temporais. Entretanto, como sempre costuma ser o caso
nessas situações, obtivemos diversos resultados paralelos em decorrência dessas
investigações, não antecipados inicialmente.

No artigo [5] propomos uma nova definição matemática de buracos negros
em Relatividade matemática. Essa definição depende dos chamados bordos cau-
sais, que ao contrário dos bordos conformes tradicionalmente utilizados, são
invariantes conformes de espaços-tempos fortemente causais, estando portanto
sempre bem-definidos neste contexto. Definimos sobre esses bordos conformes
uma estrutura causal e uma topologia naturais, e a partir disto uma noção in-
teiramente nova de infinito luz futuro, que é crucial para definir buracos negros
de forma matematicamente precisa. Mostramos a utilidade dessa construção
rederivando um resultado clássico da teoria matemática de buracos negros, a
saber a incomunicabilidade causal de superf́ıcies fechadas aprisionadas com o
infinito futuro.

Nos artigos [3, 4] particularizamos nossa construção do item anterior para o
caso dos chamados espaços-tempos globalmente hiperbólicos com bordo tempo-
ral. Nessa situação, uma série de aspectos técnicos se simplifica, e podemos in-
troduzir uma topologia Hausdorff (em geral, é somente T1) no bordo causal. Isso
nos permite demonstrar uma série de novos resultados relacionando a estrutura
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do bordo causal com a do bordo conforme - quando este existe - caracterizando
quando coincidem.

O artigo [6] estabelece condições sobre uma campo de Killing conforme
para que ocorra a decomposição preconizada na chamada conjectura de de-
composição de Bartnik. Esta última propõe que se uma espaço-tempo (M, g)
tem hipersuperf́ıcies de Cauchy compactas, geodésicas temporais completas e
satisfaz a condição de convergência temporal, então deve ter a forma (M, g) =
(R×S,−dt2⊕h), onde (S, h) é uma variedade Riemanniana compacta. Essa con-
jectura, ainda em aberto, é uma das mais importantes afirmações sobre rigidez
de completude geodésica na geometria de Lorentz. Em nosso artigo provamos,
entre outras coisas, que ela vale em espaços-tempos com campos de Killing
conformes completos.

A construção de espaços de recobrimentos adequados é uma técnica tradi-
cional na prova de diversos teoremas de singularidade na geometria de Lorentz.
No artigo [1] constrúımos exemplos como algumas condições causais requeridas
nesses teoremas podem deixar de transferir-se ao recobrimento. Damos também
uma nova demonstração, com requerimentos causais muito reduzidos, de uma
versão do teorema de singularidade de Gannon-Lee provada por mim em 2010.

Finalmente, o artigo [2] é uma contribuição a uma questão que tem me in-
teressado bastante recentemente, a da conexidade geodésica em variedades afins
e semi-Riemannianas. Sabe-se que ao contrário do caso Riemanniano, comple-
tude e/ou conexidade não são suficientes para garantir conexidade geodésica, e
há poucos resultados gerais a respeito.

3 Conclusões e Perspectivas

Os resultados indicados acima de modo algum esgotam as possibilidades de
investigação sobre os temas propostos, e como é a regra em pesquisa as diversas
estratégias que usamos não apenas merecem análise mais aprofundada como
nos sugeriram uma série de novos problemas. Estas estratégias e problemas
serão tema de nosso próximo projeto, a ser submetido à Câmara de Pesquisa
concomitantemente a este relatório.

References

[1] I.P. Costa e Silva and E. Minguzzi, A note on causality conditions on cov-
ering spacetimes, Classical and Quantum Gravity, 37 (2020) 227001.

[2] I.P. Costa e Silva, J.L. Flores, Geodesic connectedness of affine manifolds,
Annali di Matematica (2020). https://doi.org/10.1007/s10231-020-01028-8

[3] I.P. Costa e Silva, J.L. Flores and J. Herrera, Hausdorff closed limits and the
c-boundary I: a new topology for the c-completion of spacetimes, Classical
and Quantum Gravity 36 (2018) 175002. Addendum in: Class. Quantum
Grav. 37 (2020) 029401.

3



[4] I.P. Costa e Silva, J.L. Flores and J. Herrera, Hausdorff closed limits and
the c-boundary II: null infinity and black holes, Classical and Quantum
Gravity, 36 (2019) 185007.

[5] I.P. Costa e Silva, J.L. Flores, and J. Herrera, A novel notion of null in-
finity for c-boundaries and generalized black holes, Journal of High Energy
Physics, 2018:123 (2018).

[6] I.P. Costa e Silva, J.L. Flores, J. Herrera, Some remarks on conformal
symmetries and Bartnik’s splitting conjecture, Mediterranean Journal of
Mathematics (2019) 17-21.

4















PROCESSO Nº 201805659 

 

 

Encaminhe-se à Câmara de Pesquisa, para manifestação. 

Em, 20/04/2021 

 

 

 

 

_______________________________________ 

Assinatura Proponente 

 

............................................................................................................................................. 

 

Aprovado na reunião da Câmara de Pesquisa do dia 30 de abril de 2021 (ata 250). 
  
 

 

 

_______________________________________ 

Assinatura Coordenador de Pesquisa 

Departamento de Matemática – UFSC 

 
............................................................................................................................................. 
 
............................................................................................................................................. 
 
............................................................................................................................................. 
 
............................................................................................................................................. 
 
............................................................................................................................................. 
 
............................................................................................................................................. 
 
............................................................................................................................................. 
 
............................................................................................................................................. 
 
............................................................................................................................................. 
 
............................................................................................................................................. 
 
............................................................................................................................................ 
 
............................................................................................................................................. 
 
............................................................................................................................................. 
 
............................................................................................................................................. 
 
............................................................................................................................................. 
 
............................................................................................................................................. 
 
 
 
Mod. 1014                                                                                                               Imprensa Universitária 


		2021-07-27T11:02:52-0300


		2021-07-28T15:48:00-0300




