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1 Descricao das Atividades

1.1 Cohomologia parcial
1.1.1 Histérico

A origem de agbes parciais de grupos estd no trabalho [25] do R. Exel sobre
algebras de operadores, onde foram construidos uma agao parcial do grupo de
inteiros em uma C*-algebra e o produto cruzado correspondente. Logo a nogao
foi estendida por K. McClanahan [67] ao caso de um grupo arbitrario. O conceito
foi usado para descrever algumas algebras como produtos cruzados por agoes
parciais, e. g., as dlgebras de Bunce-Deddens e de Bunce-Deddens-Toeplitz [26],
as AF-dlgebras [27], as &lgebras de Toeplitz ou de Wiener-Hopf [74, 32|, as
algebras de Toeplitz-Cuntz [74], as dlgebras de Cuntz [74], as dlgebras de Cuntz-
Krieger [74, 32, 31] e as élgebras de Hecke [30].

As nogoes de uma agao parcial torcida e do produto cruzado correspondente
apareceram pela primeira vez em [28] no contexto de C*-dlgebras e foram inves-
tigadas de um ponto de visto puramente algébrico em [13] (com tor¢ao trivial)
e [14]. Em particular, o problema de existéncia de uma globalizagdo de uma
agao parcial e a questao relacionada de associatividade do produto cruzado cor-
respondente foram resolvidos no caso de uma acao parcial unitaria, i.e. daquela
cujos dominios sao ideais unitarios, motivando o estudo desta classe de agoes
parciais.

No caso comutativo uma agao parcial torcida unitéria de um grupo G em uma
algebra (unitaria) A é exatamente um par consistindo de uma agéo parcial (ndo
torcida) unitéria de G em A e de uma torgao, sendo esta tiltima uma aplica¢ao
f G x G — A cujos valores f(z,y) pertencem ao grupo de unidades do ideal
1;12yA e que satisfaz uma versdo “parcial” da identidade de 2-cociclo. Além
disso, a equivaléncia de agdes parciais torcidas de G em A, introduzida em [15],
para A comutativa simplesmente significa a coincidéncia das a¢bes parciais e a
equivaléncia “parcial” das torgoes. Esta tltima equivaléncia leva a nogao de um
2-cobordo parcial. Assim, naturalmente esperava-se que poderia existir uma
teoria cohomoldgica adequada que trataria disso.

Representagoes parciais projetivas de grupos foram introduzidas por M. Do-
kuchaev e B. Novikov em [21] envolvendo representacoes de semigrupos desen-
volvidas por B. Novikov em [69, 70] e o monoide inverso S(G) surgindo do
trabalho [29] de R. Exel. Seguindo o caso cldssico de representagoes usuais de
grupos, os autores definiram uma nogao relevante do multiplicador de Schur
parcial pM(G) de G como o conjunto de classes de equivaléncia de conjuntos
fatores de todas as representagbes parciais projetivas de G. Em contraste com
o multiplicador de Schur cldssico de G, que, como se sabe, é um grupo abeli-
ano isomorfo ao segundo grupo de cohomologia de G com valores no G-mddulo
trivial sobre K*, pM(G) é um semireticulado de grupos abelianos | pMp(G),
onde D percorre os dominios de todas as representagoes parciais projetivas de
G, e pMp(G) é formado pelas classes de equivaléncia dos conjuntos fatores com
o dominio D. No entanto, seria interessante interpretar pM (G) do ponto de



visto de uma teoria cohomoldgica.

Um primeiro passo importante nesta direcéo foi feito no artigo [21] de M. Do-
kuchaev e B. Novikov mencionado acima, onde os autores associaram a qualquer
representacio parcial projetiva I' de G uma acéo parcial F de G num monoide
(comutativo) K-cancelativo A", de modo que o conjunto fator ¢ de I' tornou-
se uma tor¢do relacionada a #' (em outras palavras o par (f',c) é uma acio
parcial torcida de G no monoide comutativo A"). E reciprocamente, como foi
observado em [21], qualquer agdo parcial torcida (0, 0) de G num monoide K-
cancelativo A induz uma representacdo parcial projetiva de G em A g, G.
Esta correspondéncia entre representagoes parciais projetivas e agdes parciais
torcidas foi profundamente investigada e expressa na linguagem de teoria das
categorias como um par de functores adjuntos em [22].

M. Dokuchaev e M. Khrypchenko introduziram em [16] a no¢do de um G-
modulo parcial como sendo uma agao parcial unitaria de G em um monoide.
Neste contexto os autores estenderam a identidade de 2-cociclo parcial a qual-
quer dimensao n > 0, produzindo um complexo de cocadeias e os grupos de
cohomologia parcial correspondentes H"(G, A). De fato, sempre pode-se assu-
mir que os monoides sejam inversos, escolhendo um submédulo apropriado sem
mudar os grupos de cohomologia. Em seguida foi usada a ideia do Exel [29] de
passar de G-mé6dulos parciais para médulos no sentido do H. Lausch [61] sobre
imagens epimorfas adequadas do monoide inverso S(G). Além do mais, isto
permitiu para os autores representar os grupos de cohomologia parcial como
os grupos de cohomologia de certos monoides inversos [61], estabelecendo uma
conexao entre duas teorias cohomoldgicas.

A primeira interpretacio de H?(G, A) parcial foi feita por M. Dokuchaev e
M. Khrypchenko no contexto do multiplicador de Schur parcial. Eles observaram
em [16] que, dada uma representagdo parcial projetiva I' de G com conjunto
fator o, o par (A",0") é um G-médulo parcial e o pode ser visto como um
2-cociclo parcial de G com valores em AT. Em seguida eles definiram uma
classe apropriada de G-médulos parciais de modo que os 2-cociclos parciais de
G com valores em tais médulos pudessem ser identificadas com os conjuntos
fatores de certas representagoes parciais projetivas, determinando uma inclusao
de H%(G, A) em pM(G). Além do mais, foi mostrado que a imagem de H?(G, A)
pertence completamente, como um subgrupo, a uma componente pMp(G) de
pM(G), e que qualquer pMp(G) pode ser coberta por tais imagens para uma
escolha adequada dos G-mdédulos parciais A.

Tendo como finalidade interpretar o segundo grupo de cohomologia parcial,
M. Dokuchaev e M. Khrypchenko introduziram em [17] o conceito de uma ex-
tensao de um semireticulado de grupos A por um grupo G e descreveram todas
as extensoes desse tipo que sdo equivalentes aos produtos cruzados A xg G por
agoes parciais torcidas © de G sobre A. Como uma consequéncia foi estabelecida
uma correspondéncia biunfvoca (que respeita equivaléncia) entre agdes parciais
torcidas de grupos sobre A e estruturas de moédulos torcidos de Sieben em A
sobre semigrupos inversos E-unitarios.

Para estudar extensoes de um semireticulado nao unitario de grupos abelia-
nos, precisdvamos generalizar a cohomologia parcial para poder trabalhar com



cociclos parciais que tomam seus valores em maddulos parciais nao necessaria-
mente unitérios. Isso foi feito em [18] substituindo, na defini¢do de uma cocadeia
parcial, os grupos de unidades U(I) dos ideais apropriados I de A pelos gru-
pos de unidades U(M(I)) do monoide dos multiplicadores M(I) de tais ideais
I. Em seguida, fixando um G-médulo parcial A, foi provado que as classes de
equivaléncia de extensoes de A por G podem ser identificadas com os elementos
de H?(G, A). Além do mais, dada uma extensao cindida U de A por G, o grupo
HY(G, A) descreve o conjunto das classes de equivaléncia de cisdes de U.

1.1.2 Resultados obtidos

(i) Introduzimos o conceito de um niicleo abstrato parcial associado a um
grupo G e um semireticulado de grupos A e estabelecemos uma relagao
entre o grupo H3(G,C(A)) de cohomologia parcial com as obstrugdes a
existéncia de extensoes admissiveis de A por G que realizam o nicleo
abstrato dado. Também mostramos que se tais extensoes existem, elas
sdo classificadas por H?(G, C(A)).

O resultado foi publicado em [20].

1.2 Extensoes proprias de semigrupos de restrigao
1.2.1 Histérico

O P-teorema de McAlister. D. McAlsiter provou em [66, Theorem 2.6] que,
a menos de um isomorfismo, qualquer semigrupo inverso E-unitédrio tem a forma
P(G,X,Y) para uma tripla (G, X,Y), onde G é um grupo, X é um conjunto
parcialmente ordenado, Y é um subsemireticulado e ideal em X, e G age em X
por automorfismos que preservam a ordem de tal forma que gY NY # () para
todo g € G. Tais triplas foram chamadas depois de triplas de McAlister.
Existem muitas demonstragoes alternativas desse fato (veja, por exemplo, [63]),

em particular, Kellendonk e Lawson observaram em [55] que uma tripla de
McAlister (G, X,Y) nada mais é do que uma agao parcial 8 de G sobre Y cujos
dominios s&o ideais néo vazios em Y, e que P(G, X,Y) é isomorfo ao produto
cruzado Y ¢ G.

O L-teorema de O’Carroll. L. O’Carroll generalizou em [71, Theorem 4] o
P-teorema de McAlister mostrando que, dado um semigrupo inverso S e uma
congruéncia determinada em idempotentes® p em S, existe uma tripla comple-
tamente estrita (T, X,Y) com T =2 S/peY = E(S), tal que S = L,,,(T, X,Y).
Aqui T é um semigrupo inverso, X é um conjunto parcialmente ordenado, Y
é um subsemireticulado e ideal em X, e T age em X por isomorfismos entre
ideais de X de tal forma que Y N#(Y Ndomt) # () (tais triplas (7, X,Y") foram
chamadas de L-triplas). Quando S é E-unitério e p é a congruéncia de grupo

L«idempotent determined” ou “idempotent pure” em inglés, o que significa que a classe
de um idempotente contém sé idempotentes, e portanto a congruéncia estd completamente
determinada por sua restrigdo a E(S) (veja [62, 5.1]).



minima em S, isso coincide com a descrigdo de S como P(G,X,Y) feita por
MecAlister.

O resultado de O’Carroll foi representado em [?] na forma de uma equi-
valéncia entre duas categorias e foi usado também em [64] para descrever F-
morfismos entre semigrupos inversos.

O L-teorema na linguagem de acgoes parciais. Khrypchenko mostrou
em [59, Teorema 3.4] que qualquer congruéncia determinada em idempotentes
p sobre um semigrupo inverso S induz uma agdo parcial (um premorfismo)
7:S/p = X(E(S)), tal que S imerja no produto semidireto E(S) X, (S/p).
A agéo parcial 7 é completamente estrita® e a imagem de S em E(S) x, (S/p)
descreve-se como um subsemigrupo E(S) I (S/p) em E(S) x. (S/p). Essa
descrigao é andloga & feita por O’Carroll em [71, Theorem 4], mas o uso de
agoes parciais simplificou muito a demonstragao.

Semigrupos de restricao. Uma classe de semigrupos que generaliza semi-
grupos inversos ¢ formada por semigrupos de restricio®. Um semigrupo de
restricio & esquerda® é um semigrupo com uma operacdo undria s — st que

satisfaz os axiomas
sts=s, sttt =tTst, (sTt)t =sTtt, stT = (st)Ts.

Segue dos axiomas que sT é um idempotente, chamado de uma projecdo. Além
do mais, e € S é uma projecao se e somente se et = e. O conjunto de todas
as projegoes de S é denotado por P(S). Dualmente define-se um semigrupo de
restricao a direita: é um semigrupo S com uma operagao undria s — s* que
satisfaz

ss* =5, s =1t"s", (st*)* =s"t", s't=t(st)".

Uma projecdo em um semigrupo de restricao a direita é um elemento da forma
s* ou, equivalentemente, um elemento e tal que e* = e. Um semigrupo de
restrigao (bilateral) é um semigrupo com duas operagdes undrias T e *, tais que
(S, ™) seja um semigrupo de restricio & esquerda, (S,*) seja um semigrupo de
restricdo & direita e as operacoes * e * sejam relacionadas pelas identidades

(sT)y* =5, (s)" =s".

Nesse caso os conjuntos das projecoes com repeito a + e * coincidem.
Qualquer semigrupo inverso é um semigrupo de restricio com st = ss7! e
s* = s~1s. Por outro lado, qualquer monoide pode ser visto como um semigrupo
de restrigao a esquerda (com s = 1), & direita (com s* = 1) ou bilateral (com
st = s* = 1). E reciprocamente, se um semigrupo de restri¢io (& esquerda,
a direita ou bilateral) S possui uma unica projecdo, entdo essa projegio é a
identidade de S, e S é chamado de um monoide de restri¢cao reduzido.

2Esse é um anélogo da terminologia que O’Carroll introduziu para triplas (T,X,Y).
3 “Restriction semigroups” em inglés
4também chamado de “weakly (left) E-ample semigroup”



Semigrupos de restricdo proéprios. Para semigrupos de restrigio (& es-
querda, & direita, bilaterais) existem anédlogos dos conceitos conhecidos no con-
texto de semigrupos inversos. Sao a congruéncia de monoide reduzido minima
(o andlogo da congruéncia de grupo minima), a imagem de monoide reduzido
mdzima (o andlogo da imagem de grupo mdxima), uma congruéncia propria
(o andlogo de uma congruéncia determinada em idempotentes), um semigrupo
prdprio (o andlogo de um semigrupo E-unitdrio), um semigrupo de F-restrigdo
(o anélogo de um semigrupo F-inverso).

G. Gomes e V. Gould obtiveram em [35] uma descri¢ao de semigrupos de
restricdo & esquerda préprios nos termos de M-triplas (M, X,Y), onde X é um
conjunto parcialmente ordenado, M é um monoide reduzido agindo a esquerda
sobre X e Y é um certo subconjunto de X. E uma generalizagao do P-teorema
de McAlister a classe de semigrupos de restricdo a esquerda.

Acgoes parciais de semigrupos de restricao a esquerda. A nogao de
uma ac¢do parcial de um semigrupo de restricdao a esquerda foi introduzida por
V. Gould e C. Hollings em [38]. Os autores mostraram que qualquer agao
parcial de tal semigrupo S é globalizavel e, por outro lado, as agoes parciais de
S correspondem as agoes globais de um semigrupo maior Sz(S) chamado da
expansao de Szendrei de S.

C. Cornock e V. Gould definiram o conceito de uma a¢do parcial dupla de
um monoide sobre um semireticulado e descreveram semigrupos de restrigao
bilaterais proprios como sendo produtos cruzados por tais agdes parciais, ge-
neralizando assim o resultado de Kellendonk e Lawson [55] sobre semigrupos
inversos E-unitarios.

1.2.2 Resultados obtidos

(i) Introduzimos e estudamos vérias classes de a¢oes parciais de semigrupos de
restrigao bilaterais que generalizam acoes parciais de monoides e semigru-
pos inversos. Provamos um resultado estrutural sobre extensées préprias
de semigrupos de restrigao bilaterais em termos de agoes parciais, generali-
zando os resultados correspondentes para monoides e semigrupos inversos.
Estabelecemos uma adjuncao entre a categoria P(S) de extensdes proprias
de semigrupos de restrigdo S e a categoria A(S) de agdes parciais de S sob
certas condigoes provenientes de um trabalho do O’Carroll. Na categoria
A(S), especificamos duas subcategorias isomorfas, sendo uma refletiva e
outra corefletiva, as quais sdo equivalentes a categoria P(S).

O resultado foi publicado em [19].

1.3 Algebras de incidéncia e suas generalizagoes
1.3.1 Histdrico

A 4lgebra de incidéncia I(P, F') de um conjunto parcialmente ordenado local-
mente finito P sobre um corpo F foi introduzida por J.-C. Rota em [76] como um



instrumento para resolver véarios problemas combinatérios na série de trabalhos
“On the foundations of combinatorial theory”.

Estes trabalhos despertaram um interesse sobre a dlgebra I(P, F') em si como
um objeto de pesquisa e levaram no inicio da década 70 aos artigos que iden-
tificaram as diregdes do desenvolvimento da teoria de algebras de incidéncia.
Stanley [79] foi o primeiro que formulou e resolveu o problema de isomorfismo
para algebras de incidéncia e, como uma consequéncia, descreveu o grupo de au-
tomorfismos exteriores desta dlgebra. Doubilet, Rota e Stanley [23] deram inicio
ao estudo de propriedades algébricas de I (P, F'), em particular, eles descreveram
o radical de Jacobson e o reticulado dos ideais fechados de I(P, F').

Logo depois Belding [5] estendeu naturalmente a definicdo da &lgebra de
incidéncia ao caso de conjuntos quase ordenados localmente finitos e anéis nao-
comutativos. O objeto construido era um anel que Belding chamou do anel de
incidéncia. Entre os outros resultados, o autor obteve os critérios de inversibi-
lidade e descreveu o centro do anel de incidéncia. Além do mais, foi resolvido
o problema de isomorfismo sobre um corpo sob a hipotese de que um dos dois
conjuntos é finito.

O problema de isomorfismo foi estudado também nos trabalhos de N. A. Na-
chev [68], E. R. Voss [80], P. Leroux [65], P. Ribenboim [75], J. K. Haack [39],
J. Froelich [34], M. M. Parmenter [72], M. M. Parmenter junto com J. H. Schmerl
e E. Spiegel [73], S. Dascaulescu e L. van Wyk [24]. Atualmente, os resultados
mais gerais sobre esta questao foram obtidos nos artigos de Abrams-Haefner-del
Rio [2, 3], porém o problema principal de descrigdo dos anéis, para os quais o
teorema de isomorfismo é verdadeira, ainda esté em aberto.

Quando P néo é localmente finito, o produto em I(P, F') ndo estd definido
em geral, entdo I(P, F) tem apenas uma estrutura de espago vetorial sobre F.
Ao mesmo tempo, por exemplo, o conjunto de células de um CW-complexo nao-
compacto nao é localmente finito. Por outro lado, tais operagdes como soma
e produto de conjuntos parcialmente ordenados nao preservam finitude local.
Portanto parecia natural tentar estender a nogao de uma algebra de incidéncia
a este caso.

No trabalho de Singh e Al-Thukair [77], no caso de um conjunto parcialmente
ordenado P com classes finitas e um anel comutativo R, os autores introduziram
uma algebra I*(X, R) que eles chamaram da algebra de incidéncia fraca de P
sobre R. E uma generalizagao parcial da algebra de incidéncia, porque essas duas
algebras coincidem apenas para conjuntos com um numero finito dos segmentos
nao-triviais. O resultado principal do trabalho é o teorema de isomorfismo para
algebras de incidéncia fracas sobre anéis indecomponiveis.

Uma outra generalizacdo de I(P, F') foi definida por Khripchenko e Novikov
em [58]. A ideia foi, no caso de P parcialmente ordenado qualquer, considerar
um subconjunto FI(P,F) de fungdes de I(P, F) para os quais a convolugdo
faz sentido. O conjunto FI(P, F) acabou sendo uma dlgebra que foi chamada
da algebra de incidéncia finitdria. Foram descritos os elementos inversiveis,
o radical de Jacobson, os idempotentes e os elementos regulares de FI(P, F).
Como uma consequéncia, uma solugao positiva do problema de isomorfismo para
estas algebras foi obtida.



Para generalizar os conceitos ao caso de conjuntos quase ordenados, Kh-
ripchenko definiu em [56] as nogdes de uma categoria parcialmente ordenada
C e dos anéis de incidéncia finitdrio FI(C) e fraco I*(C) de C. Em seguida,
a cada conjunto quase ordenado P e um anel R ele associou uma categoria
parcialmente ordenada C(P, R), e o anel de incidéncia finitdrio dessa categoria
foi chamado do anel de incidéncia de P sobre R e foi denotado por FI(P,R).
Analogamente foi definido o anel de incidéncia fraco I*(P, R) de P sobre R. O
autor estendeu as descricoes dos elementos inversiveis, do radical de Jacobson,
dos idempotentes e dos elementos regulares ao caso de FI(C). Para FI(P, R)
ele obteve uma solucao enfraquecida do problema de isomorfismo, no sentido
que FI(P,R) & FI(Q,S) = C(P,R) = C(Q,S), quando os anéis R e S sdo
indecomponiveis (veja [56, 57]). O problema de isomorfismo para I*(P, R) foi
reduzido ao problema de isomorfismo para FI(P, R) e portanto resolvido com
a mesma hipdtese sobre R e S.

Brusamarello, Khrypchenko e Fornaroli investigaram em [6] o problema
de decomposicao de um isomorfismo de Jordan ¢ do anel de incidéncia fi-
nitdrio de uma pocategoria C na (near-)soma de um homomorfismo e um anti-
homomorfismo.

Kaygorodov, Khrypchenko e Wei provaram em [53] que cada derivacao su-
perior da &lgebra de incidéncia finitdria FI(P, R) de um poset P sobre um anel
comutativo R com 1 se decompoe no produto de uma derivagao superior interna
de FI(P,R) e a derivagdo superior de FI(P,R) induzida por uma aplica¢do
transitiva superior.

Sob algumas hipdteses naturais sobre R, Khrypchenko e Wei provaram
em [60] que cada derivagio de tipo Lie da dlgebra de incidéncia finitaria F'I1(P, R)
de um poset P sobre um anel comutativo R com 1 é prépria.

1.3.2 Resultados obtidos

(i) Descrevemos as estruturas de Poisson na &dlgebra de incidéncia finitéria
FI(P,R) de um conjunto parcialmente ordenado arbitrdrio P sobre um
anel comutativo unitério R.

O resultado foi publicado em [48].
(ii) Descrevemos automorfismos de Lie da dlgebra de incidéncia I(X, K) de
um conjunto parcialmente ordenado finito e conexo X sobre um corpo

K. Em particular, mostramos que tais automorfismos em geral nao sao
proprios.

O resultado estd no artigo [33] submetido a uma revista.

1.4 Extensoes centrais de algebras nao associativas
1.4.1 Histdrico

O estudo algébrico de extensoes centrais tem uma longa histéria [4, 41, 42, 45,
78, 81]. Por exemplo, Skjelbred e Sund usaram extensdes centrais de algebras



de Lie para uma classificagdo de dlgebras de Lie nilpotentes [78]. Em seguida,
o método introduzido por Skjelbred e Sund foi usado para descrever todas as
extensoes centrais

(i) nao Lie de élgebras de Malcev de dimenséo 4 [42],
(ii) ndo associativas de dlgebras de Jordan de dimenséo 3 [41],
(iii) anti-comutativas de &lgebras anti-comutativas de dimensao 3 [7],
(iv) de algebras de dimensao 2 [8].
O método foi usado também para encontrar todas as algebras nilpotentes
(i) associativas de dimensdo 4 [12],
(ii) bicomutativas de dimenséao 4 [54],
(iii) de Novikov de dimensao 4 [44],
(iv) de Jordan de dimensao 5 [40],
(v) de Lie restringidas de dimenséo 5 [10],
(vi) de Lie de dimensao 6 [9, 11],
(vii) de Malcev de dimenséo 6 [43],
(viii) de Lie bindrias de dimensao 6 [1],
(ix) anti-comitativas €0 de dimenséo 6 [1]
(x) Tortkara nilpotentes de dimensao 6 [36]

e algumas outras.

1.4.2 Resultados obtidos

(i) Classificamos geometricamente todas as dlgebras de Tortkara nilpotentes
de dimensao 6 sobre C.

O resultado foi publicado em [37].

(ii) Classificamos algebricamente e geometricamente as dlgebras terminais nil-
potentes de dimensao 4. Especificamente, provamos que, a menos de um
isomorfismo, ha 41 familias uniparamétricas, 18 familias biparamétricas,
2 familias 3-paramétricas, e ainda 21 algebras nao-isomorfas. A variedade
geométrica correspondente tem dimensao 17 e decompoe-se em 3 compo-
nentes irredutiveis determinadas pelos fechos de Zariski de uma familia
uniparamétrica, uma familia biparamétrica e uma familia 3-paramétrica.

O resultado foi publicado em [52].
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(iii)

2

2.1

Classificamos algebricamente e geometricamente as dlgebras anticomutati-
vas nilpotentes de dimensao 6. Mais precisamente, provamos que, a menos
de um isomorfismo, ha 14 familias uniparamétricas e ainda 130 algebras
nao-isomorfas. A variedade geométrica correspondente é irredutivel e de-
terminada pelo fechi de Zariski de uma familia uniparamétrica.

O resultado foi publicado em [49].

Classificamos algebricamente e geometricamente as dlgebras €® de di-
mensao 4.

Os resultados foram aceitos para publicagao [46, 47].

Classificamos algebricamente todas as dlgebras nilpotentes de dimensao 4.

A lista final tem 234 (familias paramétricas) de dlgebras, das quais 66 sdo
novas na literatura.

O resultado foi submetido a uma revista [50].

Classificamos geometricamente as algebras nilpotentes, nilpotentes comu-
tativas e nilpotentes anticomutativas de dimensao n. Provamos que as
variedades geométricas correspondentes sao irredutiveis, calculamos as
suas dimensoes e descrevemos explicitamente as familias genéricas das
dlgebras que determinam cada uma dessas variedades. Mostramos algu-
mas aplicagoes destes resultados no estudo do comprimento de dlgebras
anticomutativas.

O resultado foi submetido a uma revista [51].

Sumario das Atividades Desenvolvidas

Artigos

2.1.1 Artigos publicados

(i)

(i)

(iii)

(iv)

KaAvycorobpov, 1., KHRYPCHENKO, M., AND Poprov, YU. The algebraic
and geometric classification of nilpotent terminal algebras. J. Pure Appl.
Algebra 225, 6 (2021), 106625

DokUCHAEV, M., KHRYPCHENKO, M., AND KUDRYAVTSEVA, G. Partial

actions and proper extensions of two-sided restriction semigroups. J. Pure
Appl. Algebra 225, 9 (2021), 106649

KAYGORODOV, 1., AND KHRYPCHENKO, M. Poisson Structures on Fini-
tary Incidence Algebras. J. Algebra 578 (2021), 402-420

GorsHKOV, 1., KAyGoroDOV, 1., AND KHRYPCHENKO, M. The geo-
metric classification of nilpotent Tortkara algebras. Comm. Algebra 48, 1
(2020), 204-209
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(v) KayGoropov, I., KHRYPCHENKO, M., AND LOPES, S. A. The algebraic
and geometric classification of nilpotent anticommutative algebras. J.
Pure Appl. Algebra 224, 8 (2020), 106337

(vi) DoOKUCHAEV, M., KHRYPCHENKO, M., AND MAKUTA, M. The third
partial cohomology group and existence of extensions of semilattices of
groups by groups. Forum Mathematicum 82, 5 (2020), 1297-1313

2.1.2 Artigos aceitos para publicagao

(i) Kaycoropov, 1., AND KHRYPCHENKO, M. The geometric classification
of nilpotent €D-algebras. To appear in Journal of Algebra and its Appli-
cations (2020)

(i) KaAvycoropov, I., AND KHRYPCHENKO, M. The algebraic classifica-
tion of nilpotent €®-algebras. To appear in Linear Multilinear Algebra
(arXiv:2006.00734) (2020)

2.1.3 Artigos submetidos

(i) Kaycgoropov, I., KHRYPCHENKO, M., AND LOPES, S. A. The geometric
classification of nilpotent algebras. (arXiv:2102.10392) (2021)

(ii) FORNAROLL, E. Z., KHRYPCHENKO, M., AND SANTULO JR., E. A. Lie
Isomorphisms of Incidence Algebras. (arXiv:2012.06661) (2020)

(iii) KAvycoropov, 1., KHRYPCHENKO, M., AND LOPES, S. A. The algebraic
classification of nilpotent algebras. (arXiv:2012.00525) (2020)

2.2 Pébs-doutorado

(i) 01/04/2019 a 17/03/2020, UNIVERSIDADE NOVA DE LisBoa (Caparica,
Portugal), Supervisor: Anténio Malheiro, Projeto: Semigroups: Conju-
gacy, Computation, Crystals and Combinatorics.

2.3 Visitas cientificas

(i) 27/01/2020 a 31/01/2020: visita para a Universidade de Murcia (Espa-
nha) para trabalhar junto com o professor Juan Jacobo Simén.

2.4 Participagao em eventos cientificos
2.4.1 Congressos

(i) 03/02/2020 a 07/02/2020: III International Workshop on Non-Associative
Algebras in Mélaga (Espanha), palestra: Lie Automorphisms of Incidence
Algebras.

12



(i)

(iii)

27/06/2019 a 29/06/2019: Portuguese Workshop on Semigroups (Coim-
bra, Portugal), palestra: Partial actions and proper extensions of two-
sided restriction semigroups.

29/04/2019 a 03/05/2019: International Workshop on Non-Associative
Algebras in Porto (Portugal), palestra: Nilpotent Tortkara Algebras of
Dimension 6.

2.4.2 Seminarios

(i)

(i)

(iii)

20/09/2019: Semigroups, Automata and Languages Seminar, Centro de
Matemaética, Universidade do Porto (Portugal), palestra: Proper morphisms
of two-sided restriction semigroups.

12/08/2019: Semindrio de Matemadtica, Instituto de Ciéncia e Tecnolo-
gia, Universidade Federal de Sdo Paulo (Sdo José dos Campos, Brazil),
palestra: Classification of Finite-dimensional Nilpotent Algebras.

12/06/2019: Seminério da Linha de Algebra e Combinatéria, Centro de
Matemdtica, Universidade de Coimbra (Portugal), palestra: Algebraic and
Geometric Classification of Nilpotent Tortkara Algebras.

06,/05/2019: Seminério de Algebra e Légica, Departamento de Matemética,
Universidade NOVA de Lisboa (Caparica, Portugal), palestra: Globaliza-
tion of group cohomology in the sense of Alvares-Alves-Redondo.

2.5 Organizacao de eventos cientificos
(i) 03/02/2020 a 07/02/2020: III International Workshop on Non-Associative
Algebras, Universidade de Malaga (Espanha), junto com Cristina Draper
(UMA), Ivan Kaygorodov (UFABC), Alicia Tocino (UMA) and Yolanda
Cabrera Casado (UMA).
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Abstract: We give a geometric classification of n-dimensional nilpotent, commutative nilpotent and
anticommutative nilpotent algebras. We prove that the corresponding geometric varieties are irre-
ducible, find their dimensions and describe explicit generic families of algebras which define each of
these varieties. We show some applications of these results in the study of the length of anticommuta-
tive algebras.

Keywords: Nilpotent algebra, commutative algebra, anticommutative algebra, irreducible compo-
nents, geometric classification, degeneration, length function.

MSC2010: 17A30, 17D99, 14L.30.

INTRODUCTION

The geometry of varieties of algebras defined by polynomial identities has been an active area of
interest and research since the work of Nijenhuis—Richardson [25] and Gabriel [10] in the 1960’s and
1970’s. The relationship between geometric features of the variety (such as irreducibility, dimension,
smoothness) and the algebraic properties of its points brings novel geometric insight into the structure
of the variety, its generic points and degenerations.

Given algebras A and B in the same variety, we write A — B and say that A degenerates to
B, or that A is a deformation of B, if B is in the Zariski closure of the orbit of A (under the base-
change action of the general linear group). The study of degenerations of algebras is very rich and
closely related to deformation theory, in the sense of Gerstenhaber [11]. Degenerations have also
been used to study a level of complexity of an algebra [12,21]. There are many results concerning

'The authors thank Alexander Guterman for some constructive discussions about the length of algebras. The work
was partially supported by CNPq 404649/2018-1, 302980/2019-9; RFBR 20-01-00030 and by CMUP, which is fi-
nanced by national funds through FCT—Fundac@o para a Ciéncia e a Tecnologia, I.P., under the project with reference
UIDB/00144/2020.
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LIE AUTOMORPHISMS OF INCIDENCE ALGEBRAS

ERICA Z. FORNAROLI, MYKOLA KHRYPCHENKO, AND EDNEI A. SANTULO JR.

ABsTrRACT. Let X be a finite connected poset and K a field. We give a
full description of Lie automorphisms of the incidence algebra I(X, K). In
particular, we show that they are in general not proper.

INTRODUCTION

Let A be an associative algebra over a commutative ring R. Then A becomes a
Lie algebra under the commutator [a,b] = ab — ba of a,b € A. By a Lie automor-
phism of A one means an automorphism of the Lie algebra (A,[ , ]). Clearly, an
automorphism ¢ of A and the negative —1 of an anti-automorphism v of A are
Lie automorphisms of A. Moreover, if v is a linear central-valued map on A such
that v([A, A]) = {0} and ¢ is either ¢ or —1) as above, then ¢ + v is a Lie endo-
morphism of A, which, under certain assumptions on v, becomes bijective. We will
call such Lie automorphisms proper. Hua [8] proved that each Lie automorphism
of the full matrix ring M, (R), n > 2, over a division ring R, char(R) ¢ {2,3},
is proper. Martindale extended this result to Lie isomorphisms between primi-
tive rings [12], simple rings [14] and, yet more generally, between prime rings [13].
Dokovié [7] described the group of Lie automorphisms of the upper triangular ma-
trix algebra T),(R), where R is a commutative unital ring with trivial idempotents.
It follows from his description that each Lie automorphisms of 7}, (R) is proper
(see Corollary 5.20). Cao [5] generalized the result by Pokovié¢ to the case of com-
mutative rings without any restriction on idempotents. A similar result has also
been independently proved by Marcoux and Sourour [11]. Cecil [6] showed that Lie
isomorphisms between block-triangular matrix algebras over a UFD are proper.

The incidence algebra I(X, R) of a locally finite poset X over a commutative
unital ring R is a natural generalization of T,,(R). Jordan and Lie maps on I(X, R)
(and even on more general algebras) have been actively studied during the last 5
years (see [18, 16, 10, 17, 1, 2, 3]). Usually, all Lie-type maps on I(X, R) are proper.
This is no longer the case for Lie automorphisms of I(X, K), where K is a field and
X is finite and connected, as we show in this paper. In Section 1 we recall basic
definitions about posets and their incidence algebras. In Sections 2 and 3 we prove
several facts on the structure of (I(X, K),[ , |) which will be used throughout the
work. In Section 4 we reduce the description of all Lie automorphisms of 7(X, K) to
the description of those which we call elementary (see Theorem 4.12). Section 5 is
the main part of the paper. We describe elementary Lie automorphisms of I(X, K)
in terms of triples (6, o,c), where 6 is a bijection on the set of ordered pairs z < y,
x,y € X, monotone on maximal chains in X and satisfying certain combinatorial
condition which involves cycles in X, o is a “l-cocycle-looking” map related to 6
and c is a sequence of |X| elements of K such that ) ¢; # 0 (see Theorem 5.19).

2010 Mathematics Subject Classification. Primary: 16550, 17B60, 17B40; secondary: 16W10.
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Abstract: We give the complete algebraic classification of all complex 4-dimensional nilpotent alge-
bras. The final list has 234 (parametric families of) isomorphism classes of algebras, 66 of which are
new in the literature.

Keywords: Nilpotent algebra, algebraic classification, central extension.
MSC2010: 17A30, 17A01, 17D99.

INTRODUCTION

The description, up to isomorphism, of all the algebras of some fixed dimension satisfying cer-
tain properties (the so-called algebraic classification) is a classical problem in algebra. There are
many papers devoted to algebraic classification of small-dimensional algebras in several varieties of
associative and non-associative algebras [1-8, 11-16, 18, 19]. Another interesting direction in the
classification of algebras is the geometric classification (see, [11, 16, 18] and references therein). Re-
stricting our consideration to subvarieties of complex nilpotent 4-dimensional algebras, we mention
here the results on associative [7], commutative [11], bicommutative [18], Leibniz [8], terminal [16]
and €®-algebras [14]. In the present paper, we complete the algebraic classification of allcomplex 4-
dimensional nilpotent algebras. Namely, we find 66 new algebras and parametric families of algebras
completing the list of 4-dimensional nilpotent algebras initiated in the above mentioned works.

Our approach is based on the calculation of central extensions of nilpotent algebras of dimension
less than 4. This method was developed by Skjelbred and Sund for Lie algebras in [20] and has been
an important tool for years (see, for example, [13, 17,20] and references therein).

!The work was partially supported by CNPq 404649/2018-1, 302980/2019-9; RFBR 20-01-00030; by the Fundagio
para a Ciéncia e a Tecnologia (Portuguese Foundation for Science and Technology) through the project PTDC/MAT-
PUR/31174/2017; by CMUP, which is financed by national funds through FCT—Fundacao para a Ciéncia e a Tecnologia,
L.P., under the project with reference UIDB/00144/2020.
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Data: 27/07/2021 21:40:56-0300

CPF: 235.607.588-74

Verifique as assinaturas em https://v.ufsc.br

Documento assinado digitalmente

Cleverson Roberto da Luz

Data: 27/07/2021 19:18:11-0300

CPF: 029.967.469-02

Verifique as assinaturas em https://v.ufsc.br

Assinatura Coordenador de Pesquisa
Departamento de Matematica — UFSC

Mod. 1014 Imprensa Universitaria
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