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forma um conjunto ortonormal em relac@o ao produto interno (2). Deixaremos a cargo do leitor a veri-
ficacdo do fato de que, ao adicionarmos as fungdes

senx, sen2x, ...,sennx

ao conjunto acima, obtemos outro conjunto ortonormal. Podemos, portanto, utilizar o Teorema 5.5.8
para encontrar a melhor aproximacao de uma fungdo continua em termos de um polinémio trigonométrico
de grau menor ou igual a um »n dado, no sentido dos minimos quadrados. Observe que

1 1 1
o

de modo que, se

ao=<f,1>=$/ F()dx

a, = (f,coskx) = nlf“”” f(x)coskx dx

1
by = (f,senkx) = — [T f(x)senkx dx
T
parak = 1, 2, ..., n, entdo esses coeficientes determinam a melhor aproximagéo de f por minimos qua-

draticos. Os q; e b, sdo coeficientes de Fourier, bastante conhecidos, que aparecem em diversas aplica-
¢oes envolvendo aproximac@o de fungdes por séries trigonométricas.

EXERCICIOS

1. Quais dos conjuntos de vetores a seguir formam uma base ortonormal para R??

@ {(1,007, (0, )7}
®) (&, 57, (3, )7

() {, =17, (1, D7}
o (31 (1)
( 2721 272

2, Sejam

u_(1 1 4)T u_(221)T
1= 3~/§’3~/§, 3ﬁ 9 2 = 3’373

( 1 1 O)T

uz = T =T T =1

T\ v
(a) Mostre que {u,, u,, u;} formam uma base ortonormal para R°.
(b) Sejax = (1, 1, 1)". Escreva x como uma combinagio linear de u,, u, e u; usando o Teorema

5.5.2 e use a férmula de Parseval para calcular lIxll.

3. Seja S o subespago de R® gerado pelos vetores u, € u, do Exercicio 2. Seja x = (1, 2, 2)”. Encon-
tre a projecdo ortogonal p de x sobre S. Mostre que (p — x) Lu, e (p — x) L u,.

4. Seja 6 um niimero real fixo e sejam

< = cos @ _ [ —sen@
17\ sen® € X2 = cos @



192

Algebra Linear com Aplicacdes

(a) Mostre que {X,, X,} é uma base ortonormal para R?.
(b) Escreva um vetor arbitrdrio y em R*> como uma combinago linear ¢,x, + c,X,.
(c) Verifique que

i+ =yl = y? + y?

5. Suponha que u, e u, formam uma base ortonormal para R? e seja u um vetor unitario em R2. Se
1€, p ]

u'u, = 1/2, determine o valor de luu,|.

6. Seja {u,;, u,, u;} uma base ortonormal para um espago V munido de produto interno e sejam

u=u +2u, + 2u; e v=u + 7u;

Determine o valor de:

(a) <u, v>;

(b) llall e livll;

(c) oangulo Gentreuev.

7. As fungdes cos x e sen x formam um conjunto ortonormal em C[—7, 7). Se

f(x) =3cosx+2senx e g(x)=cosx —senx

use o Coroldrio 5.5.3 para determinar o valor de

o= [ fwewas

8. O conjunto

1
S = {— cos x, cos 2x, cos 3x, cos 4x

V2

€ um conjunto ortonormal de vetores em C[— 7, 7] em relagdo ao produto interno definido por

).

(a) Use identidades trigonométricas para escrever a fungdo sen® x como uma combinagdo linear
de elementos de S.

(b) Use o item (a) e o Teorema 5.5.2 para encontrar os valores das integrais a seguir.

(i) J7 sen'xcosxdx (i) f sen®x cos2x dx
(i) /7 sen®x cos3x dx (iv) f7 sen®x cosdx dx

9. Prove que a transposta de uma matriz ortogonal é uma matriz ortogonal.

10. Se Q € uma matriz ortogonal n X n e se X e y sdo vetores ndo-nulos em R", qual a relagdo entre

0 angulo entre Ox e Qy e o dngulo entre X e y? Prove.

11. Seja Q uma matriz ortogonal n X n. Use indug@o matemdtica para provar cada uma das afirma-

¢Oes a seguir.
(@) (O™ = (@7 = (@™ para todo inteiro positivo m.
(b) 1Q™xIl = lixll para todo x € R".

12. Seja uum vetor unitério em R" e seja H = I — 2uu’. Mostre que H é a0 mesmo tempo ortogonal

e simétrica e, portanto, sua prépria inversa.

13. Seja O uma matriz ortogonal e seja d = det(Q). Mostre que Idl = 1.
14. Mostre que o produto de duas matrizes ortogonais é ortogonal. O produto de duas matrizes de

permutacdo é uma matriz de permutacao? Explique.

15. Mostre que, se U € uma matriz ortogonal n X n, entio

wul +uu) +---+uul =1

16. Use indugdo matematica para mostrar que, se Q € R"™" €, a0 mesmo tempo, triangular superior

eortogonal, entdoq; = * e,j =1, ..., n
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17. Seja

b S

I
= = R = N
= Rl R N1

(a) Mostre que as colunas de A formam um conjunto ortonormal em R*,
(b) Resolva o problema de minimos quadréticos para Ax = b para cada uma das escolhas de b a
seguir.

1) b= (4,0,0,0)7
() b=(1,2,3,4)7
Gii) b= (1,1,2,2)7

18. Seja A a matriz do Exercicio 17.
(a) Encontre a matriz de projecdo P que projeta ortogonalmente vetores em R* sobre I(A).
(b) Para cada uma das solugdes x encontradas no Exercicio 17(b), calcule Ax e compare com
Pb.
19. Seja A a matriz do Exercicio 17.
(a) Encontre uma base ortonormal para N(A7).
(b) Determine a matriz de projegio que projeta ortogonalmente vetores em R* sobre N(A7).
20. Sejam A uma matriz m X n, P a matriz de proje¢do que projeta ortogonalmente vetores em R™
sobre I(A) e Q a matriz de projecio que projeta ortogonalmente vetores em R” sobre I(A7). Mos-
tre que:
(a) I — P ¢ a matriz de projecdo de R™ sobre N(AT);
(b) I — Q é a matriz de projegdo de R" sobre N(A).
21. Seja P a matriz de projecdo correspondente a um subespago S de R™. Mostre que:

(@P=P @GP =P

22, Scja A uma matriz m X n cujos vetores colunas sio ortogonais dois a dois e sejab € R™. Mostre
que, se X € a solugdo de minimos quadréticos para o sistema Ax = b, entdo

" b’ a;
ala

Xi

23. Considere o espago vetorial C[—1, 1] com o produto interno

|
(f.8)= /1 fx)gx)dx
€ a norma

I£Il=(f N

(a) Mostre que os vetores 1 e x sdo ortogonais.
(b) Calcule II1ll e lixll.
(c) Encontre a melhor aproximagio de minimos quadréticos, por uma fungdo linear I(x) = ¢,1 +
cx,dexem[—1, 1].
(d) Esboce os graficos de x' e de I(x) em [—1, 1].
24. Considere o espago C[0, 1] munido do produto interno

1
(f.8)= fo f(x)g(x)dx

Seja S o subespaco gerado pelos vetores 1 € 2x — 1.
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(a) Mostre que 1 e 2x — 1 sdo ortogonais.
(b) Determine i1l e II2x — 1lI.
(c) Encontre a melhor aproximagio de minimos quadréticos para +/x por uma fungio perten-
cente ao subespaco S.
25. Seja

S = {1/\/5, cos x,cos2x,...,cosnx,senx, sen2x, ...,sennx}

Mostre que S é um conjunto ortonormal em C[— 7, 7] munido do produto interno definido por (2).

26. Encontre a melhor aproximag@o de minimos quadréaticos para fix) = Ixl em [— z, 7] por um po-
lindmio trigonométrico de grau menor ou igual a 2.

27. Seja {x,, Xy, ..., X;, X441, ..., X,} Uma base ortonormal para um espago V munido de um produto
interno. Seja S, o subespago gerado por X, ..., X, € seja S, o subespaco gerado por X, |, X5, ...,
x,. Mostre que S, L S,.

28. Seja x um elemento do espago vetorial V do Exercicio 27 e sejam p, € p, as projecdes ortogonais
de x sobre S, e S,, respectivamente. Mostre que:

(@) x =p; + py
(b) se x € S;%, entdo p, = 0 e, portanto, S* = §,.
29, Seja S um subespaco de um espago V munido de um produto interno. Seja {x,, ..., X,} uma base

ortogonal para S e seja x € V. Mostre que a melhor aproximagio de x de minimos quadriticos
por elementos de S é dada por

_ - (X,X,') )
p= ; (xi, Xi)XI

O PROCESSO DE ORTOGONALIZACAO
DE GRAM-SCHMIDT

Nesta se¢do, vamos aprender um processo para a constru¢do de uma base ortonormal para um espago V
de dimensdo 7 munido de um produto interno. Comeg¢ando com um base {x,, X,, ..., X, }, 0 método en-
volve a utilizag@o de proje¢des ortogonais para a constru¢io de uma base ortonormal {u,, u,, ..., u,}.

Vamos construir os u, de modo que [{u;, u,, ..., w,}} = [{x;, X,, ..., X;}] parak = 1, ..., n. Para co-
megar o processo, seja

1 u—(L)x
M SN

[{w,}] = [{x,}], j4 que u, é um vetor unitdrio com mesma dire¢do que x;. Seja p, a proje¢do ortogonal
de x, sobre [{x,}] = [{u,}].

p, = (X, u)w

Pelo Teorema 5.5.7,

(x> —pyp Lu
Observe que x, — p, # 0, ja que
— (X, W)
2 X —p=—X +X
@ TR T TR

e X, € X, sdo linearmente independentes. Definindo

3) u (%2 —p))

%2 —p |




