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SOLUCAO. Os autovalores de A sio A, = 6e A, = —1 com autovetores associados x, = (4, 3)"e x,

= (1, —1)". Logo,
_ o1 (4 1 6 0
A = XDX _(3 __1>(0 _1)< >

e a solugfo é dada por

W =
N =

Y= eA'Yo
= XeD’X_lYO

(4 1\[e* o
“\3 -1 0 e
[ 4e® 4 2e~
T\ 3e% — 2e

Compare com o Exemplo 1 da Segio 2. O

~HW -

EXEMPLO 7. Use a exponencial de uma matriz para resolver o problema de valor inicial

Y = AY, Y(0) =Y,

onde
010 2
A=10 0 1], Yo={1
0 00 4

SOLUGCAO. Como a matriz A nio é diagonalizdvel, vamos calcular e pela definigio. Observe que
A? = 0, de modo que

1
e =1+1tA+ 1A%

2!
1 ¢t 22
=10 1 1t
0 0 1
A solugo do problema de valor inicial é dada por
Y= eA'Y()
1t t2/2 2
=10 1 1
00 1 4
2+t4+2
= 144t
4 O

EXERCiCIOS

1. Fatore cada uma das matrizes A a seguir em um produto XDX~!, onde D é diagonal.
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0 1 s 6
(a)Az(l 0) (b)Az(—z —2>

2 2 1
(c)A:(f :i) @a=[0 1 2
0 0 -1

1 0 0 12 -1
A== 1 3| ®a=[2 4 -
11 -1 3 6 -3

2. Para cada uma das matrizes no Exercicio 1, use a fatoragdo XDX ™! para calcular A°.
3. Para cada uma das matrizes invertiveis no Exercicio 1, use a fatoragio XDX ' para calcular A~".
4. Para cada uma das matrizes a seguir, encontre uma matriz B tal que B> = A.

)y 9 -5 3
(a>A=(_2 _1) wA=|0 4 3
0 0 1

5. Seja A uma matriz diagonalizdvel n X n com matriz diagonalizante X. Mostre que a matriz ¥ =
(X~YT diagonaliza A”.

6. Seja A uma matriz diagonalizdvel cujos autovalores sdo iguais a 1 oua — 1. Mostre que A™' = A.

7. Mostre que qualquer matriz 3 X 3 da forma

OO 8
SO Q=
S -0

ndo é diagonalizédvel.
8. Para cada uma das matrizes a seguir, encontre todos os valores possiveis do escalar « que faz
com que a matriz ndo seja diagonalizdvel ou mostre que ndo existe tal valor.

110 1 1 1
@ |1 1090 |1 1 1

0 0 « 0 0 «

1 2 0 4 6 -2
@12 1 0 @1 -1 -1 1

2 -1 « 0 0 «

9. Seja A uma matriz 4 X 4 € seja A um autovalor de multiplicidade 3. Se A — Al tem posto 1, A €
diagonalizdvel? Explique.
10. Seja A uma matriz n X n com autovalores reais positivos A; > A, > ... > A,. Seja x; 0 autovetor
associado a A;paracadaiesejaXx = o)X, + .. + aX,.

(a) Mostre que A™x = Zai/l;!'xi.
i=1
(b) Se A, = 1, mostre que lim A"x = a;X,.

11. Seja A uma matriz n X n com um autovalor A de multiplicidade n. Mostre que A € diagonalizavel
se e somente se A = Al

12. Mostre que uma matriz nilpotente ndo-nula nfio € diagonalizdvel.

13. Seja A uma matriz diagonalizdvel com matriz diagonalizante X. Mostre que os vetores colunas
de X associados aos autovalores ndo-nulos de A formam uma base para R(A).
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14. Segue do Exercicio 13 que, para uma matriz diagonalizavel, o nimero de autovalores nio-nulos
(contados de acordo com suas multiplicidades) € igual ao posto da matriz. D& um exemplo de
uma matriz ndo diagonalizdvel cujo posto nfio € igual ao niimero de autovalores ndo-nulos.

15. Seja A uma matriz n X n e seja A um autovalor de A cujo auto-espaco tem dimens#o k, onde 1 <
k <n. Qualquer base (X, ..., X;} para o auto-espago pode ser estendida a uma base {x,, ..., X,,
Xi115 o X,} para R". Sejam X = (x,, ..., X,) e B = X 1AX.

(a) Mostre que B é da forma
Al Bj,
0 By
onde / € a matriz identidade k X k.
(b) Useo Teorema6.1.1 para mostrar que A é um autovalor de A com multiplicidade pelo menos k.
16. Sejam x e y vetores néo-nulos em R", n = 2, € seja A = xy”. Mostre que:
(a) Zero € um autovalor de A com n — 1 autovetores linearmente independentes e, portanto,

tem multiplicidade pelo menos n — 1 (ver Exercicio 15);
(b) O outro autovalor de A é

M=ttA=x"y

€ x € um autovetor associado a A,;

(c) Se A, =x"y # 0, entdo A é diagonalizdvel.

17. Seja A uma matriz diagonalizdvel n X n. Prove que, se B é uma matriz semelhante a A, entdo B
€ diagonalizdvel.

18. Mostre que, se A e B sdo duas matrizes n X n com a mesma matriz diagonalizante X, entio AB = BA.

19. A cidade de Mawtookit mantém uma populagdo constante de 300.000 pessoas. Uma pesquisa
em ciéncia politica estimou que existem na cidade 150.000 independentes, 90.000 democratas e
60.000 republicanos.” Estimou-se, também, que, a cada ano, 20% dos independentes tornam-se
democratas € 10% tornam-se republicanos. Analogamente, 20% dos democratas tornam-se in-
dependentes e 10% tornam-se republicanos, enquanto 10% dos republicanos viram democratas
e 10% tornam-se independentes a cada ano. Seja

150. 000
X = 90. 000
60. 000

e seja X" um vetor representando o nimero de pessoas em cada grupo apés 1 ano.

(a) Encontre uma matriz A tal que Ax = x, '

(b) Mostreque A, = 1,0,4, =0, 5e A; = 0,7 sdo os autovalores de A e fatore A em um produto
XDX"', onde D é diagonal.

(¢) Qual grupo deverd dominar a longo prazo? Justifique sua resposta calculando lim A"x.

20. Na Aplicagio 1, suponha que existem inicialmente p mulheres casadas e 10.000 — p mulheres
solteiras ou divorciadas, onde 0 < p < 10.000. Determine quantas mulheres casadas e quantas
solteiras ou divorciadas deverdo existir a longo prazo. Sua resposta depende de p? Explique.

21. Use a definigdo de exponencial de uma matriz para calcular * para cada uma das matrizes a seguir.

1 1 11

1 0 -1
c)A=]0 1 O
0 0 1

*Nos Estados Unidos, existem apenas dois grandes partidos, o Partido Democrata e o Partido Republicano; eleitores de outros partidos, bem peque-
nos, sdo chamados de independentes. (V. T.)
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22. Calcule ¢* para cada uma das matrizes a seguir.

2 -1 3 4
(“)Az( 6 3) (b)A=(—2 —3)

11 1
©A=|-1 -1 -1
11 1

23. Resolva o problema de valor inicial Y’ = AY, Y(0) = Y, em cada um dos itens seguintes cal-
culando e*Y,,

1 -2
(a)A=(0 _1),

2 3
(b>A=(_1 _2),

-t
("
=,

\__/N-t:-\—/

11 1 1
©Aa={0 o 1]}, 1
0 0 -1 1
1 1 1
@a=f 1 o 1], Y=
-1 -1 -1 —1

24. Seja A um autovalor de uma matriz A n X 7 e seja X um autovetor associado a A. Mostre que et
¢ um autovalor de e* e que x é um autovetor associado a e*.

25. Mostre que ¢* é invertivel para toda matriz diagonalizdvel A.

26. Seja A uma matriz diagonalizével com polindmio caracteristico

pA) =a A" + @A+ a
(a) Se D é uma matriz diagonal cujos elementos diagonais s@o os autovalores de A, mostre que
p(D) =a;D" + azD"" +-tanl=0

(b) Mostre que p(A) =
(c) Mostre que, se a,., =ﬁ 0, entdo A é invertivel e A™' = g(A) para algum polindmio g de grau
menor do que n.

MATRIZES AUTO-ADJUNTAS

Vamos denotar por C" o espago vetorial de todas as n-uplas de niimeros complexos. O conjunto C dos
niimeros complexos serd o nosso corpo de escalares. J4 vimos que uma matriz A com todos os elemen-
tos reais pode ter autovalores e autovetores complexos. Vamos estudar nesta segdo matrizes com ele-
mentos complexos e considerar os andlogos complexos de matrizes simétricas e ortogonais.

PRODUTOS INTERNOS COMPLEXOS

Se & = a + bi é um escalar complexo, o comprimento de « é dado por

|| = vVaa = ya*+ b?




