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No entanto,

AA" = UDURUD"U® = UDDHUH
€

A" A = UDRUHUDUY = UDHDUH
Como

[A4]? ,
D*D = pD¥ — 12|
|An]?
temos que
AAY = APA

Definig@o. Uma matriz A é dita normal se AA” = A"A.

Mostramos que, se existe um conjunto ortonormal completo de autovetores de uma matriz, entio ela
¢ normal. A reciproca também é verdadeira.

Teorema 6.4.6. Uma matriz A é normal se e somente existe um conjunto ortonormal completo de
autovetores de A.

Demonstragdo. Em vista das observagdes anteriores, precisamos mostrar, apenas, que existe um con-
junto completo de autovetores para toda matriz normal A. Pelo Teorema 6.4.3, existem uma matriz uni-
taria U e uma matriz triangular T tais que 7 = U?AU. Vamos mostrar que T é normal.

THT = URARUUYAU = UPARAU

TT" = UPAUU"A"U = U%AA%U
Como A"A = AA*, temos que T"T = TT*. Comparando os elementos diagonais de TT¥ e T#T, vemos
que

[t + 12 + [t 4 - + |12 = |10 ]2

It l? + |31 + -+ |ton > = |112]? + |t22)?

ltan > = 11a]? + 18201 + [t30]> + - - - + [tpn]?

Entdo z; = 0 sempre que i # j. Logo, U diagonaliza A e as colunas de U s3o autovetores de A. [

EXERCICIOS

1. Para cada um dos pares dados de vetores z e w em C?, calcule (i) I1zl1, (ii) 1w, (iil) <z, w>, (iv)
<w, 72>,
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(442 =
@z={ ", ) ¥=la4;
1 +i 24
wmz=| 2 |, w=[| 5
3 2i

2. Sejam
1+i ‘ i
Z, = 2 e  z,= V2
| Tl
2 V2

(a) Mostre que {z,, 2,} € um conjunto ortonormal em C2.

2+ 4i L
(b) Escreva o vetor z = ( _2:.‘1) como uma combinagdo linear de z, € z,.
3. Seja {u,, u,} uma base ortonormal para C* e sejaz = (4 + 2i)u, + (6 — Siu,.
(a) Quais os valores de u,”z, z%u,, u,"z e z7u,?
(b) Determine o valor de |1zll.
4. Quais das matrizes a seguir s3o auto-adjuntas? Quais sd0 normais?

1-i 2 1 2-i
(a)( 2 3) ®) (2+i —1)

1 1 1 . 1
2 V2 N A
Ol 1 o
2 2 N

0 i 1 3 1+i i
@i o -2+i ® | 1-i 1 3
-1 24i 0 —i 31

5. Encontre uma matriz diagonalizante ortogonal ou unitdria para cada uma das matrizes a seguir.

21 1 34
(@) (1 2) ® (3—i 4 )

2 1 1
@ji1 3 -2
1 -2 3
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6. Mostre que os elementos diagonais de uma matriz auto-adjunta t€m que ser reais.
7. Sejam A e C matrizes em C™" ¢ seja B € C™". Prove cada uma das regras a seguir.

(a) (A =4
(b) (@A+ BCO)! =AY + BcH
(c) (AB)? = BHAH

8. Mostre que

(z,w) = w'z

define um produto interno em C".
9. Seja {u,, ..., u,} uma base ortonormal para um espago vetorial V munido de um produto interno
complexo e sejam z ¢ w elementos de V. Mostre que

(W)=Y ((zw) - (w,w)
i=1

10. Dada
4 0 O
A=10 1 i
0 —i 1

encontre uma matriz B tal que BB = A.

11. Seja U uma matriz unitéria. Prove que:
(a) U énormal;
(b) NUxI! = IIxIl para todo x em C*;
(c) Se A € um autovalor de U, entdo [Al = 1.

12. Seja u um vetor unitério em C" e defina U = I — 2uu”. Mostre que U € unitdria e auto-adjunta,
de modo que € igual a sua prépria inversa.

13. Mostre que, se uma matriz U € unitdria e auto-adjunta, ento qualquer autovalor de U tem que
serigualaloua —1.

14. Seja A uma matriz 2 X 2 com decomposig¢go de Schur UTU e suponha que t;, ¥ 0. Mostre que:
(a) Os autovalores de A s3o A; = t;, € A, = tp;
(b) u, é um autovetor associado a A, = ¢,,;
(c) u, ndo € um autovetor associado a A, = f,,.

15. Mostre que M = A + iB (A e B matrizes reais) ¢ antiadjunta se e somente se A é anti-simétrica
e B é simétrica. ' ,

16. Mostre que, se A € antiadjunta e se A é um autovalor de A, entfo A é um imagindrio puro (isto &,
A = bi, onde b é real).

17. Seja A uma matriz 2 X 2 com a propriedade de que aya;, > 0.

(a) Fagcar= \ay/a,,S= (6 (1)) e calcule B = SAS™'.

(b) O que vocg pode concluir sobre os autovalores e autovetores de B? O que vocé pode con-
cluir sobre os autovalores e autovetores de A? Explique.
18. Sejap(x) = —x* + cx* + (¢ + 3)x + 1, onde ¢ é um niimero real. Seja C a matriz companheira
de p(x),
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e seja
-1 2 —c-3
A= 1 -1 c+2

-1 1 —c—-1

(a) Calcule A7'CA.
(b) Use o resultado do item (a) para provar que p(x) tem apenas rafzes reais, independentemen-
_ te do valor de c.
19. Seja A uma matriz auto-adjunta com autovalores Aj, ..., A, € autovetores ortonormais u, ..., ,.
Mostre que

A= ruuf +huuf + -+ Auuf

-(23)

Escreva A como uma soma A,u,u,” + A,u,u,”, onde A, e A, sdo autovalores e u, e u, autovetores
ortonormais.

21. Seja A uma matriz auto-adjunta com autovalores A, =< ... =< A, € autovetores ortonormais u,, ...,
u,. Qualquer que seja o vetor ndo-nulo X em R", 0 quociente de Rayleigh p(x) € definido por

) = (Ax,x) x"Ax
pIX) = (x,x)  xHx

20. Seja

(a) Sex = ayu, + ... + a,u,, mostre que

_ o |21 a2 PAs + - - - + lanl*As
[l

p(x)
(b) Mostre que
)\.1 =< P(x) = }"n

FORMAS QUADRATICAS

A essa altura o leitor j4 deve estar bem consciente do papel importante das matrizes no estudo de equagdes
lineares. Nesta se¢fio, vamos ver que as matrizes também tém um papel importante no estudo das equagdes
quadréticas. A cada equagdo de segundo grau podemos associar uma fungio vetorial fix) = x"Ax. Tal fun-
¢ao vetorial é chamada de uma “forma quadratica”. Formas quadraticas aparecem em uma grande varieda-
de de problemas aplicados. Elas sfo particularmente importantes na teoria de otimizaggo.

Definigc@o. Uma equacio quadritica em duas varidveis x e y € uma equag@o da forma

€)) ax* +2bxy+cy*+dx+ey+ f=0

A Equagio (1) pode ser colocada na forma

0z 2)G)e )
Sejam
=(3) = 2=(5 2




