Exercicios - Espaco Linha e Espaco Coluna

Prof. Maria Inez Cardoso Gongalves

1) Para cada uma das matrizes a seguir encontre uma base para col(A), row(A)
e N(A).

1 3 2
a) | 2 1 4
47 8

-3 1 3 4
b) 12 -1 =2
-3 8 4 2

2) Para cada uma das escolhas de A e b a seguir, determine se b € col(A) e diga
se Ax = b é ou nao compativel.

12 2 1
(@) A= 1 1 2 b= [ 2
11 2 3
1 2 5
(b) A= 2 4 b= [ 10
1 2 5

3) Quantas solugdes o sistema Az = b terd se b € col(A) e se os vetores coluna
de A forem Li.7

4) Seja Apxn,m > n. Seja b € R™ e suponha que N(A) = {0}

(a) O que vocé pode concluir sobre as colunas de A? Sao 1.i.? Geram
R™?

(b) Quantas solugdes Az = b terd se b ¢ col(A)? E se b € col(A)?

5) Seja Apmxn. Se Bpmxm é uma matriz inversivel, mostre que BA e A tem o
mesmo ntcleo e, portanto o mesmo posto.

6) Suponha que A e B sdo matrizes m X n com a propriedade de que Az = Bz,
Vz € R". Mostre que:



(a) N(A— B)=R"
(b) A — B tem que ter posto nulo e, portanto A = B.

7) Sejam A e B matrizes n x n. Mostre que AB = 0 se e somente se 0 espago
coluna de B é um subespaco de N(A).

8) Sejam z e y vetores ndo nulos em R™ e R" | respectivamente e seja A = xyT.

(a) Mostre que {z} ¢ uma base para col(A) e {y”} é uma base para
row(A).

(b) nul(A) =?

9) Dizemos que uma matriz A,,x, tem uma inversa a direita se existir uma
matriz C,,xn tal que AC = I,,. Dizemos que A tem uma inversa a
esquerda se existir uma matriz D,,x,, tal que DA = I,,.

(a) Mostre que, se A tem uma inversa & direita entdo os vetores coluna
de A geram R™.

(b) E possivel para uma matriz m x n ter uma inversa & direita se n < m?
e se n > m? Explique.

10) Encontre uma base do subespaco de R* gerado plos vetores.

(a) (17 17 _4’ _3)T’ (25 07 27 _2)T7 (27 _la 3) 2)T
(b) (1,1,0,0)7, (0,0,1,1)7, (-2,0,2,2)7, (0,-3,0,3)T

11) Encontre um subconjunto dos vetores dados que forma uma base para o
subespacgo gerado por eles:

(a) U1 = (1707 1a 1)T7 Vg = (_3a3a 77 1)Ta U3 = (_17379a3)T7 V4 = (_5a3757 _1)T
(b) v1 = (1,-2,0,3)T, va = (2,-4,0,6)7, vy = (—1,1,2,0)7, vg = (0, ~1,2,3)T

12) Encontre uma base de R* que contenha os vetores (1,2, —2,1)% e (1,0, —-2,2)7.



Respostas
1) a) Base pararow(A): {(1,0,2),(0,1,0)}, base para col(A) : {(1,2,4)",(3,1,7)T},
base para N(A): {(-2,0,1 }
b) Base para row( A { (1, TO (0,1,0,=%),(0,0,1,0) }
{(=3,1,-3)T, (1,2,8)7, (3,~1,4)"} , base ParaN( ): {(F,

2) (a) insconsistente
(b) consistente

)"
0,0

base para col(A):
2
1750

1T}

3) Se b € col(A), entao o sistema é consistente e se as colunas de A 1. i., entao
temos no maximo uma solucao para o sistemal
.. 3! solugdo para os sistema

4) (a) As colunas de A sao li., porém elas ndo geram R™, pois n < m.
(b) Se b ¢ col(A) = sistema inconsistente. Se b € col(A) = 3 solugdo, usando
(a) a solugao é tnica.

5) Se x € N(A) entao BAx = B.0 =0 = = € N(BA). Se x € N(BA), entao

= (BA)x = B(Az) = Axr € N(B), mas N(B) = {0}, pois B ¢ invisivel, logo
Az =0ex € N(A). Portanto, N(A) = N(BA). Do teorema do posto temos
que posto(A) + nul(A) = n, isto é:

posto(A) = n—nul(A)
= n—nul(BA)
= posto(BA)

6) (a) Se Az = Bz, Va € R", entdao (A— B)z =0, Vx € R", . N(A— B) =R".

(b) Pelo item (a) temos que nul(A — B) = n, assim usando o teorema do posto,
posto(A—B)+nul(A—B) = n = posto(A—B) = 0. Assim, A-B=0= A= B.

7) col(B) é um subespago de N(A) se e somente se, Ab; = 0,7 = 1,...,n
Porém, a j-ésima coluna de AB é (AB)e; = Ab;, j = 1,...,n. Assim, col(B) é
um subespaco de N(A) se e somente se, todos os vetores coluna de AB sao 0,
ou equivalentemente AB = 0.

1 Y1
. T2 Y2
8)(a) Sejamz = | . |ey=| . |. Como A= ay?, temos que A = zy’ =
Tm Yn
T iy o T1Yn CElyT
T2 Toyr cc Lol zoy” .
(le Y2 oo yn) = . . . = . , as linhas de
T TmYi - TmYn Tmy"

A sao todas multiplos de . Assim {y”'} é uma base para row(A).



T 1y o T1Yn
T2 T2yr o T2Yn
Por outro lado, como A = zy” = . (y1 Yo - yn) =
Tm TmY1r - TmlYn
(Y1, yox, ..., ynx) segue que as colunas de A sdo todas miltiplos de z. Assim,
{z} é uma base para col(A).

(b) nul(A) =n —1 (posto(4) = 1).

9)(a) Seja C a inversa a direita de A e seja b € R™. Fazendo x = Cb, entdo
Az = A(Cb) = (AC)b = I,,b = b, ou seja, Ar = b é consistente para cada
b € R™ = colunas de A geram R™.

(b) Nenhum conjunto com menos de m vetores pode gerar R™. Assim, se n < m,
as colunas de A nao geram R™ e consequentemente A nao pode ter uma inversa
a direita. Se n > m é possivel.

10)(a) (1,1,-4,3)7, (0,1,-5,-2)T, (0,0,1, 54)7

(b) (1,1,0,0)7, (0,1,1,1)7, (0,0,1,1)7, (0,0,0, )"

11)(a) {v1,va}

(b) {v1,vs}

12) B={(1,2,-2,1)7, (1,0,-2,2)", (0,0,1,0)", (0,0,0,1)"}.



