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Logo, a matriz de L em relagdo a [y, ¥,, y,] é

000

D=1010
O

0 0 4

Poderfamos ter encontrado D usando a matriz mudanga de base Y = (y,, ¥,, ¥;) e calculando

D=Y'AY
Isso ndo foi necessdrio devido a simplicidade da agdo de L na base [y,, y,, ¥5].

No Exemplo 2, o operador linear L é representado por uma matriz diagonal D em relago 2 base [y,
Y2 ¥5]. E muito mais simples trabalhar com D do que com A. Por exemplo, é mais fécil calcular Dx e
Dx do que Ax e A"x. De modo geral, € desejavel encontrar a representacio matricial mais simples pos-
sivel para um operador linear. Em particular, se o operador puder ser representado por uma matriz dia-

gonal, essa €, normalmente, a representagio preferida. O problema de encontrar uma matriz diagonal
associada a um operador linear sera estudado no Cap. 6.

EXERCICIOS

1. Para cada uma das transformages lineares L de R? em R? a seguir, determine a matriz A que
representa L em relagdo a [e,, e,] (ver Exercicio 1 da Se¢do 2) e a matriz B que representa L em
relagdo a[u, = (1, 1), u, = (—1, 1)~
@ LX) = (—x,x)7 () L) =—x  (¢) LX) = (x2,x))7
() L) = 1x ©) L(x) = xe;

2. Sejam [u,, u,] e [v,, v,] bases ordenadas de R?, onde

w=(1) w=(7) ¢ w=(}) »=(5)

Seja L a transformag#o linear definida por

L(x) = (—x;, xz)T

€ seja B a matriz de L em relagio a [u,, u,] [do Exercicio 1(a)].

(a) Encontre a matriz mudanga de base S de [u,, u,] para [v,, v,].

(b) Encontre a matriz A que representa L em relagdo a [v,, v,] calculando SBS~'.
(c) Verifique que

L(vi)=anv, +ayuv,
L(vy) = apv, + apv,
3. Seja L a transformag3o linear em R® definida por
L(x) = (2x; —x; — x3, 2% — X1 — X3, 2X3 — %1 — X3)7

e sejaA amatriz de Lemrelagio a [e,, e,, e;] (ver Exercicio 4 da Se¢do 3). Sew, = (1, 1,0)", u, =
(1,0, )" ew; = (0, 1, 1), entdo [u,, u,, u,] é uma base ordenada para R°.
(a) Encontre a matriz mudanga de base U de [u,, u,, u;] para [e,, e,, €;].
(b) Determine a matriz B que representa L em relagéo a [u;, u,, u,] calculando U'AU.
4. Seja L o operador linear de R® em R® definido por L(x) = Ax, onde

3 -1 -2
A=|2 0 -2
2 -1 -1
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e sejam
1 1 0
v, = 11, vV, = 21, V3 = -2
1 0 1

Encontre a matriz mudanga de base V de [v,, v,, v;] para [e,, €,, €;] € use-a para encontrar a matriz
B que representa L em relag@o a [v,, v, V3]

5. Seja L o operador em P, definido por

L(p(x)) = xp'(x) + p"(x)
(a) Encontre a matriz A que representa L em relagéo a [1, x, x°].
(b) Encontre a matriz B que representa L em relagdo a [1, x, 1 + x°].
(c) Encontre a matriz S tal que B = §'AS.
(d) Sep(x) =ay + aix + a1l + x?), calcule L*(p(x)).

6. Seja V o subespaco de Cla, b] gerado por 1, &', e e seja D o operador derivada em V.

(a) Encontre a matriz mudanga de base S que corresponde a mudanga das coordenadas em rela-
¢ioa[l, &, e~ para[1, cosh x, senh x]. [cosh x = (e* + e™)/2, senh x = (e* — ¢™)/2.]

(b) Encontre a matriz A que representa D em relagio a [1, cosh x, senh x].

(c) Encontre a matriz B que representa D em relagfio a [1, ¥, e™*].

(d) Verifique que B = §7'AS.

7. Prove que, se A é semelhante a B e se B é semelhante a C, entdo A € semelhante a C.
8. Suponha que A = SAS™!, onde A ¢ uma matriz diagonal com elementos diagonais 4,, 4,, ..

(a) Mostre que As; = As,,z .
(b) Mostre que, sex = a;s; + a2s2 + -+ + a,s,, entao

Akx = alklfsl + agkgsz + -4+ oe,,kﬁs,,

(c) Suponha que iAl < 1parai= 1, ..., n. O que acontece com A*x quando k — «? Explique.

9. Suponha que A = ST, onde S é invertivel. Seja B = TS. Mostre que B ¢ semelhante a A.

10. Sejam A e B matrizes n X n. Mostre que, se A é semelhante a B, ento existem matrizes Se T'n

X n, com § invertivel, tais que
A=S8T e B=TS

11. Mostre que, se A e B sfo matrizes semelhantes, entfio det(A) = det(B).
12. Sejam A e B matrizes semelhantes. Mostre que:

(a) ATe B sdo semelhantes;
(b) A*e B*sdo semelhantes para todo inteiro positivo k.

13. Mostre que, se A é semelhante a B e se A é invertivel, entdo B também & invertivele A~' e B™"

também sio semelhantes.

14. O tragco de uma matriz A n X n, denotado por tr(A), € a soma de seus elementos diagonais, isto €,

tr(A) =any+an+-+am
Mostre que:
(a) tr(AB) = tr(BA);
(b) se A é semelhante a B, entdo tr(A) = tr(B).

15. Sejam A e B matrizes semelhantes e seja A um escalar arbitrdrio. Mostre que:

(a) A — Ale B —AlI sdo semelhantes;
(b) det(A — AD) = det(B — Al).

EXERCICIOS COM O MATLAB PARA O CAPITULO 4

1. Use 0 MATLAB para gerar uma matriz W e um vetor x digitando

W = triu(ones(5)) e x=1[1:5]



