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Como a, = b, para todo n, temos R, = T,. Se T b, for uma p-série, podemos estimar seu
resto 7, como na Secdo 11.3. Se ¥ b, for uma série geoméirica, entdo 7, € a soma de uma
série geomélrica e podemos somé-ia exatamente {veja os Exercicios 35 e 36). Em qualquer
caso, sabemos que K, é menor que T,.

EXEMFLD 8 © Use a soma dos 100 primeiros fermos para aproximar a soma da série
3 1/(n® + 1). Hstime o erro envolvido nessa aproximagio.
SOLUCAD Como
1 1
r—— < —
nt+ 1A

a série dada € convergente pelo Teste de Comparagédo. O resto 7, para a série de
comparagio £ 1/n° foi estimado no Exemplo 5 da Segfio 11.3 usando a Estimativa do
Resto para o Teste da Integral. L4 encontramos que

Portanto, o resto K, para a série dada satisfaz

&sﬁgg+

2n*

Com n = 100, temos

Rigp < ———— = 0,00005
0 201000

Usando uma calculadora programdvel ou um computador, encontramos gue

e i w 1
e 55 Y e 23 () Q804538
% R+l E;nwi
com erro menor que 0,60005. Eo]
Exercicios
| Suponha que T a, ¢ T b, sejam séries com termos positives e 3-32 © Determing s¢ a série converge ou diverge.
I b, seja sabidamente convergente. « 1
(a} 8¢ a, > b, para todo i, © que vocé pode dizer sobre £ 2,7 3 E] PERT
Por qué? = g
{b) Se a, < b, para tode n, o que vocé pode dizer sobre ¥ a,? 5 g 3 3
Por qué? ’ j
7 i n+ 1
2. Suporha gue £ a, e 2 b, sejam séries com termos positivos ¢ TE
I b, seja sabidamente divergente. = cos'n
{a} Se a, > b, para todo i, 0 que vocé pode dizer sobre £ 4,7 5 2 e
Por qué? ":X' ]
(b} Sea, < b, para tode 7, 0 que vocé pode dizer sobre £ &7 1. ”3 + 1
Por qué? =30
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= m—1 1 i n 38. Para quais valores de p a séric 7., 1/{n” In n) cofiverge?
13 ; .
amy 04" ez 38. Prove que, se @, = U e = g, convergir entiio X a7 também
- 2 (=1 - i converge.
LT Y 15 3 —
pmt NI amt ¥R 40. {a) Suponha que ¥ a, € I b, sejam sérics COm fermos positivos
i i . j 1 e I b, seja convergente. Prove que se
et \.n2 + 1 =i 2r + 3 d,
. - lim—=20
= o L2 e by
19 3 - 2 2T
am b A3 = entio T 6, lambém & convergente.
7 i 1 2 o ft2 (b) Use a parte (a) para mostrar que as séries convergen,
i I et 1Y . wlnn .. o< Ann
” - M) X G) 2 =
- 5 4+ 2 - # Sn aei 7 umi FLE
A+ e CSetrat 1 . § . n
N . ‘s . (a) Suponha que X a, e T b, sejam séries com {ermos positivos
7 T dtatn 2% 3 el ¢ X b, seja divergente. Prove que se
’ a=i \-"1 + a4t wet N F n?
= 1y - z 20t + In 1jmﬁ’~'~moc
: +—]e 8 ¥ om e
2 2‘4 ! n) El 3%pt + Sp ~ 1} )
- =t entiio £ a, também & divergente.
2 DY = 30 Y — ¢{b} Use a parte (2) para mostrar que as séries divergem.
=1 . n=i M & £
' 1 Inn
o 1 51 iy - Giy X
Ll E SCH(M) 3z, E — s ina PO 4
n=1 d =1 B
. . : . : T . : o : 42. Dé um exemplo de um parde séries £ a. e T b,
8- ¢ Usg a soma dos dez primeiros (ermos para aproximar & com termos positivos onde lim, .. (a./by) = 0 ¢ £ by
soma da série. Estime o erro. diverge, mas ¥ a, converge. (Compare com
« 1 o 1+ cosn o Exercicio 40.)
B3 WY
ai U R K 43. Mostre que, se a, > O e lim, .~ na, 7 0, entdo L g, € diver-
= 1 - n ente.
B2 b+ 27 %. 2 (n + 13" :
a=1 wl ’ 44. Mostre que, se a, > (e X a, for convergente, entio
T e Tin(l + a,) é convergente.
;O significado da representagiio decimal de um nlimero
0.did>d; . . . {onde o digito 4; é um dos mimeros 45. Se Z a, for uma série convergente com termos positivos, é
0,12, ...,9)4que verdade que Zsenla.) também € convergente?
Odsdudnd _4 4 4 ds oL 86. Se T a, ¢ T b, forem ambas séries convergentes
ARSI T 10t w1t com termos positivos, é verdade gue ¥ a,b, também
Mostre que essa séric sempre converge. € convergente?
Séries Alternadas
Os testes de convergéncia que temos olhado se aplicam apenas a séries com termos posi-
tivos. Nesta segio e na proxima aprenderemos como lidar com séries cujos termos ndo sfio
necessariamente positivos. De particular importincia so as séries alternadas cujos termos
se alternam no sinal.
Uma série alternada ¢ aquela cujos termos s30 aliernadamente positivos e negativos.
Aqui estdo dois exemplos:
1 i 1 1 1 Z (=1t
SRS UE U PR e &)
: 2 3 4 3 6 o0
I 2 3 4 5 6 - 7
-k TR R AP RIS Y
2 3 4 5 & 7 o] +1
%
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Para termos uma idéia de quantos fermos precisamos usar em nossa aproximagfio, vamos
escrever os primeiros termos da série

1 1 1 1 1 i i 1

D s e

or 1 2 3 4 st e T

U LR ST T JL R
= ] P-4+ s — g+ o9

Note que by = s < s = 0,0002

e so= 1= 145 — 5=+ o = 0368036

Pelo Teorema da Estimativa da Série Alternada, sabemos que

§ = 51 = by <0 0,0002
o1 Na Segéo 11.10 provaremos ! i :
que ¢ = Fr.gx%nl para todo x; assim,
o que chtivemos no Exemplo 4 é

realmente uMa aproximacgao para 0.368
o namero e . 5=,

Esse erro menor que 0,0002 ndo afeta a terceira casa decimal. Assim temos

com precisdo de trés casas decimais.

@ NOTA o A regra de que o erro {80 usar s, para aproximar s) € menor que o primeiro
termo negligenciado €, em gesal, valida apenas para séries alternadas que satisfazem as
condigdes do Teorema da Estimativa da Série Alternada. A regra nfo se aplica a outros
tipos de séries.

Exercicios
1. {a) O que é uma série alternada? L = sen(nm/?)
(b) Sob que condiges uma série alternada converge? 15. ~ TR 16. 2 al

(c) Se essas condigbes forem satisfeitas, o que vocd pode dizer
sobre ¢ reste depois de n termos?

i (—1r sen(g) 18. 5:, (~1r cos(%)

.38 3 Teste a série para convergéneia ou divergéneia.

-, = e w "
P e BTl R R 8 2 (= 20, 2(J§)
sl : a=1
R R e C e
4 || + 11 + T BE 2122 o Calele as dez primeiras somas parciais da série e plote a
C Inz m3 in4 ns né seqiiéncia de termos e a seqgiiéncia das somas parciais na mesma tela.
i (=1 i (—1y Estime 0 erTe a0 usar & décima soma parcial para aproximar a soma
8 = 6. — total.
2 n amt dn R
- o« “E)nfi * ( 1);1—1
3n — 1 n 3 ¢ s
-1 3 -1y 2 KT 2 7
E { 1 T+ 1 ngl{ } 4n% + 1 A=t 1T n=1 n
1y - A e e e . . . . . .
oy 10 2 (- Y 73-26 O Quantos termos da série precisamos adicionar para encon-
7 . ot y ! trar a soma parcial com a precisio indicada?
wpa 3 it 12 (—1)y77 ¢’ S (-1 :
E = %}( 1 ) - E‘( ) " 2 " {Jerro} < 0,01)
. e . 7 - - ﬁ'"lE._R_, = {_ij;ws
' 22 (1) LAPIRES) 2 3 i (ermo] < 0,001
x B Hhe - o B B esm B e, o Ee Es
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=y = 1y 1217
z 3 (emo] < 0.00) . 3 (e 0

PR 1) . B3 f

D=1y R e
26. ; T (Jerro] = 0,002) 35. Mostre que a série T (—1)"'b,, onde b, = 1/n se n for impar ¢

b, = 1/n’ se n for par, é divergente. Por que ¢ Teste da Série
Alternada nio s¢ aplica?

. N N 2 " - . - = a

27-3 1 Aproxime a soma da série com a precisio de quatre casas
36. Use as seguintes etapas para mostrar que

decimais.

o (*lu“ x /M] lin = '__1”...g
a3 5 3D s VT s

e ] " nel 8 a=1 A

= (e 1y E (1) Sejam #, € 5, as somas parciais das séries harménica e
3 ¥ e 02 o alternada harmonica.

= =1 -

(a} Mosire gue 52, * f, = f1,.
(b} Do BExercicio 38, da Segio 11.3, temos

5 - o

31 A giiinguagésima soma parcial 5y da série alternada

L . L by, = Inn—» gando n —» =
¥2  {—1y"!/n é uma estimativa por cima ot urma estimativa " LA

por baixe da soma total? Expligue. ¢ portanto
3234 1 Para quais valores de p cada série € convergenta? by = In{2n) ~> quando n - =
’ = (=1 Z(=1) Use esses fatos junto com a parte {a) para mostrar que
32 E_I e . “ Wt p 52, ~> In 2 gquando n —> o,

Convergéncia Absoluta e os Testes da Razio e da Raiz

Dada qualquer série X a,, podemos considerar a série correspondente
2 la] = |a] +fao| + fas| + -
n=1%

cujos termos s8c os valores absolutos dos termos da série original,

[1] Befinide Uma série ¥ g. ¢ chamada abselutamente convergente se a série

0 Temos testes de convergéncia -
de valores absolatos ¥ | a,| for convergente.

para séries com {ermoes positivos

e parz séries alternadas. Mas o que
acontece se 0s sinais dos termos
ficamn trocando iregularments? Note que, se T a, for uma série com termos positivos, entdo {a,| = a, e assim a con-
Veremos no Exemplo 3 que a idéia de vergéncia absoluta é a mesma coisa que a convergéncia nesse caso.

convergéncia absoluta algumas vezes
ajuda em fais casos.

EXEMPLD T o A série

ST
,,21 I‘ZZ 22 32 4£

¢ absolutamente convergente porque

= =gy i =1 111
“"““‘“"“"‘,;““ = R 1 "+‘ A + T + s ”{F v
2T AT ety
& uma p-série convergente {p = 2). %
P s B ot . L o B Ee e s -




~ A soma desses 2eros nao afeta a
soma da serie; cada termo na
seqliéncia de sormnas parciais &
repetido, mas o imite € 0 mesmo,

-ﬁ;\ o
¢5 Exercicios
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Rearranjos

A questio de uma série dada ser absolulamente convergente ou condicionalmente conver-
gente tem importincia na questiic sobre se somas infinitas se comportam ou n&o como
somas finitas.

Se rearranjarmos a ordem dos termos em uma soma finita, entdo é claro que o valor da
soma permanecerd inalterado. Mas esse nio & sempre o caso para uma série infinita. Por um
rearranjo de uma série infinita ¥ @, gueremos dizer uma série obtida simplesmente mudando
a ordem dos termos. Por exemplo, um rearranjo de £ a,, poderia comegar como a seguir;

oy taztastastartastastartagt -

Segue-se que

se 2 a, for uma série absolutamente convergente coim soma s,

entdo qualquer rearranjo de T a. tem a mesma SO 5.
Contudo, qualquer série condicionalmente convergente pode ser rearranjada para dar uma
soma diferente. Para ilustrar esse fato, vamos considerar a série harménica alternada

R T

(Veja o Exercicio 36 da Segfo 11.5.) Se multiplicarmos essa série por }. obteremos
1 i i ; 1

éwg"f‘g—g'f'"'*-ilnz

Inserindo zeros entre os termos dessa série, teremos

04+;4+40—;+0+.+0—4+..-=!p2

Agora adicionamos as séries nas Equacdes 6 ¢ 7 usando o Teorema 11.2.8:
g l+i-t+5+3-4+--=2m?2

Note que a série em (8) contém os mesmos termos que em (6), mas rearranjados de modo
que um termo negativo ocorre depois de cada par de termos positivos. As somas dessas
séries, contudo, sdo diferentes. De fato, Riemann provou que

se £ a, for uma série condicionalmente convergente e r for qualguer ntimero
real, entdo existe um rearranjo de ¥ a, que tem uma soma igual a 7.

Uma prova desse fato € ilustrada no Exercicio 40.

1. O que voct pode dizer sobre a série Z g, em cada um dos 2 i {(—10)"
seguintes casos? A ol
| ’ - ¥ -
. éann:«f . L il . {“'E)M = {“i)ﬂ
@ m %t =8 o8 . 3 . 341
L | e Vit a1 H
sy o 4 i B "
im =1 1. -3y . e
© ‘hj{i ' n;i =1 54+ n 8 ,,gg =1 nt+ 1
2-28 7 Determine se a géric & abso_iutamentc convergente, g }E i 10. i R
candicionalmente convergente ou divergente. {23 ami
w % = [yl sent 4
2 30 1, e 12 32
A=l 2° FeS] FE pel 47
At - LI - Fo. . st %

s - e i
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s __3 " i s 22n
: }_‘;-”’w%;_% 6 S -1y
ne=i LEH
h Hig - 3 —cosn
15 e 6. B T
B ,.2:'1 {n -+ 1)43 = ot -2
= {1y o H!
18. e
‘37‘ FE’. ]nﬂ nzi ?’l
.. < eostnmy3) o -1
49 3, 2.
1% 21 nl ,;3 (Inn)
= = =)
22,
21 il Tt gg rlan
- PR S o> -1
T wm— 24, e
#. ,21 (2:1 + 1) ,2, farctg n)”
1-3 1-3-5% 1-3-5-7
LT O b + 5 - 5 +
1e3-5e-cn{n—1
+o _ 3-5 f n } .
{2?2 e E)
% 2+2-6+2-6~10 2:6-10-14
© 5 5+8 5.8 5-8-11-14
= 2 Aafe e (2
DY 2n)
n=| ﬂ'
o 2!
2 HZ(V” S8 1l---- (3 +2)

a u B - ” B ®

9% Os termos de uma série sio definidos recursivamente pelas

equagdes
Sn+ 1

4n+3a"

Determine se T a, converge ou diverge.

ady = 2 Apry ==

30. Uma série S a. € definida pelas equagdes
2+ cosm

ey ™ T [N

Determine se T a, converge ou diverge.

ﬁ[*l

! Para quais das seguintes séries o Teste da Razfo néo ¢
conclusivo (isto €, ¢le nfo dd uma resposta definida}?

<« |
@ 237 ® 2;;

7. Para quais inteiros positivos k£ a séne

i ()

n=} (ICH)F

é convergente?

- {a) Mostre gue Zi-p x"/n! converge para todo x.
) Deduza que Hm, .. x%n! = O para todo x.

34 Seja ¥ a4, uma série com termos positivos e seja r; = Aoerf G

Suponha que Hm,—« 7, == L < 1, assim ¥ a, converge pelo

35

37

3.

Teste da Razio. Como habitualmente, faga R, ser o resto
depeis de # termos, iso €,

Ru = et ey P gz T
(a) Se {r.} for uma seqiiéncia decrescente € Fory < 1,
mostre, pela soma de uma série geoméirica, que

Aoty
R, =< [l
1 - Firay
(b} Se {r.} for uma seqiiéncia crescenie, mostre que
Ayt

1—1L

(a) Caleule a soma parcial 55 da série

z | "
Use o Exercicio 34 para estimar o erro ac usar 55 como
uma aproximagio da soma da série.
(b) Calcule um valor de # de mancira que 5, aproxime a soma
com precisio 0,000035. Use esse valor de n para aproximar
a soma da série.

R. =

. Utilize a soma dos primeiros dez termos para aproximar a sorma

da série Z7- ¢ 1/2". Use o Exercicio 34 para estimar o erro.

Prove que, se £ a, for absolutamente convergente, entio

=

b

E a.

]

n=1

i

. Prove o Teste da Raiz. [Dica para a parte (i)

Tome qualquer nimero 7 tal que L < r <" [ e use
o fato de que existe um inteiro N tal que "Ja,} < r
quando 1 = N.}

Dada uma série qualquer ¥ a, definimos uma série T a cujos
termos 30 todos termos positivos de T a, e uma série 2 a,
cujos termos s80 todos termos negativos de T a,,. Para ser
especifico, seja

.t lad a, — {an}

aﬂ aﬂ 2
Note que, se a, > U, entéo an = g, ea, = 0, 20 passo que, se
a, < 0, entioay = g, ea, = O
(a) Se I a. for absolwtamente convergente, mostre que ambas
as séries 2 a, e £ a, sdo convergentes.
(b) Se I a, for condicionalmente convergente, mostre que
ambas as séries = a, ¢ T g, sdo divergentes,

. Prove que, se T g, for uma série condicionalmente

convergente e » for qualquer adimero real, entdo existe um
rearranjo de £ a, cuja soma € . [Bicas: Use a notago

do Bxercicic 39. Tome um niimero apenas suficiente

de termos positivos o de modo gue sua soma seja

maior que 7. Entio adicione um ndimero apenas

suficlente de termos negativos a7 de tal modo que

a soma cumulativa seja menor que # Continue dessa
maneira e use o0 Teorema 11.2.6)]

o . o, B, S et P e S
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A série de comparagio € ¥ b, onde

3n? 3nd 32

YEMPID 2 2 ne ™

=1

Como a integral || * xe™* dx é facilmente avaliada, usamos o Teste da Integral. O Teste da
Razdio também fu unczona

EXEMIPLD 4 Z (—ty

n=1

4+1

Como a série é alternada, usamos ¢ Teste da Série Alternada.

2 ok
EYEMIPLOE O —
g1 k!

Como a série envolve k!, usamos o Teste da Razdo.

oo

EXEMPLO S D

o 2430
Como a série estd intimamente relacionada 4 séric geométrica T 1/3%, usamos o Teste da
Comparagio. .
Exercicios
i-28 & Teste a convergéneia ou divergéncia das séries. 1 & (—1y lan " i k45
R | 2 i a— 1 A=l n ) k=1 5¢
* ngg ﬁ2 + R ’ s nZ +n - {,_2)2" o Vv i
n ¥ 2. 3 e
- 1 w R ey A" nt i+ s
) : O e - _
¥ I 2 At B Y tglin) a3 LS
o (=3 =( 3n Y =
- 6. = % 2
P E;(w&z) 2. 2”—‘ s Y]
" 2= &' n=t é'n =1 5"
E3 i i = M ;
7.3 — B D e 5 klnk £ gl
&ond = (k2 21 .
& oadian P ) 2; G 2] !El ot:
- e} & 3@ 2 —n - 3 "in il . A
! E}k‘e’ ;—:gne 23 > g{,ﬁ 38 (-1 _\/]
n=1 FH e 7 + 5
I Gl Vi ¥ " 5 s S (n)
) 12 Y )
- n§2 alnn ,?-_;;{ ) 7+ 25 . z'; Y 32 fz} S
A L x o sen(l/n} 3 i
. 13 e 34
13 zi o 14 Zl sen i g! T HEE o eon
- 2
= Al o on? & on v 51
X 18 35 3.
BT s A Ez(’”l} A
x S S i o (5 # <
. S oy m 3 Y 3 S5 8 S¢I-n
- aon A — a=1 n=1
é . e S st ot PR W il i, e e R o e




