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A desigaaldade |x + 2| < 3 pode ser escrita como —5 < x < 1; assim, lestwnos 4

série nos extremos -3 e 1. Quando x == —35 asérie &
ST 13-
s 3u+1 3
A 7

que diverge pelo Teste para Divergéneia {(—1)"s ndo converge para 0], Quandox = 1, a
série €

que também diverge pelo Teste para Divergéncia. Entfio a série converge apenas quanéu
—5 < x < 1, assim, o intervaio de convergéncia é (-5, 1). o

Exercicios
1. O gque é uma série de poténcias? i n'x"
2. (a) O que é o raio de convergéncia de uma série de poténcias? A 2046 - (2n)
Como vecé o encontra? Z (dx + 1Y
(b) O que é o intervalo de convergéncia de uma série de . E; PE
potéacias? Como vecé o encontra? (2 2
- oy
) . 26. 2 (—1r wm{wmm)w
3-28 © Encontre o raio de convergéncia e o intervalo de =2 nlan
convergéncia da série. =
S x (-1 w2 G
. x - Ty flnn
W o 3 A T
a=t N2 o=t 7 Zai 2'4'6""‘(2&) i
5 i (”D";"“_x-f 6. 2 ;irr;)“” H1e35 - n— 1)
nel i A=t - N B . a . - M 5 . - B .
i x" 8 E n By ge Zauo CA4" for convergente, as séries que se seguem sdo
= oat T = X convergentes?
3 o aw T () 3 -2y S ed—4)
) 1ndx [ ,,
9 g {—1¥n s e = =
o (—2)* - x 30. Suponha gue £7 cx” converge quando x = —4 e diverge
. = ff‘; 12 E’l 500 quando x = 6. O que pode ser dito sobre a convergéncia on
- o divergéncia das séries a seguir?
B -1y o Y-y < <
2 TEry Ee( ) (2n)! (a) E e ) 3 s
w @ A=t
L W%. — it ‘E . — - 5 .
a2 el D) 6. 2 wix Sy © S e~y @ 3 (1509
n==t =0
x+2 < A= 2}"
L E (= 1) = ) 18 2 I {x + 3" 31. Se k for um inteiro positivo, encentre o raio de convergéncia da
) " (3" y série
1 3 w(x £ w 3o T $ e,
n:’t n “:j # n==fl <kﬂ)'
- M o {x — 4) -
270y X x~ay, b>0 22 23 e 25 32. Plote na mesma tela as primeiras somas parciais 5.(x) da
”:E - série Tre x", junte com a fungio-soma fx} = /(1 ~ x). Em
2% - 1y que intervalo essas somas parciais parecem estar convergindo

ne=i para f{x)?
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33. A funciic J, definida por

J‘ (_I}szbmi

J == R e

{x) 2:0 i + 22

¢ denoininada funcdo de Bessel de ordem 1.

(a) Encontre seu dominio.

(b) Plote as primeiras somas parciais na mesma tela.

(¢) Se seu CAS tiver fungdes de Bessel programadas, plote J,
na mesma iela das somas parciais na parte (b) ¢ observe
COMO as SOMas parciais aproximam J;.

R

34, A fungic A definida por

3 XG x‘}

+ + o
2-3-5-6 2-3-5-6-8-9

¢ chamada funcdo de Airy, £m homenagem ao matemdtico e
astrdnomo inglés sir George Airy (1301-1892),
{a) Encontre o dominio da fungdo de Airy.

2= (b) Piotc as primeiras somas parciais s,{x) na mesma tela.

e (¢} Se seu CAS tiver fungbes de Airy programadas, plote A na

mesma tela que as s0mas parciais na parte {b) ¢ observe

Al =1+ =
WEITRT

35.

.

38

39.

Uma fungéo € delinida por

f{x)mi"[“zk“‘i‘}.‘z+2x?‘~§~x1+...

isto &, seus cceficientes s80 ¢z, = 1 € ca0 = 2 para todo
a = 0. Ache o intervalo de convergéneia da séric ¢ encontre
uma formula explicita para f{x).

Se fix} = Ei.4 c,x" onde ci.s = ¢, para todo n = 0, encontre
o intervalo de convergéneia da séric e uma formula para f(x).

Mostre que, se lim, .| .| = c onde ¢ # 0, entdo o raio de
convergéncia da série de poténeias T e,x" € R = e,

Suponha que a séric de potdncias X ¢, (x — a)* satisfaz ¢, # 0
para todo n. Mostre gue, se limy .- %c,Jc,,ﬂ} existe, entdo ele ¢
igual ao raio de convergéneia da série de poténcias,

Suponha gue a série ¥ c,x" tenha raio de convergéncia 2 e que
a série ¥ d, x" 1enha raio de convergéneia 3. O que vocé pode
dizer sobre o raio de convergéncia da série ¥ (g, + dypx"?
Expligue.

Suponha que o raic de convergéncia da série de poténcia

como as Somas parciais aproximam A.

T ¢,x” seja R, Qual € o raio da série de poténeia 2 o, x¥7

Representacoes de Funcdes como Séries de Poténcias

71 Uma iiustraggo geometrica da

Egquacdo 1 ém

astrada na Figura 1.

Como a soma de uma série é ¢ limite
da seqiiéncia de somas parciais, temos

| —x

ange
adat o= |

@ @ -esima St

= ]ine 5,(x}
e

PR IE A S

ma parcial. Note qus,

guando n aumenta, s{x) $& torna
methor aproximacas de flx) para

Py

FIGURA T

Hxy =
—x

e atgwnas somas parciais

Nesta se¢io aprenderemos como representar certos tipos.de fungbes como somas de séries
de poténeias pela manipulaciio de séries geométricas ou pela diferenciagio ou integragio de
tais séries. Vocé pode imaginar por que queremos expressar uma funciio conhecida como
uma soma mfinita de termos. Veremos mais tarde que essa estratégia ¢ 1itil para integrar
fungdes que ndo ém antiderivadas elementares, para resolver as equagGes diferenciais e
para aproximar as fungdes por polinbmios. (Cientistas fazem isso para simplificar expres-
stes que eles utitizam; cientistas que trabalham com computadores fazem isso para repre-
sentar as fungdes em calculadoras e computadores.)
Comegaremos com uma equagio que vimos antes:

1 2o 3 E]
7] B F2E 3 EETEI Y™
1—x . s={}
Encontramos essa equagdo primeire no Exemplo 5 da Segio 11.2, onde a obtivemos obser-
vando que ela é uma série geomélrica com a = 1 ¢ r = x. Mas aqui nosso ponto de
vista é diferente. Agora nos referiremos 4 Equaciio 1 como uma expresséio da fungio
F{x) = 1/{1 — x) como uma soma de uma série de poténcias.

EXEMIPLG 1 o Expresse 1/{1 + x7} como a soma de uma série de poténcias e encontre o
intervalo de convergéncia.

SOLUCAD Trocando x por —x” na Equagio 1, temos

1 i - N

= == '—x;ﬂ

1+x* 1= {-x%) gu( )
PG e B e I

=0

I

—1
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-1 Esse exemplo demaonstra uma
manaira na qual as representaas em
séries de poténcis s&o Utels, Integrar
1/{i + x7) manuaimente &
incrivelmente dificd. Sistemas
algébricos computacionais devolvem
formas diferentes da resposta, mas
elos sfo todos extremamente
complicados. {Se vocd tiver um CAS,
experimente-o.} Na realidade € muito
mais fack idar com a resposta em
série infinfta obtida no Exempio 8lal
do que com a resposia finita dada por
um CAS.

Exercicios

SOLUCAD
{a) A primeira etapa é expressar o integrando, 1/{1 + x"), como uma soma de uma série
de poténeias. Como no Exemplo 1, comecamos com 2 Equagiic 1 ¢ trocamos x por —x

1 i -
1+ x7

2 ("1)”,\‘7’1 =1 - X'I + XH — e .
re=f)

If

Agora infegramos termo a termo:

x?nH

3 Uy

S (1) = C +
2 (~1a™dx Tt 1

=i}

N
-1+x7d/x—f

xS xlS 22
CHx—"od "0 = 4
RTINS T

Essa série converge para | ~x'| < 1,isto €, para |x| < 1.
(b) Aplicando o Teorema da Avaliagdo nfo importa qual antiderivada utilizamos; assim
vamos usar a antiderivada da parte (a) com C = {;

. 8 15 2 12
jg"'_.l_m;mdxt xwfmmyx m"')fmmnfn‘..
o 1 +x 22 o

1 1 1 1
T o 5+ -
2 g-2° 15.2° 2227

e
{Tn + 1)27!

Essa série infinita € o valor exato da integral definida, mas, como ¢ uma série alternada,
podemos aproximar a soma usando o Teorema da Estimativa de Séries Alternadas. Se
pararmzos de adicionar os termos com i = 3, 0 erro € menor que o termo com 71 = 4:

1
= 64 % 1071
29.2%
Assim temos
[ Loy~ L 0,40951374
S + __ -
o 1+ 278 15.2° 222 =

1. Se o raio de convergéneia da série de poténcias 57 c,x” for 10,
qual € o raio de convergéneia da série Zi; ne,x""'? Por qué?

318 © Encontre yma representaciio em série de poténeias para a
fungiio e determine o intervato de convergéacia.

2. Suponha que vocé saiba que a série 2. b.x" converge para 1
lx] < 2. O que vood pede dizer sobre 2 série a seguir? Por qud? 3= 1+ x & jla) = 1—x
I b .
ﬂ A_.—z+| 5 v _ SRR S
2 A A peye 10 =g
o o e B ikl k= £ = e . . 3 “
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X
8 flx) =
x5 S dx + 1

18 fix}=

& Flay =

N

. (x) = ’
S S =gTE

$1-12 o Expresse a fungiio como a soma de uma série de poténcias
usando primeiro fragdes parciais. Encontre o intervalo de
convergéncia.
3 . Tx — 1
) A s ey}
{a) Use diferenciagfio para achar a representacio em série de
poténcias para

1. flx) =

x) =
R0 1+ xy
Qual ¢ o raio de convergéncia?

(b) Use o item (a} para encontrar uma série de poténcias para
o 1
Jx) = W
{¢) Use item (b) para achar uma série de poténcias para

2

¥
1+ xy
1. (a) Ache uma representagio em série de poténcias para
Axy = 1In{l + x). Qual ¢ o raio de convergéncia?
(b) Use item (a) para encontrar uma série de poténcias para
Axy=x1n{l +x).
(¢) Use item (a) para achar uma série de poténcias para
Axy=In{x* + 1).

Jx) ==

18-18 O Encontre uma representacio em séric de poténeias para a
fungdo e determine o rajo de convergéncia.

e
(1 —2x¥
18 f(x) = arctg(x/3)

45 o =G -0

3

e
(x -2y

1B, fix) =

1. flx) =

B2 15-22 © EBncontre uma representaghio em série de poténeias pata f,
plote f e virias somas parcidis 5,(x) na mesma tela. O que acontece
guando n aumenta?

EE AR 20, Flx) =

e B i+ x
R o win<i wx) 22,

= In(3 + x) P

g2

)=

23~25 [ Avalie a integral indefinida como uma série de poténcias.
Qual ¢ o raio de convergéncia?

- In( — ¢
%%fiigdz 2. (Mdr
-

E !
T
. fiwég——’idx
=

26. fig"’{_xzédx
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24-30 0 Use uma séric de poténcias para aproximar a infegrai
definida com precisfo de seis casas decimais.

J’e}.z i
2.
. [ S

25, L"S.ﬁzg' () dx

04 )
28. fo 1a(l + x*dx
2. fm dx
1+ ;.

31, Use o resultado do Exempio 6 para caleular In 1,1 com
precisio de cinco casas decimais.

32. Mostre que a fungio

(— 1y
F) = gﬁ (2n)!

¢ uma sclugio da equacio diferencial
fixy + fla) =0

33. (a) Mostre que Jp (a fungdo de Bessel de ordem 0 dada no
Exemplo 4} satisfaz a equagio diferencial

UHx) + xdi(x) + xdofx) = O
{b) Avalie ioi Jo(x) dx com preeisio de trés casas decimais.

34, A fungdo de Bessel de ordem 1 € definida por

]I{".) _ i (“l}"x A%

(a) Mostre que J; satisfaz a equacio diferencial
G+ 2 () + (3~ D) =
(b} Mostre que Jilx) = —J,{x}.

. {a) Mostre que a funcio

x°

flx) = 2 ;
a=n I

€ uma solugdo da equacfo diferencial
Tx) = flx)

(b} Mostre que flx} = e”.

36. Seja f(x) = (sen nx)/n”. Mostre que a série X f,(x) converge
para todos os valores de x, mas gue a série de derivadas X fi(x)
diverge quando x = 2n, # um inteiro. Para quais valores de x
a série T £(x) converge?

AL Sejn
flay = g‘,“ﬁ;

Encontre 0s intervalos de convergéneia para f, fe 7

38. (ay Comegando com a série geomélrica 2. x”, enconire a
soma da série

x] <1
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{b) Enconire a soma de cada uma das séries a seguir 48 (a3 Compietando o guadrado, mostre gue
e ) el w B
0 ¥—x + 1 33

{c) Encontre a soma de cada uma das séries a seguir,

Gy 2 nln— D fxf< (b) Ao fatorar x* + 1 corno uma soma de cubos, reescreva
=2 A L a integral no item (a), Depois expresse /(0 + 1)
Gy 3 feon iy 3 n como a soma de uma série de poténcias ¢ use-a
o 2" amr 2" para provar 2 seguinte formula para
38. Use a série de poténcias para g 'x para provar a seguinte = .
expressfio para  come & soma de uma série infinita R 3,3 5 (b 2 + 1
sy 4 5% \3n+1 dn+2
SPY:D i
A % Qn + 3

Séries de Taylor e de Maclaurin

Na secfio anterior pudemos encontrar representagdes para uma certa classe restrita de
fungdes. Aqui investigaremos problemas rnais gerais: quais funcdes 18m representagdes em
série de poténcias? Como podemos achar tais representagSes?

Comegaremos supondo que f seja qualquer fungdio que pode ser representada por uma
série de poténeias.

fa=at+alr—a+ol—at+olr—ab +edx —ai* +--- fx —a| <R

[~}

Vames tentar determinar quais coeficientes o, devem ser termos de f. Para comegar, note que,
se colocarmos x = g na Equagfio 1, entfio todos os termos depois do primeiro sio O e obtemos

Sfla) = co
Pele Teorema 11.9.2, podemos diferenciar a série na Equacgdo 1 termo a termo:
2 ff=c+2c{x—a+3clx—a)l +dalx—a)P + - [x—a|<R
e a substituicdo de x == g na BEquagio 2 fornece
f "(a) =0y
Agora diferenciamos ambos os lados da Equaciio 2 e obtemos
Bl fa=20+2-3ax—a +3-4alx—a)* + -~ fx—al <R

Novamente colocameos x = g na Equacio 3. C resultado ¢
fHa) = 2c

Vamos aplicar o procedimento mais uma vez. A diferenciacfio da séne na Equagio 3 fornece

B

Fx) =230+ 2 -3 -delx—a) +3-4 - Scslx—al + - -- |z = al <R

[
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0 Exercicios

1. 8e flx) = Zyug bu{x — 3)° para todo x, escreva uma férmula
para by.
2. (a)} O grafico de f & mostrado. Explique por que a série
16— 08x~ D+ 04x ~1F -0 l{x— 1Y+
ndo & a série de Tavlor de feentrada em 1.
v

(b) Bapligue por que a série
28 +05x— 2+ 15— —0Ux—2F + -
ndo ¢ a série de Taylor de fcentrada em 2,

343 7 Enconire a série de Maclaurin para /{x) usando a definigio
de uma série de Maclaurin. [Assuma que f iem expansio em wma
série de poiéncias. Nio mostre que R.{x) — 0.] Também encontre
© 1aio de convergéneia associado.
; 4. f(x) =sen2x
6 flx}=1In{1 +x)
8. f(x) = xe*

10. f(x) = cosh x

S flx) = cos x
SR o=+ 07
7. fix) = o™
9. fix)=senhx

#1-iz ©7 Encontre a série de Taylor para f(x) centrada no valor
dado de a. [Assuma que f tem expansdo em uma série de poténcias.
Niio mostre que R.(x) > 0.]

M =1+x+x% a=2
A3 flo=e5 a=3

18 flx)=cosx, a=m

12, fx)=x°, a= —1
B fd=Ihx, a=2
16, fix)senx, a= w2

W fx =1 a=9 18 A)=x7% a=l

18. Prove que a série obtida no Exercicio 3 representa cos x para
todo x.

20. Prove que a série obtida no Exercicio 16 representa sen x
para todo x.

21. Prove que a série obtida no Exercicio 9 representa sinh x para
todo x.

22, Prove gue a série obtida no Exercicio 10 representa cosh x
para todo x.

2332 o Use uma série de Maclaurin derivada nesta seglio para
obter a série de Maclaurin para a fungfio dada.

23. f(x} = cos wx 28, f(x) = e
B/ =z 26, F{x} = seaix®)

EEY . . e B B s

B
g

27, f(x) = x%e™ ¢ f(x) = xcos 2x
2. f(0 = sen’ [Dica: Use sen’c = §(1 — cos 251

30, fx) = cos’x

SEBY se x =0
BL fy =4 x
1 se x = ()
Wi SUX e x# 0
32, flx)= x
: se x =0

33-3% U Encontre a série de Maclaurin de f(por qualquer método)
e seu raio de convergéncia. Plote f e seus primeiros polindmios na
mesma tela. O que vocd observa sobre a relagio entre esses
polindmios ¢ f7

B fixy=1+x

35, f(x) = cos{x?)

M A= e + pos x
36. fix) =27

37. Encontre a série de Maclaurin para ¢¥ e use-a para calcular
&™%2 com precisiio de cinco casas decimais.

38. Use a série de Maclaurin para sen x para caleular sen 3° com
precisio de cinco casas decimais,

3842 (> Avalie a integral indefinida como uma série infinita.

sen X
[EDY
X

3 X
e~ 1
e [<la
X

19. fx cos(x’) dx

#. | S dx

4348 ™ Use séries para aproximar a integral definida com a
precisio indicada,

43. L’ xcos (F)dx  (irds casas decimais)

#. g e) + seniildr (einco casas decimais)

ar  dx
[ S -8
45. ,L T (erro | << 1075)

6. L&S %% dx {|erro | < 0,001)

£7-88 1 Use séries para avaliar o limite.

Cox—igl
4, lim
5l x7
. 1 =~cosx
48 lim ——
=01+ x—e
e | SEDX — X F X7
B i et
i X
e B S, 5. .
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80 Use a séric do Fremplo 10(b} para avaliar

lim gx * X ol
x el X _;iT F
Encontramos esse limite no Exemplo 4 da Se¢ic 4.4 do {.]n 2 ) (I 2
Volume I usando a Regra de L'Hospatal trés vezes, Qual B0 1~ 2+ o e
A Al

método vocé prefere?
51-82 = {ise multiplicago ou divisdo de séries de poténcias para . i ' i
encontrar os irés primeiros termos difereates de zero na série de

Maclaurin para cada fungdo.

61, Prove a Desigualdade de Taylor paran = 2, isto €,
prove que, se | f™{x)] = M para |x ~ a| = 4, entio

: o oo v .M .
Bl y=e cosa 52 y = secx ]Rz()ﬁ)ég—té—!w&;*a{" for{x — a| =
53, yo= 54 y = ¢ In(l — x)
T osenx 62. {a) Mostre que a funcio definida por
Encontre a soma da série. 1 eV s x £ 0)
Xy o=
i x* 51yt - ) 0 se x = {}
s S-1 %2 S L |
2=l i = {2n)! nao € igual a sua série de Maclaurin.
(1t 72 (b} Plote a fun¢do na parte (a) e comente seu comportamento

57. 3

i AT 2 e 1

ProxXume da Grigein.

Projeto de Laboratéric &  Um Limite Elusivo

Este projeto envolve a fungéo

sen{tg x) — tgfsen x}

fix) =

arcsen(arcig x) — arciglarcsen x)

1. Use sen sistema de computagio algébrica (CAS) para avaliar f (x) para x = 1 0.1; 0,01; 0,001
e 0,0001. Parece que f {xJ tem um limite guando x — 07

i Use_-CAS par_a. plotar f proximo de'x = 0. Péfece que f(x) tem wm limite guando x — 07

3. Tente avaliar '-1'_i'm;.?@ﬂ'}é}'..com.é Regra de L'Hospital, usando seu C'AS para enconirar as
“derivadas do numeérador e do denoitiinador, O gue vocé descobrin? Quantas aplicactes da Regra

RO PP

F " o et B . B s . .



