A Equacao de Calor



Uma das EDP s classica da Fisica-
Matematica e a eguacao diferencial
parcial guer descreve: o fiuxe de: calor
Em| U colpo selido: E tma aplicacan
maisi recente e a gue descreve a
dissipacan de caler gerado pelo atrite
e VoS, espacials na re-entrada na
atimesiera terrestre.






Isolamento




Considere uma barra com Secao uniforme de um
materall NeMoeENED.

Seja ux ) a temperatura lecalizada em: X ne
lempe) £

[DEesejames desenvolVver um medelerpara
determinar o fluxo de caler atraves: da barra.

Para Ister devemes Seguiir alguns pPrHNACIRIeS hasIces
@as;fisica:

A. A guantidade de calor filindoe atraves da lharia
€ prepercienal e proporecionalla

multiplicade’ per Uma constante de
prepercienalidade: A(x) chamada a conautviaaae
termica de material.



B. O fluxo. de calor e semipré 10 SEntao
Aesae um Ponto. ae malor emperatra a
POALOS e Tenor: termperana:

C.. A quantiaaae aercalol: necessano) para
atngir a temperania ae Ui conpo. Ge 1iias54
1) el Ui a quantiaaaer Al e i c(x) AU,
OlIGE C(X) e Cliaiaaa ae: caloy: espPec/iico) ao
material.

ASSiI, para deteriihar a quantaaae dé
caAlor: querfitrataves ae Unia Secan.) ae
Supericie A em um Ui tenpo At estaraaao.

pela formuia:



Analogamente;, no ponto X +4x;
temos

Se no Intervalo [ x;, x#4x]1, no tempe Az,
existe algumea eutra fonte: de' caler adicienal,
COMG Por exemplo reacoes guimicas,
aguecimento oul correntes; eletrcas com
densidade de energia @¢x; ), a Vvaliacao
total de calor A£ esta dada pela formulas



AE = entrada de calor A — saida de

caler B + calor gerado.
Com AE = c(x) m Au, ende m = p(x) AV,

dividinde per (AX)(AL); e tomande limites
com Ax, e At — 0, obtemos:

ASSUMINGG qUe K, ¢, p SAe) CoNStantes,
lemos:



Condicees Iniciais e de
firontelra

Sa0 dadas cendicees Inicials e de frontella
para uex, ).

Considerames um medele matematico: pala
Uimas halia conduiora de: caler Iselada
termicamente;, Semi fientes, ou sUmIdoUes
COM CONAICEES de! firontelra NeMogENEas e
com Uima distriduicae) inicial de temperatura
dada por /(X)) :



A EfUaCA0 de calor uniaimensionai

—(xt) ,6’ (xt) O<x<L, t>0,

u(O,t):u(L,t):O, t>0,
u(x,0)=f(x), O<x<L



O metoedo de separacao de
Variavels
Propemes: Uma sellcao: da forma

U0 = X(%) (D)

Supstittinde; na equacan; OIEMes:

Que conduz a seguinte equacéao

temos



Condicees de fironteira

S@ estamos! Interessades na; selucae nao
tEVIalEX(05);, que: satistiaz:

Podemes considerar trées casos:
k=0 k>0¢e k<0



Caso (1): kx = 0. Neste caso temoes X(x) =0, a

solucae trvial

Caso (I): A= 0. Seja k = /4, entao subsituindo

temes X/7- /12X = 0. O conjunto fundamental

de solucoes e: { e ¥, e #¥1. E a selucao geral esta

dada por : X(x) =c, e + c, e

X0)=0 =c,+¢c,=0, e

X(L) =0=c, et +c,e’ =0, assim
c,(e<*-1)=0=c,=0ec,=0.

Malis; uma vez ohtemos a solucae trvial X(x) = 0.



Alnda bem gue temos mais um
caso () guando k < 0.

Novamente comecamos comi A = -1, 4 = 0.
X))+ A2 X(%) =0,
cUja equacan caracteristica é
2 A2 =07 o) ==
A selucae geral:
X(x) =c, e™ +c,e ™ ou:
X(x) =c,coSsAx +c,SInAX



Aplicander asi condicees de: frentelra temes
X(0) = X(L) = 0 gue implica que:
c,=0eéec,sinA L= 0, para gue Iste

acontecer deve ser 4 L = nxw, I.e.
A=nrx/Lou k=-(nr/L)~<
assim



Para 7 () - BkT(t) =0, k=-1°.

Re-esclevendo esta equacan; Como:
T '+ T=0o0u T ' =-Fi1 T.
V/Emes, gue as sellcees Sao da forna



UG t) = 2 U (xt), para todo. /.

Mais; precisamente,
Devemos ter

ISte) condlUz nevamente a gquestao) Se e
POSSIVEl representar a /() por uma sere de
E@UKIEr em SEnes; ?



A eguacao de calor
pidimensional

A distribuicae de temperatura em uma placa




time = 0.0025 time = 0.0250




AS eguacoes ne estado transitorio e no
estado estacionaro

Equacao de calor
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Metedes das Diferencas finitas
e dos Elementos finitos



Metedo das diferencas finitas




s

Resolverido a equaciio de LAPLACE

2+ O procedimento padrao consiste em particionar o
dominio gerando uma malha.

+ Cada no da malha é identificado como um elemento
na matriz e seu valor depende dos nés vizinhos.

@ZQ ~ Q1+1,j _2Qi,j +£)I—1,j

1 ou’ AU®
@ZQ i~ Q|,j+1 _ZQI,j +Q|,j—1
oV? AV?
&
0°Q  0°Q

o Ty




Para uma particae) for unifierme entao Al = AV

O que isto significa? Obtemos o valor em cada no fazendo a

média com os valores no noés vizinhos dispostos sobre uma cruz
‘+1.

Isto funciona para os nos localizados no interior da regiao.
Para os nos proximos da fornteira usamos os valores dados
pelas condicoes de fronteira.
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A eguacao paranelica




Trés esguemas de integracao
temperais

1. Explicito
2. Impliciie
3. Crank-Nicoelsen



Esguema Explicito




|mplicito

ESgUemea




Crank-Nicolson




Apreximacae das derivadas de
Segunda eradem




Apreximacae das derivadas de
pPrMEIra ordem: emi relacan; a x

forward

central




Apreximacae das derivadas de
pPrMEIra ordem:en relacae; a. )




Discretizacao temporal




Discretizacae esquema explicite




Discretizacae esguema Implicito




Discretizacae Usando 0 esguema de
Crank=Nicolsen
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