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DINAMICA DA CORDA
VIBRANTE

A equacao da onda unidimensional:
por que deveriamos estudar o
deslocamento de uma corda




Considere uma corda de comprimento L, levemente
esticada:

Na figura o deslocamento u tem sido propositalmente
exagerado... o e 3 sdo proximos de zero.
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Hipoteses simplificadoras

1) a corda tem um comprimento fixo L,

Il) a tensao é constante ao longo da corda e do
tempo;

Ill) a densidade da corda é constante ao longo
da corda e do tempo;

IV) 0S pontos da corda movimentam-se num
plano

V) a corda soO esta sujeita a forca de reacao nos
Seus extremos;

Vi) a velocidade de cada ponto é perpendicular
a reta que passa pelos seus pontos extremos
(eixo das abscissas),
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A equacao da onda 1-D

A equacao da onda unidimensional envolve apenas uma
unica variavel espacial.

Desde que assumimos gque o deslocamento e vertical as
componentes horizontais sao constantes e entao iguais.

T,cosa =T1,cos B =T = const .

As componentes da tensao na direcao vertical sao:
-T,senoe [,senf ;

Usando a Lei de Newton: F = m a = ( pAx ) PYE

O’u

IisinB—T smmo = pAx "




Dividindo pela componente horizontal obtemos a inclinagao
local da corda:
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Resolucao da Equacao de Onda the 1-D

Condicoes de Fronteira:
u(0,t) = 0 e u(L,t) = 0 para todo ¢ desde que
os extremos sao fixos em 0 e em L

Condicoes Inicials:
Deslocamento 1nicial,
u(x,0) = f(x)
Velocidade 1nicial,
ou

. g(x)
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1: Separacao de variaveis — duas EDOs.

Propomos uma solu¢dao como sendo o produto de duas funcoes:

u(x,t) =F(x)G(¢)

Diferenciando:

TU=k60 ot PG




o°’u  ,0u

Assim de 7 c )
temos (substituindo) F(x)G(t) =c*F"(x)G(®)
F(x)G(1) _ *F"(x)G(t) G(¢) _F'(x) i)

CGOF(X)  CGOFX) 260 F(x)

Ambos lados devem ser igual a uma constante porque variando apenas
X ou apenas ¢ nao mudam ambos lados simultaneamente.

Obtemos duas EDOs:

F'"(x)-kF(x)=0e |(G@)—c*kG()=0




F'(x)-kF(x)=0 e G()—c*kG(t)=0

2. Obter as solucoes das EDOs que satisfacam
as condicoes 1niciais € de fronteira:

u(0,t) =0 e u(lL,t) =10
u(0t) =FO)Gt) =0 e u(lt) =F(L)G®E) =0

As solucdes triviais sao 1gnoradas:
*G(t) =0
* F(x) = 0 que ¢ verdadeiro para
k=20




F'"(x)—kF(x)=0

para k = —p°: F"(x)+ p*F(x)=0

cuja solucao ¢
F(x)= Acos px + Bsin px

Aplicando as condi¢oes de fronteira obtemos

F(0)=A4=0¢F(L) = Bsin(pL) = 0

. pL = nx e escolhemos B = [

. N7

Fn(x):sme paral = 1, 2, ...




G(t)—c*kG(t) =0

Jaque kK = — 2= —(mZ'/L)Z
G(t)+ 22G(t) =0 A = %

A solucao obtida analiticamente ¢:

G (t)= B, cos(A t)+ B, sin(A ¢)

Assim as solu¢oes da equacao de Onda 1-D sao:

u,(x,0) =, (x)G, ()

- . N7
u (x,t)=(B,cosA t+B sinArt) sme paran=1,2, ..



Graficos da equacao de Onda 1-D

Instantaneas

Normal Modes of the Vibrating String: n =1

Normal Modes of the Vibrating String: n =2
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u(x,t)

0.4
-0.6

-0.8

Para cada instante temos uma sinusoide;

a seta mostra o sentido do deslocamento

Modos normais de vibracdo, n = 4, para varios instantes de tempo

-----

-0.2 %




3 O Principio de Superposicao

u(x,t) = Z u (x,t) = Z (B,cosAt+B sinA t)sin %x
n=I n=1

precisamos de uma soma convergente que satisfaca as
condi¢des 1niciais:

u(x,0) = f(x)

% (x,0) = g(x)



Considerando a primeira condicao inicial: Deslocamento

u(x,0) = ZB sin—x f(x)

f(x) esta dada por uma soma infinita de senos

Determinar B, de tal forma que u(x,0) seja a Scrie de
Fourier de f(x) (dada como a condig¢ao 1nicial do
deslocamento)

- —Jf(x)sm—dx




Para satisfazer a segunda condicao inicial: a velocidade,
dertvamos

u(x,t) = Zun (x,t) = Z(Bn cosAt+B sinAt) sme
n=1 n=l1
em relacdo a ¢, e calculamos %(x 0) , temos
—(x 0) = ZB A sin nzx =g(x)
n=1

g(x) esta dada per uma soma infinita de senos

Obter os coeficientes B~
equivale a obter as Scrie B, = j g(x)sin
de Fourier de g(x) T

n7rx
L

dx




Temos um bom motivo para
estudar como representar funcoes
com séries infinitas de funcoes
trigonometricas

As Series de Fourier




Resolvendo a Equacao de Onda
Unidimensional

Consideremos primeiro a equacao de onda com velocidade
inicial nula, g(x) =0

L
BZ =1 i g(X) sinnﬂdx -0 assim
cnme L

nT7
T

u(x,t) =) u,(x,t)= » B cos A, tsin .
n=lI n=1

2 . N7X
sendo B, =z£f(x)sm de



Exemplo Ache a solucao da equacao de onda se o deslocamento
inicial tem forma triangular e a velocidade ¢ 0:

fx) ="

(2k
T for 0 <x<L/2

zL—k(L—x) for L/2<x<L

\

8k . nm

Como g(x) =0, entdo B,*=0¢ B, =——simn—

Assim,

nm 2

a solucao tem a forma:

u(x,t) =— | 5 SIN—XCcoS—f——SIN—XCOS——1 + —...
1 L L L L

8k| 1 I e I . 3¢ 31c

2

32




A solucao da equacao u(x,t)de onda € uma
funcao de x e de t

Qualquer solucao da equacao de onda pode ser escrita
como u(x,t)= f*(x-ct) que representa uma onda que se
desloca para a direita com velocidade ¢ no trasocorrer
do tempo e f*(x + ct) representa uma onda que se
desloca para esquerda. Pelo Principio de Superposicao
temos que u(x,t) pode ser escrita em uma forma
compacta como:

u(x,t) =; £ (x—ct)+f (x+cb)]

Onde f* € uma extenséao periddica impar de f com periodo 2L



Exemplo

g(x)=0 para todo x

J(x)=+

—1<x<0
0<x<l1

nos outros casos

—/t=0
ct=1
ct=2
ct=3
— — X+ct

— —x+ct
- - - x-ct

- ' X-Ct




Solucao da equacao de onda: D’Alembert

O’u _ O’u , T
2 2 C =
81 8)6 o,
Introduzimos novas coordenadas: v e z
V=Xxtct
Z=X-ct

Assim, u# ¢ uma funcao de v e z. E as derivadas sao:
ux:uvvx+uzzx:uv+uz
uxx = (MV _|_qu - (MV + MJVVX + (uV + z/lJZZ)C I uVV _|_ 2Z/lVZ + uZZ
c
Uy = cz(uvv B 2uvz i uz)

Substituindo Uy, = C?U,, temos:

2 E

C (uvv n Zuvz o uz) —C (uvv T 2uvz T uzx) 5
du,=0=u,=0 ou

MVZ — — O
0zO0V




u_= o =0
0zOV

Integrando em relacdo a z obtemos: Z—u =h(v)
%

Integrando em relagdo a v temos: U= Ih(v)dv +y(2)

logo: u=0¢(v)+wy(z)

que leva a solugio: u(x,t) — (I)(x + Cf) + \|!(x — Ct)

c u,(x,t)=co'(x+ct)—cy'(x —ct)




D’Alembert’s satisfazendo as
condicoes Inicials
Temos que:  u(x,0) =f(x) e u(x,0) =g(x)
u(x,1)|_, =d(x) +wy(x) = f(x)
u,(x,1)_ =cd'(x)—cy'(x) = g(x)

Dividindo por ¢ e integrando em relacdo a x temos:

00~ () =k()+ - [gls)ds onde k() =) - v(x)



00~ w(x) = k() + - [ g(s)ds

Ty = f)

Dividindo por 2: |¢(x) = f(x) + —jg(s)ds +—k(x,)

@@=
D) = () = k() + - j g(5)ds

Dividindo por 2: V() => /()= j g()ds — k(x,)




A solucao de D’Alembert

u(x,t) =¢(x+ct)+wy(x—ct)
)

O(x +ct) = %f(x +ct) + ixj:%(s)ds + %k(xo)

> Resultados
anteriores

y(x—ct) = %f(x —ct) - ;C,Iig(S)dS - %k(xo)

= femeney - [5()d— ke ’

%g(x,t)— [f(x+Ct)+ f(x—ct)] +— j a(s)ds
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