Introducao as
EquacOes Diferencias Parcials

Problemas com Valor de Fronteira e com
Valores Iniclais
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Conteudo

Operadores Diferenciais

Condicoes Iniciais e de fronteira

Equacdes Diferenciais Parciais

Sistemas de coordenadas. Principio da superposicao
Exemplos

Séries de Fourier

A equacao de calor

A equacao da corda



Derivadas Parclais

Considere uma funcdo de duas ou mais variaveis, por exemplo f(x,y). Podemos
calcular as derivadas em relacdo a cada uma dessas variaveis:
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As derivadas parciais de maior ordem podem ser definidas recursivamente e
iIncluem derivadas cruzadas:
of ~ of f(X,y+8)-f (Xx,y=9)
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Considere a funcao: z = f(x,y) a derivada parcial de fem relacéo a
y no ponto (x,,y,) € denotada por £, (xy,y,). O numero £, (x,,y,) € a
Inclinac&o da reta tangente no ponto (x,,y,,2,) a curva situada na
superficie z=f(x,y). Esta curva é obtida pela interseccéo do plano

X=X, com a superficie z=f(x,y)
z =1(x.y)
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Equacoes Diferencias Parciais

Uma equacao diferencial parcial (EDP) é uma equacao que contém derivadas
parciais de uma funcao incognita de duas ou mais variaveis.

O estudo das EDP por Newton e Leibniz no século 17t marcaram o comeco de
uma nova ciéncia.

*Mecanica dos fluidos

*Transferéncia de calor

*Modelos em aguas rasas

*Modelos atmosféricos

*Modelos oceanografia

*Modelos populacionais

*Modelos em crescimentos de tecidos




Exemplos de quantidades dependentes do
espaco e do tempo

* c(x,y,t) = densidade populacional em um
ponto (x,y,f) em um instante de tempo

* S(x,t) = concentracao de uma substancia
guimica em um ponto x e em um instante ¢

e T(x,y,t) = temperatura na posicao (x,y) e
no

Instante t

* V(X,y,z, 1) = velocidade na posicao (x,y,z) e
no

Instante t



o O grafico de c(x,y)
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poderiamos T - -
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grafico da Pl L
superficie T(x,y) " v =i Taia o
para diferentes
valores de t.
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O que é uma EDP?

- Uma equacao contendo uma o mais derivadas
parciais de uma fungao (incognita) de duas ou
mais variaveis independentes

Qual é a ordem de uma EDP?
- A ordem de maior derivada
Homogénea vs. Nao homogénea

- Se cada um das parcelas de uma EDP contéem a
variavel dependente da equacéo ou alguma de
suas derivadas a equacao € homogénea ; senao e
nao homogénea.






EDP’s (lineares) :

Onda 1-D

Calor 1-D

Laplace

Txy) Poisson
j Onda 2-D

Laplace 3-D




Clasificacao de EDPs de 22 Ordem

e Classificamos as cbnicas ax?+bxy+cy?+dx+ey+f=0 como
sendo elipses/parabolas/hipérboles segundo o sinal do
discriminante: b2-4ac.

 Analogamente classificamos as EDPs de 22 ordem
au,,+bu, rcu,+du,+eu +fu+g=0:

b°-4ac <0 -—eliptica ( equilibrio)

b’-4ac =0 - parabdlica (difusédo)

b’-4ac > 0 - hiperbdlicas (ondas)

Em geral EDPs podem mudar de ponto a ponto



Para um problema determinado uma
solucéo Unica pode ser obtida pela
aplicacao de :
condicoes de fronteira
condicOes Iniciais

Principio de Superposicéao ( linearidade ):

Se u, e U, sao solucOes de uma EDP linear e
homogénea em uma regiao R, entao

Uu=cu,+cu,

também ¢ solucéo.



Problema com valor de Fronteira

o°u 82
. =0
OX ay
Determinea € b para a equacao de Laplace 2-D

Solugdgo:  U(X,y)=aln(x* +y)+b

u=0 X°+y’ =1

3 X2+y2:4.

u

alnl)+b=0 b=0
aln4)+b=3 * a=3/In(4)=2.1640



Solucao

u“+u,ﬂ=ﬂ

2-D Laplace Equation

Boundary Conditions Met
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Operadores Diferenciais

Um vetor que contém as primeiras derivas ou o gradiente de uma funcao:

of of of
ox oy oz

\'4i

Assim, nabla define o gradiente:

V= a’a’a
OX oy 0z

A soma das segundas derivadas de uma funcéao f(x,y,z), formalmente obtida como o
produto escalar de dois gradientes é chamado de Laplaciano:

) 0 0 O 0 0 O o° 0° 0’
A=V* = v : v = -t —+
oXx oy o0z )\ ox oy oz oX° oy° oz




*A divergéncia de uma fungao vetorial f(x,y,z)=[(f,(x,y,z), f,(x,y,2z), f5(x,y,z))]

€ a soma das primeira derivadas ou, equivalentemente o produto escalar de

f com nabla: div f =(V, f)=5f1+5f2+6f3
oXx oy o0z

*O rotor de uma funcao vetorial € o produto vetorial com nabla:
i j k
o 8 0 (af3 _of, _af, of of, 6f1j

rot f =|Vx f|= — = , ,
[ * ] OX oy 0z oy 0z OX 07 Ox oy

(X)) (%) fy(X).

Varias igualdades podem ser derivadas a partir dos operadores gradiente,
divergéncia, rotor e Laplaciano.



Exemplos: Dinamica dos Fluidos
A Equacao de Navier-Stokes

 Equacao de Navier-Stokes :
ou

. 1
5 =—(u-V)u+ovVu— =-Vp+f

d

onde u: campo de velocidades, p: pressao; v
‘Viscosidade, d : densidade; f: forcas externas

e Conservacao de Massa :

V-u=0



Exemplo — fluxo alrededor de um corpo sélido




Uma asa - 0,6 Mach




Exemplos: Eletromagnetismo
As Equacoes de Maxwell.

V-E=ple ?xﬁz—ﬁ—B
ot
V-B=0 ﬁxﬁzluga—E
ot

onde E : campo elétrico, B campo magnético, p:
densidade de carga, €: permissividade, e u:
permeabilidade do médio.



Outros Sistemas de
Coordenadas

Definimos o0s operadores diferenciais nas
coordenadas Euclidianas. Entretanto, as vezes é
mais conveniente ao uso de outros sistemas,
como o sistema de coordenadas esférico (r,¢@,6)
para problemas com simetrias esféricas ou |z
coordenadas cilindricas (p,p,z) para problemas
com simetrias cilindricas.

Usando as identidades:

¢ _Of _of or of op of 09
“OXx Orox Op Ox 06 O

0'f _of, _of, ar of, op of, 06
ox2 ox or ox 0o ox T 00 ox

X Coordenadas cilindricas



Em coordenadas cilindricas obtemos

of 1 6f . coordenadas esféericas
f, = —cos @ ————sin

op p o
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O Laplaciano em coordenadas cilindricas e
esféricas

cilindricas

o’ f 16f 1 0°f 62f

Af = >
op° p@p p° 0’ 62

esféericas:

1 0( ,0f 1 of(. ,of 1 o°f
Af =——|r +—— SIN0— [+ —5——; >
or) r?sin@ o6 060) r°sin“@ og
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