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Secção 5. Equações lineares não homogéneas. 
(Farlow: Sec. 3.6 a 3.8) 
 
 Vimos na secção anterior como obter a solução geral de uma EDO linear 

homogénea. Veremos agora como resolver o problema das equações não homogéneas. O 

seguinte teorema ser-nos-á extremamente útil: 

 

Se yp for uma solução particular qualquer da equação não homogénea: 

)()(')('' xfyxqyxpy =++  

e y1 e y2 forem duas soluções particulares linearmente independentes da equação linear 

homogénea correspondente 

0)(')('' =++ yxqyxpy , 

então qualquer solução da equação não homogénea pode ser expressa na forma: 

pph yyCyCyyy ++=+= 2211 . 

 

Para o caso geral de uma EDO não homogénea de ordem n viria: 

pnnph yyCyCyCyCyyy +++++=+= ...332211  

 É bastante simples demonstrar este teorema. Quer y (a solução geral), quer yp (a 

solução particular), verificam da EDO não homogénea: 

)()(')('' xfyxqyxpy =++  

)()(')('' xfyxqyxpy ppp =++ . 

Subtraindo uma equação pela outra: 

0))(()')((')'( =−+−+− ppp yyxqyyxpyy . 

Ou seja, (y - yp) é solução da equação homogénea. Mas vimos na  secção anterior que a 

solução única da equação homogénea é: )()()( 2211 xyCxyCxyh += . Logo: 

pphhp yxyCxyCyyyyyy ++=+=⇒=− )()( 2211 ,  c.q.d. 

 

 Podemos agora delinear a estratégica de resolução de uma EDO não homogénea:  

1. Encontrar a solução geral da equação homogénea correspondente (yh): 

Teorema 
Solução geral 
da equação 
não 
homogénea 
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0)(')('' =++ yxqyxpy  

2211 yCyCyh +=  

2. Encontrar uma solução particular da equação não homogénea (yp): 

)()(')('' xfyxqyxpy =++  

...=py  

3. Obter a solução geral da equação não homogénea (y): 

ph yyy +=  

 

Mas… e como encontramos a solução particular da equação não homogénea, yp? 

Vamos ver alguns métodos que podem permitir responder a esta questão. 

Método dos coeficientes indeterminados 
 Este método aplica-se a equações de coeficientes constantes em que o termo f(x) é 

uma exponencial, um polinómio, um seno, um coseno ou um produto dessas funções. 

Vamos ilustrar a sua aplicação com alguns exemplos. 

 

 

f(x) é uma exponencial: 

xeyyy 232''' =−+  

Usando um raciocínio semelhante ao da Secção 4, concluímos que uma função cuja 

combinação linear com as suas derivadas possa gerar a exponencial é a própria exponencial. 

Assim, fará sentido dizer que uma solução particular desta EDO não homogénea terá a 

forma: 

x
p Aey 2= . 

O coeficiente A é obtido por substituição de yp na EDO: 

4
3

3224 2222 =⇒=−+ AeAeAeAe xxxx . 

Logo: 

Exemplo 1 
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x
p ey 2

4
3

= . 

E a solução geral da equação linear não homogénea será (yh já tinha sido obtido num 

exemplo da Secção 4): 

xxx
ph eeCeCyyy 2

2
2

1 4
3

++=+= − . 

 

 

 

f(x) é um polinómio: 

284'' xyy =+  

Se o resultado da combinação de yp com as suas derivadas é um polinómio de ordem 

n, então yp também deverá ser também um polinómio de ordem n: 

CBxAxyp ++= 2  

Determinamos os coeficientes substituindo yp na EDO. Primeiro calculamos yp’ e yp’’: 

BAxy p += 2'  

Ay p 2'' =  

Substituindo: 

22 84442 xCBxAxA =+++  

22 8)42(44 xCABxAx =+++  









−=
=

=

⇒








=+
=

=

1
0

2

042
04

84

C
B

A

CA
B

A

 

Ou seja, a solução particular é: 

12 2 −= xy p  

E a solução geral é (yh já era conhecido): 

12)2sin()2cos( 2
21 −++= xxCxCy  

 

 

Exemplo 2 
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f(x) é um seno (ou um coseno): 

xyy sin2'' =−  

 yp poderá ser a combinação linear de um seno com um coseno:  

xBxAy p cossin +=  

xBxAy p sincos' −=  

xBxAy p cossin'' −−=  

Substituindo na EDO: 

xxBxAxBxA sin2cossincossin =−−−−  

xxBxA sin2cos2sin2 =−−  





−=
=

1
0

A
B

 

E então: 

xy p sin−= . 

Logo a solução geral será: 

xeCeCy xx sin2
2

1 −+= − . 

  

 Podem surgir, por vezes, situações em que a resolução se complica ligeiramente. 

Vejamos um exemplo: 

 

 

xeyyy 232''' =−−  

 Tal como anteriormente, propomos que a solução particular terá a forma: 

x
p Aey 2=  

Substituindo na EDO: 

Exemplo 3 
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xxxx eAeAeAe 2222 3224 =−−  

0 = 3   Impossível!!! 

Chegamos a uma impossibilidade! Porquê? Acontece que x
p Aey 2=  é solução da equação 

homogénea correspondente, logo nunca poderia ser também solução da equação não 

homogénea: 

02'''2 =−−⇒= yyyAey x ! 

Não nos apercebemos deste facto porque fomos procurar a solução particular da 

equação não homogénea antes de procurar a solução geral da equação homogénea. 

Normalmente, teríamos obtido primeiro a solução geral da equação homogénea 

correspondente e detectado imediatamente o problema.  

Mas então, o que fazer nestas circunstâncias? Teremos que adoptar como solução 

particular: 

xs
p Aexy α= , 

em que s é o menor inteiro que faz com que yp não ocorra também na solução da equação  

homogénea correspondente. 

Para os restantes casos que vimos anteriormente, correspondentes às outras formas 

possíveis de f(x), deveremos usar: 

)cossin(

...)( 1

xBxAxy

BxAxxy
s

p

nns
p

+=

++= −

 

 

 Vamos ver mais um exemplo, em que iremos seguir o procedimento completo até 

chegar à solução geral: 

 

 

Encontrar a solução geral de: 

xeyyy =+− '2''  

1. yh = ? 

A equação homogénea correspondente é: 

Exemplo 
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0'2'' =+− yyy . 

A equação característica é então: 

10122 =⇒=+− rrr   (raiz dupla) 

Logo: 

xx
h xeCeCy 21 += . 

2. yp = ? 

xe  e xxe  são soluções da equação homogénea. Logo, yp terá que ser: 

xxxxxxx
p

xx
p

x
p

AexxAeAeAexxAexAeAey

AexxAey

Aexy

22

2

2

42222''

2'

++=+++=

+=

=

 

Substituindo na EDO obtemos: 

2
1

1)2442( 222 =⇒=+−−++ AxxxxxA . 

Portanto: 

x
p exy 2

2
1

= . 

E a solução geral será: 

xx exexCCy 2
21 2

1
)( ++= . 

 

 Vamos considerar outro exemplo, um pouco mais geral: 

 

 

)(9'6'' xfyyy =+−  

 Primeiro resolvemos a equação homogénea correspondente: 

30962 =⇒=+− rmm   (raiz dupla) 

Logo: 

xx
h xeCeCy 3

2
3

1 += . 

A forma de yp dependerá da forma de f(x). Por exemplo : 

Exemplo 

xx
h xeCeCy 3

2
3

1 +=
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Preste particular atenção aos exemplos d. e e. 

a. xxf += 2)( BxAy p +=⇒  

b. xexf 2)( = x
p Aey 2=⇒  

c. xxf 2cos)( = xBxAy p 2sin2cos +=⇒  

d. xexf x 2cos)( 2= )2sin2cos(2 xBxAey x
p +=⇒  

e. xexxf x 2cos)2()( 2+= )2sin2cos()( 2 xDxCeBxAy x
p ++=⇒  

E se fosse: 

xexxf 3)2()( +=  ? 

Iríamos propor: 

x
p eBxAy 3)( += , certo?  

ERRADO! Repare que se yp tiver esta forma, ficaria então: 

xx
p BxeAey 33 += . 

Mas quer xe 3 , quer xxe3 , são soluções da equação homogénea! Iríamos cair novamente 

numa impossibilidade! Vamos usar a técnica anterior e multiplicar a solução proposta por x : 

xxx
p eBxAxeeBxAxy 3233)( +=+=  

não basta, pois volta a haver uma repetição: xxe3  aparece na solução da equação 

homogénea. Voltando a multiplicar por x : 

x
p eBxAxy 32 )( +=  

Agora não há de facto sobreposição. Esta é a solução particular a adoptar. 

 

 O método dos coeficientes indeterminados apresenta a óbvia limitação de ser apenas 

aplicável a equações de coeficientes constantes. Veremos a seguir uma outra técnica, mais 

genérica. 

Método da variação de parâmetros 
 Este método aplica-se a quaisquer EDOs lineares, de coeficientes constantes ou não. 

Recordemos a forma geral da equação linear não homogénea de segunda ordem: 
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)()(')('' xfyxqyxpy =++ . 

A solução geral da equação homogénea correspondente é: 

)()()( 2211 xyCxyCxyh += . 

O método da variação de parâmetros diz-nos que uma solução particular da equação não 

homogénea pode ser obtida a partir de yh, substituindo as constantes por funções 

desconhecidas de x: 

)()()()()( 2211 xyxvxyxvxy p +=  

v1 e v2 são os tais “parâmetros” que teremos que determinar. Como? Adivinharam! 

Substituímos yp na equação diferencial não homogénea e tentámos daí obter uma relação (ou 

relações) que nos permita obter v1 e v2.  

Primeiro, vamos calcular as derivadas de yp : 

''''' 22221111 yvyvyvyvy p +++=  

Como temos duas incógnitas e sabemos de antemão que a substituição na EDO só nos irá 

proporcionar uma equação, teremos que arranjar uma equação adicional. Parece lícito então 

procurar uma relação que nos facilite o tratamento matemático. Realmente, se na expressão 

da primeira derivada obrigarmos a que: 

0'' 2211 =+ yvyv , 

esta ficará simplesmente: 

''' 2211 yvyvy p += . 

E a segunda derivada virá: 

'''''''''' 22221111 yvyvyvyvy p +++= . 

Substituindo na EDO: 

)())((
)'')(()''''''''(

2211

221122221111

xfyvyvxq
yvyvxpyvyvyvyv

=++
++++++

 

( ) ( )
)(''''

)(')('')(')(''

2211

22221111

xfyvyv
yxqyxpyvyxqyxpyv

=++
++++++

 

As expressões entre parentes na equação anterior são nulas, uma vez que y1 e y2 são 

soluções particulares da equação homogénea. Ficámos assim com: 

Forma da 
soluç ão particular 
- método da var. 
de parâmetros 
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)('''' 2211 xfyvyv =+ . 

Obtivemos assim duas relações que nos permitem obter v1 e v2: 





=+
=+

fyvyv
yvyv

''''
0''

2211

2211  

Ou, na forma matricial: 









=
















fv

v
yy
yy 0

'
'

'' 2

1

21

21  

Resolvendo o sistema recorrendo à regra de Cramer obtemos: 

W
fy

yy
yy
yf
y

v 2

21

21

2

2

1

''

'
0

' −==       
W

fy

yy
yy
fy

y

v 1

21

21

1

1

2

''

'
0

' −==  

∫∫ −=−= dx
W

fy
vdx

W
fy

v 1
2

2
1  

 

 

Encontrar a solução geral da EDO: 

x
yy

sin
1

'' =+  

Começamos por resolver a equação homogénea. A equação característica é: 

imm ±=⇒=+ 012 . 

O que conduz a: 

xCxCyh cossin 21 += .  

Agora procuramos uma solução particular da equação não homogénea. É de notar que o 

método dos coeficientes indeterminados não se aplica a esta EDO (porquê?). Vamos então 

aplicar o método da variação de parâmetros: 

xvxvy p cossin 21 +=   

Os parâmetros são determinados a partir do sistema: 

Exemplo 
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










=
















− xv

v
xx

xx

sin
1

0

'
'

sincos
cossin

2

1  

1cossin 22 −=−−= xxW  

xdxx
x

dx
W

xx

x

v sinln
1

sin
cos

sinsin
1

cos0

1 =
−

−
=

−
= ∫∫  

xdxdx
W

xx
x

v −=
−

== ∫∫ 1
1sin

1cos
0sin

2  

E então: 

( ) xxxxy p cossinsinln −= . 

A solução geral da EDO fica assim: 

( ) xxxxxCxCyyy ph cossinsinlncossin 21 −++=+= . 

 

 

 Em resumo: 

 

 
 
 

 

 
Obter a sol. geral da eq. homogénea 

correspondente,  0)(')('' =++ yxqyxpy , 
 a partir da combinação linear de duas sol. 
particulares linearmente independentes: 

)()(')('' xfyxqyxpy =++

2211
yCyCy

h
+=

(se apenas conseguirmos obter uma sol. 
particular, a segunda pode ser obtida pelo 

Método d’Alembert) 

Obter uma sol. particular da eq. não 
homogénea (pelo método dos 

coeficientes indeterminados ou pelo 
método da variação de parâmetros): 

 
...=py

Obter a solução geral da 
eq. não homogénea: 

Resolver a eq. linear não homogénea: 

ph yyy +=
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