5. Equacdes lineares ndo homogéneas.

Seccao 5. Equacdes lineares ndo homogéneas.
(Farlow: Sec. 3.6 a 3.8)

Vimos na seccdo anterior como obter a solugdo geral de uma EDO linear
homogénea. Veremos agora como resolver o problema das equacdes ndo homogéneas. O

seguinte teorema ser-nos-a extremamente Util:

Teorema

Solucéo geral
da equacdo
nédo
homogénea

Seyy, for uma solugdo particular qualquer da equagdo ndo homogénea:
y"+p(X)y+a(x)y = f(x)
e y1 e Yy, forem duas solucdes particulares linearmente independentes da equacdo linear

homogénea correspondente
y"+p(x)y+a(x)y =0,
entdo qualquer solucdo da equacdo ndo homogénea pode ser expressa na forma:

Y=Y tY, =Cy, +Cy, + Yo -

Para 0 caso geral de uma EDO n&o homogénea de ordem n viria:
Y=YatYy, = Gy, +Cy, +Cy; +..+C y, + Yo

E bastante simples demonstrar este teorema. Quer y (a solugdo gerd), quer v, (a

solucdo particular), verificam da EDO ndo homogénea:
y"+p(X)y+a(x)y = f(x)
Yo " tP(X)Y, +a(x)y, = f(x).
Subtraindo uma equagao pela outra:
(Y- ¥p) +p(X)(Y- y,)+d(¥)(y- y,)=0.
Ou sgja, by - yp) € solucéo da equagdo homogénea. Mas vimos na secgdo anterior que a

solucdo unica da equagdo homogénea €: y, (x) =C,y,(x) +C,y,(X) . Logo:

Y- Y, =Y P Y=Y +Y, =C (X +CLy, (X +y,, cad

Podemos agora delinear a estratégica de resolucéo de uma EDO n&do homogénea:

1. Encontrar a solucéo geral da equacdo homogénea correspondente (yr):
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Exemplo 1

5. Equacdes lineares ndo homogéneas.

y"+p(x)y+a(x)y =0
Yo =G+ Gy,
2. Encontrar uma soluggo particular da equagdo ndo homogeénea (yp):
y"+p(x)y+a(x)y = f(x)
Yp =
3. Obter asolucdo geral da equacéo ndo homogénea (y):

y:yh+yp

Mas... e como encontramos a solugéo particuar da equacd ndo homogénea, y,?
Vamos ver alguns métodos que podem permitir responder a esta questao.

Método dos coeficientes indeterminados
Este método gplicase a equacdes de coeficientes constantes em que o termo f(x) é

uma exponencial, um polinbmio, um seno, um coseno ou um produto dessas funcgoes.

Vamos ilustrar a sua aplicagdo com alguns exemplos.

f(x) € umaexponencial :

y'+y-2y=3e”
Usando um raciocinio semelhante ao da Seccdo 4, concluimos que uma funcdo cuja
combinacdo linear com as suas derivadas possa gerar a exponencial é a propria exponencial.

Assim, fard sentido dizer que uma solucdo particular desta EDO ndo homogénea tera a

forma:
y, = Ae™.
O coeficiente A € obtido por substitui¢éo de y, na EDO:

4Ae* +2Ae** - 2Ae** =3e* b A= %

Logo:
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5. Equacdes lineares ndo homogéneas.

3
yp:ZeZ .

E a solucéo gera da equacdo linear ndo homogénea sera (yn ja tinha sido obtido num
exemplo da Seccéo 4):

Y=Y 1Y, :Clejx +Czex+%ezx-

Exemplo 2
f(x) éum polinémio:

y''+4y = 8x°
Se o resultado da combinagéo dey, com as suas derivadas € um polindomio de ordem
n, entéo y, também devera ser também um polindmio de ordem n:
y, = A +Bx+C
Determinamos os coeficientes substituindo y, na EDO. Primeiro calculamosy,’ eyy'’:
Y, =2AX+B
y,''=2A
Substituindo:
2A+4AX° +4Bx +4C =8x°
AAX? + 4BX + (2A+ 4C) = 8%?

4A= | A=2
i

4B b {B=0
2A+4C=0 1{C=-1

8
0

—— ———

Ou sgja, a solucdo particular €&
y,=2x*-1
E a solugdo geral € (yn ja era conhecido):

y=C, cos(2x) +C, dn( 2x) + 2x*- 1

Pagina 3 da Seccéo 5



Exemplo 3

5. Equacdes lineares ndo homogéneas.

f(x) €um seno (ou um coseno):
y'-y=2dn x
Yp podera ser a combinagdo linear de um seno com um coseno:

Y, = Asn x+Bcosx
Yy, = Acosx- Bdn x
Yy, '=- Adn x- Bcosx
Substituindo na EDO:
- Agn x- Bcosx- Adn x- Bcosx=23n x

- 2Adn x- 2Bcosx =249n x

i B=0
1A=-1

E ent&o:
Y, =-8nx.

Logo a solucéo gera sera

y=Ce*+C,e*-dnx.

Podem surgir, por vezes, situagbes em que a resolucéo se complica ligeiramente.

Vgamos um exemplo:

yll_ yl- 2y - %ZX
Tal como anteriormente, propomos que a solugdo particular tera a forma:
y, = Ae™

Substituindo na EDO:
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Exemplo

5. Equacdes lineares ndo homogéneas.

4Ae” - 2Ae”* - 2Ae”* =3e™

0=3 Impossivel!!!
Chegamos a uma impossibilidade! Porqué? Acontece que y, = Ae’™* é solugdo da equacio
homogénea correspondente, logo nunca poderia ser também solucdo da equacdo ndo
homogénea:

y=Ae* b y"-y-2y=0!

N&o nos apercebemos deste facto porque fomos procurar a solugdo particular da

equacdo ndo homogénea antes de procurar a solucdo gera da equacdo homogeénea.
Normalmente, teriamos obtido primeiro a solucdo geral da equacdo homogénea

correspondente e detectado imediatamente o problema.
Mas entéo, o que fazer nestas circunstancias? Teremos que adoptar como solucéo
particular:
y, = XAe”,
em que s é o menor inteiro que faz com que Yy, Ndo ocorra também na solucéo da equagéo
homogénea correspondente.
Para 0s restantes casos que vimos anteriormente, correspondentes & outras formas
possiveis de f(x), deveremos usar:
Y, = X°(AX" +Bx" ' +..)

Yy, = X*(Asin x+ Bcosx)

Vamos ver mais um exemplo, em que iremos seguir o procedimento completo até

chegar a solugdo geral:

Encontrar a solugdo geral de:
y'-2y+y =€
1. Yh = ?

A equacdo homogénea correspondente é:
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y'-2y'+y=0.
A eguacdo caracteristica € entdo:
r’-2r+1=0b r =1 (raizdupla)
Logo:
y, = C,e* +C,xe”
y, =Ce* +C,xe".
2. Yp=7?
e’ e xe* sdo solugdes da equagdo homogeénea. Logo, Y, terd que ser:
Y, = X°Ae
y,'= 2XA€ + X°Ae
Y, '= 2A€" +2xAe" + 2XAE" + X° A" = 2Ae" + 4XAE" + X Ae”
Substituindo na EDO obtemos:
1

A(2+4x+ X2 - 4x- 2x2+x*)=1P A=§.
Portanto:
1 2 X
==x%e".
Yo >
E asolugdo geral ser&

y=(C,+C, X)€" +%x2ex.

Vamos considerar outro exemplo, um pouco mais geral:

Exemplo
y"- 6y'+9y = f(x)

Primeiro resolvemos a equacdo homogénea correspondente:
m?- 6m+9=0b r =3 (raizdupla)
Logo:
y, =C,e™ +C,xe™.

A forma dey, dependera da forma de f(x). Por exemplo:
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5. Equacdes lineares ndo homogéneas.

Preste particular atencéo aos exemplosd. ee.
a f(x)=2+xpP y,=A+Bx
b. f(x)=e*P y, =Ae™
c. f(x)=cos2x b y, = Acos2x+Bsn 2x
d. f(x)=e*cos2x b Y, =e®(Acos2x + Bsn 2x)
e f(x)=(2+xe™cos2x Py, =(A+Bx)e* (Ccos2x+ Dsin 2x)
E se fosse:
f(x)=(2+x)e* ?
[riamos propor:
y, = (A+Bx)e™, certo?
ERRADO! Repare que se Y, tiver esta forma, ficaria ent&o:
y, =Ae™ +Bxe™.

Mas quer e*, quer xe™, so solugles da equacido homogéneal Iriamos cair novamente

numa impossibilidade! Vamos usar a técnica anterior e multiplicar a solugéo proposta por X:
Y, =X(A+Bx)e™ = Axe™ + Bx“e™
ndo basta, pois volta a haver uma repeticdo: xe™ aparece na solugdo da equacéo
homogénea. Voltando a multiplicar por X:
Y, = X*(A+ Bx)e™

Agora ndo ha de facto sobreposicéo. Esta € a solucéo particular a adoptar.

O método dos coeficientes indeterminados apresenta a 6bvia limitagdo de ser apenas
aplicavel a equacBes de coeficientes constantes. Veremos a seguir uma outra técnica, mais
gerérica.

Método da variacdo de parametros

Este método aplica-se a quaisquer EDOslineares, de coeficientes constantes ou néo.

Recordemos a forma geral da equacdo linear ndo homogenea de segunda ordem:
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5. Equacdes lineares ndo homogéneas.

y"+p(X)y+a(x)y = f(x).
A solucdo geral da equacdo homogénea correspondente é:
Yo (X) = Cyya(X) + Gy, (X) .

O método da variagdo de pardmetros diz-nos que uma solucdo particular da equagdo réo

homogénea pode ser obtida a partir de yh, subgtituindo as constantes por funges

desconhecidas de x:
Forma da —
solug &o particular yp(X) - Vl(x) yl(X) + VZ(X) yz(x)
- método da var. . - .
de parametros Vi € Vo S80 0s tais “parametros’ que teremos que determinar. Como? Adivinharam!

Substituimosy, na equagdo diferencial rio homogenea e tentamos dai obter uma relagéo (ou
relacdes) que nos permita obter vy € Vs.

Primeiro, vamos calcular as derivadas deyy:
Yo SV Vit VY HY, Y, VLY
Como temos duas incognitas e sabemos de anteméo que a substituicdo na EDO 5 nos ira

proporcionar uma egquacdo, teremos que arranjar uma equacdo adicional. Parece licito entdo

procurar uma relacdo que nos facilite o tratamento matemético. Realmente, se na expressao
da primeira derivada obrigarmos a que:

V'Y +V,'Y, =0,
esta ficara simplesmente:

Yo EViYi VLY,
E a segunda derivada vira:

Yo SV VY T, YV, Y,
Substituindo na EDO:

(Vl' yl'-'-vlylI I+V2I y2'+V2 yZ' I) + p( X)(Vlyl'+v2 yZ') +
+90)(ViYs +V,Y,) = (%)

V(PO Y ()Y )+ V(Y '+ P(X) Y, +A(X) Y, ) +
+V,'Y Y,y = F(X)

As expressdes entre parentes na equacdo anterior $0 nulas, uma vez que y; € Y, S0

solucdes particulares da equacdo homogenea. Ficamos assim com:
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5. Equacdes lineares ndo homogéneas.

V'Y LY, = (X))

Obtivemos assim duas relages que nos permitem obter vy e va:
\I,Vlly1+V2'y2 :O
TV Y Y, =

Ou, na forma matricial:

ey Y. Uew'u_e0u
e, e, U ey
ey1 Y 2 U efu

Resolvendo o sistema recorrendo aregra de Cramer obtemos:

‘0 Y, y, O

V= DAL v,'= i fl - wf
Yi Y W Yi Yo W
Vi Yol Vi YZ‘

v, -O—‘></2Vf dx V2:'O_\)\/,1Vf dx

Exemplo
Encontrar a solucédo geral da EDO:

" 1
yty=—-—
an x

Comecamos por resolver a equacdo homogénea. A equacdo caracteristica é:

m?+1=0pP m==+i.
O que conduz a

Yy, =C,9n x+C, cosx.
Agora procuramos uma solucdo particular da equacdo réio homogénea. E de notar que o
método dos coeficientes indeterminados ndo se aplica a esta EDO (porqué?). Vamos entéo

aplicar o método da variacéo de parametros:
Y, =V, SN X+V, COS X

Os parametros sao determinados a partir do sistema:
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ésn X cosx Ugv;'U
&osx - sin x@zﬁ

W=-9n?x- cos’x=-1

0 COS X

}gnx - anx
v, = W

COS X

de =Inlsin x|

E ento:
Y, = (In|s'n xl)s'n X- XCOSX.
A solucéo geral da EDO ficaassm:

Y=Y, +Y, =C,8n x+C, cosx+(|n|s'n xi)s'n X- XCOSX.

Em resumo:
Resolver a eq. linear ndo homogénea:

y'+p(x)y+a(x)y = f (x)

Obter a sol. geral da eg. homogénea

" X -~ Obter uma sol. particular da eq. ndo
correspondente, y"+p(x)y+q(x)y =0, homogénea (pelo método dos

a partir da combinacéo linear de duas sol. coeficientes indeterminados ou pelo
particulares linearmente independentes: método da variacdo de parametros):

yh = Clyl * C:2y2

(se apenas conseguirmos obter uma sol.
particular, a segunda pode ser obtida pelo
Método d’Alembert)

Yp =

Obter asolugao geral da
eg. ndo homogénea:

Y=YntYp
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Sumario da Secc¢éo 5
» Solucdo gera da equacdo ndo homogénea
» Método dos coeficientes indeterminados

» Método davariagdo de parametros

Pagina 11 da Seccao 5



