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Lista 2

1. Seja x∗ minimizador local de f em Ω ⊂ Rn, e x(t) uma curva em Ω de classe C1 partindo
de x∗, i.e., x : [0, ε]→ Ω tal que ε > 0, x(0) = x∗. Mostre que ∇f(x∗)

>x′(0) ≥ 0.

2. Seja x(t) uma curva fact́ıvel em Ω de classe Ck partindo de x∗ ∈ Ω. Qual a condição
necessária de segunda ordem baseada em curvas?

3. Encontre exemplos onde:

(a) x∗ é minimizador local de f em Ω, mas ∇f(x∗) 6= 0.

(b) x∗ é minimizador local de f em Ω, ∇f(x∗) = 0 mas ∇2f(x∗) não é semidefinida
positiva.

(c) Ω aberto, ∇f(x∗) = 0, mas x∗ não é minimizador local.

(d) Ω aberto, ∇f(x∗) = 0, ∇2f(x∗) é semidefinida positiva, mas x∗ não é minimizador
local.

(e) Ω aberto, x∗ é minimizador local estrito mas ∇2f(x∗) não é definida positiva.

4. Seja f ∈ C1 uma função convexa em um convexo Ω. Mostre que se x∗ ∈ Ω é tal que

∇f(x∗)
>(y − x∗) ≥ 0, ∀y ∈ Ω,

então x∗ é minimizador global de f em Ω.

5. Mostre que se h(x) = Ax− b, e x∗ é minimizador local de f em Ω = {x ∈ Rn |h(x) = 0},
a hipótese de regularidade não é necessária para provar a existência de multiplicadores de
Lagrange λ ∈ Rm tais que

∇f(x∗) + Jh(x∗)
Tλ = 0.

6. Demonstre as condições necessárias de primeira ordem para o problema de minimizar f
sujeita a Ω = {x ∈ Rn |h(x) = 0} usando o seguinte argumento: se x∗ é minimizador local
regular, então é posśıvel usar o teorema da função impĺıcita para transformar tal problema
em um problema irrestrito e as condições de otimalidade do problema irrestrito implicam
nas condições necessárias para o problema original.

7. Considere o problema perturbado P (ε):

min f(x)

s.a h(x) = ε,

e seja x∗ solução regular de P (0). Denotando x∗ = x(0) e usando as condições de otimali-
dade de P (ε) e o teorema da função impĺıcita para definir x(ε), mostre que

∂f

∂εi
(x(0)) = −λi, para i = 1, 2, . . . ,m.

8. Provar que se x∗ é minimizador local de f em Ω = {x ∈ Rn |h(x) = 0}, onde f, h ∈ C1
então existem multiplicadores λ0, λ1, . . . , λm, nem todos nulos, tais que:

λ0∇f(x∗) +
m∑
i=1

λi∇hi(x∗) = 0.



9. Sejam f, g, p, q : R2 → R, f, g ∈ C1 não lineares, p e q lineares e considere o conjunto
Ω = {x ∈ R2 | g(x) ≤ 0, p(x) ≤ 0, q(x) ≤ 0}. Desenhar o gradiente de f e o conjunto Ω
nas seguintes situações:

a) x∗ é um minimizador local de f em Ω tal que g(x∗) < 0 e p(x∗) = q(x∗) = 0 e
um dos multiplicadores de Lagrange associados às restrições lineares é zero.

b) x∗ é ponto regular tal que g(x∗) < 0 e p(x∗) = q(x∗) = 0 mas não é um minimiza-
dor local de f em Ω.

c) x∗ é um minimizador local de f em Ω tal que g(x∗) = p(x∗) = 0, q(x∗) < 0 mas
não é um ponto regular de Ω.

10. Uma direção d ∈ Rn é dita tangente em x∗ ∈ Ω = {x ∈ Rn |h(x) = 0, g(x) ≤ 0}, se existe

{xk} ⊂ Ω tal que xk → x∗ e
xk − x∗
‖xk − x∗‖

→ d

‖d‖
. Mostre que se d é tangente em x∗ então

∇hi(x∗)>d = 0, ∀i e ∇gj(x∗)>d ≤ 0 para todo j ı́ndice de restrição ativa em x∗.

11. Consider o problema de minimizar uma quadrática em uma bola B(0,∆):

min
x

1

2
x>Bx+ c>x

s.a ‖x‖22 ≤ ∆2.

Quais as condições de otimalidade para este problema? Quando a solução é única?

12. Mostre que se x∗ é minimizador local de

min
x

f(x)

s.a Ax = b,

com f ∈ C1(Rn), então d∗ = 0 é solução de

min
d

∇f(x∗)
>d

s.a Ad = 0.

13. Sejam f : Rn → R e h : Rn → R funções continuamente diferenciáveis. Considere o
problema de minimizar f(x) sujeito a h(x) = 0 e seja x∗ um mininizador local deste
problema. Prove que, ou existe λ ∈ R tal que ∇f(x∗) = λ∇h(x∗), ou então ∇h(x∗) = 0.

14. Considere o problema de minimizar f(x) sujeito a g(x) ≤ 0, onde f : R2 → R e g : R2 → R2

são funções de classe C2 e gj(x) = aTj x− bj , para j = 1, 2.

(a) Mostre que, se num dado ponto x as restrições são ativas, {∇gi(x)}2j=1 é L.I., e

∇f(x) +

2∑
j=1

µj∇gj(x) = 0,

com algum µj < 0, então existe uma direção fact́ıvel e de descida d a partir de x.

(b) Se em (a) todos os multiplicadores são não negativos e ∇2f(x) é definida positiva,
podemos afirmar que x é mı́nimo local?
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