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Lista 3

1. Considere o problema geral de otimização não-linear

min f(x)

s.a hi(x) = 0, para i = 1, 2, . . . ,m

gj(x) ≤ 0, para j = 1, 2, . . . , p.

(P)

Suponha que x∗ é fact́ıvel e que existam multiplicadores de Lagrange (λ∗, µ∗) tais que as
condições KKT são satisfeitas. Suponha também que

d>∇2
xx`(x∗, λ∗, µ∗)d > 0,

para toda direção d não-nula tal que

∇hi(x∗)>d = 0, para i = 1, 2, . . . ,m

∇gj(x∗)>d = 0, para todo j ∈ I(x∗), tal que µ∗j > 0,

e
∇gj(x∗)>d ≤ 0, para todo j ∈ I(x∗), tal que µ∗j = 0,

onde I(x∗) denota o conjunto de ı́ndices das restrições de desigualdade que são ativas em
x∗. Mostre que x∗ é minimizador local estrito de (P).

2. Seja F : Rn → Rm uma função vetorial suave e considere os problemas de otimização
irrestrita de minimizar f(x) onde

f(x) = ‖F (x)‖∞, f(x) = max
1≤i≤m

Fi(x).

Reformule tais problemas(não-suaves) como problemas suaves de otimização com res-
trições. É posśıvel fazer o mesmo com f(x) = min1≤i≤m Fi(x) ?

3. Considere o conjunto viável Ω em R2 definido por x2 ≥ 0, x2 ≤ x21.

a) Determine o conjunto tangente e o núcleo do Jacobiano das restrições ativas em
x∗ = (0, 0).

b) x∗ é um ponto regular ?

c) Se a função objetivo é f(x) = −x2, verifique que as condições KKT são satisfeitas em x∗.

d) Construa uma sequência {zk} de pontos fact́ıveis se aproximando de x∗ tal que
f(zk) < f(x∗) para todo k suficientemente grande.

4. Eliminando a variável x2, resolva o problema de minimizar f(x) = x1 + x2, sujeita a
x21 + x22 = 1. Mostre que a escolha do sinal para a operação de raiz quadrada durante o
processo de eliminação é um passo cŕıtico(a escolha errada leva à resposta incorreta).

5. Encontre o mı́nimo da função f(x) = x1x2 no ćırculo unitário x21 + x22 = 1. Ilustre tal
problema geometricamente. Em seguida, encontre o máximo de f(x) = x1x2 sobre o disco
unitário: x21 + x22 ≤ 1.



6. Encontre o dual do problema de otimização linear na forma padrão

min
x

c>x

s.a Ax = b,

x ≥ 0.

7. Supondo que o primal tem apenas restrições lineares e função objetivo convexa, que sua
região fact́ıvel é vazia e que a região fact́ıvel do dual é não vazia, mostre que o supremo
da função objetivo dual é +∞.

8. Considere o problema definido por n = 1, m = 0, p = 1, f(x) = 0, g(x) = ex. Mostre que
o primal é infact́ıvel mas o dual tem solução finita.

9. Seja A uma matriz não-singular e {xk} a sequência gerada pelo método de Newton aplicado
ao problema F (x) = 0. Qual a relação de {xk} com as iterações de Newton aplicado ao
sistema AF (x) = 0? E qual a relação de {xk} com respeito aos iterados de Newton para
o problema F (Ax+ b) = 0 ?

10. Mostre que se A é não-singular então A+uvT é não singular, se e somente se vTA−1u 6= −1.
Neste caso

(A+ uvT )−1 = A−1 − A−1uvTA−1

1 + vTA−1u
.

11. Prove que para o método de Broyden: ‖Bk+1 − Bk‖F ≤ ‖B − Bk‖F para toda matriz
B ∈ Rn×n tal que Bsk = yk e (B −Bk) é de posto um. Mostre que o resultado também é
válido com a norma-2.

12. Mostre que se a Jacobiana de F (x) é Lipschitz, de constante L em Ω, e x∗ ∈ Ω é tal que
F (x∗) = 0 e J(x∗) não-singular, então para todo x, z, x∗ ∈ Ω:

‖F (z)− F (x)− J(x∗)(z − x)‖ ≤ L‖x− z‖max{‖x− x∗‖, ‖z − x∗‖}.

Prove também que para todo x ∈ Ω:

‖F (x)− J(x∗)(x− x∗)‖ ≤
L

2
‖x− x∗‖2.

13. Demonstre o lema de Banach.

14. Mostre que

B̃k =

∫ 1

0
J(xk + t(xk+1 − xk))dt

satisfaz a equação secante Bsk = yk, onde sk = xk+1 − xk e yk = F (xk+1)− F (xk).

15. Prove que um método secante com propriedade de deterioração limitada e tal que
‖Bk+1 −Bk‖ → 0, quando k →∞, possui convergência superlinear.

16. Considere a função F : R → R, definida por F (x) = xq onde q é um inteiro maior que 2.
Note que x∗ = 0 é a única raiz de F (x), e é degenerada. Mostre que o método de Newton
converge linearmente, e encontre o valor do fator de convergência r.

17. Seja F ∈ Rn. Mostre que
φ(λ) = ‖(JTJ + λI)−1JTF‖

é uma função descrescente de λ, a menos que JTF = 0.
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