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Lista 4

1. Seja {xk} uma sequência gerada por um algoritmo de direções de descida. Mostre que se
o conjunto de ńıvel L = {x ∈ Rn | f(x) ≤ f(x0)} é limitado, então {xk} tem ponto limite.

2. Seja xk ∈ Rn tal que ∇f(xk) 6= 0. Mostre que dk = − ∇f(xk)

‖∇f(xk)‖
é minimizador de

∇f(xk)Td sujeita a ‖d‖ = 1.

3. Considere um algoritmo básico de direções de descida que satisfaça as condições de Armijo
e proporcionalidade. Construa um exemplo em R2 onde a sequência gerada pelo algoritmo
converge a um ponto não-estacionário.

4. Mostre que o algoritmo de direções de descida com backtracking (apresentado em aula)
está bem definido.

5. Prove que ‖Bx‖ ≥ ‖x‖/‖B−1‖ para qualquer matriz não singular B.

6. Supondo f ∈ C2, mostre que, se o número de condição da matriz ∇2f(xk) é uniformemente
limitado por uma constante c ≥ 1, então 1/c é uma escolha natural para θ na condição do
ângulo, quando dk = −(∇2f(xk))−1∇f(xk).

7. Mostre que o minimizador global de φ(t) = f(xk + t dk), onde f(x) =
1

2
xTQx+ bTx, com

Q simétrica positiva definida, é dado por t∗ = −∇f(xk)Tdk
dTkQdk

.

8. Considere o método de Cauchy, i.e., o método de máxima descida com busca linear exata,
aplicado a minimização de uma função quadrática estriamente convexa. Mostre que dois
passos consecutivos sk e sk+1 são ortogonais. Mostre que se o ponto inicial x0 é tal que
x0 − x∗ é paralelo a um autovetor da Hessiana, então o método de Cauchy converge em
uma iteração a x∗ solução do problema.

9. Considere o método de máxima descida xk+1 = xk− tk∇f(xk), e assuma que f é convexa,
tem pelo menos um minimizador, e possui gradiente Lipschitz de constante L > 0. Mostre
que, se existe ε > 0 tal que

ε ≤ tk ≤
2− ε
L

, ∀k,

então xk converge para algum minimizador de f .

10. Sejam f : Rn → R, f ∈ C1, e considere a sequência definida por xk+1 = xk −B−1k ∇f(xk),
onde as matrizes Bk são não-singulares e ‖Bk‖ ≤ M para todo k. Prove que se
lim
k→∞

xk = x∗ então ∇f(x∗) = 0.

11. Suponha que f : Rn → R é duas vezes continuamente diferenciável. Considere a iteração
xk+1 = xk + tkdk, onde dk satisfaz as condições do ângulo e proporcionalidade, e tk satisfaz
a condição de Armijo com σ ≤ 1/2. Mostre que se sequência {xk} converge a x∗ tal que
∇f(x∗) = 0, ∇2f(x∗) é definida positiva e as direções satisfazem

lim
k→∞

‖∇f(xk) +∇2f(xk)dk‖
‖dk‖

= 0,

então o passo tk = 1 é sempre aceito para todo k maior que um certo k0. Além disso, se
tk = 1 para todo k > k0, então xk → x∗ superlinearmente.


