MTM3121 Algebra Linear 2023.1

Lista 3

1. Mostre que o conjunto das matrizes n x n simétricas(com entradas reais) é um espago
vetorial.

2. Seja V' o conjunto de todos os pares ordenados de ntimeros reais com adi¢ao definida por

(@1, 22) + (y1,92) := (¥1 + Y1, 22 + ¥2),
e produto por escalar definido por
a- (z1,x2) = (axy, T2).
O conjunto V' com estas operagoes é uma espago vetorial?

3. Seja Ry o conjunto de todos os niimeros reais positivos. Considere o produto por escalar
definido por

e a adig@o definida por
r+y:=zxy, Vr,ycR,.

R com estas operagoes é um espago vetorial?

4. Dados v = (1,2,3), v = (3,2,0) e w = (2,0,0), encontre valores de «, 3,7 € R tais que
au+ v +~yw = (1,1,1). Expresse o vetor (1,—3,10) como combinagao linear dos vetores
u=(1,0,0), v=(1,1,0) e w = (2, -3, 5).

5. Usando os axiomas de espago vetorial prove a seguinte afirmacao: “Num espago vetorial
V' existe um tnico vetor nulo e cada elemento de V' possui um tinico inverso aditivo”.

6. Sejam Vi e V5 espagos vetoriais. Considere o produto cartesiano V' = V; x V5. Defina
operacoes que tornem V um espaco vetorial. Verifique os axiomas. Mostre que o mesmo

¢é valido para um produto cartesiano de espacgos vetoriais Vi, Va,...,V,, ou mesmo para
uma sequéncia infinita Vi, Va, ..., Vy,... de espacos vetoriais.
7. Seja V um espago vetorial e X = {vy,v9,..., v} C V. Mostre que

span(X) ={w e V|w =aqv1 + -+ - + Qpvm,a € R™}
¢ um subespaco vetorial de V.

8. Seja X o subconjunto de R* formado pelas sequéncias v = (z1,Z2,...,Zp,...) que tém
apenas um numero finito de termos x,, nao nulos. Mostre que X é um subespacgo vetorial
de R* e que as sequéncias que tém um Unico termo nao nulo constituem um conjunto de
geradores para X.

9. Seja R™™ o espaco vetorial das matrizes n x n de entradas reais. Considere V1 o conjunto
das matrizes triangulares superiores e V5 o conjunto das matrizes triangulares inferiores de
ordem n. Mostre que R"*"™ = V; + V5, mas nao é verdade que R™*"™ = V; & V5. Prove que,
se V1 é conjunto das matrizes simétricas e V5 é o conjunto das matrizes anti-simétricas,
entdao R™" =V, @ V5.
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Mostre que span(X) é a interseccao de todos os subespagos vetoriais que contém o conjunto
XcCcV.

Mostre que as matrizes abaixo sao linearmente independentes:

11 10 11
lool o=fod] e=[ia]
Considere o espago de polinémios de grau menor ou igual a 3. Verifique se os polinémios
abaixo sao L.D. ou L.I.:

p(z) = 2% —32%+5x+1,
q(z) = 2®— 2 +6x+2,
r(z) = 2% — 72+ 4.

Seja V=V, ®&V,. Se By é base de V] e By é base de Vs, prove que By U By é base de V.

Seja X um subespaco vetorial de R? formado pelos vetores x = (x1,2,23) tais que
x1 — 229 + 423 = 0. Obtenha uma base {u,uz,us} C R? tal que ui,us € X.

Mostre que os polinomios 1,  — 1 e 22 — 3z + 1 formam uma base para Po(R). Exprima
o polinémio 2x? — 52 + 6 como combinacio linear dos elementos dessa base.

Sejam u,v € V vetores L.I. Dado um escalar a # 0, prove que o conjunto {v,v + au} é
uma base do subespacgo gerado pelos vetores v, v + u,v + 2u,...,v + nu,....

Exiba uma base para cada um dos espagos vetoriais abaixo e determine sua dimensao:

a) polindmios pares de grau < n
b

) polinémios impares de grau < n
¢) polinémios de grau < n que se anulam para x =2 e z = 3.

d) vetores de R™ nos quais a primeira e ultima coordenadas sao iguais.

Mostre que os vetores u = (1,1,1), v = (1,2,3) e w = (1,4,9) formam uma base de R>.
Exprima cada um dos vetores canonicos eq, es, es como combinacao linear de u, v e w.

Suponha que as colunas de uma matriz A € R™*" formam uma base para R"™. Mostre
que Ax = 0 admite apenas a solugao trivial. Explique porque Az = b tem solugdo para
qualquer b € R™.

Seja A € R™*™. Mostre que N(A) = {x € R"| Az = 0} é um subespacgo vetorial de R".
Existem subespacos préprios de R?

Considere os vetores cos(x + «) e sinx em C[—7, 7] (o conjunto das fungdes continuas em
[—m,7]). Para que valores de « este vetores serao L.D.?

Por que qualquer conjunto finito de vetores que contém o vetor nulo é L.D. ?
Sejam v, va, . . ., v, vetores L.I. de um espago vetorial V.. Mostre que span(ve,...,v,) # V.
Em C[—7, 7], encontre a dimensio do subespaco gerado por 1, cos 2z e cos® z.

E possivel encontrar um par de subespacos bidimensionais de U e V de R3, tais que
Unv ={0}7

Mostre que se U e V' sao subespagos vetorias de R e U NV = {0}, entao
dim(U +V) =dimU + dim V.



