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Revisao

1 Algebra linear matricial

Um vetor x € R™ serd representado por um vetor coluna

I
T2

Tn

enquanto o transposto de x corresponde a um vetor linha

-
x =[x z2 ...xp)].
1.1 Independéncia linear
Se existem escalares nao-nulos A, g, ..., A, tais que
m
E )\ivi = 0,
i=1
dizemos que os vetores vy, va, ..., Um s20 linearmente dependentes. Caso contrario o conjunto
de vetores {vi,ve,...,vn} é dito linearmente independente.

O R™ é gerado por combinagoes lineares de qualquer conjunto de n vetores linearmente
independentes. Neste caso, tal conjunto é chamado de base para o R”.

1.2 Combinacoes linear, afim, cOnica e convexa

e Combinacao linear

m
Tr = E )\Z"Uz‘.
=1

Combinacao afim

m m
T = E Aivi, com E o= 1.
i=1 i=1

Combinacao cOnica

m
T = Z)‘ivi’ com \; >0, parat=1,2,...m.
i=1

Combinacao convexa

m m
x:Z)\ivi, com Z)\izle Ai >0, parai=1,2,...m.
i=1 i=1



1.3 Normas e produto interno

O produto interno em R"™ ¢é definido por

n
T
T Y= ley]
=1

Dois vetores z e y sao ditos ortogonais quando x 'y = 0.

Uma aplicacao ||.|| : R — R é chamada de norma vetorial se satisfaz as seguintes pro-
priedades:

||| >0, VzeR™

||| = |a||z||, para qualquer vetor x e escalar «;

lz+yl < |zl +lyll, Vz,y € R™ (desigualdade triangular)

|z =0= 2 =0.
Abaixo temos alguns exemplos de normais vetoriais:
|zl = VT,
[zl = lea] + [z2] + - + |2al,

] = max i

Lembre que quando x e y sdo ortogonais, i.e. 'y = 0, vale o teorema de Pitdgoras:
Iz +ylI* = [l]® + [yl
A desigualdade de Cauchy-Schwarz:
[Tyl < [lzll2]lyll2,

relaciona o produto interno com a norma Euclidiana ||.||2.

Uma propriedade importante da norma Euclidiana ||.||2 é a invaridncia por transformacoes
ortogonais, i.e., se QQ é ortogonal, entao:

1Q[l2 = [|z[l2-

Outro fato importante é que em dimensao finita todas as normas sao equivalentes, i.e., dadas
duas normas vetoriais ||.||4 € [|.||p, existem ¢o > ¢ > 0 tais que

cllzlly < flzfla < calle-



1.4 Subspacos vetoriais

Dizemos que S é um subspaco de R™ se S é fechado em relacao a soma e produto por escalar,
ie.,sex,y €S entdo Az + py € S para quaisquer escalares A, j.

Seja M um subspaco vetorial de R”. Denotamos por M~ o conjunto de todos os vetores
de R™ ortogonais a todos os vetores de M:

Mt ={yeR"|z"y =0}
O conjunto M=+ é chamado complemento ortogonal de M. Note que
R" =M o M*.
1.5 Matrizes

Denotamos por A € R™*™, uma matriz com entradas a;; reais, de m linhas por n colunas:

all a19 e A1n

asi as9 e Qa2n,
A=

aml aAm2 ... Amn

Operacgoes

Sejam oo € R, A € R™*™ e B € RP*4,

e Adicao e substracdo: C = A+ B

Se m =p e n=q entao ¢;; = a;j £ b;j, com C € R™*",

e Multiplicagdo por escalar: C = aA

¢ij = aayj, com C € R™*™,

e Multiplicagao: C'= AB
n

Se n = p entao ¢;; = Zaikbkjv e C e Rm*4,
k=1

Atencgao: Em geral AB # BA.

e Matriz transposta: C = AT

Cij = Qjj, € C e Rm*m,
e Matriz Inversa: C = A~}

Se m = n entdo CA = AC = I, com C € R" ", e onde I denota a matriz identidade
de ordem n.



Operacoes por bloco

Seja A € R™*™:

Ay A ... Alq
A A21 A22 . qu 7
Apt Ay .. Ay
uma matriz decomposta em blocos A;; € R"*" parai = 1,...,pej =1,...,q, tais que

dioimi=me >t n; =n.

Tomando os devidos cuidados, as operacoes da segao anterior podem ser realizadas por blocos,
desde que as dimensoes dos blocos sejam compativeis.

1.6 Matrizes especiais
e Linha: m =1
e Coluna: n = 1.
e Nula: a;; = 0.
e Quadrada: m = n.
e Diagonal: a;; = 0,Vi # j.
e Identidade: a;; =0,Vi # j e a; = 1sei = j.
e Triangular superior: a;; = 0 para i > j.
e Triangular inferior: a;; = 0 para j > 1.
e Simétrica: m =n e a;; = aj;, ou A = AT,
e Anti-simétrica: m =n e a;; = —aj;, ou A = —AT.
e Nilpotente: m = n e A*¥ = 0, para algum k inteiro positivo.
e Idempotente: m =n e A% = A.
o Auto-reflexiva: m =n e A2 = 1.
e Ortogonal: m=ne A1 = AT,

e Normal: m=ne ATA=AA".



1.7 Posto

Seja A € R™*™. O posto coluna(linha) de A é o nimero de colunas(linhas) linearmente
independentes. E possivel mostrar que posto linha é igual ao posto coluna e, entao, diremos
simplesmente posto de A e denotaremos por posto(A).

Dizemos que uma matriz A tem posto completo se posto(A) = min{m,n}.

Uma matriz quadrada é nao-singular se seu posto é completo.

1.8 Subspacgos fundamentais
Seja A € R™*™,
e Niicleo de A: N(A) = {x € R"| Az = 0}.
e Imagem de A: R(A) = {y € R™ |y = Ax para algum = € R"}
e Espaco linha de A: R(A") = {u € R"|u = ATy para algum y € R™}.

e Nicleo a esquerda de A: N(AT) = {y e R | ATy = 0}.

Teorema fundamental da dlgebra linear matricial:
N(A) & R(AT) =R,
N(AT) ®R(A) = R™.

1.9 Determinantes

Seja A € R™™™. O determinante de A é definido por

det(A4) = Z o(p)aip, azp, - - - Anp,,
peEP

onde p é uma permutacao do vetor pg = (1,2,3,...,n) e P o conjunto de todas as per-
mutagoes. A funcdo o(p) é igual a 1, se p pode ser obtido através de um numero par de
permutacoes de py, e igual a —1 se o nimero de permutacoes for impar.

Cada parcela da soma acima é chamada de “produto elementar com sinal”. Assim, dizemos
que o determinante é a soma de todos os produtos elementares com sinal.

Propriedades
Algumas propriedades do determinante:
o det(A) =det(AT)
e det(AB) = det(A) det(B)
e Se A é nao-singular: det(A~!) = 1/det(A).



1.10 Autovalores e autovetores

Seja A € R™™ ™. Dizemos que A € C é um autovalor de A, associado ao autovetor v € C™\ {0}

quando
Av = .

Decorre desta definicdo que A é autovalor de A, se e somente se, A é raiz do polinémio
caracteristico:

p(A) = det(A — AI).
1.11 Matrizes simétricas, positivas semidefinidas

Uma matriz A € R™*™ é dita positiva semidefinida se
z' Az >0, VreR",

e positiva definida quando
" Az >0, VreR"\{0}.

Quando A é simétrica, i.e. A = AT, todos seus autovalores sdo reais e seus autovetores sao
ortogonais. Neste caso faz sentido dizer que A é positiva semidefinida se e somente se todos
seus autovalores sao nao-negativos.

1.12 Normas matriciais

Podemos definir normas matriciais induzidas por normas vetoriais:

[A[l = max [|Az],
llzl=1
onde ||.|| no lado direito denota uma norma vetorial. Uma consequéncia dessa defini¢ao ¢ a
relagao de consisténcia:
[ Az < [[Al[|]],

valida para toda norma matricial induzida.

Se A é nio singular também temos que ||Az|| > ||z||/||A7!]|. Neste caso
]l
< [[Az| < [|All[lz].
[

Ha outras normas matriciais que nao sao induzidas mas sao consistentes, como a norma de

Frobenius:
1/2

|AllF = Z Za?j
(]
Seja A € R™ ™ uma matriz nao-singular. Definimos o nimero de condi¢do de A por
K(A) = A A7,

onde .|| ¢ uma norma matricial induzida.



1.13 Decomposicao espectral e SVD

Seja A € R™*™ gimétrica. Entao
A=QAQT,

onde ) é uma matriz ortogonal e A = diag(A1, ..., \,) é uma matriz diagonal com os auto-
valores de A, e sem perda de generalidade assuma que A\ > A9 > --- > A,. A decomposicao
acima é conhecida como decomposicao espectral de A. Note que a decomposicao espectral
também pode ser escrita na forma: A =3, /\iqiqiT , onde o autovetor unitario ¢; corresponde
a i-ésima coluna de (). Note ainda que as colunas de () formam uma base ortonormal para R".

Seja A € R™*"™, com m > n. Entao

_ ST
ao[S]v

onde U é uma matriz ortogonal de ordem m, V é uma matriz ortogonal de ordem n e
S = diag(o1,092,...,0p), com o1 > --- > o, > 0. Cada o; é chamado de valor singular, e
decomposicao acima é conhecida como decomposi¢ao em valores singulares ou SVD, do inglés
singular value decomposition.

De modo andlogo, para o caso m < n temos que
A=U[S 0]V,

mas agora S € R™*™. Se posto(A) = r, é comum escrever a SVD de A na forma
T
A= Z aiuivi—r.
i=1

Note que se A é simétrica e positiva definida entao a decomposicao espectral coincide com a
decomposicdo SVD, com Q =U =V e A=S.

Para uma matriz A simétrica, positiva definida, temos que
[All2 = o1(4), AT 2 = 1/on(A).

Ainda
on(A)||z]5 < 2 Az < o1 (A)||2]3.

Se A é apenas simétrica, entao

An(A) 23 < @7 Az < A (A)]l]l3.

2 Elementos de analise e calculo

2.1 Sequéncias

Uma sequéncia de vetores xg, &1, ..., Tk, ..., ¢ denotada por {x}}72, ou simplesmente {x}}
se o conjunto de indices estiver claro. Dizemos que {xy} converge a z, se |z — x| — 0



quando £ — 00, e escrevemos X — T4 ou ainda lim xzj = x,.
k—o0

Um ponto & é dito ponto limite de uma sequéncia {z}}, se existe um subconjunto de indices
K C N, tal que a subsequéncia {zy}rex converge para .

2.2 Topologia do R"
Chamamos de bola de centro em z, e raio € > 0 o seguinte conjunto de pontos do R":
B(zy,€) = {x € R" | [z — x| < €}.

Por vezes B(x,€) também é chamada de e-vizinhanga de z,.

Um subconjunto S de R™ ¢é dito aberto se para todo ponto =z de S existe um ¢ > 0 tal
que B(x,e) C S.

Um conjunto C é dito fechado se x — x, com x € C implica que x € C.

Dizemos que um conjunto S C R™ é limitado se existe M finito tal que ||z|| < M, para
todo z € S.

O interior de um conjunto S C R™ é o maior conjunto aberto contido em S. O fecho de
S, denotado por S, é o menor conjunto fechado que contem S.

Um subconjunto S de um espago métrico é dito compacto se toda sequéncia em S possui
uma subsequéncia convergente(em .S). Em dimensao finita, como em R™, um subconjunto S
é compacto se e somente se é fechado e limitado.

2.3 Continuidade

Uma funcao f : R™ — R é dita continua se xx — = implica que f(zr) — f(x).

Um resultado importante sobre fungoes continuas é que se f é continua e S é compacto,
entdo f(5) é compacto. (Prove!). Este fato implica no teorema de Bolzano-Weierstrass: uma
fungao continua f definida em um compacto S possui um minimizador(global) em S, i.e.,
existe z, € S tal que f(x.) < f(z),Vx € S.

Uma fungao f: D C R™ — R é dita Lipschitz em D, se existe L > 0 tal que

1f (@) = fW)ll < Ll —yll, Va,yeD.

Perceba que toda fungdo Lipschitz é continua, mas a reciproca nao é verdadeira (dé um
contra-exemplo!).

2.4 Derivadas

Seja f : R™ — R de classe C?, i.e., uma funcio continua com derivadas parciais(até segunda
ordem) continuas.



Denotamos o gradiente de f em x por um vetor coluna V f(z), cujas componentes sao

Vi(z) = gf(:c) J4 a Hessiana de f é uma matriz simétrica n x n, denotada por V2f(x),
T
cujas entradas sao dadas por [V2f(z)];; = 0 (x).
J 8xj8x,~

A derivada direcional de f em x, na diregao d, é dada por

Se F: R™ — R™ é uma funcgao vetorial com m componentes, i.e.:

Fl(.%')

onde cada F;(x) é uma fungao continuamente diferenciavel, denotamos o Jacobiano de F' por:

VFl (x)T
J(z) = F'(x) = :
VE,(z)"

2.5 Notagao of.)

Seja g uma funcao de uma varidvel real. A notacao g(x) = o(z) significa que g(x) vai para
zero mais rapido que x, i.e.
9(x)

X

lim =0.

z—0

2.6 Teoremas do Valor Médio e de Taylor

Relembremos o teorema do valor médio para uma fungao de uma variavel. Se ¢ : R — R é
continuamente diferenciavel entao dados dois valores reais t; > tg temos que

o(t1) = d(to) + ¢'(C)(t1 — to),
onde ¢ € (to,tl).
Uma versao em R” deste teorema, envolvendo a derivada direcional de uma funcio f € C! é

dada por
fz+d) = f(z)+Vf(x+ad)'d, paraalgum ac (0,1),

ou ainda

) = f@)+ VIO (y — ),



onde { =ax+ (1—a)yeac(0,1).
Quando f € C?, uma versao refinada deste resultado é
fla+d) = flz)+Vf(x) d+ %dTVZf(g)d.
Em verdade a expressao acima é uma das formas do teorema de Taylor. Outra forma 1til é
fla+d) = f(z) + Vf(z)"d+ %dTVQf(l‘)d +o([[d]?).

No caso de uma funcao vetorial F' : R™ — R™, o teorema do valor médio se apresenta na
forma

F(x+p)— F(z) = /01 J(z + tp)pdt.

2.7 Funcao Lipschitz

Dizemos que uma funcao F : 2 C R™ — R™ é Lipschitz de constante L > 0 (em 2) quando
[F(z) — F(y)ll < Lllz —yll, Va e

Para uma funcio f : R* — R de classe C' tal que o gradiente V f é Lipschitz em R”, temos
uma cota superior para o erro de linearizacdo dada por

7) — F(@) = V@) (g~ )] < 2 lly —

2.8 Funcao Convexa

Dizemos que um subconjunto nao vazio {2 C R™ é um conjunto convexro quando para quaisquer
x,y € () tem-se que
ar+(1—-a)yeQ, Vael0,1].

Uma funcao f : @ € R™ = R, com {2 convexo, é dita convezra se para quaisquer x,y € €,
tem-se que
Geometricamente isto significa que o gréifico de f estd sempre abaixo da reta secante aos

pontos (z, f(x)) e (y, f(y))-

Para uma f convexa e diferenciavel temos também que o grafico de f estd sempre acima da
reta tangente a (z, f(z)):

fly) > f(x) + Vf(x)T(y —x), Vax,ye.

10



2.9 Teorema da Funcao Implicita

Seja h : R™ — R™ e considere o seguinte sistema de equacoes nao-lineares:

hl(.%')

onde cada h; : R™ — R é continuamente diferenciavel e m < n.

Particione o vetor de varidveis x = (zp,xn), onde xp corresponde as primeiras m e xy
as tltimas n — m varidveis. Se * = (27, z}) € tal que h(z*) = 0 e a matriz

ohy . ohy ,
oh . ., , .
Jp = %(1‘ ) = : :
B Ol Py

(z*) (z*)

o0xy 0T,

¢ nao-singular, entao existe uma vizinhanca de x’ tal que para xy nessa vizinhanca, existe
¢ : R"™™ — R™ que satisfaz

Lz = d(a});
2. h(gf)(xN),:EN) == O;
3. ¢; €C parai=1,2,...,m;

P @) )

(3.’BN

1 ) = - (

X
81‘3
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